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Regressao Linear — Abordagem Inferencial
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Regressao Linear - Inferéncia

@ Até aqui a regresséao linear foi usada apenas como tecnica descritiva.
Se as n observacoes forem a totalidade da populacao de interesse,
pouco mais ha a dizer.

@ Mas, com frequéncia, as n observacgOes sao apenas uma amostra
aleatoria de uma populagao maior.

@ Um hiperplano ajustado a partir duma dada amostra,
Yy =bg+ by x1+ ba X2+ ... + bp Xp, € apenas uma estimativa de um
hiperplano populacional

y = Po+ P1xq + PaXe + ... + BpXp .

Qutras amostras dariam hiperplanos ajustados diferentes.

@ Coloca-se o problema da inferéncia estatistica.
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O problema da Inferéncia Estatistica na Reg. Linear
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MODELO - Regressao Linear

A fim de se poder fazer inferéncia sobre o hiperplano populacional, vamos
admitir pressupostos adicionais.

Y —variavel resposta aleatoria.

Xq, ..., Xp — variaveis preditoras nao aleatorias (fixadas pelo
experimentador ou trabalha-se condicionalmente aos valores
de xq, ..., Xp)

O modelo sera ajustado com base em:

{(X1(iy. X2(iy. -« Xp(i). Yi)}iLq4 — N conjuntos de observagbes independentes das
variaveis xq, Xz, ..., Xp € Y, sobre n unidades experimentais.
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MODELO RL - Linearidade

Vamos ainda admitir que a relacao de fundo entre Y e xq, Xo, ..., Xp, €

linear (afim), com uma variabilidade aleatdria em torno dessa relacéo,
representada por um erro aleatorio €. Paratodooi=1,....n:

Y, = [ + B4 X1() T e T ﬁp Xp(iy T E;

v.a. cte. cte. cte. cte. cte. v.d.
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MODELO Regressao Linear — Os erros aleatorios
Vamos ainda admitir que os erros aleatorios &;:
® Tém valor esperado (valor médio) nulo:
Ele] =0, VYi=1,..n

(ndo & hipodtese restritiva).
@ Tém distribuicdo Normal (é restritiva, mas bastante geral).
® Homogeneidade de variancias: tém sempre a mesma variancia

Vig] = 6%, Yi=1,.,n

(é restritiva, mas conveniente).

@ Sao variaveis aleatorias independentes
(é restritiva, mas conveniente).
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O Modelo Linear

O modelo para inferéncia na regressao linear € assim:

O Modelo Linear

Q@ Vi = Bo+Pixi + PeXopy+ -+ BoXpy + &, Vi=1,...n.
@ —~ +(0.02), Yi=1,..n

© {&}", v.a. independentes.

MOTA: Os erros aleatorios sao variaveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.).

Dado o modelo, o valor esperado (medio) de Y;, condicional aos valores
X1,Xz,..., Xp dOs preditores, €:

Ly = E[Yi|x1.X2,.... %] = Po+P1Xx1+ Paxe+ ...+ BoXp .

NOTA: B; (j # 0) e a variagao média em Y, associada a um aumento de uma
unidade em x;, mantendo os restantes preditores constantes.
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O estudo do modelo

Um primeiro objectivo da inferéncia: os p+ 1 parametros do modelo, [5
=01, ...p).

Os parametros ajustados b = (bg. by, bs. ... by), sao estimativas desses parametros.

Para ser possivel construir intervalos de confianca e/ou efectuar testes de
hipoteses sobre os valores dos parametros populacionais f5;, ha-que:

@ Definir estimadores ﬁi,- dos parametros populacionais;

@ conhecer as respectivas distribuigdes de probabilidades (a0 abrigo do
Modelo);

A validade da inferéncia depende da validade dos pressupostos do modelo.

79



A notacao matricial/vectorial

Yi = Po+Bixigy+ Baxepry+ -+ PpXpry  +
Yo = [fo+BiXxyz) + Baxoe) + -+ PoXpzy +
Ys = Po+Pixya + Pexozy+ -+ PeXpzy +
== _xﬁ

As n equacgdes correspondem a uma unica equacao vectorial:

Y=XB +¢.
onde:
T Yy ] - X110 KEU] e Xp ] P
?E 1 x1 {2) KEI'E] e XP'[E'I ﬁl
Yy—| Y3 X=| 1 %, X, - X | B= P2
| Yn | 1 o, Xe, o Xp L Bp

@ Y e £ sdo vectores aleatorios,

@ X & uma matriz ndo aleatdria e f um vector nao-aleatorio.

)
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Modelo Regressao Linear - versao vectorial
O Modelo Linear em notacgao vectorial

Q@ Y- XB+&
a0 0 0
. g 0 a° nE ... O
Q¢ n]'f’n{ﬂ._-:rzln], com il o | . s2,-] @ 9@ & . 0
Lo ) |
0 0 o e

@ (Cada erro aleatorio individual & tem distribuicao Normal.

@ Cada erro aleatorio individual tem média zero: E[g] = 0.
@ Cada erro aleatério individual tem variéncia igual: V[g] = o2.

® Erros aleatérios diferentes sdo independentes, porque Cov(g;, g] =0 se
i # j e, numa Multinormal, isso implica a independéncia.
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A distribuicao de Y

Teorema (Primeiras Consequéncias do Modelo)
Dado o Modelo de Regressao Linear, tem-se:

Ao(XB . 621,).

De facto, Y é soma de vector ndo aleatdrio {}{E] & vector aleatdrio (g):

£ .
N
=|'.lilr

Y= XB +
P

— i i

a -E i ’i’f{ﬁ. ﬂ-Eln}a

@ Somar vector constante {Iﬁ}l a um vector aleatorio Multinormal (€) nao destroi a
Multinormalidade.

@ E[Y] = E[XB +&] = XB + E[€] = XB.
@ V[Y]= V[XB+£&]= V[E] = o2,
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A distribuicdo de Y (interpretacao)

Y —~ .rl-“'n{}{ﬁ . o%1p).

Tendo em conta as propriedades da Multinormal:
@ Cada observacao individual Y; tem distribuicao Normal.
® Cada observacao individual Y; tem média
ui = E[Yi] = if,—_]ﬁ = Po + B1 Xq(jy + BaXogjy + ... + BpXp(iy-
@ Cada observacéao individual tem variancia igual: V[Y;] = o“.

@ Observacodes diferentes de Y sao independentes, porque
Cov[Y;. Y]] =0 se i+ je, numa Multinormal, isso implica a
independéncia.
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O vector de estimadores ﬁ

O vector de estimadores 8 = (. B1..... ip)! é definido a partir da equagao do vector b de estimativas

“mas substituindo o vector y de valores observados de Y pelo vector aleatdrio Y.

Estimadores de Minimos Quadrados dos parametros

B — (X'X) X'V .

O vector B é de dimensdo p+ 1. O seu primeiro elemento é o
estimador de f3y, o seu segundo elemento é o estimador de f34, etc...

Em geral, o estimador de f5; esta na posicao j + 1 do vector ﬁ

Os resultados gerais ja referidos permitem facilmente determinar a
distribuicao de probabilidades do estimador ﬁ

84



A distribuicao do vector de estimadores ﬁ

Teorema (Distribuigao do estimador )
Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla, tem-se:

=
-

B — Api(B.c2(XX) 1) .

B é produto de matriz ndo aleatéria, (X!X) 'X!, e vector aleatério, ¥:

@ Y —~ _4;(XB.c2l,).

@ Multiplicar matriz constante, (X'X) X!, por um vector aleatério Multinormal (¥)
nao destroi a Multinormalidade.

o E[ﬁ]:E[{xij IXHY] = (XIX) X! E[Y] = (XIX) 1X!XB = B.
@ V[B] = V[(X'X)~1XI¥] = (XIX)~ " X! V[¥][(X!X)1X!]! =
(XIX) X o2y X[(XIX) ) =% (XIX) TXEX (XX T = ot (XX
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A distribuicao de B (interpretacao)

B~ A4(B.a”(X'X) ).
Tendo em conta as propriedades da Multinormal
@ Cada estimador individual ﬁf tem distribuicao Normal.

@ Cada estimador individual tem média E[Bj] = B, logo é centrado

|

® Cada estimador individual tem variancia V[f] = o2 ['I’}[ju. 1j41)"

(Mote-se o desfasamento nos indices).

@ Estimadores individuais diferentes nao sao (em geral) independentes, porque

(X'X) " ndo é, em geral, uma matriz diagonal: Cov|f;.f;] = ¢° {}{’]{}Er.1| 1j41)

@ Logo, o estimador E; de um parametro individual §; tem distribuigao

Bi — A (B; . EFEI}, com '52,. = g° (}I{"}l{]“.'l 1 j+1)’
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Sep=1,RLS

Estimacao dos parametros do Modelo RLS
A recta do modelo RLS tem dois parametros: f5; e [3,.

Definem-se estimadores desses parametros a partir das expressoes
amostrais obtidas para bc, e b, pelo Método dos Minimos Quadrados.

oy G0N LTy

=1

sz (n-1) 52 o (n—1) §2 — Z‘I (- 1]5*75-'!'“’I

Recordar: by =

Estimador de j3,

n Xi— X Xi— X
’ﬁ‘] z ‘I’r — z CI i Com CI — 3
(n-11 5y

Nota: O estimador ﬁ1 e combinacao linear de Normais independentes,
loao tem distribuicao Normal.




Sep=1,RLS

Estimacao dos parametros do Modelo RLS (cont.)

Recordar: by =y — by x.

Estimador de fy

Quer f4, quer iy, sdo combinacoes lineares das observacoes {Y;}{ ,.
logo sao combinacoes lineares de variaveis aleatorias Normais
independentes. Logo, ambos os estimadores tém distribuicao Normal.
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Sep=1,RLS

Distribuicao dos estimadores RLS

Distribuicao dos estimadores dos parametros
Dado o Modelo de Regressao Linear Simples,

~ ) 2
0 181 ~ N (ﬁ'l ; [n{:fnsﬁ)’
- ) —7
Q B~ (B, 0% [1+=5]|)

(-1} 5

NOTAS:
@ Ambos os estimadores sao centrados: E[{L] — B, e E[Bo] = Po.

@ Quanto maior (»-1)52, menor a variancia dos estimadores.

@ A variancia de f; também diminui com o aumento de n, e com a maior
proximidade de x de zero.



A distribuigao na amostragem de f; (interpretagao)

s 2
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Sampling Universe

o

O conjunto de todas as possiveis amostras de dimensao n designa-se o
Universo de Amostragem

A distribuicao de probabilidades de ﬁ‘; pode ser vista como a distribuicao dos
valores de b; ao longo do Universo de Amostragem.
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A distribuicdo na amostragem de J; (interpretagao)
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A distribuicao dum estimador individual

Como se viu, tem-se, vj=0.1,....p:

rb'j e :L I:ﬁf , 0° I:"I-n‘:l‘f}.“':i:ll_r'1-'I.,ll 1:-:)

5

s BB s,
D-ﬁ.'

UH14+1)°

com o = Vo (XX) ]

Este resultado distribucional permitiria construir intervalos de

confianga ou fazer testes a hipéteses sobre os parametros B, nao
fosse o desconhecimento da variancia o2 dos erros aleatorios.
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Sep=1,RLS
Distribuicao dos estimadores RLS

Distribuicao dos estimadores (cont.)
Dado o Modelo de Regressao Linear Simples,

EILEL — A o e a
o ﬁﬂj ! 1’ (D ‘I}r EDITI D'ﬁ1 — \‘n"ll (n “I]SE — J[H_I:IS;

boBo . 4 a1, ® ). 1, %
o 5 A47(0,1), com aﬁﬂ_v«”g [n - ”5?{] —cr\/”er_mE
NOTAS:

@ O desvio padrao dum estimador designa-se erro padrao (em inglés,
standard error).

@ Nao confundir os erros padrao dos estimadores, o5 €05, COMO desvio
F
padrao ¢ dos erros aleatorios.
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O problema de ¢ desconhecido

Para poder utilizar um estimador f3; na inferéncia, & preciso conhecer a
sua distribuicao de probabilidades, sem a presenca de quantidades
n&o-amostrais desconhecidas, alem de f;.

Para ultrapassar este problema é preciso:
@ obter um estimador para ¢%; e

@ ver 0 que acontece a distribuicao de ﬁj quando ¢ é substituido
pelo seu estimador.

Como o= = V(g), Vi, e como os erros aleatérios ¢ sdo desconhecidos,
é natural procurar um estimador de o© através dos residuos.
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Estimando o2

Erros aleatorios (variaveis aleatdrias — nao observaveis)
g = Y;— (Bo+ Bi Xy + BaXogiy + - + BpXp(iy)
Residuos (variaveis aleatérias — observaveis)
Ei=Y - {ﬁa + Brxagpy + BaXegiy + .o + ﬁpxp{q}

=,

Hesiduos (observados)
& = ¥; — (b + by Xy (jy + BaXo(y + .. + BpXpp))

Quadrado Médio Residual (QMRE)
Define-se o Quadrado Medio Residual como

I EE
SQRE ,-5 :

JaldES = n—(p+1) n—(p+1)

Dado o Modelo Linear, 6 = QMRE é um estimador centrado da variancia
comum dos erros aleatérios, o® = V[g]:

E[QMRE] = 62 .

O Quadrado Médio Residual tem como unidades de medida o quadrado das

unidades de Y. 7



Quantidades fulcrais para a inferéncia sobre J3;

A estimacao dos erros padrao com o QMRE transforma as
distribuicbes normais em distribuicdes t-Student

Teorema (Distribuigoes para a inferéncia sobre f3))
Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla, tem-se

Bi — B -
Of

i

~ In—(p+1) - v/=01,...p

n / |
com & =/ QMRE - (X'X) /14 ;. 1)-

Este Teorema da-nos os resultados que servem de base a construcao de

intervalos de confianca e testes de hipoteses para os parametros fi; do
modelo populacional.
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Sep=1,RLS

Quantidades centrais para a inferéncia sobre 3 e f;

A estimacao dos erros padrao com o QMRE transforma as distribuicdes
normais em distribuicoes t-Student

Distribuicoes t-Student para a inferéncia sobre f e J5

Dado o Modelo de Regressao Linear Simples, prova-se que:

ABE
a EI_EL e IH—E , COMm l.':r — MEEE
O, b VI (n-1) 5%

Bo—Bo _
Q o t, >, com nﬁD_LFGMRE[ + = 1159}

Este Teorema é crucial, pois da-nos os resultados que servirao de
base a construcao de intervalos de confianca e testes de hipoteses
para os parametros da recta populacional, By e 5.
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Deducao de intervalo de confianga para j;
B

e

B

Sabemos que JE_?L ~ tn-(ps+1)- LOgO,
]
.-"f..\'-. tnipan)
[
! 1
! !
! \
x'fl \
,-"l 11— III\-.II
/ \




Dedugao IC para j5; (cont.)

Trabalhar a dupla desigualdade até isolar fi;:

i~ -
P[—r% < < r%} =1-a

Fj

—f_%hﬂﬁr < ﬁj—ﬁj < f.g*ﬂﬁj
= 265 > PBi—p > —ta-6

4, o
o

A ﬁf_ f% ) 'ﬁ_ﬁ} < ﬁj <2 ,Bj‘l" f% . J.E} .

O intervalo aleatorio

] ﬁJ.'—Ir_Ex-ﬂ'ﬁj . ﬁ;ﬂ-f%-ﬁﬁ_

i

contem f; com probabilidade 1 — c.
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Intervalo aleatdrio para f; (interpretagao)

| B-tg-05 . Brtg-o |

= i
POPULATION
I usknown =
4 . .
Sampling Universe
Jatth B[ Jatt et Jat B[ a. b .| T T o

Cada amostra no Universo de Amostragem gera um intervalo concreto,
chamado Intervalo de Confianca

Uma propor¢cao 1—« desses intervalos contem o verdadeiro valor de f5;. Os
restantes « nao contém [5;. 100



Intervalo de confianga para f3;

Intervalo de Confianga a (1 — &) x 100% para f;

Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla e uma amostra, eis o intervalo
a (1—«) = 100% de confianga para o parametro f5;:

E

by —t t G
-+ % |

I~ 2 in-pr1)) "9 Oy +

sendo:
® b o elemento j+1 do vector das estimativas b

: o e _
' (- (p+1)] 0 guantil de ordem 1-3 da distribuicao f, (p.1);
G ﬂ}i = v-"rr::*MHE.{xf:}u{ .;11, (com o valor de QMRE na nossa amostra).

NOTA: A amplitude do IC aumenta com QMRE e o valor diagonal da matriz (X'X) '
correspondente ao parametro J5;.
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Sep=1,RLS
Intervalo de confianca para f3

Intervalo de Confianca a (1—a) x 100% para B4
Dado o Modelo RLS, um intervalo a (1—«) = 100% de confianca para o
declive 1 da recta de regressao populacional € dado por:

]m—r - by +t  6-

Zin-2] i P & n-21 "B [ i

tendo Ly in e b, e ﬁﬁq sido definidos em acetatos anteriores.
2

NOTAS:
@ O intervalo & centrado em b;.

@ Aamplitude do intervalo € 2xt, ﬁm .
i fl

@ Aamplitude aumenta com QMRE e diminui com ne si: 6; = ,LL“"’;’%

@ A amplitude do IC aumenta para maiores graus de confianca 1-a. 102



Sep=1,RLS
Intervalo de confianca para [y
Intervalo de Confianca a (1—a) x 100% para fq

Dado o Modelo de Regressao Linear Simples, um intervalo a (1—a) x 100%
de confianca para a ordenada na origem, fi;, da recta populacional e:

}Dﬂ_%wzrﬁﬁu ‘ b“+fg|nz|'ﬁﬁfu[’

onde P by e &ﬁn foram definidos em acetatos anteriores.
2

NOTAS:

@ O intervalo e centrado em by.
@ A amplitude do intervaloé 2 =t o f”

-2 "
@ A amplitude aumenta com QMRE e com ¥° e diminui com n e s2:
|
oz = ,| QMRE 1 + e
o 1 [ I|5§

@ A amplitude do IC aumenta para maiores graus de confianca 1—«.
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Exemplo: RLM
Intervalos de confianca para ; no @

A informacao para construir intervalos de confianga para cada [5; obtem-se a
partir da funcao summary.

> summary(iris2.1m)
Coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])
(Intercept) -0.24031 0.17837 -=-1.347 0.18
Petal.Length 0.52408 0.02449 21.399 < Ze-16 **+*
Sepal.Length -0.20727 0.04751 -4.363 2.41e-05 **=#

Sepal.Width 0.22283 0.04894 4.553 1.10e-050 #*+#

Estima-se que em meédia a largura da pétala diminui 0.20727 cm por cada aumento de
1em no comprimenio da sepala (mantendo-se as outras medigdes constantes).

Como FU.DEE{H-E:I —=1.976346, 0 IC a 95% para - &
| (—0.20727) — (1.976346)(0.04751) , (—0.20727)+ (1.976346)(0.04751) |

& ] —0.3012 , —0.1134 |
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Exemplo: RLM

Intervalos de confianga para f; no @(cont.)

Alternativamente, é possivel usar a funcao confint para obter os
intervalos de confiancga para cada f; individual:

> confint(iris2.1m) <- IC a 95) confianca (por omissdo)
2.5 4 97.5 |

(Intercept) -0.5928277 0.1122129

Petal.Length 0.4756798 0.5724865

Sepal.Length -0.3011547 -0.1133775

Sepal.Width 0.1261101 0.3195470

> confint(iris2.1lm , level=0.99) <- IC a 99} de confianca
0.5 % 99.5 %
(Intercept) -0.70583864 (0.22522386
Petal.Length 0.46016260 0.58800363
Sepal.Length -0.33125352 -0.08327863
Sepal .Width 0.09510404 0©.35055304 105




Exemplo: RLS

Intervalos de confianca no R

O exemplo das cerejeiras

Mais informacoes uteis sobre a regressao obtém-se atraves do comando
summary, aplicado a regressao ajustada:

> summary(cerejeiras.lm)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept} -1.046122 0.095290 -10.98 7.62e-12 ***
DAP 0.056476 0.002758 20.48 < 2e-16 **x*

Na segunda coluna da listagem de saida, sao indicados os valores dos erros
padroes estimados, para cada estimador:

Op, = 0.095290 Erﬁ] = 0.002758 .

Estes valores sao usados nos intervalos de confianca para 3y e [5;.
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Exemplo: RLS

Intervalos de confianca de o e 371 NOR
As cerejeiras (cont.)

Para calcular, no R, os intervalos de confianca numa regressao ajustada,
usa-se a funcao confint:

> confint(cerejeiras.lm)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) -1.24101280 -0.85123173 <- ordenada na origem
DAP 0.05083558 0.06211645 <~ declive

Por omissao, o IC calculado & a 95% de confianca.

A 95% de confianca, o declive [i; da recta populacional esta no intervalo

]0.051.0.062[ e a ordenada na origem fy no intervalo | —1.241, —0.851].

O nivel de confianca pode ser mudado com o argumento level:

> confint(cerejeiras.lm, level=0.90)
5 U 95 A

(Intercept) -1.20803258 -0.88421195

DAP 0.05179008 0.06116195

107



Testes de Hipoteses sobre os parametros
O resultado usado para construir ICs também permite Testes a Hipoteses
sobre cada f3;. Admitindo a Hipotese Nula Hy : ; = ¢:

=c
——

ﬁ_ﬁ%

Of

i

T =

o f” [||:|'|1:| l":'r.j=ﬂ.1_.....p

Rejeita-se Hy em favor da Hipotese Alternativa H, : fi; * ¢ se o valor
calculado de T na amostra, 1.4, recair numa das caudas da distribuicao.

Fixando o Nivel de Significancia «, tem-se a Regiao Critica:

I:|'|||:|-II
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Testes de Hipoteses (bilateral) a ﬁj

Testes de Hipéteses a f; (Modelo de Regressao Linear Multipla)
Hipoteses: Hy: B =c¢c vs. Hy: f # ¢

=

.~

Estatistica do Teste: T — ~ "_ﬂij L~ ty(p+1) »S€ Hy verdade.
|

Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regido de Rejeicao bilateral): Rejeitar Hy se

Teale > tan_(pr1)] OU  Teale < —lafn_(py1)

<~ |Tcae| = f% [n—(p+1)]
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Testes de Hipéteses a j3; (unilaterais)

=
n
Bj— B Hy

1'3.1'

T =

. |

fn—(p-+1)

Com a Hipotese Alternativa Hj : f§; > ¢, so valores
grandes da estatistica sugerem a rejeicao de Hj :

f; < cou Hy: f;=c): L..

Com a Hipotese Alternativa H; : f5; < c, so valores
pequenos de T.s. sugerem rejeitar Hy : i, = ¢ (ou
Hp .IBj' = C): ; .
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Testes de Hipoteses sobre os parametros

Dado o Modelo de Regresséao Linear Multipla,

Testes de Hipoteses a f3; (Regresséao Linear Multipla)

L™

Estatistica do Teste: T =

= <
Hipéteses: Hy: i = ¢ vs. Hy: B # ¢
< >
) =L
Bi— Bilky

ﬂﬂj

Nivel de significdncia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicdo): Rejeitar Hj se
i = —fﬂ[”_{ﬁﬂ] (Unilateral esquerdo)
| f cate| = rcﬂl.-“E[n—{p+‘|:|] (Bilateral)

tv_(p+1) - S€ Hy verdade.
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Os p-values

Valores de prova (p-value)

O p-value é a probabilidade da estatistica de teste tomar valores mais
extremos que o valor calculado a partir da amostra, sob Hy

O calculo do p-value é feito de forma diferente, consoante a natureza
da Regiao Critica (RC) (unilateral direita ou esquerda, ou bilateral).

Sendo T — t n-(p+1)

RC Unilateral direita: p=P[T > T
RC Unilateral esquerda: p = P[T < Tea]

RC Bilateral: p=2xP[T = |Tearll
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A relacao de p-values e niveis de significancia

@ p—value > o =-nao rejeicao de H, ao nivel «;
@ p—value < o =-rejeicao de Hy ao nivel a;

p—value = o p—value < o

0.4
i
0.4
]

0.3
0.3

densidade t-Siudent
0.2

densidade t-Siudent
0.2

0.1
0.1

0.0
0.0

Em geral: p-value muito pequeno implica rejeicao Hg. 113



Exemplo: RLS

> gummary(cerejeiras.lm)

Coefficients:
Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t]|)

(Intercept) -1.046122 0.095290 -10.98 7.62e-12 **x%
DAP 0.0b56476 0.002758 20.48 < Ze-16 **+*

Num teste a Hy : f; =0 vs. H; : By £ 0, a estatistica de teste tem valor
calculado

=1

o,
o bi—By, _ 0056476 _ . o
calc — 65, 0002758

O valor de prova (p-value) indica uma clarissima rejeicdo da hipotese nula.
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Exemplo: RLS

Para testes a valores diferentes de zero dos parametros f3;, sera preciso
completar os calculos do valor da estatistica:

> summary(cerejeiras.lm)

Coefficients:
Ezstimate Std. Error t wvalue Pr(>|t|)

(Intercept) -1.046122 0.095280 -10.98 7T.62e-12 #*+*+
DAP 0.0b56476 0.002758 20.48 < 2e-16 *+=*

Valor da estatistica no teste Hgy: 1=0.05 vs. H,; : 3; £0.05:

—0.05

o~
— by —Bily,  0.056476-005 5 248078
calc — 65 ~ 0002758 = © ‘

Nota: O p-value da tabela também nao é valido neste caso. .



Combinacoes lineares dos parametros

Seja a = (ay, aq.....ap)" um vector ndo aleatério em RP*1. O produto interno
a'B define uma combinacéo linear dos parametros do modelo:

a'f = afo+aifi+afet...+afy.
Casos particulares importantes sao se:
—i # ' = . _|E_"
@ atem um unico elemento ndo-nulo, g;,1 =1: @' = f3;.
® a s6 tem dois elementos ndo-nulos, a1 =1e a1 =+1: @' =i+ ;.

@ a=(1,x,X,....Xp): a'B é o valor esperado de Y associado aos valores
indicados das variaveis preditoras:

a'B = Po+Pixi+Boxe+ ...+ Boxp
— E[Fl;ﬂZKI.;{E=XE.....H;.=KF.]

= Hyg
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Inferéncia sobre combinagdes lineares dos f;s

Estima-se Efﬁ com a mesma combinagao linear dos estimadores:
LA A ~ - A
Eﬁ = apfip + ai b +Egﬁ2+...+apﬁp .

Sabemos determinar a distribuicao de prnhahilidades de a'p:

@ Sabemos que B — Vp+1 (ﬂ o (X 1)
® Logo, a'f —~ .4 (a'B. o2a!(X'X) 'a)
3 _ _@BaB 1)
@ Ouseja, Z = N TTORT A7(0,1);
@ Por um raciocinio analogo ao usado nos f; individuais, tem-se:

a'p —alp
/ QMRE - af(XTX)~

br—(p+1) -
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Quantidades centrais para a inferéncia sobre a!f

Teorema (DistribuicGes para combinacodes lineares dos fis) |
Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla, tem-se

com &ﬂfﬁ — /QMRE -ai(XtX)'a.

Este Teorema da-nos os resultados gue servem de base a construcao
de intervalos de confianca e testes de hipoteses para quaisquer
combinagdes lineares dos parametros f5; do modelo.
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Intervalo de Confianca a (1 — &) x 100% para a!B

Dado o Modelo de Regresséo Linear Multipla e uma amostra, o intervalo a
(1 —a) x 100% de confianca para uma combinacéo linear dos parametros,

a'p = apfo+aipr+..+ apPp, é:
} a'b —

O, = t G =
gln-ip+1)] TalB Fln-(p+1)] "alp ’

-

com a'b=ayby+aiby+..+apby, € Ol = / QMRE -a'(X'X) Ta.
ﬂ]

119



Formulas para a estimagao de f; + 3,

A formula geral ﬁifﬁ = /QMRE -a'(X'X) 1a admite uma expressao
alternativa no caso particular duma soma ou diferenca de dois [5s.

Pela formula geral da variancia duma soma ou diferenca de v.a.s,

VIBi+B] = V[B]+ V[B]+2Cov[B:.p .
2

— o°. 1 - -
= G_ﬂll :'I:I-.II o o [{xrx][f F1.041) T {xrxj[l“ 1,j+1] J— E [I’K][“ T _]:I .

Logo, o erro padréo de ;ﬁf é:

6., = \ OMRE - [0¢) 1,y + X)) £ 2000050 ]
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ICs para combinagdes lineares no @®@

Numa RLM, o IC duma combinacao linear genérica ﬁfﬁ, precisa da

matriz das (co)varidncias estimadas dos estimadores .

e

VIB]— QMRE - (X'X)"

que € gerada pelo comando R vcov.

A matriz das (co)variancias estimadas no exemplo RLM dos lirios é:

> veov(iris2.1lm)

(Intercept) Petal.Length
(Intercept) 0.031815v66 0.0015144174
Petal.Length 0.001514417 0.0005998255
sepal.Length -0.005075842 -0.0010650465
sepal.Width -0.002486105 0.0008029410

Sepal .Length Sepal.Width
-0.005075942 -0.002486105
-0.001065046 0.000802941
0.002256837 -0.001344002
-0.001344002 0.002394932
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ICs para combinacgdes lineares no @

O erro padrao estimado de Sz + 5

G ipy = ‘./i"[ﬁz-l-ﬂa]:\f'f"[ﬁzl"' V(B3] +2Cov|B, Ba]

Oy — +/0.002256837 +0.002394932 4+ 2(—0.001344002) = 0.04431439.

> veov(iris2.1m)

(Intercept) Petal.Length Sepal.Length Sepal.Width
(Intercept) 0.031815766 0.0015144174 -0.005075942 -0.002486105
Fetal.Length 0.001514417 0.0005598255 -0.001065046 0.000802941
Sepal.Length -0.005075942 -0.0010650465 0.002256837 -0.001344002
Sepal.Width -0.002486105% 0.0008029410 -0.001344002 0.002394932
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Testes a combinacodes lineares dos parametros
Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla,

Testes de HipGteses relativos a a'f

> <
Hipoteses: Hy: a'B = ¢ vs. H;: a'f # ¢
< =
e
=g =l
L E_'ﬂlH“ . se Hy verdade

Estatistica do Teste: T = —— = tn— (1)

Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regidao de Rejeicao): Rejeitar H, se
{ palen < _tc:[n—{p+1}] (Unilateral esquerdo)

|Tca.l'c| = tEEI."'E[H—{,E'-F'l]I] {B"ﬂt&l’ﬂ”
T oale > rﬂ:[n—l[p+‘|]|] (Unilateral direito)
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Intervalos de confianga para E[Y|Xi =Xy, ..., Xp = Xp]

Como caso particular do resultado anterior, tem-se:

IC para o valor esperado de Y, dados os preditores

Dado o Modelo RLM e uma amostra com os valores X = (X, X2, ..., Xp)' das
variaveis preditoras, o valor esperado de Y,

Myg = E[Y|X1=Xy,.... Xp = Xp] = Bo+ B1X1 + ... + BpXp .
e estimado por 'ﬂﬂi = by + by x4 ‘|‘...‘|‘.pr]¢ .

Um intervalo a (1-—a) x 100% de confianca para u . € dado por:

0. — N N 8 [
H'r"x -g-|n (p+1]] Eyvig ' J[.'I‘"]:. T -%|n {011 Mg .

com &; = \/QMRE-&!(X'X)a,onde d = (1,x;,X. ... xp).
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Sep=1,RLS

Formulas para uma regressao linear simples

Numa regressao linear simpes, a férmula da variancia de fiy, é:

2 _ -

%o = ViHviel =0 [n n 1) - §2
.o 1 (x—X)°

— 07 = QGMRE.-|—+
J'Elr.-_.' ” I:r.' 1:|SE

O intervalo de confianga para py |, na RLS é:

] {bn-l—b1:-:}—!‘%-ﬂ'ﬁh . {bn+b1x}+f%-ﬂ'ﬁ?l [
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Exemplo: RLS

Inferéncia sobre uy; = E[Y[X] no ®

Valores estimados e intervalos de confianca para iy ; obtem-se com a
func@o predict. Os novos valores dos preditores sao indicados numa data
frame (COM nomes iguais aos do ajustamento inicial).

Mo exemplo de Regressao Linear Simples nos lirios, a largura esperada de
pétalas de comprimento 1.85 e 4.65, é:

> predict(iris.lm, new=data.frame(Petal.Length=c(1.85,4.65)))
1 2
0.406072 1.570187
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Exemplo: RLS
Inferéncia sobre E[Y|X] no @ (continuagao)

O intervalo de confianca para uy 3 obtém-se com o argumento int="‘conf’”

> predict(iris.lm,data.frame(Petal.Length=c(4.65)),int="conf")
fit lur upr
1 1.570187 1.5328338 1.6075405

Intervalo de confianga a 95°% para E[¥]X=4.565]

]
L
] . =
s 4" E
L L]
il L]
E L L
LR ] w
= LU
= -
= LEOTE o m
F = |y=15m e il
. & . &
L
L] -
£ 2 T
* y=-0.363 + D.416x
ok -
- &
- 4
1
1 2 3 4 5 & 7
ins§Petal Largth
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Exemplo: RLS
Bandas de conflanca para a recta de regressao

Considerando os ICs para todos os valores de x nalgum intervalo, obtém-se
uma banda de confianga que contem a recta de regressao com
(1—a) = 100% de confianga.

Fetal Widlh

Petal Langth

Os IC para uy|, dependem do valor de x
maior amplitude quanto mais afastado x estiver da média x das
observactes. Logo, as bandas sio encurvadas.
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Exemplo: RLM
RLM: Intervalos de confianca para E[Y|X] no ®

O comando predict tambem permite obter ICs para uy 3z numa regressao
linear multipla.

Na regressao linear multipla dos lirios, eis um IC a 95% para a largura
esperada de petalas de flores com:

Petal.Length=2 Sepal .Length=5 Sepal .Width=3.1

> predict(iris2.1lm, new=data.frame(Petal.Length=c(2),
+ Sepal.Length=c(5), Sepal.Width=c(3.1)), int="conf")

fit lwr upr
[1,] 0.462297 0.4169203 0.5076736

OICpara E[Y | X; =2, X=5.X3=3.1] é ]0.4169203 . 0.5076736 |.

N&o é possivel visualizar este intervalo em E*. Lo



A variabilidade duma observacao individual de Y

Consideraram-se intervalos de confianca para o valor esperado de Y,
Hyjg = E[Y|Xi=x; Xo=xp... Xo=x0] = Bo + B1 X1 + BaXo + ...+ BpXp .
usam a variabilidade associada ao estimador fiy -
of = VI[Bo+Pi X1+ Paxo+ ...+ Ppxp] = 0% -@'(X'X) '3,
coma = (1,x,X2,.... Xp).
Uma observacao individual de Y tem uma variabilidade adicional, pois:

Y = Uyg+e = Pot+tPixit+Pexe+...+PpXp+E.

A flutuacao aleatoria de observacoes individuais em torno do hiperplano é
V[e] = 0. Sera necessdrio somar a variancia associada a estimacao do
hiperplano e a variancia das observacoes individuais:

62, = Viiiygl+ VIe] = 02-8(X'X) a+0? = o2 [3(X'X) Ta+1|.
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Intervalos de predicao para Y

Podem obter-se intervalos de predigao para uma observagao individual de Y,
associada aos valores X; = xy.....Xp = Xxp das variaveis preditoras.

Nestes intervalos, a estimativa da variancia duma observacao individual de Y
é a estimativa de o7, resultante de substituir 6° pelo QURE amostral:

Intervalos de predicao para observacdes individuais
ﬁ?lx - r% ln [F‘—'I:I] - Erfﬂﬂ'.flrf i ﬁ?li _I— r%[n [_I'J—-I:Il . &jndj'l."'

onde

Singiv = \/OMRE [1481(X'X) 18] com  &=(1%.%,..Xp).
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Sep=1.RLS
Formulas para a regressao linear simples

Na regressao linear simples usa-se a formula

1 (x—%)? 1 (x—%)?
Olndy = “2‘[_'F£____%' + 82 = 52'[1*'_"{ 2
n (n-1) - 8 "-F[-"] n (n-1)- Sy
"'-_.v._"' — &
V]
Logo,

RLS: Intervalo de predicao para observacao individual de Y |

] Hy |y — Itn:v:.-'E[n'? El'ﬁmﬂ'iw 1 Jﬁ'}"lx T Il:':.-'E[n'? Ei-'ﬁn'ndiw [ :

&, .ﬁ. ||I __2
com iy =bg+bix € Ojgy = 1LI.q:.nl.ﬁrﬁ'e:--[1 | %H—fﬁ].
| X

Quer numa regressao linear simples, quer numa multipla, estes intervalos
sao necessariamente de maior amplitude que os intervalos de confianca

para uyx (para igual nivel de confianca (1—a) x 100%). 19z



Exemplo: RLS

Intervalos de predicdo para Y no @®

No R, um intervalo de predicao para uma observacao individual de Y
obtem-se atraves da opgao int="‘pred’’ no comando predict:

> predict(iris.lm,data.frame(Petal.Length=c(4.65)), int="pred")
fit 1lwr upr
1 1.570187 1.160442632 1.9799317

Intervalo de prediciio a 05% para Y ee X=4.65

i
LI ]
“l L L
W W "
L -
Lt L
E i 1.5799 . w
= -
i N
= L]
F= ] .I..E'!-'.'.E = - EE TP S
E E _ [ R— R,
= * .
[} L
E\ 5w
. - -
E .ﬂ_ y= 1160 P
- 7=~ L3653+ 0416
=i "
L]
- L]
L1 w =455
I I I I
1 2 ] 4 5 -] T 133

Ints§Petal Langih



Exemplo: RLS
Bandas de predicao para uma observagao de Y

Tal como no caso dos intervalos de confianca para E[Y|X = x],
variando os valores de x ao longo dum intervalo obtém-se bandas de
predicao para valores individuais de Y.

Patal Width
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Exemplo: RLM
Intervalos de predig¢ao para Y (cont.)

Eis, na Regressao Linear Multipla dos lirios, o intervalo de predicao para a
largura da petala, num lirio com comprimento de pétala 2, e com sepala de
comprimento 5 e largura 3.1:

> predict(iris2.1lm, data.frame(Petal.Length=c(2),
+ Sepal .Length=c(5), Sepal .Width=c(3.1)), int="pred")

fit lwr upr
[1,] 0.462297 0.08019972 0.8443942

O intervalo de predigao pedido &: | 0.0802 , 0.8444 |.

O correspondente intervalo de confianga para iy era | 0.4169, 0.5077 |,

necessariamente mais curto.
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lTestando a qualidade do ajustamento global

Numa Regressao Linear, o modelo é inutil se for indistinguivel do modelo
nulo, i.e., do modelo de equacgao Y; = iy + €. O modelo nulo pode ser visto
como um submodelo de qualquer modelo linear, em que todas as variaveis
preditoras tém coeficiente nulo: 5, =0, vj = 0.

O teste de ajustamento global visa testar se um dado modelo linear e
significativamente diferente do modelo nulo.

As hipoteses em confronto sao:

HD . ﬁIZﬁEZ---ZﬁEZ{]
[MODELO COMPLETO = MODELO NULO]
VS.

Hi: 3j=1,...p tq. B;#0
[MODELO COMPLETO # MODELO NULQ]

NOTA: repare que fip nao intervem nas hipoteses.
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O teste de ajustamento global (cont.)

Definindo:

® O Quadrado Médio da Regressdo como QMR = 248,

p
@ O Quadrado Médio Residual como QMRE = —2UAE

n—-(p+1)°

Sob a Hipotese MNula do teste de ajustamento global:

QMR

o= QMRE Flp.n(p+1)] -

Esta e a estatistica F do teste de ajustamento global.
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Expressao alternativa para a estatistica do teste F

A estatistica do teste F de ajustamento global do modelo numa Regressao
Linear Multipla pode ser escrita na forma alternativa:

F_n-(pt1) R? |
p 1-R2

A estatistica F & uma funcao crescente do coeficiente de determinacao
amostral A%, o que justifica a natureza unilateral direita da regiao critica.

As hipoteses do teste tambéem se podem escrever comao
Hp : #° =0 VS, H; - #*>0.

A hipétese Hy : %2 = 0 indica auséncia de relacéo linear entre Y e 0
conjunto dos preditores. Corresponde a um ajustamento “pessimo” do

modelo. A sua rejeicao nao garante um bom ajustamento.
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O Teste F de ajustamento global do Modelo

Teste F de ajustamento global do modelo RLM

Hipoteses: Hy: PBi=p=..=p =0
VS.
Hy : dj=1,..p twlque fJ # 0.

Estatistica do Teste: F = S — Fpn (pi1)  se Ho-
Nivel de significancia do teste: «

Regidao Critica (Regido de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hp se Feaie > fafp.n-(p+1)] : |
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Outra formulacao do teste F de ajustamento global

Teste F de ajustamento global do modelo RLM (alternativa)
Hipoteses: Hy : %% =0 vs. Hy : %% > 0.
Estatistica do Teste: F = = ':pp'” - 1“; ~ Flpn-(pr1y s Ho.

Nivel de significancia do teste: «
Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita
Rejeitar Hy se Feae > fagp.n-(pi1))

A hipotese nula Hy : %#° = 0 afirma que, na populagéo, o coeficiente de
determinacao € nulo.
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Exemplo inferéncia RLM: dados Brix

Eis uma RL Multipla da variavel Brix sobre todas as restantes:

> brix.1lm <- 1m(Brix - . , data=brix) <- note-se o uso deo °.°
> summary(brix.lm)
[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
EIntercept} 6.08878 1.00252 6.073 0.000298 *+*=*
Diametro 1.27093 0.51219 2.481 0.038030 #*
Altura -0.70967 0.41098 -1.727 0.122478
Peso -0.20453 0.14096 -1.451 (.184841
pH 0.51557 0.33733 1.528 0.164542
Acucar 0.08971 0.03611 2.484 (.037866 =*

Residual standard error: 0.1366 on 8 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.8483, Adjusted R-squared: 0.7534
F-statistic: 8.5944 on b and 8 DF, p-value: 0.003942

A linha final contém a informacao do teste F de ajustamento global.
As 2 ultimas colunas da tabela Coefficients contém a informacao para os
testes { (bilaterais) a cada Hy : ;=0.
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Qutra informacao de summary

Ma tabela final produzida quando um comando summary se aplica a um
objecto resultante do comando 1m sao também dados os valores de:

Residual Standard error: Estimativa do desvio padrao ¢ dos erros aleatorios

Ej.
. ; SQRE
6 = VOMRE = \[ .=~

Multiple R-sguared: O Coeficiente de Determinacao:

L2 _ SQR _ Sy . SQRE
- sar s sqQT

Adjusted R-squared: O R? modificado (mais usado na RL Multipla):

2 QMRE 62 ( QMT — SGT)
a - ’ T n-1
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O R? modificado (adjusted R?)

O Coeficiente de Determinacao usual define-se como:

SQR SQRE
R =35ar = ' sar

O A® modificado, sendo QMT = 29% — 52, é:

QMRE _ . SORE _,

R2 = 1-—

_ 2 1
mod oMT SGT'n(ij_.l_“_Hj'nn

Para qualquer modelo linear (com preditores), tem-se: RZ < R~
Se n > p+ 1 (muito mais observagdes que parametros), A ~ R~ .

Se n é pouco maior que p, RZ_. < R? (excepto se A% =~ 1).

UMEE _ %12- € a proporcao da variabilidade total de Y que permanece
¥

inexplicada apos a introducaoc dos preditores. Logo, E‘%ﬂd & 0 ganho na

explicacao de sﬁ associado ao modelo.

(1)
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O R? modificado (cont.)

Viu-se que o valor de Hﬁm penaliza modelos complexos ajustados

com poucas observacoes.

> summary(brix.1lm)

[...]

dados brix (n=14e p+1=8).

Multiple R-squared: 0.8483, Adjusted R-squared: 0.7534

Um submodelo pode ter RZ

maior que um modelo completo.
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O principio da parciménia na RLM

Recordemos o principio da parcimoénia na modelagdo: queremos um
modelo que descreva adequadamente a relacao entre as variaveis,
mas que seja o mais simples (parcimonioso) possivel.

Caso se disponha de um modelo de Regressao Linear Mltipla com

um ajustamento considerado adequado, a aplicagao deste principio
traduz-se em saber se sera possivel obter um modelo com menos

variaveis preditoras, sem perder significativamente em termos de
qualidade de ajustamento.
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Modelo e Submodelos

Se dispomos de um modelo de Regresséo Linear Mdltipla, com
relacao de base

Y = Bo+Bix1+ Baxe+ Baxz + Baxs + Psxs |

chamamos submodelo a um modelo de regressao linear maltipla
contendo apenas algumas das variaveis preditoras, e.g.,

Y = B + PaXo + PsXs

Podemos identificar o submodelo pelo conjunto .%* das variaveis
preditoras que pertencem ao submodelo. No exemplo, . = {2,5}.

O modelo e o submodelo sao idénticos se f; = 0 para qualquer
variavel x; cujo indice nao pertenca a .%".
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Comparando modelo e submodelos

Para comparar um modelo e um seu submodelo (identificado pelo conjunto
# dos indices das suas variaveis), precisamos de optar entre as hipoteses:

Hy: Bi=0, Yjg&.* vs. H,: 3j¢.¥ talque f;#0.

[SUBMODELO = MODELGO] [SUBMODELO £ MODELO]

NOTA: Esta discussao so envolve coeficientes f5; de variaveis preditoras
(j = 0). O coeficiente iy faz sempre parte dos submodelos e nao é relevante
do ponto de vista da parcimonia.

Caso nao se rejeite Hg, opta-se pelo submodelo (mais parcimonioso).

Caso se rejeite Hp, opta-se pelo modelo completo (ajusta-se
significativamente melhor).

Este coeficiente [y ndo é relevante do ponto de vista da parcimoénia: a sua
presenca nao implica trabalho adicional de recolha de dados, nem de
interpretacao do modelo. Apenas permite um melhor ajustamento.
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Estatistica de teste para comparar modelo/submodelo

A estatistica de teste compara as Somas de Quadrados Residuais do:

@ modelo completo (referenciado pelo indice C); e do

@ submodelo (referenciado pelo indice S)

Seja k o numero de preditores do submodelo (k+1 parametros). Tem-se,
sob Hy (_B:,—:t}, para todas as variaveis x; que nao estao no submodelo):

SQRE<- SQREL
F = Pk

SGF:‘E:
n—(p+1)

Mota: Necessariamente SQRE: = SQRE,.

F[p k,n—(p+1)] -

Sao os valores grandes da estatistica que levantam duvidas sobre H,.
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O teste a um submodelo (teste F parcial)

Teste F de comparacao dum modelo com um seu submodelo

Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla,

Hipoteses:

Hy: Bj=0. Yjg.” ws. Hy: dje.¥ talque f;+#0.

Estatistica do Teste:
SORE ¢ — SORE -

F = :'%E'% o F[p k.n—{p+1)]e sob Hy.

Mivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se Feaie > fap k. n(pi1) i
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Expressao alternativa para a estatistica do teste

A estatistica do teste F parcial pode ser escrita na forma alternativa:

n—(p+1) RE-R}

F =
p—k 1-RZ

NOTA: A Soma de Quadrados Total apenas depende dos valores observados
da variavel resposta Y e nao do modelo ajustado. Assim, SQT e igual no
modelo completo e no submodelo.

As hipoteses do teste tambem se podem escrever como
Hy: #%=9%% vs. Hy:%%> %%,
A hipotese Hy indica que o grau de relacionamento linear entre Y e o

conjunto dos preditores e idéntico no modelo e no submodelo.

Caso nao se rejeite Hp, opta-se pelo submodelo (mais parcimonioso).
Caso se rejeite Hp, opta-se pelo modelo completo (ajusta-se
significativamente melhor).
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Teste F parcial: formulacao alternativa

Teste F de comparacao dum modelo com um seu submodelo

Dado o Modelo de Regresséao Linear Multipla,
Hipdteses:
Ho : %% = #% vs. Hy: %5 > %5 .
Estatistica do Teste:

_ R2—R2
s np[—p:”' -/ [lp—k.n—(p+1)» SOD Fo.

Nivel de significancia do teste: «
Regiao Critica (Regidao de Rejeicao): Unilateral direita

Hejeitar Hﬂ Se Fca}c = -fEtLp—k.n—-:p+1:|]
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O teste a submodelos no @

A informacao necessaria para um teste F parcial obtem-se atraves da funcao
anova, COm dois argumentos: 0s objectos 1m resultantes de ajustar 0 modelo
completo e o submodelo sob comparacao.

MNos exemplos dos lirios, temos:

> anoval(iris.lm, iris2.1m)

Analysis of Variance Table
Model 1: Petal.Width ™ Petal.Length
Model 2: Petal.Width ™ Petal.Length + Sepal.Length + Sepal.Width

Res.Df R55 Df Sum of 5q F Pr(>F)
1 148 6.3101
2 146 5.3803 2 0.9298 12.616 &5.836e-06 **x*

Os valores A2 = 0.9271 e A2 = 0.9379 dos modelos iris.lme iris2.1m
sdo significativamente diferentes.
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Relacoes dos testes F parcial

O teste de ajustamento global & equivalente a um teste F parcial
comparando um modelo linear e o submodelo nulo (sem preditores).

Caso o modelo e submodelo difiram num unico preditor, X;, o teste F parcial
e equivalente ao teste { com as hipdteses Hp : ;=0 vs. H; : f; # 0.

MNesse caso, nao apenas as hipoteses dos dois testes sao iguais, como a
estatistica do teste F parcial & o quadrado da estatistica do teste t referido.
@ as hipoteses dos dois testes sao iguais (Hp: j = 0vs. H; : f; # 0);

@ a estatistica do teste F parcial € o quadrado da estatistica do teste ¢
referido:

Tem-se p— k =1, e como é sabido, se uma variavel aleatoria T tem
distribuicao t,, entdao o seu quadrado, T2 tem distribuicao F; ,.

Muma regressao linear simples, o teste { ao declive da recta ser nulo &
equivalente ao teste F de ajustamento global. A segunda destas estatistica

de teste & o quadrado da primeira.
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Como escolher um submodelo?

O teste F parcial (teste aos modelos encaixados) permite-nos optar
entre um modelo e um seu submodelo. Por vezes, um submodelo

pode ser sugerido por:

@ razoes de indole tedrica, sugerindo que determinadas variaveis
preditoras nao sejam, na realidade, importantes para influenciar

0s valores de Y.

@ razoes de indole pratica, como a dificuldade, custo ou volume de
trabalho associado a recolha de observacées para determinadas
variaveis preditoras.

Nestes casos, pode ser claro que submodelo(s) se deseja testar.
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Como escolher um submodelo? (cont.)

Mas em muitas situagoes nao é evidente qual o subconjunto de variaveis
preditoras que se deseja considerar no submodelo. Pretende-se apenas ver
se 0o modelo é simplificavel. Nestes casos, a opcao por um submodelo nao é
um problema facil.

Dadas p variaveis preditoras, o numero de subconjuntos, de qualquer
cardinalidade, excepto 0 (modelo nulo) e p (o modelo completo) que é
possivel escolher & dado por 2F — 2. A tabela seguinte indica o numero
desses subconjuntos para p= 5.10,15, 20, 30.

p 2P — 2
5 30
10 1022
15 32 766
20 1048 574
30 | 1073 741 822
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Para valores de p pequenos, € possivel analisar todos os possiveis
subconjuntos. Com algoritmos e rotinas informaticas adequadas, a
pesquisa completa de todos os possiveis subconjuntos ainda é

possivel para valores grandes de p (até p = 35). Mas para p muito

grande, uma pesquisa completa é computacionalmente inviavel.

Nao é legitimo optar pela exclusao de varias variaveis preditoras em
simultaneo, com base nos testes t a significancia de cada coeficiente
f5; no modelo completo.

De facto, os testes f aos coeficientes fi; admitem que todas as restantes variaveis
pertencem ao modelo. A exclusao de um qualguer preditor altera o ajustamento:
altera os valores estimados b; e os respectivos erros padrao das variaveis que

permanecem no submodelo. Pode acontecer que um preditor seja dispensavel num
modelo completo, mas deixe de o ser num submodelo, ou viceversa.
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Um exemplo:

Ha trés preditores cuja exclusao individual e admissivel (com o« =0.05):

Estimate Std. Error t wvalue Pr{(>|tl|)

(Intercept) 6.08B87E 1.00252 6.073 0.000Z298 **x*
Diametro 1.27093 0.51219 2.481 0.038030 #*
Altura -0.70967 0.41098 -1.727 0.122478
Peso -0.20453 0.14096 -1.451 0.184841

pH 0.b51b657 0.33733 1.528 0.164942
Acucar 0.08971 0.03611 2.484 0.037866 #*

Mas nao & legitimo concluir que Altura, Peso e pH sao dispensaveis em
conjunto.

> anova(briz2.lm,brix.1lm)
Analysis of Variance Table
Model 1: Brix ~ Diametro + Acucar
Model 2: Brix = Diametro + Altura + Peso + pH + Acucar
Res.Df R33 Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 11 0.42743
2 8 0.14926 3 0.27818 4.97 0.03104 =
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Algoritmos de pesquisa sequenciais

Caso nao esteja disponivel software apropriado, ou se o numero p de
preditores for demasiado grande, pode recorrer-se a algoritmos de pesquisa
que simplificam uma regressao linear multipla sem analisar todo os possiveis
submodelos e sem a garantia de obter os melhores subconjuntos.

Vamos considerar um algoritmo que, em cada passo, exclui uma variavel
preditora, até alcancar uma condicao de paragem considerada adequada, ou
seja, um algoritmo de exclusao sequencial (backward elimination).

Existem variantes deste algoritmo, nao estudadas aqui:

@ algoritmo de inclusao sequencial (forward selection).

@ algoritmos de exclusao/inclusao alternada (stepwise selection).
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O algoritmo de exclusao sequencial com testes aos f;

@ ajustar o modelo completo, com os p preditores;

@ definir um nivel de significancia « para os testes de hipoteses a B;i=0;
@ para todas as variaveis rejeita-se Hy : p;=07?

» Se sim: nao é possivel simplificar o modelo (passar ao ponto 4).
» Se nao: variavels em que nao se rejeita Hy sao dispensaveis
(candidatas a exclusao).
* sSg apenas existe uma candidata a sair, excluir essa variavel,
* se existir mais do que uma variavel candidata a sair, excluir a variavel

associada ao maior p-value (isto &, ao valor da estatistica t mais
préxima de zero)

Reajustar o modelo apos a exclusao da variavel e repetir este ponto 3

@ Quando nao existirem variaveis candidatas a sair, ou quando sobrar um
unico preditor, o algoritmo para. Tem-se entao o submodelo final.
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Um exemplo — Exercicio RLM 2
Dados brix: algoritmo de exclusao sequencial

Fixando o nivel de significancia « = 0.05:

* summpary(ln{Brix -~ Diametro + Altura + Peso + pH + Acucar, data=berix))
Estimate Std. Error t value Pri>|e|)

[(Intercept) &.0887TE 1.00252 6.073 Q0. 000208 =se
Diametra 1.27093 0.51218 2.431 D0.033030 =
Altura =0 . TO9ET 0.41088 -1.72T D.12HTH
Paza =0. 20453 0.14086 -1.451 O.184841

pH 0.51557T 0.33733 1.528 D. 164842
Acucar 0. 08971 0.03611 2.484 D.03TEBEE =

> gummary(lm{Brix ~ Diametro + Altura + pH + Acucar, data=brixz))
Estimate Std. Error t wvalus Pri»|t])
[(Intercept) 6.25964 1.05494 5.934 O.000220 =+

Diametra 1.408T3 0.53373 2.634 D.02T1EQD =

Altura -1.06413 0.35021 -Z.039 0.0140&0 = L Paseou a eer significative (0.05)
pH 0. 33344 0.33322 1.016 0.338316

Acucar 0.034E1 0.33810 2.2 0.063031 . L Deixou de ser significative {D.05)
» mummary(lm{Brix -~ Diametra + Altura + Aeucar, data=bris))

Estimate Std. Error t value Pri>|e|)
[(Intercept) &.97183 0.785341 E.837 4.%e-06 =+

Diametra 1.57932 0. 50642 3.119 0.01080 =
Altura =1.11539 0.34702 -3.216 0.009Z2q =»
Acucar 0. RRED 0.03TTE 2.394 0.03771 = L Valtou a ser significativa {0.08)

aves dum testle F oarcial,
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Critério de Informacao de Akaike

O® disponibiliza funcoes para automatizar pesquisas sequenciais de
submodelos, semelhantes & que aqui fol enunciada, mas em que o critério de
exclusao duma variavel em cada passo se baseia no Criterio de Informacao
de Akaike (AIC).

Critério de Informacao de Akaike (AIC)

O AIC é uma medida geral da qualidade de ajustamento de modelos. No
contexto duma Regressao Linear Multipla com k variaveis preditoras,
define-se como

SQRE,

n

Af{_’,‘:n-ln( )—|—2|[k+‘l}.

Mota: O AIC pode tomar valores negativos.
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Interpretando o AIC

SQRE
n

Afﬂ‘:n-ln( )+2{k+1)

@ a primeira parcela é funcao crescente de SQREy, i.e., quanto
melhor o ajustamento, mais pequena a primeira parcela;

@ a segunda parcela mede a complexidade do modelo (k+1 é 0
numero de parametros), pelo que quanto mais parcimonioso 0
modelo, mais pequena a segunda parcela.

Assim, o AIC depende simultaneamente da qualidade do ajustamento
e da simplicidade do modelo.

Um modelo para a variavel resposta Y e considerado melhor que outro
se tiver um AlIC menor (quando ajustados com os mesmos dados).
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Algoritmo de exclusao sequencial com base no AIC

Pode definir-se um algoritmo de exclusao sequencial, com base no
critério AlC:

@ ajustar o modelo completo e calcular o respectivo AIC.

@ ajustar cada submodelo com menos uma variavel e calcular o
respectivo AlC.

@ 5Se nenhum dos AICs dos submodelos considerados for inferior ao
AlC do modelo anterior, o algoritmo termina sendo o modelo
anterior o modelo final.

Caso alguma das exclusoes reduza o AIC, efectua-se a exclusao
que mais reduz o AlC e regressa-se ao ponto anterior.
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Algoritmos de exclusao sequencial no @

A funcao step corre o algoritmo de exclusao sequencial, com base no AlC.

> brix.1lm <- lm(Brix = Diametro + Altura + Peso + pH + Acucar, data=brix)

> step(brix.1lm, dir="backward")

Start: AIC=-51.58

Df Sum of S5q

<none> 0
- Peso 1 0.039279 0
- pH 1 0.043581 0O
- Altura 1 0.05b6631 0.
- Diametro 1 ©0.114874 0
- Acucar 1 0.115132 0O

Os varios modelos ensaiados sao ordenados por ordem crescente de AIC. Neste

caso, nao se exclui gualguer variavel: o AlC do modelo inicial & inferior ao de qualguer
submodelo resultante de excluir uma variavel. O submodelo final & o modelo inicial.

<-- AIC negativo
Brix - Diametro + Altura + Peso + pH + Acucar

R35

. 14925
.18853
. 19284

20489

. 26413
. 26439

-1
-850
-39

-49,

. 085
o2

-&5
-&5

AIC

.ofb
. 306
. 580

141

<-- modelo original com AIC menof
<-- modelo sem Peso em 2o. lugar

J
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As duas variantes dos algoritmos

Os algoritmos de exclusao sequencial baseados nos testes { ou no AIC
coincidem nas variaveis a excluir, podendo diferir apenas no momento de
paragem.

Em geral, um algoritmo de exclusao sequencial baseado no AlIC & mais
cauteloso na exclusao, sobretudo se o valor de ¢ usado nos testes [ for
baixo. Nos algoritmos baseados nos testes {, & aconselhavel usar valores
mais elevados de «, como a = 0.10.

Um algoritmo de exclusao sequencial nao garante a identificacao do "melhor
submodelo” com um dado numero de preditores. Apenas identifica, de forma
computacionalmente ligeira, submodelos "bons”.

Deve ser usado com bom senso e o submodelo obtido cruzado com outras
consideracoes (e.g., o custo ou dificuldade de obtencéo de cada variavel, ou
0 papel que a teoria relativa ao problema em questao reserva a cada
preditor).
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A Validacao do Modelo (analise dos residuos)

TODA a inferéncia feita até aqui admitiu a validade do Modelo Linear,
e em particular, dos pressupostos relativos aos erros aleatorios:

Normais, de media zero, variancia homogenea e independentes.

Uma analise de regressao nao fica completa sem que haja uma
validacao dos pressupostos do modelo.

A validacao dos pressupostos relativos aos erros aleatorios (que sao
desconhecidos) faz-se através dos seus preditores, os residuos.
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A analise de Residuos e outros diagnosticos

Uma analise de regressao linear nao fica completa sem o estudo dos
residuos e de alguns outros diagnosticos.

O modelo linear admite que g — .4(0.0%) Vi=1,..,n.
Sob o modelo linear, os residuos tém a seguinte distribuicao:

E ~ .4*"(!]_.0'2{1 —h,-,-}) Vi=1,.n,

sendo h; o i-ésimo elemento diagonal da matriz H = X(X'X) "X’ de
projeccéo ortogonal sobre o subespaco %'(X).

Este resultado demnnstra-se mais facilmente considerando o vector
dos residuos,E = Y—Y = Y—HY = (I,— H)Y.
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Propriedades dos Residuos sob 0 modelo linear

Teorema (Distribuicao dos Residuos no Modelo Linear)
Dado o Modelo Linear, tem-se:

E ..fif}}(ﬁ._o'z(ln—H}) sendo E = (I,—H)Y .

Como no Modelo Linear ¥ — .4 (X8, ¢°l,), o vector dos residuos E = (I, — H)Y . tem
distribuicao Multinormal em sentido generalizado

® E[E] = E[(Iln—H)Y] = (In—H)E[Y] = (In—H)XB = 0, o
pois Xf = ¥ (X), logo permanece invariante sob a projeccao: HXB = XJ.

@ Pelas propriedades do acetato 126 e o facto de H ser simétrica (H'=H) e
idempotente (HH=H), tem-se: .
VIE] = V[(l,—H)Y] = (I,—H)V[¥](l,—H)! = 62-(I,—H).
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Propriedades dos Residuos no Modelo Linear (cont.)

Mota: Embora no modelo RL os erros aleatorios sejam independentes, os
residuos nao sao variaveis aleatorias independentes, pois as covariancias
entre residuos diferentes sao (em geral), nao nulas:

cov(Ei.E) = —c®-hy, sei#j,

onde hj indica o elemento da linha / e coluna j da matriz H.
SeE — .47 (ll 2(l,— H}) , entdo cada residuo tem distribuicéo:

E ~ .4*“'(0: o2(1 —h,-,-}) |

onde h;; € o i-esimo elemento diagonalde H e
E;
v 62(1 - h;)

~ A(0,1).
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Dois tipos de residuos

E;j
W 621 - hy)

Como ~ .40, 1), definem-se residuos normalizados:

E

Residuos habituais : E; = Y- Y;;

Residuos estandardizados : H;, = JGMHEH -
i

Para grandes amostras, os R; sdo aproximadamente .47(0,1).

A funcao rstandard calcula residuos standardizados (FA;).

Nas regressoes lineares, avalia-se a validade dos pressupostos do modelo

através de graficos de residuos. Nao se efectuam testes de Normalidade, ja
gue os residuos nao sao (em geral) independentes.
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Validacdo do modelo: (1) Graficos de residuos vs. Y;
Grafico indispensavel: Residuos (usuais) vs. Valores ajustados de Y.

Residuals

1128

-t =04 .2 [N K] o2 .4 (el =3
1
*
#
L
™
&
#

(k] 05 1.0 LB 2.0 2.5

Fitled valios
Imi Petal. \Width - F‘E-I:I.I.Lr.'-ngl:hl

@ Os residuos devem estar aproximadamente numa banda
horizontal em torno de zero.

@ Nao deve existir qualquer padrao aparente. Sendo valido o
Modelo RL, cor(E;, Y;) = 0.
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Possiveis padroes indicativos de problemas

Num gréfico de E; vs. Y; podem surgir padrbes problematicos:

Curvatura na disposicao dos residuos Indica violagdo da hipotese de
linearidade entre y e os preditores.

Grafico em forma de funil Indica violagao da hipétese de
homogeneidade de variancias.

Um ou mais residuos muito destacados Indica a existéncia de
observacoes atipicas.

Um exemplo de residuos em forma de
funil, e sugerindo alguma curvatura na
relacao entre as duas variaveis (da-
dos das folhas de videira

Area Vs. NF

Fasdush
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Padroes indicativos de problemas (cont.)

Um ou mais residuos muito destacados e/ou banda obliqua: Indica
possivels observacoes atipicas.

P ichumbs: o IF o]

s E - ' A presenca dos dinossaurios
Lt nos dados Animals

cria uma banda obliqua de
pontos no grafico E; vs. Y.

Resichmly
1]
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Validacdo do modelo: (2) Graficos para avaliar a
Normalidade

para grandes amostras os residuos estandardizados R; = 3 , devem ser aproximadamente .47(0,1)

| \,fGMHEJ-(I—h,-,]
O pressuposto de erros aleatérios Normais pode ser validado com:

@ um qqg-plot que confronte os quantis empiricos dos n residuos
standardizados, com os quantis teéricos numa .47(0,1).
Um qqg-plot concordante com a hipotese de Normalidade dos erros
aleatdrios devera apresentar colinearidade aproximada. O exemplo
seguinte sugere algum desvio & Normalidade para os residuos mais

extremos.

> plot(iris.1lm, which=2)

Sannci rog i
- B | B 1 ]
i i
]

Este gg-plot sugere algum desvio para os residuos mais extremos, mas nao
em quantidade ou de forma suficientemente severa para por em duvida o

pressuposto da Normalidade dos erros aleatorios.
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Validagao do modelo: (3) Graficos para avaliar
independéncia
Dependéncia entre erros aleatdrios pode surgir como resultado de:
@ correlacao cronologica;
@ correlacao espacial.

Nesse caso, pode ser util inspeccionar graficos de residuos vs. ordem
de observacao ou distribuicao espacial dos residuos, para verificar se
existem padrdes que sugiram falta de independéncia. Nesse caso,
modelos alternativos para series temporais ou dados espaciais podem
ser necessarios.

Validacao do modelo: (4) Graficos de residuos vs.
preditores

A presenca de nao-linearidade em gréaficos de residuos vs. preditores
individuais pode sugerir a necessidade de transformacoes desses
preditores.
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Estudo de residuos no R

O comando plot, aplicado a um objecto 1m produz até seis graficos de
residuos e diagndsticos. Os trés primeiros correspondem a graficos
de residuos. Para o exemplo dos lirios:

> plot(iris.1lm, which=1:3, pch=16)
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" !'l.!.-'-: ! B '=:l ¥ wm
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. o e = Ta&
.;"r __.._:.._,z' 3 - : '!rl-. ¢
- e N - A y alm
1 . :;-. . " L L
4 : :l" & -
* — # %
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T
:::::
il i il oot bl - sl F 2l i i

O terceiro grafico (argumento which=3) & de +/|A;| vs. ?}
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Observacgoes atipicas

QOutras ferramentas de diagnostico visam identificar observagoes
individuais que merecem ulterior analise.

Observacoes atipicas (outliers in English). Conceito sem definicéao
rigorosa, procura designar observacoes que se distanciam da relagao
linear de fundo entre Y e as variaveis preditoras.

Muitas vezes surgem associadas a residuos grandes (em modulo).
Em particular, e como os residuos Studentizados tém distribuicao
aproximadamente .4°(0,1) para n grande, observagbes para as quais
'R;| =3 (ou | T;| = 3) podem ser classificadas como atipicas.

Mas por vezes, observacoes distantes da tendéncia geral podem
afectar o proprio ajustamento do modelo, e nao serem facilmente

identificaveis a partir dos seus residuos.
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As chamadas “observacoes alavanca”

Define-se o valor do efeito alavanca (leverage) da i-ésima observacao como
sendo o /-ésimo valor diagonal da matriz H: h; = Hy; .

_.l'—
dos valores observados). O efeito alavanca h;; e a ponderacao associada a
¥; na definicao do valor ajustado correspondente, J;. Nao deveria ser

exCcessivo.

= — i
Como Y=HY, tem-se y;= } h;y; (cada valor ajustado € combinacéo linear
1

Observacoes alavanca (leverage points) sao observagdes com hy; elevado,
que tendem a "atrair” a hipersuperficie ajustada numa regressao.

Como V|E;| = o (1—h;), se h; e elevado, a variancia do residuo E; € baixa e
o residuo tende a estar perto da sua media (zero). Ou seja, a superficie
ajustada tende a passar proximo desse ponto.
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Observacdes alavanca (cont.)

Verifica-se, para qualguer observacao:

1
Fl < hy <1.

O valor medio das observagdes alavanca numa regressao linear € a razao
entre o no. de parametros e o no. de observagoes:

i
n

Logo, quanto mais observacoes, menor o efeito alavanca medio.
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Observacoes alavanca (cont.)

Observagoes com um efeito alavanca elevado podem, ou nao, estar
dispostas com a mesma tendéncia de fundo que as restantes observacoes,
l.e., podem, ou nao, ser atipicas (outliers).

Efeito alavanca numa regressao linear Simples
Numa regressao linear simples, tem-se

Assim, numa RLS, o efeito alavanca da observacao / depende do valor x; em
relacdo a média x: quanto maior (x; — x)°, maior h;. O maior efeito alavanca
tem de pertencer a uma das duas observacoes mais extrema em x.

Numa regressao linear multipla, os maiores efeitos alavanca correspondem
as observacoes em que os valores dos preditores estao mais afastados do

vector das medias dos preditores.
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Observacoes influentes

Observacoes influentes sao observacoes que, se retiradas da analise,
gerariam variacoes assinalaveis no conjunto dos valores ajustados de Y e
nos parametros ajustados, by.

Medida de influéncia frequente e a distancia de Cook, definida como:

C 0O )2
1'_21“?_}{: *'fj
" (p+1)-QMRE "’

sendo PI 7. O valor ajustado da observacao /, obtido estimando os ;s sem a
]
observacao /. Expressao equivalente é:

h; 1
DI_H?'(1—hI--)'ﬂ+‘|

Quanto maior 0D;, maior & a influéncia da /-esima observacao.
E frequente considerar D; = 0.5 como limiar de observacao influente.
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Uma prevencao

Observacoes atipicas, influentes ou alavanca nao sao 0 mesmo conceito,
embora possam estar relacionados.

hi 1
- U o
Di=H (1 h:'f) p+1

;‘?:‘,-2 grande e h;grande = D; grande (observacao influente)

Ef pequeno e h; pequeno = D; pequeno (observacao nao influente)
Ef grande e h; pequeno (ou viceversa) - D; pode, ou nao, ser grande

(Se obs. i &, ou nao, influente depende da grandeza relativa de E,-E e h;)

Estes diagnasticos servem sobretudo para identificar observacoes que
merecem maior atencao e consideracao.
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Diagnésticos no @®@

hatvalues calcula efeitos alavanca (h;) @ cooks.distance as D;.

> brix.diagn <- cbind(hatvalues(brix.lm), cooks.distance(brix.lm))
> colnames(brix.diagn) <- c("h_ii", "Di")
> brix.diagn

h_ii Di
1 0.6231274 O.6208T0ITIED
2 D0.3576171 O.098800464086
3 0.47530339 O.038302T900
4 0.28381782 0.01867232408
& 0.3751686 O.03513559851
6 O.2885676 O.03543638T1
T D.5260693 O.0733008032
B 0.48955231 ©O.0304136308
8 0.2808893 O.20090883314
10 D.226ETTI 0. 0002254622
11 0. 2757540 O.010814365T
12 D.4F71373 O.0092558438
13 0. 6608377 1.5ZF2084306
14 0.6390174 1.07820040325

Alguns valores muito elevados reflectem um conjunto de dados pequeno (n=14) com
um modelo pesado (p=>5). O efeito alavanca médio é h= J‘# =0.4286.
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Um exemplo na RLS

Considerando apenas um subconjunto das espécies, obtém-se o0 seguinte

grafico de log-peso do cérebro vs. log-peso do corpo:

> library(MASS)

> animaissub <- Animals[-c(6,19,25,26,27),]
> plot(log(brain) ~ log(bedy) , data=animaissub, pch=18)

g -bram

Eis os correspondentes residuos (internamente) estandardizados,
distancias de Cook e valores do efeito alavanca:

Hountain beaver
Cau

Gray walf

Goat

Guinea pig
Asian elephant
Dankey

Horse

Fatar monkey
Cat

Giraffe
Gorilla

Human

African elephant
Triceratope
Ehesus mankey
Kangaraa

House

REabbit

Sheep

Jaguar
Chimpanzes

Pig

R_i
=0.547
=0.201

0.057
. 168
=0 TE4
DG
.2TE
121
.T11
06
145
185

88

610
. 306
.57TH
=1.172
518
163
=0.243
0.992
=0.4T1

i i i i
OO O =Moo 00 00000

D_i h_ii
0.018 O.109
0.001 0.068
0.000 O.044
0.001 D.045
0.039 0.119
0.068 0.120
0.002 D.052
1 0.071
15 0.057
0.081
1 0.071
1 0.053
1

]

gﬂ

E 0.044
& 0.163
1 0.180
0.058 0.084
0.008 D.044
0.3556 0.341
0.013 0.08%
0.001 D.044
0.001 O.046
0.022 D0.043

0.006 D.052 184
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€- D_i muits grande; h_ii nem por isso

€- h_ii maiz elevado; D_i nem por isso




Gréaficos diagnosticos no @

A funco plot, aplicada a um objecto 1m produz, além dos graficos vistos no
acetato 209, graficos com alguns dos diagnosticos agora considerados.

A opcao which=4 produz um diagrama de barras das distancias de Cook
associadas a cada observacao.

A opcao which=5 produz um grafico de Residuos estandardizados (A;s) no
eixo vertical contra valores de h;; (leverages) no eixo horizontal, tragando
linhas de igual distancia de Cook (para os niveis 0.5 e 1, por omissao), que
destacam eventuais observacoes influentes.

A opgao which=6 produz um grafico de distancias de Cook (eixo vertical)
contra valores de 1—’!’1';;, com isolinhas de residuos estandardizados R;
T
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Um exemplo de graficos de diagnostico

Eis estes graficos de diagnostico, para os dados Animals

> plot(Animals.lm, which=4:6)

Cock's distance Rasiduals vs Leverage Cook's gist vs Levarage hy/(1-h
ik ¥
- | a1 :l :_l e
2 -
HE
. - 2
is
3 3 "
g N i = a8, g m
- ; * ':".. 3 E
-; STTE " j -
-:; % A VO RV
, L .
H'\. |-. _-I.-'-l-
I e
b e i H _.l__p" .
. T I"':" .-:'.-__ o §
g il I ERS 3 R S
1 1 1 1 | 1
] i i fod GeE G0 i 0 oGl
I parta LR el

As distancias de Cook elevadas reflectem o distanciamento das espécies de
dinossaurios da tendéncia geral das outras especies. O facto de serem trés
observacbes discordantes mitiga um pouco o valor destas distancias.
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Algumas transformacoes de variaveis

Por vezes, é possivel tornear violacdes as hipéteses de Normalidade
dos erros aleatdrios ou homogeneidade de variancias através de
transformacoes de variaveis. Por exemplo,

Se var(g;) «< E[Y)] entio Y — VY
Se var(g;) = (E[Y)])° entdo Y —InY
Se var(g;) =« (E[Y]])* entado Y —1/Y

sao propostas usuais para estabilizar as variancias.

Os exemplos acima sao casos particulares da familia Box-Cox de
transformacoes:
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Prevencoes sobre transformacoes

Mas a utilizagao de transformacdes de variaveis, sobretudo quando
afecta a variavel resposta, deve ser feita com cautela.

@ Uma transformacao de variaveis muda também a relacao de base
entre as variaveis originais;

@ Uma transformacao que “corrija” um problema (e.g., variancias
heterogéneas) pode gerar outro (e.g., ndo-normalidade);

@ Existe o perigo de usar transformacoes que resolvam o problema
duma amostra especifica, mas nao tenham qualquer

generalidade.
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Adverténcias finais

1. Podem surgir problemas associados a (quase) multicolinearidade
das variaveis preditoras, ou seja, ao facto das colunas da matriz X
serem (quase) linearmente dependentes:

@ podem existir problemas numéricos no calculo de (X'X)~', logo
no ajustamento do modelo e na estimacao dos parametros;

@ podem existir variancias muito grandes de alguns f}f-s, 0 que
significa muita instabilidade na inferéncia.

Multicolinearidade reflecte redundancia de informacao nos preditores.
E possivel elimina-la excluindo da analise uma ou varias variaveis
preditoras que sejam responsaveis pela (quase) dependéncia linear

dos preditores.
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Adverténcias finais (cont.)

2. Nao se deve confundir a existéncia de uma relacao linear entre
preditores Xi, Xz, ..., Xp @ uma variavel resposta Y, com uma relacao
de causa e efeito.

Pode existir uma relacdo de causa e efeito. Mas pode também
verificar-se:

@ Uma relacao de variacao conjunta, mas nao de tipo causal (como
por exemplo, em muitos conjuntos de dados morfométricos). Por
vezes, preditores e variavel resposta séo todos efeito de causas
comuns subjacentes.

@ Uma relacdo espuria, de coincidéncia numérica.

Uma relacao causal s6 pode ser afirmada com base em teoria propria
do fenédmeno sob estudo, e ndo com base na relagdo linear

estabelecida estatisticamente.
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