Caracteristica de uma matriz

» A caracteristica de uma matriz A, denotada car(A), é o nimero de
pivots de qualquer matriz em escada A’ obtida a partir de A, por
aplicacdo de operacdes elementares do método de Gauss®.

» Uma vez que n3o pode haver mais que um pivot em cada linha e
em cada coluna de uma matriz em escada, a caracteristica de uma
matriz A,,«, nao pode ser superior ao nimero de linhas m nem ao
numero de colunas n de A, isto é,

car(A) < min{m, n}.
» Pode-se provar ainda a relacao,

car(AT) = car(A).

®Veremos no capitulo dos espacos vetorais que a caracteristica de uma
matriz pode ser equivalentemente definida usando o conceito de dimens3o. ..
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Se, por exemplo,

oper. elementares

Agxs —

0
0

r_
— A = 0
0

- - 4x5

obtém-se
car(A) = n2 de pivots de A* = 3 < min{4,5},

e ainda,
car(AT) = car(A) = 3.
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Invertibilidade e caracteristica

Do algoritmo da inversa deduz-se imediatamente o seguinte critério para
decidir se uma matriz é invertivel (justifique!).

Critério de invertibilidade

Uma matriz quadrada A de ordem n é invertivel se e sé se car(A) = n.

Exercicio

S o

Para que valores de aa € R, A = é invertivel 7

= O
N
)
(o) N e

Resolucdo: Aplicando a fase descendente do método de Gauss tem-se:

-1 0 « i -1 0 o 1, -1 0 o
A= 0 a 4|29 | 0 « 4 221 0 a 4 — A
1 2« 6 0 2a0 6+« 0 0 a—2

Logo pelo critério de invertibilidade, a matriz A3y 3 é invertivel se e sé se
car(A) = 3 se e s6 se 0 n? de pivots de A’ é 3 se e sése a#0,2.
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Propriedades da inversa

Proposicao
Sejam A, B matrizes invertiveis da mesma ordem. Ent3o:
1. A7! & invertivel e tem-se (A1) ! =A.
2. )A é invertivel para todo o A # 0 e tem-se (AMA) ' =\ TA T

3. AB é invertivel e tem-se (AB) ' =B 'A"! ou seja, a inversa do produto
é o produto das inversas, pela ordem inversa(”).

4. AX é invertivel para todo o k € N e tem-se (A*) ' = (A1)~

5. AT & invertivel e tem-se (A7)t = (A" 1)7.

(A demonstragdo das propriedades sera feita nas aulas praticas.)

Poténcias negativas de matrizes invertiveis

Se A é uma matriz invertivel, define-se

A= (ATH, k € N.

"Mais geralmente, se Aj, Az, ..., A, sdo invertiveis da mesma ordem, entao
A1A; - - Ay é também invertivel e tem-se (A1Ay - Ag) "L =A 1 ATTATT
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Aplicacao da matriz inversa aos sistemas lineares

» A equacao linear ax = b em que a,b € R com a # 0, admite a

solucdo lnica x = —, que se pode escrever na forma x = a~1b.
a

» A nocao de inversa de uma matriz permite obter a solucdo de um
sistema do tipo Ax = b com A invertivel, de uma forma analoga.

Proposicao
Se A é uma matriz invertivel de ordem n ent3o o sistema linear Ax = b é
PD com soluc3o tnica x = A~'b qualquer que seja b € R".

Dem: se A € invertivel, existe A~ e podemos escrever, multiplicando 2
esquerda ambos os membros da equacdo matricial Ax = b por A7,

Ax=b = A YAx)=A"1b
& (A tA)x=A"1h
& lLx=A"1h
& x=A't 0O
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Exemplo
1 0 -2
Consideremos a matriz invertivel A= [ 0 2 0 | do slide 65.
1 0 -1

Como A é invertivel, conclui-se da proposicdo do slide anterior que
o sistema linear Ax = b é PD para todo o b = (b, by, b3) € R3,
tendo como unica solucao,

-1 0 2 b1 —by + 2b3
x =Atlb=| 01 0 by | = 1by ,
-1 0 1 bs —by + b3

onde usdamos o cilculo da matriz A~ efetuado no slide 65.

TPC: Confirme que (—by + 2b3, 3bp, —b1 + b3) é solugdo de
Ax = b, para todo o b = (by, by, b3) € R3.
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O espaco vetorial R”

No slide 9 menciondmos as seguintes 8 propriedades das operagoes, adicao de
vetores de R" e produto de um vetor de R” por um escalar.

Propriedades das operagdes algébricas com vetores

Sejam x, y, z vetores de R”, 0 = (0,--- ,0) € R" e A, u € R. Tem-se,
1. x4y =y + x (comutativa)

(x+y)+z=x+ (y+ z) (associativa)

x + 0 = x (existéncia de el. neutro)

x + (—x) = 0 (existéncia de el. simétrico)

A(x 4+ y) = Ax + Ay (distributiva. . .)

(A 4+ p)x = Ax + px (distributiva. . .)

(Ap)x = A(px) (compatibilidade dos produtos)

L

1 x = x (el. identidade da multiplicagdo por escalar)

As propriedades anteriores significam que R” munido da adi¢do de vetores e do

produto de vetores por escalares é um espaco vetorial. Como exemplo distinto

de um espaco vetorial temos o conjunto das matrizes do tipo m X n munido

das operacoes da adicao de matrizes e produto de uma matriz por um escalar.
Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 73

Subespaco vetorial de R”

Vamos estudar os subconjuntos nao vazios V C R" para os quais se
podem adicionar vetores de V' e multiplicar vetores de V' por escalares
sem sair de V/, isto é, de modo a ainda se obterem vetores de V.

Definicao de subespaco vetorial

Um subconjunto V' C R" diz-se um subespaco vetorial de R" se
> VAT

» V é fechado para a adicdo, isto é, para todo o u,v € V tem-se
u+vevV

» V é fechado para o produto por escalar, isto é, paratodoo ue V e
a € R tem-se au € V

Observacao

V4

E imediato verificar que se V' é um subespaco vetorial de R” ainda sao
validas as propriedades (1),...,(8) relativamente aos vetores de V/, isto
é, que V munido com as operacoes, adicao de vetores e multiplicacao de

vetores por escalares, herda a estrutura de espaco vetorial de R”".
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Exemplos

» V ={(x,y): x,y >0} (12 quadrante incluindo eixos coordenados):
ndo vazio, fechado para a adicio mas n3o para o produto por escalar
= n3o é subespaco vetorial de R?.

> V ={(x,y): xy >0} (12 e 32 quadrantes incluindo eixos
coordenados): n3o vazio, fechado para o produto por escalar mas
ndo para a adicdo = n3o é subespaco vetorial de R?.

» V ={(x,y): x =y} (bissectriz dos quadrantes impares): nao
vazio, fechado para a adicdo e para o produto por escalar
= & subespaco vetorial de R?.
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llustracao do slide anterior

B 1
1
1 > >
v=(0,-1)e V
I — |
—u=(-1,-1)¢V
V={(xy): x,y>0}#0 V={(x,y):xy >0} #0 V={(xy) x=y}#0
N3o é fechado para o produto por escalar N3o é fechado para a adicdo E fechado para a adicio e para o
Logo ndo ¢ subespaco vetorial Logo n3o € subespaco vetorial produto por escalar (como veremos)

Logo é subespaco vetorial
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