Subespaco mininal e subespaco maximal

As 3 condicoes da definicao de subespaco vetorial de R” do slide
74 s3o trivialmente verificadas quando V = {0} e V = R",
obtendo-se os seguintes 2 subespacos vetoriais especiais de R":

» {0} subespaco vetorial minimal (ou trivial).

» R” subespaco vetorial maximal.
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Condicao necessdria para ser subespaco vetorial

Vamos agora estabelecer uma condigcdo necessaria (mas n3o suficiente)
para um subconjunto de R" definir um subespaco vetorial.

Teorema
Se V é subespaco vetorial de R™ entdo 0 € V.
Demonstracao: Se V é subespaco vetorial de R™, tem-se:
» V £ (), logo existe um vetor v € V.
» V é fechado para o produto por escalar, logo Av € V, VA € R.

» Considerando, em particular, A = 0, conclui-se que Ov = 0ecV
como se pretendia. [

Exemplo

Se V for a circunferéncia de raio 1, isto é, V = {(x,y) : x* + y? = 1},
V' ni3o é subespaco vetorial pois ndo contém a origem (02 + 02 # 1).
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Espaco nulo de uma matriz

O seguinte conceito introduz o primeiro dos subespacos vetoriais
fundamentais associados a matrizes que vamos considerar.

Definicao de espaco nulo de uma matriz

Seja A uma matriz do tipo m x n. Chama-se espaco nulo de A e
denota-se por A/ (A), ao conjunto de solucdes do sistema linear Ax = 0,
isto é,

N(A)={xeR": AX:5} C R".

» O espaco nulo de A corresponde ao CS do sistema linear Ax = 0,

dito homogéneo, em que o vetor dos termos constantes é o vetor
nulo.

» Um sistema homogéneo nunca é impossivel uma vez que possui
sempre a solucdo trivial x = 0 (pois A0 = 0). Em particular

N(A) # 0.
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O espaco nulo é subespaco vetorial. . .

Teorema

Para toda a matriz Ap,x,, N(A) é um subespacgo vetorial de R”.

Demonstracao
Tem-se:
» N(A) # () como vimos no slide 79.

» N(A) fechado para a adicdo: se u,v € N(A) entdo u e v sdo
solucoes de Ax = 6, isto é, Au = Av = 0e portanto
A(u+v) = Au+ Av =040 = 0, o que significa que u + v é
também solucio de Ax = 0. Logo u+ v € N(A).

» N (A) fechado para o produto por escalar fica como exercicio.

Logo é subespaco vetorial de R” pois verifica 3 condicdes do slide 74. [
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Consequéncias

» Um conjunto definido por um sistema de equacdes lineares
homogéneas com n varidveis é um subespaco vetorial de R", pois
corresponde ao espaco nulo da matriz dos coeficientes desse sistema.

Por exemplo,
V ={(x1,x2,x3,%3) : x1 +2x0 + 3x3 + 4x4 = 0, —x1 + 3x2 + x4 = 0},

é um subespaco vetorial de R* pois também pode ser definido como,

(1301

Se alguma das equacdes lineares que definem V ndo for homogénea,
entdo V ndo é um subespaco vetorial porque que ndo contém a origem.

Observacao

Por exemplo, o plano de R3, V = {(x1,x2,x3) : x1 + x2 +2x3 = 1}, ndo é
um subespaco vetorial de R3 porque n3o passa na origem ((0,0,0) € V).
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Calculo do espaco nulo

Para calcularmos o espaco nulo de uma matriz A, N(A), temos que resolver o sistema

homogéneo Ax = 0, isto é, reduzir a matriz ampliada [A \ 0}. Note-se que o vetor dos
termos constantes pode ser omitido no método de Gauss uma vez que é sempre nulo!

Exercicio - 1

Determinar o espaco nulo da matriz A = [ L 11 ]

2 -1 1

Reduzindo a matriz ampliada [ A| 0] obtém-se,

NA) = {x=(x1,x,x3)€ R3:x =0, 0o =x3, x3 € R}
= {(0,x3,x3): x3 € R} = {x3(0,1,1) : x3 € R}.

> Geometricamente A/(A) define uma reta de R3 (porque o sistema Ax = 0 possui
uma variavel livre), que passa na origem (porque o sistema é homogéneo) com
vetor diretor v = (0,1, 1).
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Calculo do espago nulo (cont.)

Exercicio - 2

Determinar o espaco nulo da matriz A = { ; _411 ]

» Reduzindo a matriz ampliada [ A|0] obtém-se,

A= le)={o =5

Uma vez que todas as colunas de A’ tém pivot o sistema Ax = 0 é
determinado e portanto possui apenas uma solucao, que tem que
ser a solugdo trivial x; = xo =0, isto é, CS = {(0,0)}.

> Logo N(A) = {0}, isto é, N'(A) é o subespaco minimal de R?.

8]:[A’|5].

Em geral tem-se o seguinte.

Critério para N'(A) = {0} (subespaco minimal)
N(A) = {0} < Ax =0 é determinado < car(A)=n2 colunas de A.
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Possiveis subespacos vetoriais de R”

Pode-se provar que os subespacos vetoriais sao de um dos seguintes tipos.

» Subespacos vetoriais do plano (R?):

{6}, retas que passam na origem, RZ.
» Subespacos vetoriais do espaco (R3):
{0}, retas e planos que passam na origem, R3.

» Subespacos vetoriais de R”, com n > 4:
{0}, retas, planos, ... e hiperplanos que passam na origem, R”.

(um hiperplano é um conjunto definido por uma equag3o linear do tipo
aixi + -+ -+ anx, = b, com os coeficientes ai, ..., a,, ndo todos nulos.)
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Combinacao linear de vetores

Definicao de combinacao linear

Um vetor b € R™ é combinagao linear (CL) de vq,...,v, € R™
se existirem escalares a1, ..., a, € R tais que

b=ajvi+- -+ apVv,.

Os escalares o1, ..., a, chamam-se coeficientes da combinacao
linear.
Por outras palavras, b é CL de vy, ..., v, se puder ser obtido como

soma de multiplos desses vetores.
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Exemplos de combinacoes lineares de vetores

> (2,4,—-2) =2(1,0,0) +4(0,1,0)—2(0,0,1) = 2e; + 4er—2e;.

3 1 1
> =
HE NN
» O vetor nulo 0 € R" é sempre CL de qualquer conjunto de m
vetores vi,..., Vv, € R", pois
6:0V1+0V2—|—-°'—|-0Vm,

e cada um dos vetores v; é também sempre CL dos m vetores do

conjunto vy, ..., Vpy:
vi = 1lvi+0w—+---4+0v,,
vw = 0wvi+1lw+---+0v,,
Vm = 0vi4+0w+ -4 1v,.
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