Observacao

Aplicando o resultado do slide 89 com b = 6 obtém-se o seguinte

resultado.

Corolario

Sejam vi,...,v, ERTe A=[wvi -+ v,]|. Tem-se:
avi+ -+ av,=0 < (a1,...,a,) solugdo de [vl v,,|6]

& (a1,...,a,) € N(A).

Voltando aos exemplos do slide anterior tem-se:

» No caso em que v; = (1,2) e v» = (3, 4) obtém-se N(A) = {0},
onde A = [vl v2}.

> No caso em que vi = (1,2) e vp = (2,4), 2v1 —vp = 0 e portanto
(2,-1) e N(A) # {0}, onde A= vy w].

» No caso em que vi =(2,2,1), vo = (2,3,1) e v3 = (2,5, 1), tem-se
—2v; +3vo — v3 = 0 e portanto (—2,3,—1) € N(A) # {0}, onde
A= [ Vi Vo V3 ]

Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa 101

Critério de independéncia linear via Gauss

Vamos dar uma caracterizacao de independéncia linear usando o método
de Gauss :) que decorre imediatamente das observacdes do slide anterior.

Teorema

Sejam vi,...,v, ER™ Apsxn=[vn -+ v,] e A matriz em escada
obtida a partir de A aplicando operacdes elementares.

As seguintes afirmacdes s3ao equivalentes:
» {v1,..., vy} é linearmente independente.
> N(A) = {0}, isto &, o sistema homogéneo Ax = 0 é determinado.

» car(A) = n, isto é, todas as colunas de A’ tém pivot.

Exercicio na aula

Considere v; = (1,,1), vo = (0,1, —-1) e v3 = (o, 3,3), com « € R.
Decida sobre a independéncia linear de {vq, v», v3} em funcdo de a.
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(In)dependéncia linear via sistemas lineares (cont.)

Resolucao do exercicio do slide anterior

Consideremos a matriz A = [v; v» v3]. Aplicando a fase
descendente do método de eliminacdo de Gauss a matriz A vem,

1 0 (8% Ly — aly 1 O Q
A=|la 1 3|20 1 3-a2
1 -1 3 0 -1 3-a
1 0 Q
X210 1 3-a? — A
0 0 6 —a — a?

Tem-se {v1, s, v3} Li. < todas as colunas de A’ tém pivot <

6-a-02#£0e art TV 0 (FR) & a# -3,2
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Cardinalidade maxima de um conjunto l.i.
Como a caracteristica de uma matriz A,xn = [vl R VR ] isto

é, o numero de pivots de A’, n3o pode ser superior ao ntiimero de
linhas de A e pelo teorema do slide 102 tem-se a relacao,

{vi,...,vp} Li. & car(A) = n,

deduz-se que se {v1,..., vy} for Li. entdo n = car(A) < m.
Tem-se entao o seguinte resultado.

Teorema

Um conjunto linearmente independente de vetores de R possui no
maximo m vetores.

» Por exemplo, considerando v; = (1,2,1,1), v» = (0,1,—-1,1),
vs =(1,3,1,4), vy =(0,0,1,1) e vs = (0,0,0,1), conclui-se
imediatamente que o conjunto {vi, v», v3, v4, v5} é linearmente
dependente por ser constituido por 5 > 4 vetores de R*.
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Caracterizacao mais intuitiva de dependéncia linear

Como consequéncia do teorema do slide 102 prova-se facilmente o
seguinte resultado, onde vy, ..., v, € R™ (ver também o slide 101).

Teorema

> {v1} él.d. seesésev, =0.

» {vi,w} él.d. se e séseum dos vetores for miltiplo do outro
vetor, isto €, os vetores forem colineares.

Vi Vi
0 0
V2
V2
{Vl, V2} 1.d. {Vl, V2} Li.
» Mais geralmente, {vi,vs,...,vp} com n>2 é1l.d. see sé se
um dos vetores v; for CL dos restantes n — 1 vetores do

conjunto
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Conceitos de base e dimensao de um subespaco vetorial

Intuitivamente uma base de um subespaco vetorial V' é um subconjunto finito
de vetores de V que (i) ndo contém vetores “redundantes” no sentido em que
nenhum dos vetores da base se pode obter como CL dos restantes vetores da

base, mas (ii) contém vetores “suficientes” de modo a que todo o vetor de V
se possa escrever como CL dos vetores da base(?).

Definicao de base

Sejam V subespaco vetorial de R” e v1,..., vk vetores de V.
Diz-se que {vi,..., vk} é uma base de V se verificar as condi¢Ges:

(i) {vi,...,w} é linearmente independente.

(i) vi,...,vk geram V, isto é, V = (vi,..., ).

Teorema-definicao

Todas as bases de um mesmo subespaco vetorial V' possuem o mesmo niimero
de vetores a que chamamos dimensao de V' e denotamos por dim V.

8Note-se que as CL de vetores de V ainda s3o vetores de V porque V é um
subespaco vetorial, logo fechado para o produto por escalares e para a adic3o.
Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa

105

106



» O subespaco vetorial V = ((1,1,1)) = {a(1,1,1) : « € R} define a reta
que passa na origem com dire¢do (1,1,1) e admite a base {v}, com
v =(1,1,1). De facto:
(i) {v} é linearmente independente pois v # 0.
(i) v gera V pois por definicdo V = (v).
Em particular, dim V = ndmero de vetores da base = 1.
» O subespaco maximal R® admite a dita base canénica, {ei, &, e3}, onde
e1 =(1,0,0), e =(0,1,0), e e =(0,0,1),
sdo as colunas da matriz identidade de ordem 3. De facto:
(i) {e1, ez, e3} é linearmente independente, pois

are; +arers+aze3 =0 (a1, az,a3) = (0,0,0).
(ii) er, e, e3 geram R3. De facto:
(e1,e,63) = {awer+me+azes @ a1, an, az € R}
= {ai(1,0,0) + a2(0,1,0) + @3(0,0,1) : a1, a2, a3 € R}
= {(oa,02,a3) : o1, as, a3 € R} =R’

Em particular, dim R® = niimero de vetores da base = 3.
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Como construir bases para subespacos vetoriais?

Um subespaco vetorial V' de R” pode ser definido das seguintes 4 formas:

> V = {0} (subespaco minimal).
» V =R" (subespago maximal).
» Gerado por um conjunto de vetores |/ espaco das colunas de uma matriz.
Por exemplo,
» Vv =(1,1,0,1),(1,2,-1,0),(1,0,1,2),(2,1,1,3)),

1 1 1 2

) 1 2 0 1
ouseja, V =C(A), com A= 0 -1 1 1
1 0O 2 3

» Como CS de um sistema de equacgées lineares homogéneas / espaco nulo
de uma matriz. Por exemplo,
> V ={(x1,x,x3): x1i—x2+2x3 = 0, 3x1+x2+x3 = 0,2x1+6x = 0},

1 -1 2
3 1 1.
2 6 0

Vamos ver a seguir como obter bases em cada um destes 4 casos.
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ou seja, V= N(A), com A=




Base e dimensao dos subespacos minimal e maximal

Base e dimensao do subespaco mininal

Convenciona-se que {} é a (Unica) base do subespago mininal {O}. Uma vez
que esta base nao possui vetores tem-se,

dim {0} =0

A base candnica de R* do slide 107 generaliza-se para R" com n arbitrario.

Base candnica e dimensao do subespaco maximal R”

O conjunto {ei1, e, ..., e,} formado pelas n colunas da matriz identidade /5,
e =(1,0,...,0), &=(0,1,...,0), ...,e, =(0,0,...,1),

constitui uma base de R" que se designa por base candnica (b.c.), tendo-se

dim R" = n

Em particular, qualquer outra base para R" terd que possuir também n vetores.
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Caracterizacao das bases de um subespaco maximal
Sejam vq,...,vp € R"e A=[v; v» --- vy, que é uma matriz

quadrada de ordem n. Aplicando os casos especiais do slide 98
obtém-se as equivaléncias:

{vi,...,vp} Li. & carf(A)=n=m
& R"=C(A)=(vi,...,Vn).

Logo por definicao de base provdmos o seguinte resultado.

Teorema (Critério para definir base do subespagco maximal R")

Sejam vi,...,v, € R". As seguintes afirmacoes s3o equivalentes:
» {vi,...,vp} é base de R".
» {v1,...,v,} é linearmente independente.
> (vi,...,vp) =R"
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