Bases do subespaco maximal

Conjugando o teorema do slide anterior com o teorema do slide 104
obtém-se a seguinte resultado.

Corolario

As bases de R” s3o os conjuntos linearmente independentes com n
vetores, isto €, os conjuntos lin. indep. de cardinalidade méxima(g).

Exemplo na aula

Quais dos seguintes conjuntos é lin. indep. / gera R® / base de R3 ?

1. {(1,0,0),
2. {(1,0,0),
3. {(1,0,0),
4. {(1,0,0),

2,5,0)}. sim / ndo / ndo
2,5,0),(3,5,0)}. ndo / ndo / ndo
2,5,0),(3,5,9)}. sim / sim / sim
2,5,0),(3,5,9),(x,y,2z)}. ndo / sim / n3o

/N N N N

E sd3o também os conjuntos de geradores de R" de cardinalidade minima.
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Base para o espaco das colunas/espaco gerado - exemplo

Sejam vi = (1,1,-1), v» = (0,2, —1), vs = (2,0, —1), v4 = (4,2, —3) e
A= [vl Vo V3 V4}. Vamos determinar uma base para C(A) = <v1, Va, V3, V4>.

Aplicando a fase descendente do método de Gauss a matriz [A | b], com
b = (b1, b2, b3, bs) vetor genérico, obtém-se,

1 0 2 4|b 1 0 2 4 by
1 2 0 2|b|—=--—=|0 2 =2 =2 b — b
-1 -1 -1 =3| b 00 0 O0|b—3b—3h

Uma base para C(A) (contida no conjunto original de geradores {v1, v, v3, v4})
é dada pelo subconjunto {v1, v»} das colunas de A (a vermelho) que
correspondem as colunas com pivot na matriz em escada A’. De facto:

» {vi, w2} é linearmente independente porque os seus elementos estdo
associados as colunas com pivot na matriz em escada A’.

» vi e v, geram C(A) porque os subespacos <v1, vz> = C([ Vi W ]) e
C(A) = <v1, Vo, v3, V4> coincidem, uma vez que sdo ambos definidos pela
mesma equacido bz — %bz — %b1 = 0(10).

Em particular, dim C(A) = n2 de pivots de A" = car(A) = 2.

1 N ~ . .
oA sequéncia de operacdes elementares no método de Gauss e as linhas nulas em
A’ apenas dependem das colunas de A associadas as colunas com pivot em A’.
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Base para o espacgo das colunas/espaco gerado - algoritmo

Usando o mesmo tipo de argumentos do slide 112 deduz-se o algoritmo
abaixo para obter bases do espaco gerado/espacgo das colunas, contidas
no conjunto inicial de geradores (n3o é preciso ampliar com o vetor b).

Algoritmo
Input: A=[wvg -+ vy]comvi...,v, € R”,
Objectivo: Base para C(A) = (vi,...,Vy).

» Aplicar a fase descendente do método de Gauss a matriz A:
A— ... — A com A escada.

» O subconjunto das colunas de A que correspondem as colunas
com pivot em A’ constitui uma base de C(A) = (w1, ..., V),
contida no conjunto inicial de geradores vy, ..., v,.

Em particular, tem-se

dim (v1,...,v,) = dimC(A) = nimero de pivots em A" = car(A).
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Base para o espaco nulo/CS de um sistema homogéneo
Algoritmo

Input: Matriz A do tipo m X n.
Objectivo: Base para N(A).

> Aplicar a fase descendente do método de Gauss a matriz [A|0].

Seja k o niimero de variaveis livres do sistema, isto é, o nimero de
colunas sem pivot em A’.

> Se k =0, isto &, se ndo ha varidveis livres entdo N(A) = {0} e
portanto {} é a base de N'(A), tendo-se dim N/(A) = 0.

> Se k > 0, aplicar a fase ascendente do método de Gauss a [A’|0]
e associar a cada varidvel livre a solucdo particular de Ax = 0 em
que essa variavel livre toma o valor 1 (ou qualquer valor ndo nulo)
e as restantes varidveis livres o valor zero.
O conjunto destas k solucdes de Ax = 0 é uma base para N(A).

Em particular, tem-se

dim AV'(A) = n? de varidveis livres = n — car(A)
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Base para o espaco nulo de uma matriz - exercicios

Exercicio 1
Determinar uma base e a dimensao do espaco nulo da matriz do
slide 112,
1 0 2 4
A= 1 2 0 2
-1 -1 -1 -3
TPC

Determinar uma base do hiperplano de R4,
V = {(x1,x2,x3,x3) : x1 — 2x2 + x3 — bxg = 0}.

Ideia: aplicar o algoritmo do slide anterior a V = AV(A) com
A=[1 -2 1 —5].
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Resolucao do exercicio 1 do slide anterior

Aplicando a fase descendente 3 matriz [ A| 0] obtém-se (verifique),

1 0 2 4]0 1 0 2 4]0
[Al0] = 1 2 0 2/0|—=--—=|0 2 -2 210 |=[A0]
-1 -1 -1 =310 0 0 0 010

Logo o sistema Ax = 0 admite k = 2 > 0 variveis livres (x3 e x).

Aplicando a fase ascendente do método de Gauss 3 matriz [A’ | 0] vem

1 0 2 410 X1 2x3+4x, = 0
[A"]0]— | 0 1 -1 —1|0 |~ X2 — X3 — Xa 0
0 O 0 0]0 0 = 0
Logo N(A) = {(Xl,XQ,X3,X4) ix1 = —2x3 —4xs, xo =x3+ xa, x3, xa € R}.
» Tomandoxs =1lexs =0tem-se xy = —2x3 —4xs = -2 e

Xo = x3 + x4 = 1, obtendo-se a solucdo de Ax = 0, |w = (—2,1,1,0) |-

» Analogamente, tomando x3 =0 e xus =1 tem-se x3 = —2x3 — 4 x4 = —4

e x2 = x3 + x4 = 1, obtendo-se a solucdo de Ax = 0, | w = (—4,1,0,1) |

Pelo algoritmo do slide 114, {ws, w>} é uma base de A/(A) tendo-se ainda
dim N (A) = n2 de varidveis livres = 2.
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Observacoes sobre a resolucao do exercicio 1

Vejamos que a base {wi, wy} de N(A) que foi construida usando o
algoritmo do slide 114 verifica as duas condicoes da definicio de
base de um subespaco vetorial:

» {wj,w,} é linearmente independente. De facto, considerando
uma CL nula arbitraria a3 wy + oo wo = 0, tem-se trivialmente

a1 Wi + o wWo :( s T ,041,042):(0,0,0,0),

obtendo-se o1 = ap = 0.

> wi e wy geram N (A). De facto, qualquer solu¢do particular
w de Ax = 0, obtida tomando x3 = a e x4 = b,

w=(2a—4b,a+ b,a,b),
corresponde a CL awy + bwy € (wy, ws) (verifique).
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Base para o espaco nulo de uma matriz - exercicios (cont.)

Exercicio 2

Indicar uma base e a dimensao do espaco nulo da matriz

1 0 0
A= 1 2 0
-1 -1 -1

Resolucdo: aplicando a fase descendente 3 matriz [A|0] obtém-se,

1 0 0|0 1 0 0]0
A0j=| 1 2 o0]|0|—=--=]0 —1 —1|0 |=I[A0]
1 -1 —-1]0 0 0 —2/0

Neste caso nao ha varidveis livres. Logo Ax = 0 ¢ determinado e
portanto N (A) = {0}. Logo {} é a base de N'(A) e dimN(A) = 0.

Note-se que neste caso C(A) = R3, uma vez que n3o h3 linhas nulas na
matriz em escada A’. Em particular, dimC(A) = 3.
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