Nota prévia

» Os slides de apoio as aulas tedricas baseiam-se na matéria da
sebenta Texto de Apoio de Algebra Linear e varios dos seus
esquemas e/ou figuras provém da sebenta ou sdo versoes
modificadas de esquemas e figuras da sebenta.

» A matéria exposta nestes slides deve ser complementada com
a leitura dessa sebenta.
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Vetores do plano (R?) e vetores do espaco (RR>)

» Recordemos que R denota o conjunto dos niimeros reais.

» O conjunto dos vetores do plano é o conjunto dos vetores com
2 componentes reais que se denota por R?, ou seja,

R? = {(x,y) : x,y € R}.

Por exemplo, (1, —7) € R?.

» Analogamente, o conjunto dos vetores do espaco é o conjunto
dos vetores com 3 componentes reais, denotado R3 isto é

R* = {(x,y,2z): x,y,z € R}

Por exemplo, (1, —7,0) € R3.
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R” - conjunto dos vetores com n componentes

» Em geral, dado um inteiro n > 2, denotamos o conjunto dos
vetores com n componentes reais por R"”, ou seja,

R" = {(Xl,XQ,...,Xn) X1, X2, ..., Xp € ]R},

onde x; é a componente do vetor x que se encontra na
pOSICAo /.
Por exemplo, se x = (1, —m,0,2,3, —4) € R, tendo-se
X4 = 2.

» Os numeros reais serao também designados por escalares por
oposicao a vetores

Porque queremos estudar conjuntos de vetores em R"” com n > 47
E como “visualizar’ esses conjuntos?
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Um famoso conjunto de dados

Ronald Fisher, um famoso estatistico mediu os comprimentos e larguras das sépalas e
pétalas (em cm) de 50 lirios de cada 3 espécies distintas, Setosa, Versicolor e Virginica,

Base de dados das Flores de iris

Setosa Versicolor Virginica

(https://pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto_de_dados_flor_lris# /media/Ficheiro:Flores_de_lris.png)

A tabela a seguir apresenta os valores obtidos para alguns dos lirios.

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width Species
1 5.1 3.5 1.4 0.2 setosa
2 4.9 3.0 1.4 0.2 setosa
3 4.7 3.2 1.3 0.2 setosa
150 5.9 3.0 5.1 1.8 virginica
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O melhor retrato do conjunto de dados dos lirios

O conjunto de dados dos 150 lirios origina uma ntivem de 150 pontos num espaco a 4
dimensoes que nao conseguimos visualizar, em que o vetor de coordenadas de cada
ponto contém o comprimento e a largura das sépalas e pétalas de cada lirio (vetor
com 4 componentes).

Usando métodos de Algebra Linear podemos projetar esta niivem de pontos num plano
de modo a obter-se o melhor retrato possivel, no sentido em que melhor preserva as
distancias originais entre as flores, ou equivalentemente, a variabilidade do conjunto:

PC1

Pode-se observar no retrato que, por exemplo, os comprimentos e as larguras das
sépalas e pétalas diferenciam claramente os lirios da espécie Setosa dos lirios das
restantes 2 espécies Versicolor e Virginica Este tipo de conjuntos de dados sao
estudados em areas tais como a Estatistica Multivariada, areas essas que usam de
forma crucial de diversos conceitos e resultados de Algebra Linear.
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Operacdes sobre vetores do plano (RR?)

Recordemos as operacoes algébricas bem conhecidas sobre vetores do plano
(R?). Se x = (x1,x2) e y = (y1, y2) sdo vetores de R* e )\ € R:

» Adicao de vetores:

x+y=(x,x)+ (y1,y2) = (x1 + y1,x2 + y2).

» Produto de um vetor por um escalar:

)\X = )\(X1,X2) p— (>\X1, )\Xz).

» Produto escalar (ou interno) de vetores:

x-y=(x1,x2) - (y1,¥2) = x1y1 + x2¥».

Por exemplo, se x = (3,1), y = (2,5) e A = 2, obtém-se
x+y=1(506), 2(3,2)=(6,4), (3,1)-(2,5) =11.
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Interpretacao geométrica das operacoes sobre vetores

g XY AX

Para todos os vetores nao nulos do plano, x e y, tem-se a relacao bem

conhecida,
Xy

1yl

onde # é o angulo formado por x e y. Resulta, em particular, da relacao
anterior a chamada desigualdade de Cauchy-Schwarz (C.-S.),

cos(f) =

[xy L < vl

onde ||x|| e ||y|| s3o os comprimentos do vetores x e y, respetivamente.

A extensao das operacoes algébricas para vetores com um nimero
arbitrario de componentes faz-se de modo ébvio.
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Operacoes sobre vetores de R”

Definicao

» Adicao de vetores:

X+y: (X17X2,---,Xn)‘|‘(y1,y2,-~,yn) = (X]. ‘|‘y1,X2‘|‘y2,---,Xn‘|‘)/n),

isto é, somam-se as componentes homdlogas dos vetores

Produto de um vetor por um escalar:
AX = A(x1, ..., Axn) = (Ax1, ..., AXn),

isto é, multiplicam-se todas as componentes do vetor pelo escalar

Produto escalar (ou interno) de vetores:

XYy = (X17X27'°'7Xn)'(y17y27'-~7yn) = X1y1 + Xo¥Y2 + *++ + XnVn,

sendo ainda vdlida a desigualdade de C.-S. neste caso o que nos permite,
em particular, definir angulo entre vetores de R”"
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Propriedades das operacoes sobre vetores

Adicao de vetores e o produto de vetores por escalares verificam vdarias
propriedades que decorrem imediatamente das propriedades dos niimeros
reais (falaremos mais adiante nas propriedades do produto escalar).

Propriedades das operacoes algébricas
Sejam x, y, z vetores de R”, 0= (0,---,0) e R" e \,u € R. Tem-se,
1. x+y =y + x (comutativa)
. (x+y)+z=x+(y + z) (associativa)
. x4 0 = x (existéncia de el. neutro)

. x4 (—x) = 0 (existéncia de el. simétrico)

. (A + p)x = Ax + px (distributiva. . . )

2

3

4

5. A(x+ y) = Ax + Ay (distributiva. . .)

6

7. (Au)x = A(ux) (compatibilidade dos produtos. . .)
8

. 1x = x (el. identidade da multiplicagdo por escalar)

Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa



Conceito de matriz

Definicao de matriz

Sejam m, n inteiros positivos. Chama-se matriz do tipo m X n a uma
colecdo A = [ajj] de mn nimeros reais dispostos em m linhas e n colunas,

all a2 “ e din
dp1  d22 ... d2p
A =
_aml dm?2 amn_ Ny

ajj: elemento da matriz que se encontra na linha i e coluna j da matriz
O indice i percorre as linhas da matriz e designa-se por indice de linha O
indice j percorre as colunas da matriz e designa-se por indice de coluna

As matrizes constituem uma extensao dos vetores adequada ao estudo
dos sistemas lineares
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di1 di12 413 10 2 3
> A — d>1 d22 423 _ 5 0 0
a1 a3 as3 1 3 -1
3a1 A2 a3, [0 1 2,

O elemento de A que se encontra na linha 4 e coluna 1 é a4 =5

» A = [ajj]2x3 definida por a;; = 10 e ay; = 7, para todo o j, é

AZFO 10 10]
2X%X3

s s s

» A = ajj|3x3 definida por aj =i+, parai,j=1,2,3, é

1+1 1+2 1+3 2 3 4
A=|2+1 242 24+3| =13 4 5
3+1 342 3+3],, |4 5 6],
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Matriz-linha e matriz-coluna ou vetor

» Sem= 1, A1><n = [311

Por exemplo, A = [1

ain| designa-se por matriz-linha.

3 —2| matriz-linha do tipo 1 x 3.

d11
» Sen=1, A1 = designa-se por matriz-coluna ou vetor.
_aml_
2
Por exemplo, (2,3, —-1) = 3 | eR3
—1

» Em geral, x € R™ pode ser representado como m-uplo de
ndmeros reais ou como matriz-coluna do tipo m x 1:

X1

X = (X1, ,Xm) =

Xm
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Matriz definida por vetores e matriz quadrada

» Sevi,vo,...,v, ER™ A= [vl Vo o v,,] denota a matriz do
tipo m X n cujas colunas sao os n vetores vi, Vo, ..., V,.

Por exemplo, se v = (1,0,2), v» = (—1,1,1) e v» = (1,10, 0),

1 -1 1
A= [Vl Vo V3}: 0 1 10
2 1 0

3x%x3

» Se uma matriz A é do tipo n X n, A diz-se quadrada de ordem n.

Por exemplo, a matriz [vl Vo V3] anterior é quadrada de ordem 3.

» Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada A = [aj;]

ao conjunto dos elementos a;;, 1 =1,...n:
dil a2 “ e din
ani dno “ e don
_anl dn2 ann_
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Matriz triangular e matriz diagonal

A = |ajj| matriz quadrada de ordem n

>

A diz-se triangular superior se a;; = 0 para i > j, ou seja, se todos
os elementos abaixo da diagonal principal sao nulos.

1 2 -1
Por exemplo, | 0 1 O | é triangular superior de ordem 3.
0O 0 O

» A definicao de triangular inferior é andloga e fica como exercicio.

» A diz-se diagonal se ajj = 0 para todo i # j, isto é, se todos os

elementos fora da diagonal principal de A forem nulos, e pode ser

representada por A = diag(ai1, 322, .-, ann).
2 0 0

Por exemplo, diag(2,—-1,3)= | 0 —1 0 | é uma matriz
0 0 3

diagonal de ordem 3.
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Matriz escalar e matriz identidade

» Uma matriz diagonal A de ordem n diz-se escalar se todas as
entradas da diagonal principal forem iguais entre si, isto é, se para

algum A\ € R,
A 0 0]
0 A 0
A =diag(\ A, ..., A) =
O 0 --- A
L d nXn

» Se A\ =1, A designa-se por matriz identidade de ordem n e
denota-se por I, (ou simplesmente por /). A matriz identidade
representa o elemento neutro da multiplicacao de matrizes como
veremos mais adiante

Por exemplo, a matriz identidade de ordem 3 é a matriz

1 0 O
L=10 1 0
0 0 1
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lgualdade entre matrizes e matriz transposta

> A = [aj] e B=[bj] do mesmo tipo dizem-se iguais se os elementos homdlogos
forem iguais, isto ¢, se a; = bj;, Vi,

(x =3

5 x| |z 3 y =2

Por exemplo, L/ 6]_{2 w} <:><ZI
lw =26

> A transposta de A = |ajj| do tipo m X n é a matriz AT = [aji]lnxm do tipo
n X m, cujas colunas sao as linhas de A pela mesma ordem.
(2 3

Por exemplo,se A= |4 1 Centdo AT = 2 4 5.
5 6 3 1 6

Tem-se, obviamente, (AT)T = A.

> A = [aj] quadrada diz-se simétrica, se AT = A isto é, ajj = ajj, Vi, J.

2 -2 1
Por exemplo, A= | -2 1 51 é simétrica.
1 5 10
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Operacoes algébricas sobre matrizes: adicao de matrizes

As operacoes algébricas sobre matrizes estendem as operacoes da adicao
de vetores, do produto de um vetor por um escalar e do produto escalar
de vetores definidas anteriormente.

Se A = [a;j}mxn e B= [b,-j]mxn sao matrizes do mesmo tipo define-se a
soma de A com B, por

A+ B = |aj + bj]

mxn’

Por outras palavras, os elementos de A + B obtém-se somando os
elementos homdlogos de A e de B.

2 —1 0 0o 2 1
Por exemplo, se A = 4 5 3] e B = [_3 ) 4], tem-se

240 -142 0+1]
ATE=143 511 3+4]_[

2 1 1
1 6 7|
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Produto de uma matriz por um escalar

Se A € R e A = [ajj]mxn define-se o produto de A pelo escalar A,

por
A = [Aajj]mxn

Por outras palavras, AA obtém-se multiplicando cada elemento de
A por A

Se A = —1, MA denota-se simplesmente por —A

20 -1 13

18 —2 81] - entac

Por exemplo, se A =3 e A= [

)\A:3[20 —1 13]_[3.20 3-(-1) 3'13]:[60 _3 39]

18 —2 81| [3-18 3.(—2) 3-81| |54 —6 243
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Propriedades da adicao de matrizes e do produto de escalares por matrizes

Sejam A, B e C matrizes do tipo mx ne A\, u € R. Tem-se,
1. A+B=B+A
2. (A+B)+ C=A+(B+ ()
3. A+ [0lmxn=A ([0]mxn matriz cujos elementos sdo todos nulos)
4. A+ (=A) = [0]mxn
5. M(A+B)=XA+ B
6. (A+ p)A=I A+ uA
7. A(pA) = (An)A
8. 1LA=A

9. (A+B)T = AT + BT

10. (MA)T = XAT

11. (AT)T =A
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Propriedades das operacoes algébricas sobre matrizes

A matriz nula [0],xn, € portanto o elemento neutro da adicdo de matrizes.

As propriedades (1)-(8) decorrem das propriedades da adi¢do e do
produto de nimeros reais e sao analogas as propriedades da adicao e do
produto por escalar para vetores.

As restantes trés propriedades sao evidentes.

Exercicio na aula

. 2 1 -1 2 . .
» Sejam A = [4 _4], B = [ 3 O] e I, a matriz identidade de

ordem 2. Simplifique expressio ((A” + B)" + 4/k)" indicando as
propriedades do slide anterior que utilizar e calcule o seu valor.

TPC

Mostre que se A é uma matriz quadrada entdo A+ AT €& simétrica.

Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 20



Produto de matrizes

» Duas matrizes A e B dizem-se encadeadas, se

numero de colunas de A = nimero de linhas de B.

2 3

Por exemplo, A= |—1 4 e B= [1 10 5] s30
2 1 -1 3
0 5 3%2 2X4

encadeadas pois o numero de colunas de A é igual ao nimero de linhas
de B. Mas B e A nao sao encadeadas !

Definicao do produto de matrizes

Se A = [ajj]mxn € B = [bjk|nxp sd0 encadeadas, define-se o produto de A
por B, denotado AB, como sendo a matriz C = [cix|mxp tal que

cik = (linha i de A)- (coluna k de B)

— (a,-l,a,-z,...,a,-n)-(b1k,b2k>---7bnk)
= apbik + appbak + -+ 4 ainbnk.
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Produto de matrizes

2 4 -1 1 -1
Por exemplo, A= |4 5 0 e B= |2 4 sao encadeadas, tendo-se
1 8 > 3x3 0 > 3x%x?2
2 4 -1 1| —1
AB = 4 5 0 2 4
1 8 5 5

24+8+0 —2+16-5
— |4+10+0 —442040
14+164+0 —1+32425

10 9
= |14 16
_17 56 3X2

Por exemplo, o elemento de AB que se encontra na linha 3 e coluna 1 é o produto
escalar da terceira linha de A pela primeira coluna de B, isto é, (1,8,5)-(1,2,0) = 17.
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Produto escalar via produto de matrizes. ..

» O produto de matrizes estende o conceito de produto escalar de
vetores: se x,y € R" entao

x'y=x-y
—1 1
Por exemplo, se x =(—-1,1,3)=| 1 | ey =(1,0,1)= |0},
3 1
1
x"y=[-113]ix3 |0 =[(-1,1,3)-(1,0, D]ix1 = [2lix1 = 2(}) = x-y
1 3x1
—1 -1 0 -1
> Note-se que xy' = | 1 [1 0 113 |1 0 1
3 3x1 3 0 3 3x1

'As matrizes 1 x 1 identificam-se com a seu tinico elemento.
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Poténcia de uma matriz quadrada

Poténcia inteira nao negativa

Dada uma matriz quadrada A de ordem n definem-se as poténcias
inteiras n3o negativas de A por,

A=, e A=A...A (keN).

k vezes

TPC

Calcular A3 com A = [_1 1] .
3 2 5
X 2
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Propriedades do produto de matrizes

Sejam A, B, C matrizes, | a matriz identidade de ordem conveniente, [0]
a matriz nula de tipo conveniente e A € R e k um inteiro nao negativo.
Sempre que as operacoes estejam definidas, tem-se:

(AB)C = A(BC) (associativa)

A(B + C) = AB + AC (distributiva)

(A+ B)C = AC + BC (distributiva)

Al = IA = A (el. neutro da mult.)

A[0] = [0]A = 0 (el. absorvente da mult.)

AMAB) = (M)B = A(A\B) (compatibilidade dos produtos)
(AB)T = BTAT (1)

(AK)T = (AT)k

co ol ey el s B e
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“Nao propriedades” do produto de matrizes

Ao contrario do que sucede com a adicao, algumas propriedades do

produto de nimeros reais nao se generalizam para o produto de
matrizes.

Exercicio na aula

Calcular os produtos AB e BA com

o A i
- 2% 2 2% 2

O que observa ?
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“Nao propriedades” do produto de matrizes

» O produto de matrizes nao é comutativo, ou seja, em geral,
AB # BA.

» A lei do anulamento do produto também nao é vélida, ou
seja, em geral,

AB=[0] » (A=[0]ouB=1][0]).

» A lei do corte também nao é valida ou seja, em geral, dadas
matrizes A, B e C, com A#[0](?),

([0] denota uma matriz nula de ordem conveniente)

TPC

Dar exemplos de 3 matrizes quadradas de ordem 2, A, B e C, para
as quais a lei do corte falhe

>Para a lei do corte ser véalida para matrizes devemos substituir a condicio
A # [0] por A invertivel, conceito que daremos mais adiante.
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Uma consequéncia inesperada. . .

Se A e B sao matrizes quadradas da mesma ordem nao permutaveis, isto
é, AB # BA, obtém-se aplicando as propriedades distributivas do produto
de matrizes,

» (A+B)(A— B)=A2— AB+ BA— B2+ A2 — B2
> (A+ B)? = (A+B)(A+B) = A+ AB+BA+B?# A* + 2AB + B?.
» (A— B)2=(A—B)(A—B) = A2~ AB—BA+ B2+ A2 — 2AB + B2

A nao comutatividade do produto de matrizes teve como consequéncia
que nao sao validos para o produto de matrizes quadradas os analogos
dos casos notdveis da multiplicacao de nimeros reais!

Observacao

Deve-se ter uma particular atencao ao simplificar expressoes que
envolvam produtos de matrizes!
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Simplificacao de expressoes. . .

Exercicio na aula

Considere

A:[l 2] | B:[O] | C:[z 1} |
3 4], 11,1 1x2

Desenvolva e calcule ((BC)" + A)?.
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Ainda o produto de matrizes. ..

Observacao

(i) Se Amxn € Baxp = [vl Vo - vp] entio
AB:A[vl Vo - vp]:[Avl Avy .. Avp],

ou seja, a k-ésima coluna do produto AB é o produto de A pela k-ésima coluna
de B (do tipo n x 1) - produtos a direita “atuam nas colunas”. ..

(ii) Transpondo o resultado do ponto anterior, conclui-se que a i-ésima linha do
produto AB é o produto da linha i de A (do tipo 1 X n) pela matriz B -
produtos a esquerda “atuam nas linhas”. ..

ui -1 1
1 0 2 1
Por exemplo, se A = = eB= |0 1| =[wvi wl,
3 1 -1 T
Uy 3 2

com u; = (1,0,2), up =(3,1,—-1), vy = (-1,0,3) e v» = (1,1, 2), tem-se que

(i) ulT ulT (ii) ulTvl u1Tv2 5 5
AB = A [vl V2:| = [Avl AVQ] = Vi v | = = [—6 2] .
u2T u2T u2Tv1 u2Tv2
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Sistema de equacoes lineares

Sistema linear

Um sistema linear a m equacoes e n variaveis xi, ..., X, € um sistema de
equacoes da forma,

.
a;nxy + awpxe + ... 4+ ainxn = b
arxXy + axpXo + ... +  ayX, = b2

\ ;

L dm1X1 + ameXo + ... +  aAmnXpn = bm

» a; € R: coeficiente da varidvel x; na i-ésima equacao.

» b; € R: termo constante ou membro direito da i-ésima equacao.

» Solucdo de um sistema linear é uma solucdo comum a todas as
equacoes desse sistema.
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Exemplo de um sistema linear a 3 equacoes e 3 variaveis

2x1+ xo+2x3= 3
4X1—|—6X2—|—6X3: 4
—2X1 — X3:—3

Com a notacao do slide anterior tem-se, por exemplo,
» a;; = 2: coeficiente da varidvel x; na primeira equacao
» ar3 = 6: coeficiente da varidvel x3 na segunda equacao
» b, = 4: termo constante ou membro direito da segunda equacao

» b3 = —3: termo constante ou membro direito da terceira equacao
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Conjunto de solucoes e classificacao de um sistema linear

Resolver um sistema linear é determinar o seu conjunto de solugdes (CS).
Um sistema linear € classificado como:

» impossivel (IMP) se ndo possuir solu¢des

» possivel se possuir pelo menos uma solucao, sendo:

» determinado (PD), se possuir uma unica solugio

» indeterminado (PI), se possuir uma infinidade de solu¢Ges

Por exemplo, o sistema linear a 2 equacoes e 2 varidveis,
2X1 — X2 = 3
X1+2x% = 4

é PD com CS = {(2,1)} (verifique!).

» Dois sistemas lineares a m equacoes e n variaveis dizem-se
equivalentes se possuem o mesmo conjunto de solu¢des (CS).

Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 33



Matriz ampliada de um sistema a m equacoes e n variaveis

Consideremos o sistema linear a m equacoes e n variaveis,

ai1x1 + appxo + -+ -+ aipxn, = by
a1 X1 + axpXxo + -+ 4+ aspxp = by

L Am1X1 + ameXo + -+ -+ amnXn = bm

» Anxn = [ajj] chama-se matriz dos coeficientes do sistema linear,

» b= (by,...,bn) chama-se o vetor dos termos constantes ou
membros direitos do sistema,
» x =(x1,...,X,) chama-se vetor das incognitas ou varidveis do
sistema e finalmente,
ail1 a2 ... ain | b
ax; ax ... ax | b _ _
> [A|b] = _ . _ .|, chama-se matriz ampliada
dml dm2 - dmn bm

do sistema e contém toda a sua informacao relevante
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Matriz em escada e matriz reduzida

» Uma matriz diz-se em escada se o primeiro elemento nao nulo de
cada linha, que se designa por pivot, estiver a direita do primeiro
elemento n3o nulo da linha anterior e todas as linhas nulas, caso
existam, aparecerem no fim

» Uma matriz diz-se reduzida se

» estiver em escada,
» todos os pivots forem iguais a 1,
» em cada coluna com pivot apenas o pivot € nao nulo.

Exemplos de matrizes em escada e reduzida com os pivots a vermelho,
(01 2 1 4 (0[1 0 1 0
0 0|3 —6 O 0 0|1 -6 O
0 00 0 ]2 0 00 0|1
00 0 0 0| 00 0 0 0|

Um sistema linear diz-se em escada/reduzido se a respectiva matriz dos
coeficientes estiver em escada/reduzida.
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Operacoes elementares sobre as linhas de uma matriz

(I) "Apagador” - Adicionar a uma linha / uma linha j # i/ multiplicada
por um escalar A (L; + AL;j).

(IT) Multiplicar uma linha i por um escalar X\ # 0 (\L;).
(ITIT) Permutar uma linha i com uma linha j (L; <> L;).

A notacdo entre parénteses é uma simplificacao da notacao usada no
Texto de Apoio!

Teorema

As operacdes elementares (I), (IT) e (III) transformam a matriz ampliada
de um sistema linear na matriz ampliada de um sistema linear
equivalente, ou seja, com o mesmo CS.

Definem-se de modo andlogo operacoes elementares sobre as equacoes de
um sistema linear.
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Método de eliminacao de Gauss para reducao de sistemas

O método de eliminacao de Gauss desenvolve-se em duas fases
(descendente e ascendente), aplicando operagdes elementares sobre as

linhas da matriz ampliada [A|b] de um sistema linear, de acordo com o
seguinte esquema:

operacoes

operacoes
elementares

elementares

[A| b] — .-+ = | [A’|b], A’ em escada — = [A”|b"], A” reduzida
< VA DN 7
~ _ ~ _
~ — ~ -
fase descendente fase ascendente
~ ~-
classificar resolver
o sistema Ax = b o sistema Ax = b
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Exemplificacao do método de Gauss

Exemplo na aula

Vejamos como se processa o método de eliminacao de Gauss no sistema

X1 — Xo+2x3 = —1
3x1+ X0+ x3 = 6
2X1 + 6X2 = 10

que representa a interseccio de 3 planos em R3.

TPC
Resolver os seguintes sistemas lineares:
2X1 + Xo + 2X3 = 3 1 3 3 0
(a) 4X1 + 6X2 + 6X3 = 4 (b) 3 4 1] —2
—2X1 — X3 = —3 1 -2 -5 0
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Reducao do sistema: fase descendente

Aplicando a fase descendente do método de eliminacao de Gauss a matriz
ampliada [A|b] do sistema do exemplo do slide anterior obtém-se:

1 -1 2| -1 Lo =304 1 -1 2| —1

L3 — 214
[A|b] — 3 1 1 6 — 0 4 =5 9
2 6 0| 10 0 8 —4 | 12
L3 — 2L -1 2| 1
5 0 | 4 -5 9| = [Alb]
0 0O | 6| —6

Matriz dos coeficientes A’ em escada = podemos classificar o sistema:

» Todas as linhas de [A’|b] correspondem a equagdes possiveis, isto é,
n3o s3o do tipo 0 0 0 | * com * # 0(3). Logo o sistema é possivel.

» Todas as colunas de A’ tém pivot e portanto n3o ha varidveis
livres(*). Logo o sistema é determinado e o CS é um ponto em RR3.

*Que correspondem a equacio impossivel 0x; + 0x> + Ox3 = .
*Cada varidvel fica determinada por uma equac3o.
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Conclusao da reducao do sistema: fase ascendente

1 -1 2[-17] ,, [1 -1 2|-1
[A'|b] = 0 4 -5 9| 2310 4 5| 9
0 0 6|6 0 0 1|-1
L —2Ls 1 -1 0] 1 " 1 -1 0] 1
iy 0 4 0| 4|50 1 0f 1
0 0 1|-1 0 0 1|-1
1.0 0 2
Lﬂz O 1 O 1 — [A//|b//].
0 0 1|-1

Matriz dos coeficientes A" estd reduzida e [A”|b”’]| corresponde a matriz
ampliada do sistema reduzido,

2
X2 = 1
X3 —1

X1

Logo, CS = {(2,1,—-1)}.
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Método de eliminacao de Gauss

Exercicios na aula

Aplicando o método de Gauss reduza os seguintes sistemas lineares:

(2 + x 4+ 23 + x4 = 3
(a) ¢ 4x1 + 6x2 + 6x3 — 4
L —2X1 — X3 — X4 = —3
1 3 3| 0]
(b) | 3 4 1|-=-2
1 -2 5| 0
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Reducdo do sistema do exercicio (a): fase descendente

Aplicando a fase descendente do método de eliminacao de Gauss a
matriz ampliada [A|b] do sistema (a) do slide anterior obtém-se:

2 1 2 1] 3 . 2 1 2 1] 3
[Alb] = 4 6 6 0| 4 e 0 4 2 —2| =2
[ -2 0 -1 —-1/|-3 0 1 1 0| O
o221 3], 12 1 2 1| 3
2210 11 0] 0] =" 0o | 1 1 0| 0 |=[AV]
0 4 2 —2| =2 0 0 |-2 -2 -2

A matriz dos coeficientes A’ estd em escada, tendo-se:

» N3o hd linhas do tipo 0 0 0 0 | x com * #£ 0, isto é, ndo ha equagbes
Impossivels.

» A 42 coluna de A’ n3o tem pivot logo x; € varidvel livre, isto é,
pode tomar qualquer valor.

Logo o sistema é possivel indeterminado (Pl).
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Redugdo do sistema do exercicio (a): fase ascendente

Aplicando a fase ascendente do método de eliminacao de Gauss a
matriz em escada [A’|b’] do slide anterior obtém-se:

2 1 2 1] 37y, [2 1 2 1|3
[APl=]0 1 1 0] o] 2= |0 1 1 0/0
0 0 —2 —2|-=2 0 0 1 1]1
b2 2 10 -1 1], ,[2 00 of 2
e 0 1 0 —-1]-1| 2|0 1 0 -1]-1
o 0 1 1| 1 0o 0 1 1| 1
1, [1 00 of 1 X1 = 1
2510 1 0 —1|-1|=[A"|b"]--» X2 —x; = -1
0O 0 1 1 1 X3 +xg = 1

A matriz dos coeficientes A” estd em reduzida. Passando nas duas
ultimas equacoes a varidvel livre x4 para o membro direito, podemos
escrever as variaveis pivot (a azul) a custa da varidvel livre x4, obtendo-se

CS = {(X17X27X37X4) - X1 = 17 X2 — —1 + Xa, X3 = 1 — X4, X4 € R}a
que possui uma infinidade de solucoes.

Cada atribuicao de um valor para a varidvel livre x4 da origem a uma soluc3o distinta

do sistema. Por exemplo, se x4 = 0, obtém-se a solucdo (1, —1,1,0).
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Variaveis pivot e variaveis livres

Observacao

» As varidveis associadas as colunas sem pivot na matriz em
escada designam-se por varidveis livres e podem tomar
qualquer valor em R.

» As varidveis associadas as colunas com pivot na matriz em
escada designam-se por variaveis pivot ou variaveis
determinadas e sao escritas em funcao das variaveis livres.
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Aplicando a fase descendente do método de eliminacao de Gauss a

matriz ampliada (b) do slide 41 obtém-se:

[Ab] =

» A dltima linha da matriz [A’|b] corresponde a equacdo impossivel

1

0
0

1
3
1

3

4

—2
3
-5
0

3

1

—5

3
—3
0

Ox1 + 0xo + Ox3 = 2,

Ly — 3L
L3 — L

= [A']b],

com A’ em escada.

1
0
0

3
—5
—5

e portanto o sistema é impossivel (IMP) e CS = 0).

3
—38
—3
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Resumo da classificacao de um sistema em escada

Sistema
possivel e

determin.
/ néo hé

var. livres |

Sistema
impossiv.
Existem equac¢bes imposs. im
no sistema em escada, /
isto €, padroes do t|p0<
00 --- 0]
em [A’'|b], com * # 07
Sistema
possnvel

sim U
Todas as
colunas
de A’
tém pivot?
nao :
Sistema
possivel e
indetermin.

ha var. livres
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Algoritmo de eliminacao de Gauss: fase descendente

» Input: Matriz ampliada [A|b] de um sistema linear
» Objectivo: Reducao do sistema linear

» Fase descendente:

» Aplicando operacoes elementares do tipo III trocar, se
necessario, linhas em [A|b] de modo a que o pivot da primeira
linha se encontre na coluna nao nula mais a esquerda da
matriz dos coeficientes

» Usando operacdes elementares do tipo I (" Apagador”) e o
pivot da primeira linha, eliminar os restantes elementos da
coluna abaixo desse pivot

» Repetir os procedimentos anteriores relativamente a submatriz
que se obtém ignorando a primeira linha e assim
sucessivamente enquanto existirem linhas nao nulas na matriz
dos coeficientes dessa submatriz

No final da fase descendente obtém-se uma matriz [A’|b’] com A’
em escada e podemos classificar o sistema.

A matriz [A’|b'] nao é unica, i.e, depende das operagdes efetuadas.
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Algoritmo de eliminacao de Gauss: fase ascendente

» Fase ascendente: (apenas se aplica aos sistemas possiveis)

» Usando operacoes elementares do tipo II e I tornar o pivot que
se encontra mais a direita na matriz A’ igual a 1 e usar esse
pivot para eliminar os elementos da coluna acima desse pivot

» Repetir os procedimentos do passo anterior relativamente
a coluna com pivot imediatamente anterior e assim
sucessivamente enquanto existirem colunas com pivot
(percorrendo a matriz da direita para a esquerda)
No final da fase ascendente obtém-se uma matriz [A”|b”] com A”
reduzida, donde resulta imediatamente o CS do sistema, escrevendo
as variaveis pivot em funcio das varidveis livres. Observemos que:
» A matriz [A”|b"] é unica, isto é, ndo depende da sequéncia de
operacoes elementares efectuada

Consequéncia

Dois sistemas com m equacoes lineares e n varidveis sao equivalentes se
e sé se aplicando o método de Gauss as respetivas matrizes ampliadas
obtemos a mesma matriz reduzida.
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Produto de matrizes e sistemas lineares

» Vamos agora mostrar que certo tipo de equacdes matriciais
que envolvem o produto de matrizes sao equivalentes a
sistemas lineares.

» A relacio referida no ponto anterior vai permitir, em
particular, manipular e resolver sistemas lineares usando
as operacoes com matrizes.

» Para ilustrar as ideias dos pontos anteriores vamos comecar
por considerar um pequeno exemplo®.

>0 exemplo dado no préximo slide é distinto do exemplo que foi dado nas
aulas tedricas.
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Sistemas lineares e equacoes matriciais - exemplo

» Consideremos a equacao matricial Ax = b com

1 -1 2 X1 -1
A= 3 1 1 . X = X2 e b = 6
2 6 0 X3 10
» Tem-se,
1 —1 2 X1 -1
Ax =b < 3 1 1 X2 = 6
| 2 6 0 J5,3 X3 13x1 10 ],
[ Xy — X0+ 2x3 —1
= 3x1 + X+ Xx3 = §)
n 2X1 +6X2 3x1 10 3x1
( X1 — Xo+2x3 = —1
S <3t e+ 3 = 6 ,
\ 2x1 + 6 = 10

0 que mostra que o sistema linear acima, cuja matriz ampliada é [A|b],
também pode ser representado pela equacao matricial Ax = b.
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Sistemas lineares e equacoes matriciais - caso geral

Mais geralmente, pode-se mostrar que um sistema linear arbitrario com matriz
ampliada [A|b] é equivalente a equagcao matricial Ax = b, isto é,

([ a11x1 + apexo + - -+ aipxn = by ail a2 -+ ain X1 b1
ar1x1 + axpxo + -+ + aspnxp = bo ari a» -+ ap X2 bo

( am1X1 + ameX2 + -+ amnXn = bm

Consequéncia
Podemos definir um sistema linear de 3 formas distintas:
» a partir de um conjunto finito de equacdes lineares;
» a partir de uma equacao matricial do tipo Ax = b;
» a partir de uma matriz ampliada [A]|b].
Em particular, tem-se que uma solucao de um sistema linear com matriz

ampliada [A|b] corresponde a uma solugcdo da equagdo matricial Ax = b, isto é,
a um vetor v € R” tal que Av = b, onde n é o nimero de varidveis do sistema.
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Interpretacao geométrica de sistemas de equacoes lineares

» Um sistema linear a m equacoes e n varidveis representa a
interseccao de:

» m retas no plano ( R?) se n = 2;
» m planos no espaco (R3), se n = 3;
» m hiperplanos em R", se n > 4.

» Iremos principalmente interpretar sistemas lineares com 2 e 3
variaveis, ou seja, cujos CS estao contidos no plano e no
espaco, tendo-se:

> Se o ndmero de varidveis livres(®) for zero, CS é um ponto
(PD);

» Se o niimero de varidveis livres for um, CS é uma reta (PI);

» Se o niimero de varidveis livres for dois, CS é um plano (PI).

°0 niimero de variaveis livres é também designado por grau de
indeterminacio do sistema.
Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 52



Interpretacao geométrica de sistemas lineares - exemplos

Exemplo 2 x 2

O sistema a 2 equacoes e 2 variaveis,
X1 — X2 = 5 X1 — 4
X1 — 4 X2 — —1

é PD (n3o possui variaveis livres) e geometricamente representa a intersecao
de duas retas no plano (R?), concorrentes no ponto (4, —1), tendo-se
portanto CS = {(4, —1)} (ver a figura). .

X2

A

X1—X2:5
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Interpretacao geométrica de sistemas lineares - exemplos

Exemplo 2 x 3

O sistema a 2 equacoes e 3 variaveis,

5 X1 — X3
=

4 X2 — 2X3

é PI (possui a varidvel livre x3) e geometricamente representa a intersecao de

dois planos no espaco (IR®), concorrentes numa reta (porque possui uma
varidvel livre),

4
—1

X1 — X2 + X3
X1 — X3

que corresponde ao CS do sistema, tendo-se

CS ={(x1,x,x3) : x1 =4+ x3, 0 = —1 4+ 2x3, x3 € R}.
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Sistemas lineares a 3 equacgoes e 3 varidveis (3 x 3)

» Um sistema a 3 equacoes e 3 variaveis representa a
intersecao de 3 planos no espaco (R3) e geometricamente
existem 8 casos distintos:

+ & & =

CS = pt CSzlreta CS=plano
0 var. livres (PD) 1 var. livre (PI) 2 var. livres (PI)
L 1 I 1 ]
CS=0
(IMP)
Desafio :)

Dar exemplos de sistemas com 3 equacoes e 3 variaveis para cada um dos 8
casos anteriores
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Inversa de uma matriz

Definicao de inversa

Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se invertivel ou nao singular se
existir uma matriz quadrada B da mesma ordem que A tal que

AB=1, e BA=I,

onde /, denota a matriz identidade de ordem n. Caso contrario, A diz-se
singular. A matriz B, quando existe, designa-se por inversa de A.

2 1

3 2

, . , . 2 —1
é invertivel com inversa B = _3 5 |

Por exemplo, A = [

De facto, tem-se

2 1 2| —1 1 |

AB = 3 2][—3‘ 2| |0 __'2’
2 —1 211 1

BA = T3 2] [3 2 0

Resulta ainda da definicao que B é também invertivel com inversa A.

_ o = O
|

‘ = p— l2.
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Observacoes

» Pode-se mostrar que

AB=1, = BA=I,

e que
BA=1, = AB=1I,.

» Logo para mostrar que A € invertivel basta encontrar uma matriz
quadrada B da mesma ordem que A que verifique uma das relacoes:

AB=1, ou BA=I,.
Nessa altura, B é inversa de A.
Exercicios na aula
» Mostre que se B é inversa de A% entdo AB € inversa de A

» Mostre que se A,x, verifica A> —3A — I, =0 ent3o A € invertivel.
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Unicidade da inversa

Proposicao

A inversa de uma matriz A, quando existe, € lnica e denota-se por A~ '.

Demonstracao da proposicao

Temos que mostrar que se B e C forem inversas arbitrarias de A entao
tém que ser iguais. Como B é inversa de A tem-se, em particular,

BA = I.
Multiplicando ambos os membros desta igualdade a direita por C tem-se
BAC = C,

donde resulta imediatamente B = C uma vez que AC = /. [

Por exemplo, considerando as matrizes do exemplo do slide 56, tem-se

I R ER |
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Inversa de matrizes diagonais

Vamos calcular inversa da matrix diagonal diag(2,3) = [ g g } (caso

exista). Para isso temos que determinar uma matriz quadrada de ordem 2,
B = [bj], tal que AB = |, (caso exista). Ora,

o [ 2 0 bi1 | b1 B 1 O
AB=h < 15 3][/321 b22]_ {o 1]

[ 2by 2bp ] [ 1 0
. |- 1o 7]

| 3ba 3 b2
( bllZ% l O

& § bu=by1=0 & B = { 2 1 } = diag(2~",371).
| b =1 3

Logo diag™'(2,3) = diag(2™!,37'). Mais geralmente temos o seguinte.
Proposicao

A matriz diagonal diag(ai, a2, ..., an) é invertivel se e sé se a1, az,...,a, # 0,
tendo-se nessa caso
.1 : ~1 -1 ~1
diag "(a1,a2,...,an) =diag(a; ,a, ,...,a, )
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Inversa de uma matriz 2 x 2 nao diagonal

» Consideremos a matriz A = [

1 4
1 3

inversa, caso exista, vamos resolver a equacao matricial,

cuja solucao corresponde a inversa de A. Pela unicidade da inversa

AX = b,

a solucao, caso exista, tem que ser Unica.

» Escrevendo, X =[x y]|= [

tem-se

X1
X2

Y2

AX=h & Alx yl=][ea

& [Ax Ay =lea
( Ax =¢e --»
<9
Ay = e --»
\

62]

y1] eh=]|e ez]:[

]. Para determinar a sua

1 0
0 1

ex] (ver o slide 30)

[Ales] =

[Alez] =

[ 1 4
13
1 4
13
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Reducao simultanea de sistemas lineares e inversa

» Podemos reduzir simultaneamente ambos os sistemas Ax = e; e Ay = e,
uma vez que possuem a mesma matriz de coeficientes A, ampliando A
com e1, &, isto é, com a matriz identidade /. Aplicando a fase

descendente obtém-se entao,

1

4 |1 0 | Lr—1 1 4 1 O =
O R P E PR N B
1 3/0 1 0 1 1 - 4 0]

. O —-1]1

Logo ambos os sistemas Ax = e; e Ay = e sao PD e portanto AX = b
tem solugdo tnica (que é a inversa de A). Em particular, A é invertivel.

» Aplicando a fase ascendente tem-se,
1 4 |11 0 | —L 1 4 1 O | L—-4,| 1 O] -3 4
[o —1‘1—1}_%{0 1‘—1 1}_>{0 1‘1—1}'

Logo as solucdes de Ax = e e Ay = & sao x =

1
|
= W
| I |
0]
<
|
1
I
= A
I |

obtendo-se finalmente

3 4
1 -1 |

Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 61



Inversa e reducao simultanea de sistemas (caso geral)

» De modo andlogo pode-se mostrar que resolver a equacao matricial
AX = I, com A matriz arbitraria de ordem n, equivale a resolver n
sistemas lineares com matrizes ampliadas

[A’el]v [A|e2]7 ) [A|en]7 (1)
onde e1, 65, ..., €, sao as n colunas da matriz identidade /,.

» Como os n sistemas tém a mesma matriz de coeficientes A podem
ser reduzidos simultaneamente aplicando o método de Gauss a
matriz ampliada [A|e1 e --- e, | =[A| L]

» Pela unicidade da inversa, um dos dois casos tem que ocorrer:

» os n sistemas (1) sdo todos PD - nessa altura A é invertivel e
as n colunas de A~! s3o as solucdes dos n sistemas (1);

» pelo menos um dos n sistemas (1) é impossivel - nessa altura
A é singular.

» A reducao simultanea de sistemas pode também ser aplicada para

resolver equacoes matriciais mais gerais, do tipo AX = B, aplicando
o método de Gauss a matriz ampliada [A|B]...
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Algoritmo da inversa

Das consideracoes do slide anterior deduz-se o seguinte algoritmo.
» Input: Matriz quadrada A
» Objectivo: Decidir sobre a invertibilidade de A e calcular A~1

(se A invertivel)

[All] —= - —= [A'I/’] —= o = [I|AT]

" em escada)

/\

Existem linhas Nao existem

nulas em A’  linhas nulas em A’

4l

A é singular A é invertivel

Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 63



Algoritmo da inversa - exercicio

Exercicio na aula

Aplicando o algoritmo da inversa, decida sobre a invertibilidade de

1 0 -2
A=|o0 2 o0/,
1 0 -1
e determine a sua inversa (caso exista).
1
Qual é a solucdo do sistema linear Ax = | 0 | 7
0

(Sugestao: ver o slide 62.)

Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa

64



Resolucao do exercicio aplicando o algoritmo da inversa

1 0 -2/t 007, ,[1 0 -2 1 0 0
[Ajl]=]10 2 o0]0 1 0| **{0 2 0| 0 1 0 |=][A]I]
1 0 —-1|0 0 1 00 1|-1 0 1

A matriz dos coeficientes A’ estd em escada e n3o tem linhas nulas. Logo A é
invertivel. Aplicando a fase ascendente do método de eliminacao de Gauss vem,

10 -2 1007  [10O0]-1 0 2
(A1) = o2 o0 01 0| '—=°]0 20 010
0 0 1|-1 0 1 0 0 1|-1 0 1
" 1 0 0|-1 0 2
25 01 0 0 % o0|=[IAT"]
0 0 1|-1 0 1

1 0 -2 1|02 1 0 o
0 2 0 olllo|=]0 1 0|V
1 0 -1 ~-1|0|1 0 0 1

Note que vetor (1,0,0) é a 12 coluna da matriz identidade, que denotamos por e, e
portanto pelos consideracoes do slide 62 a solucao de Ax = e; é a primeira coluna da
matriz A~1, isto é, o vetor (—1,0, —1).
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Exercicio - 2

Exercicio na aula

Aplicando o algoritmo da inversa, decida sobre a invertibilidade de

A= | —

= =N
N —
= O

e determine a sua inversa (caso exista).

Aplicando a fase descendente do método de eliminacdo de Gauss a matriz
ampliada [A | /] obtém-se,

2 1 11 007 1 2 1]0 0 1] [tnH
-1 1 00 1 0 L -1 1 0|0 1 0 i
1 2 1|0 0 1 2 1 1|1 0 0 |
1 2 1jo o 1] ., 1 2 1/0 0 1]
o 3 1|0 1 1 s 0 3 1|0 1 1 |=[A]I]
0 -3 -1|1 0 -2 |0 0 0|1 1 -1

A matriz dos coeficientes A’ estd em escada e possui uma linha nula. Logo A é
nao invertivel, isto é, é singular.
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Caracteristica de uma matriz

» A caracteristica de uma matriz A, denotada car(A), é o nimero de
pivots de qualquer matriz em escada A’ obtida a partir de A, por
aplicac3o de operacdes elementares do método de Gauss'.

» Uma vez que nao pode haver mais que um pivot em cada linha e
em cada coluna de uma matriz em escada, a caracteristica de uma
matriz A,,«» nao pode ser superior ao numero de linhas m nem ao
nimero de colunas n de A, isto é,

car(A) < min{m, n}.
» Pode-se provar ainda a relacao,

car(AT) = car(A).

"Veremos no capitulo dos espacos vetorais que a caracteristica de uma
matriz pode ser equivalentemente definida usando o conceito de dimens3o. ..
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Se, por exemplo,

oper. elementares

A4><5 — — A =

- 4 4x5

obtém-se
car(A) = n2? de pivotsde A = 3 < min{4,5},

e ainda,
car(A") = car(A) = 3.
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Invertibilidade e caracteristica

Do algoritmo da inversa deduz-se imediatamente o seguinte critério para
decidir se uma matriz é invertivel (justifique!).

Critério de invertibilidade

Uma matriz quadrada A de ordem n é invertivel se e sé se car(A) = n.

Exercicio

S o

Para que valores de oo € R, A = é invertivel 7

= O =
N
o
o) I ")

Resolucao: Aplicando a fase descendente do método de Gauss tem-se:

—1 0 « _ —1 0 Q 1, —1 0 «
A= 0 a 4| | 0 « 4 25 0 o 4 — A
1 20 6 0 2a 6+« 0 0 «a-2

Logo pelo critério de invertibilidade, a matriz A3y 3 € invertivel se e sé se
car(A) = 3 se e s6 se o n? de pivots de A’ é 3 se e s6se a#0,2.
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Propriedades da inversa

Proposicao

Sejam A, B matrizes invertiveis da mesma ordem. Entao:

1.
2.
3.

A1 & invertivel e tem-se (A~')! =A.
AA é invertivel para todo o A # 0 e tem-se (MA) ' = ATATL

AB é invertivel e tem-se (AB)_1 —B A7 ou seja, a inversa do produto
é o produto das inversas, pela ordem inversa(®).

AX & invertivel para todo o k € N e tem-se (A*) ! = (A~ 1)k,

AT é invertivel e tem-se (A")"' = (A1),

(A demonstracdo das propriedades sera feita nas aulas préticas.)

Poténcias negativas de matrizes invertiveis

Se A é uma matriz invertivel, define-se

A =(AH*, kel

$Mais geralmente, se A1, As, ..., A sao invertiveis da mesma ordem, entao
A1Ay - -+ Ay é também invertivel e tem-se (A1Ay---Ag) L =A"1.. ATTATT
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Aplicacao da matriz inversa aos sistemas lineares

» A equacdo linear ax = b em que a,b € R com a # 0, admite a
b

a
» A nocao de inversa de uma matriz permite obter a solucao de um
sistema do tipo Ax = b com A invertivel, de uma forma analoga.

soluc3o Unica x = —, que se pode escrever na forma x = a~1b.

Proposicao
Se A é uma matriz invertivel de ordem n ent3o o sistema linear Ax = b é

PD com solucdo tnica x = A~ !b qualquer que seja b € R".

Dem: se A é invertivel, existe A~! e podemos escrever, multiplicando 3
esquerda ambos os membros da equacio matricial Ax = b por A™1,

Ax=b = A YNAx)=A"'b
& (A'A)x=A"1h
& Ihx=A"1b
& x=A1h O
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Consideremos a matriz invertivel A =

10
0 2
10

—2
0 | do slide 65.
—1

Como A é invertivel, conclui-se da proposicao do slide anterior que
o sistema linear Ax = b é PD para todo o b = (by, by, b3) € R3,

tendo como Unica solucao,

-1 0 27 [ bk
x =A1lbh=| 0 1 0 by
-1 0 1| | bs

[ —by + 2b3 |
%bZ )

—b1 + b3 |

onde usdmos o calculo da matriz A~ efetuado no slide 65.

TPC: Confirme que (—by + 2bs, 2bo, —b1 + b3) é solugdo de
Ax = b, para todo o b = (by, by, b3) € R3.
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O espaco vetorial R”

No slide 9 menciondmos as seguintes 8 propriedades das operacoes, adicao de
vetores de R” e produto de um vetor de R"” por um escalar.

Propriedades das operacoes algébricas com vetores

Sejam x, y, z vetores de R", 0 = (0,---,0) e R" e A\, u € R. Tem-se,

1.

E = L

x +y =y + x (comutativa)
(x+y)+z=x+ (y + z) (associativa)

x + 0 = x (existéncia de el. neutro)

x + (—x) = 0 (existéncia de el. simétrico)

A(x + y) = Ax + Ay (distributiva. . .)

(A + p)x = Ax + px (distributiva. . .)

(Ap)x = A(ux) (compatibilidade dos produtos)

1 x = x (el. identidade da multiplicacdo por escalar)

As propriedades anteriores significam que R” munido da adic3o de vetores e do
produto de vetores por escalares é um espaco vetorial. Como exemplo distinto
de um espaco vetorial temos o conjunto das matrizes do tipo m X n munido
das operacoes da adicao de matrizes e produto de uma matriz por um escalar.
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Subespaco vetorial de R”

Vamos estudar os subconjuntos nao vazios V C R" para os quais se
podem adicionar vetores de V' e multiplicar vetores de V' por escalares
sem sair de V/, isto é, de modo a ainda se obterem vetores de V.

Definicao de subespaco vetorial

Um subconjunto V' C R"” diz-se um subespaco vetorial de R" se
> V£

» V\/ é fechado para a adicao, isto é, para todo o u,v € V tem-se
ut+vevV

» V/ é fechado para o produto por escalar, isto é, paratodoou e V e
a € R tem-se au € V

Observacao

/7

E imediato verificar que se V' é um subespaco vetorial de R” ainda sao
validas as propriedades (1),...,(8) relativamente aos vetores de V/, isto
é, que V munido com as operacoes, adicao de vetores e multiplicacao de

vetores por escalares, herda a estrutura de espaco vetorial de R”".
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» V ={(x,y): x,y >0} (12 quadrante incluindo eixos coordenados):
nao vazio, fechado para a adicao mas nao para o produto por escalar
= n3o0 é subespaco vetorial de R?.

» V ={(x,y): xy >0} (12 e 32 quadrantes incluindo eixos
coordenados): ndo vazio, fechado para o produto por escalar mas
ndo para a adicdo = n3o é subespaco vetorial de R?.

» V ={(x,y): x =y} (bissectriz dos quadrantes impares): n3o
vazio, fechado para a adicdo e para o produto por escalar
= & subespaco vetorial de R?.
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llustracao do slide anterior

—u=(-1,-1)¢ V

V= {(x.y): x,y = 0} £ 0 V= {(x,y) : xy = 0} £0 V= {(xy): x =y} #0
(12 quadrante incluindo eixos coordenados) (12 e 32 quadrantes (Bissectriz dos
Nao é fechado para o produto por escalar incluindo eixos coordenados) quadrantes impares)
Logo nao é subespaco vetorial Nao é fechado para a adicao E fechado para a adic3o e para o
Logo ndo é subespaco vetorial produto por escalar (como veremos)

Logo é subespaco vetorial
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Subespaco mininal e subespaco maximal

As 3 condicoes da definicao de subespaco vetorial de R"” do slide
74 s3o trivialmente verificadas quando V = {0} e V = R",
obtendo-se os seguintes 2 subespacos vetoriais especiais de R":

> {6} subespaco vetorial minimal (ou trivial).

» RR" subespaco vetorial maximal.
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Condicao necessdria para ser subespaco vetorial

Vamos agora estabelecer uma condi¢do necessaria (mas n3o suficiente)
para um subconjunto de R" definir um subespaco vetorial.

Teorema
Se V é subespaco vetorial de R™ entao 0e V.
Demonstracao: Se V é subespaco vetorial de R™, tem-se:
» V #£ (), logo existe um vetor v € V.
» \/ é fechado para o produto por escalar, logo Av € V, VX € R.

» Considerando, em particular, A = 0, conclui-se que Ov = 0cV
como se pretendia. []

Exemplo

Se V for a circunferéncia de raio 1, isto é, V = {(x,y) : x> + y? = 1},
V' n3o é subespaco vetorial pois ndo contém a origem (0% + 0% # 1).
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Espaco nulo de uma matriz

O seguinte conceito introduz o primeiro dos subespacos vetoriais
fundamentais associados a matrizes que vamos considerar.

Definicao de espaco nulo de uma matriz

Seja A uma matriz do tipo m x n. Chama-se espaco nulo de A e
denota-se por A/ (A), ao conjunto de solu¢des do sistema linear Ax = 0,
isto €,

N(A)={xeR" : Ax=0} CcR".

» O espaco nulo de A corresponde ao CS do sistema linear Ax = 0,

dito homogéneo, em que o vetor dos termos constantes é o vetor
nulo.

» Um sistema homogéneo nunca é impossivel uma vez que possui
sempre a solugdo trivial x = 0 (pois A0 = 0). Em particular

N(A) # 0.

Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 79



O espaco nulo é subespaco vetorial. . .

Teorema

Para toda a matriz Apx,, N(A) é um subespaco vetorial de R”.

Demonstracao
Tem-se:
» N(A) # () como vimos no slide 79.

» N(A) fechado para a adicdo: se u,v € N(A) entdo u e v sdo
solucoes de Ax = 0, isto é, Au=Av =0 e portanto
A(u+v) =Au+ Av =040 =0, o que significa que u + v &
também solugdo de Ax = 0. Logo u + v € N(A).

» MN(A) fechado para o produto por escalar fica como exercicio.

Logo é subespaco vetorial de R" pois verifica 3 condicoes do slide 74. L[]
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Consequéncias

» Um conjunto definido por um sistema de equacoes lineares
homogéneas com n varidveis é um subespaco vetorial de R”, pois
corresponde ao espaco nulo da matriz dos coeficientes desse sistema.

Por exemplo,
V ={(x1,x2,x3,xa) : x1 +2x2 + 3x3 + 4x4 = 0, —x1 + 3x2 + x4 = 0},

é um subespaco vetorial de R* pois também pode ser definido como,

(1131

Se alguma das equacdes lineares que definem V/ nao for homogénea,
entdao V nao é um subespaco vetorial porque que nao contém a origem.

Observacao

Por exemplo, o plano de R3, V = {(x1,x2,x3) : x1 + X + 2x3 = 1}, ndo é
um subespaco vetorial de R3 porque n3o passa na origem ((0,0,0) € V).
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Calculo do espaco nulo

Para calcularmos o espaco nulo de uma matriz A, N(A), temos que resolver o sistema

homogéneo Ax = 0, isto é, reduzir a matriz ampliada [A | O]. Note-se que o vetor dos
termos constantes pode ser omitido no método de Gauss uma vez que é sempre nulo!

Exercicio - 1

Determinar o espa¢o nulo da matriz A = { ! L -1 }

2 -1 1

Reduzindo a matriz ampliada [ A|0] obtém-se,

N(A) = {x=(x1,x,x3) ER>:x1 =0, x» = x3, x3 € R}
= {(0,x3,x3) : x3 € R} = {x3(0,1,1) : x3 € R}.

> Geometricamente A/(A) define uma reta de R3 (porque o sistema Ax = 0 possui
uma varidvel livre), que passa na origem (porque o sistema é homogéneo) com
vetor diretor v = (0,1, 1).
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Célculo do espaco nulo (cont.)

Exercicio - 2

: : 1 4
Determinar o espaco nulo da matriz A = [ > 1 ]

» Reduzindo a matriz ampliada [ A|0] obtém-se,

A191=3 3]0~ o 5

Uma vez que todas as colunas de A’ tém pivot o sistema Ax = 0é
determinado e portanto possui apenas uma solucao, que tem que
ser a solu¢do trivial x; = x; = 0, isto é, CS = {(0,0)}.

> Logo N(A) = {0}, isto & N(A) é o subespaco minimal de R

0

0]:[A’|5].

Em geral tem-se o seguinte.

Critério para N'(A) = {0} (subespaco minimal)

N(A) = {0} < Ax = 0 é determinado < todas as colunas de matriz em
escada A’ obtida a partir de A tém pivot. < car(A)=n? colunas de A
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Possiveis subespacos vetoriais de R”

Pode-se provar que os subespacos vetoriais sao de um dos seguintes tipos.
Tipos de subespacos vetoriais
» Subespacos vetoriais do plano (R?):

{0}, retas que passam na origem, R2.
» Subespacos vetoriais do espaco (R3):
{6}, retas e planos que passam na origem, R>.
» Subespacos vetoriais de R", com n > 4:

{6}, retas, planos, ... e hiperplanos que passam na origem, R".

(um hiperplano é um conjunto definido por uma equacéo linear do tipo
aixi + - -+ + anx, = b, com os coeficientes ai, . .., an, ndo todos nulos.)
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Combinacao linear de vetores

Definicao de combinacao linear

Um vetor b € R™ é combinacao linear (CL) de vy,...,v, € R™
se existirem escalares a1, ..., a, € R tais que

b=aoaivi+- -+ ayv,.

Os escalares a1, ..., «, chamam-se coeficientes da combinacao
linear.
Por outras palavras, b é CL de vq,..., v, se puder ser obtido como

soma de miltiplos desses vetores.
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Exemplos de combinacoes lineares de vetores

> (2, 4, —2) — 2(1, 0, O) + 4(0, 1, O)—Q(O, 0, 1) = 26‘1 + 462—263.

3 1 1
> —
HEHEH
» O vetor nulo 0 € R" ¢ sempre CL de qualquer conjunto de m
vetores vi,..., Vv, € R”, pois

0=0vi+0vy+ -+ 0vp,

e cada um dos vetores v; é também sempre CL dos m vetores do

conjunto vq, ..., Vp!
vi = 1vi4+0w+---+0vy,,
voh = 0vi+1ww+---4+0v,,
Vm = 0wvi+0wv+---+1v,.
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Como determinar combinacoes lineares?

Exemplo

Sejam v; = (2,2,1), v» = (2,3,1) e b=(2,5,1). Queremos determinar
escalares o, an € R (caso existam) tais que b = ayvy + asvs.

Ora,

b=aivi +arv & (2,5, 1) = a1(2,2, 1) + 042(2,3, 1)
= (2, 5, ].) = (2041 + 2000, 2001 + 3ap, a1 + 042)

2001 + 2ap = 2
& 2000 + 30 = b
a1+ a = 1

Logo (a1, an) € solugdo, caso exista, do sistema cuja matriz ampliada é

2 2|2
2 315 :[Vl V2|b],
1 111

e podemos determinar os coeficientes a1, s aplicando o método de
Gauss a matriz ampliada anterior.
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Como determinar combinagdes lineares? (cont.)

» Aplicando a fase descendente do método de Gauss a [v; v, | b],

obtém-se
2 212 1 1
[V1 V2|b]: 2 3|5 —7 0 1
1 1|1 0 O

1
3
0

» Como o sistema anterior é PD, os coeficientes a1 e a» da CL
existem e sao unicos, isto é, b é CL de v; e v» de uma unica forma.

» Para determinarmos oy e ap aplicamos a fase ascendente:

1 11 1 0] -2
013%013_%{0‘1
0 0/0 0 0| 0 &2

» Logo a unica forma de obter b como CL de v4 e v é,

Il
|
w N

b=(2,51)=-2(2,2,1)+3(2,3,1) = —2v; + 3.
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Combinacoes lineares via sistemas lineares

Tem-se, de modo analogo, o seguinte resultado mais geral.

Teorema
Sejam vi,vo, ..., Vp, bERT e Appxn =[vi va -+ v, .
Tém-se as seguintes equivaléncias:
(i) b=aoaivi+aovo+---+ apvy, comaq,as,...,o, € R.
(i) (a1, 0,...,a,) é solucdo do sistema Ax = b, isto é, do
sistema linear cuja matriz ampliada é [v; v» - - v, | b].

Tem-se a seguinte consequéncia imediata do resultado anterior.

Corolario
Um vetor b € R™ é combinacao linear de vq,...,v, € R™ se e sé
se o sistema Ax = b for possivel, onde Apxn=[v1 v -+ vu].
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Espaco gerado por um conjunto de vetores

Espaco gerado por um conjunto de vetores

Sejam vi, vo, ..., v, € R™. Chama-se espaco gerado por vi,..., V,, denotado
<v1, Ce vn>, ao subconjunto dos vetores de R™ que sdao CL de vy, ..., v,, isto é,
<v1,...,vn> = {oaavi+---+anvh @ a1,...,a, € R}

— {beR" : béCLdew,...,vn}.

Exemplos

> <5> = {a0 : o € R} = {0} - subespaco minimal.

> (V)={av:aecR}com v € R"\ {0} - reta de R" que passa na
origem com direcao v.

» Considerando e; = (1,0) e &2 = (0,1) obtém-se,

<e1, e2> = {041(1,0) —|—042(0, 1) D1, O € R}

= {(a1,a2) : a1, ar € R} = R® — subespaco maximal.
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Espaco das colunas de uma matriz

Definicao

Chama-se espaco das colunas de uma matriz A,,«x» ao conjunto,

C(A) = {b ER™: Ax = b é possfvel}.

Observacao
Denotando A=[v; v» --- v, ]| tem-se pelo coroldrio do slide 89 que
Ax = b é possivel se e sé se b é CL de v4,..., v, e portanto,

C(A) = (vi,...,Vy).

Por outras palavras, o espaco das colunas de uma matriz A é também o
espaco gerado pelos vetores que constituem as colunas de A,

Teorema

Seja Apxn=[wv1 v --- v,]|. Tem-se que C(A) = (v1,...,V,) é um
subepaco vetorial de R™.
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Algoritmo para determinar o espaco gerado/espaco das colunas

Algoritmo
Input: vi,...,Vv, ER" e Apxn=[v1 -+ v,]
Objectivo: Determinar (vq,...,v,) = C(A)

Aplica-se a fase descendente do método de Gauss a matriz ampliada
[A|b], com b = (b, ..., by,) vetor genérico. Seja [A’|b’] obtida a partir
de [A|b] com A" em escada. Podem ocorrer 2 casos:

» A’ n3o possui linhas nulas. Neste caso Ax = b é possivel para todo
obeR™ isto é,

(vi,...,vh) =C(A) =R™ (subespaco maximal).

» A’ possui linhas nulas, digamos as linhas k+1,..., m. Nessa altura,
<V]_,...,Vn>:C(A):{(b]_,...,bm):b2+1:b;(+2:"’:b;n:()}.
Neste caso (vi,...,Vv,) = C(A) fica definido por um sistema linear

homogéneo, que designamos por sistema de equacdes definidoras.
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Exermplo 1

1

0
3 1

]. Determinar C(A) = ((1,3),(2,4),(0,1)).

DN

Seja A = [

Aplicando a fase descendente do método de eliminagdo de Gauss a [A|b],
com b = (by, by) genérico obtém-se,

|1 2 0| b Ly — 3Ly 1 2 0 by T AN
=[5 3 22] =[5 % Y%

Como A’ ndo tem linhas nulas (12 caso do algoritmo do slide 92),
Ax = b é possivel para todo o b = (by, by) € R? e portanto

C(A) = ((1,3),(2,4),(0,1)) =R* (subespago maximal).
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Exemplos (cont.)

Exemplo 2 (exemplo do slide 87 revisitado)

2 2
Seja A= | 2 3 |. Determinar C(A) = ((2,2,1),(2,3,1)).
1 1

Aplicando a fase descendente do método de Gauss a matriz [A|b], comecando
por trocar a 12 com a 32 linhas, obtém-se (verifique),

2 2| b 1 1| b =bs
Abj=|2 3| b | == |0 1| b=5bb—2b |=[Ab],
1 1 b3 0 0 b§:b1—2b3

donde resulta que Ax = b é possivel se e s6 se by = 0 isto é, by — 2bs = 0 (22
caso do algoritmo do slide 92). Logo,

C(A) = <V1, V2> — {(bl, bz, b3) . b1 — 2b3 = O},

que define o plano de R® com equac3o cartesiana x — 2z = 0, que passa na
origem e tem vetor normal (1,0, —2).

Deduz-se, em particular, que os vetores de R® que s3o CL de vi e v, sdo os
vetores cuja abcissa x é o dobro da cota z (cf. com o slide 88).
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Interpretacao geométrica

Os vetores que sao CL de v4 e v» sdo os vetores do espaco gerado
<v1, v2>, isto é, os vetores b = (by, by, b3) que satisfazem a equagao
bi — 2b3 = 0, isto é, que pertencem ao plano de equacao cartesiana
x3 + 0xo — 2x3 = 0.

(1,0,—-2)

C = (0,0, 1) Q <V1, V2>

vi = (2,2,1)

'_6 - b= (2,5,1) € (vi, v2)

(vi,va) =C(A) v =(2,3,1)
x1+0xo —2x3 =0

Por exemplo, o vetor normal ao plano (1,0, —2) e o vetor ¢ = (0,0,1)

nao sao CL de v; e v» uma vez que nao satisfazem a equacao cartesiana

x; + 0xp —2x3 = 0. Ja o vetor b = (2,5,1) tem que verificar a equagao

uma vez que b é CL de vy e v» (b= —2v; 4+ 3v, como vimos no slide 87).
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Exemplos (cont.)

Exemplo 3

Seja A= . Determinar C(A) = ((2,2,3),(4,4,6)).

W NN
(@ I e

Aplicando a fase descendente do método de Gauss a matriz [ A|b] vem,

2 4| b LL2—3L1 2 2| bl =h

[Abl= | 2 4| b 30 10 0| bk—b | =[AY]
3 6| bs 0 0| bs—3b

O sistema Ax = b é possivel se e s6 se b, — by =0 e bz — %bl = 0 (22 caso do
algoritmo do slide 92). Logo,

V:C(A) = {(bl,bz,b3) ER?’ - by — by = 0, bs — §b1 :O}

o))
- () e} (02)
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Interpretacao geométrica

Geometricamente, V = ((2,2,3),(4,4,6)) corresponde a reta de
R3 que passa na origem com vetor diretor (1, 1, %) obtida como
intersecao dos planos —x; +x» =0 e —%xl + x3 = 0:

X3

((2,2,3),(4,4,6))

— X1 + X2 = 0

——=X1 +x3 = 0

X2

X1 ) —x1+x =0
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Observacbes importantes sobre NV (A) e C(A)

Casos especiais

Seja A uma matriz do tipo m x n e A’ matriz em escada obtida a partir
de A por aplicacao do método de Gauss. Tem-se:

> N(A) = {0} (subespaco minimal) se e s6 se Ax = 0 é determinado
se e s se todas as colunas de A’ tém pivot se e s se car(A) = n
(nimero de colunas de A).

» C(A) = R"™ (subespago maximal) se e sé se Ax = b é possivel para
todo o b € R™ se e sé se ndo hd linhas nulas em A’ se e sé se
car(A) = m (ndmero de linhas de A).

Condigdes para um vetor pertencer a N'(A) e a C(A)

Ainda nas condicOes anteriores tem-se:

» Dado v € R”, tem-se v € N(A) < Av = 0.
» Dado b € R”, tem-se b € C(A) & Ax = b possivel.
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Independéncia linear de um conjunto de vetores

Sejam vy, vo,...,v, € R™. Tem-se sempre a CL nula de vy, vo, ..., v, em
Y Y Y ) 9 9
que os coeficientes sao todos nulos, dita CL nula trivial,

OV1+OV2—|—---—|—OV,7:6.

Definicao de independéncia linear

O conjunto de vetores {vq, Vo, ..., v,} diz-se linearmente independente
(I.i.) se para quaisquer ag,...,a, € R tais que

a1vi +asvo + -+ apv, =0,

se tem

a1 =0 = -+ =ap = 0.
Por outras palavras, {vq, vo,...,v,} é Li. se a CL nula trivial for a (nica
CL nula de vi,wo, ..., v,.

Se o conjunto n3o for li. diz-se linearmente dependente (l.d.).
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Independéncia linear - exemplos

» Seja v =(1,2). Para todo o o € R tem-se

av=0 < «1,2)=(0,00 < (a,2a)=(0,00 & a=0.

Logo {v} é Li.
» Sejam v; = (1,2) e v, = (3,4). Para quaisquer a3, as € R tem-se,
> a; +3a2 =0 a; =0
041V1+042V2=0<:>{2a11+4a22:0 = @{a;:O

Logo {Vl, V2} é |1
Sejam v; = (1,2) e v, = (2,4). Tem-se v, = 2 v; e portanto
2 Vi — Vo = 6

Como existe uma CL nula de v; e v» com os coeficientes n3ao todos

nulos (a1 = 2 e ap = —1), conclui-se que {vi, v} é |.d.
Sejam v; = (2,2,1), v» =(2,3,1) e v3 = (2,5,1). Vimos no slide
87 que v3 = —2 vy + 3 v» e portanto temos a CL nula, n3o trivial,

—2V1—|—3V2—V3:6.

Logo {Vl, Vo, V3} é l.d.
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Observacao

Aplicando o resultado do slide 89 com b = 0, obtém-se o seguinte.

Corolario
Sejam vi,...,vp ERMe A= |vy -+ v,]|. Tem-se:
v+ +av, =0 < (al,...,an)solugﬁode[vl v,,](ﬂ

& (ag,...,aq,) € N(A).

Voltando aos exemplos do slide anterior tem-se:

> No caso li. em que v; = (1,2) e v, = (3,4) obtém-se N(A) = {0},
onde A= v v, |, umavezque |vi v |0] é determinado.

» No caso I.d. em que vi = (1,2) e vo = (2,4), tem-se 2v; — v, = 0e
portanto (2, —1) € N(A) # {0}, onde A= vy w|.

» No caso I.d.em que vy =(2,2,1), v» =(2,3,1) e v3 = (2,5,1),
tem-se —2v; + 3w, — v3 = 0 e portanto (—2,3,—1) € N(A) # {0},
onde A = [Vl Vo V3}.
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Critério de independéncia linear via Gauss

Vamos dar uma caracterizacao de independéncia linear usando o método
de Gauss :) que decorre imediatamente das observacdes do slide anterior.

Teorema

Sejam vi,...,vp, ER™ Apwn=[wv1 -+ Vv,]e A" matriz em escada
obtida a partir de A aplicando operacoes elementares.

As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
» {vi,...,V,} é linearmente independente.
> N(A) = {0}, isto &, o sistema homogéneo Ax = 0 é determinado.

» car(A) = n, isto é, todas as colunas de A’ tém pivot.

Exercicio na aula

Considere v; = (1,a,1), vo = (0,1,-1) e v3 = («, 3,3), com a € R.
Decida sobre a independéncia linear de {vi, v», v3} em funcao de a.
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(In)dependéncia linear via sistemas lineares (cont.)

Resolucao do exercicio do slide anterior

Consideremos a matriz A = [v; v» v3|. Aplicando a fase
descendente do método de eliminacao de Gauss a matriz A vem,

1 0 « Ly — aly 1 0 8%
A=|a 1 3|20 1 3-0a2
1 =L 3 0 -1 3—-a |
1 0 Q |
Bre g 1 3-—qa? — A
0 0 6—04—042_

Tem-se {vi, vo, 3} Li. < todas as colunas de A’ tém pivot &

6—a—a’#0& a# 11\/21(:?)_1)6 (F.R) & a# -3,2.
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Cardinalidade maxima de um conjunto |.i.

Como a caracteristica de uma matriz Apxp = | Vi -+ Vq |, isto
é, o niimero de pivots de A’, ndo pode ser superior ao ntiimero de
linhas de A e pelo teorema do slide 102 tem-se a relacao,

{vi,...,vp} Li. & car(A) = n,

deduz-se que se {vy,..., vy} for li. entdo n = car(A) < m.
Tem-se entao o seguinte resultado.

Teorema

Um conjunto linearmente independente de vetores de R"™ possui no
maximo m vetores.

» Por exemplo, considerando v; = (1,2,1,1), v» = (0,1, —1,1),
vs =(1,3,1,4), vy = (0,0,1,1) e vs = (0,0,0,1), conclui-se
imediatamente que o conjunto {vi, vo, v3, v4, v5 } € linearmente
dependente por ser constituido por 5 > 4 vetores de R*.
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Caracterizacao mais intuitiva de dependéncia linear

Como consequéncia do teorema do slide 102 prova-se facilmente o
seguinte resultado, onde vy, ..., v, € R™ (ver também o slide 101).

Teorema

> {vi} él.d. seesésev; =0.

» {vi, v} él.d. se e sdseum dos vetores for miltiplo do outro
vetor, isto é, os vetores forem colineares.

Vi Vi
0 0
V2
V2
{Vl, V2} 1.d. {Vl, V2} 1.i.
» Mais geralmente, {vi,v2,...,vp} com n>2, é1l.d. see sdse
um dos vetores v; for CL dos restantes n — 1 vetores do

conjunto
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Conceitos de base e dimensao de um subespaco vetorial

Intuitivamente uma base de um subespaco vetorial V é um subconjunto finito
de vetores de V que (i) ndo contém vetores “redundantes’ no sentido em que
nenhum dos vetores da base se pode obter como CL dos restantes vetores da

base, mas (ii) contém vetores “suficientes” de modo a que todo o vetor de V
se possa escrever como CL dos vetores da base(®).

Definicao de base

Sejam V subespaco vetorial de R™ e vy, ..., vk vetores de V.
Diz-se que {vi,..., vk} é uma base de V se verificar as condi¢des:

(i) {wv1,..., v} € linearmente independente.

(ii) Vi,...,Vx geram V, isto é, V = <V1,...,Vk>.

Teorema-definicao

Todas as bases de um mesmo subespaco vetorial V' possuem o mesmo nimero
de vetores a que chamamos dimensao de V' e denotamos por dim V.

?Note-se que as CL de vetores de V ainda s3o vetores de V porque V é um
subespaco vetorial, logo fechado para o produto por escalares e para a adicao.
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» O subespaco vetorial V = ((1,1,1)) ={a(1,1,1) : « € R} define a reta
que passa na origem com dire¢do (1,1,1) e admite a base {v}, com
v =(1,1,1). De facto:
(i) {v} é linearmente independente pois v # 0.
(i) v gera V pois por definicido V = (v).
Em particular, dim V = nimero de vetores da base = 1.

» O subespaco maximal R admite a dita base canénica, {e1, &2, e3}, onde
e1 =(1,0,0), e =(0,1,0), e e =(0,0,1),
sao as colunas da matriz identidade de ordem 3. De facto:
(i) {e1, e, e3} é linearmente independente, pois
e +ame+ases =0 (ar,as a3)=(0,0,0).
(i) er, e, e3 geram R3. De facto:

(e1,€,63) = {omer+ae+azes : al, o, az € R}
= {al(l, 0,0) + 042(0, 1, 0) + 043(0,0, 1) D a1, G, 3 € R}
— {(a17a27a3) D1, 0, O3 € R} = R3.

Em particular, dim R® = niimero de vetores da base = 3.
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Como construir bases para subespacos vetoriais?

Um subespaco vetorial V' de R"” pode ser definido das seguintes 4 formas:

> V = {0} (subespaco minimal).
» V =R" (subespago maximal).

» Gerado por um conjunto de vetores / espaco das colunas de uma matriz.
Por exemplo,

> V =((1,1,0,1),(1,2,-1,0),(1,0,1,2),(2,1,1,3)),

1 1 1 2

: 1 2 0 1

ouseja, V =C(A), com A= 0 1 1 1
1 0 2 3

» Como CS de um sistema de equagdes lineares homogéneas / espaco nulo
de uma matriz. Por exemplo,

> V ={(x1,x,x3) : x1—x2+2x3 = 0, 3x1+x2+x3 = 0,2x1+6x2 = 0},

1 -1 2
ouseja, V=MN(A), comA=|3 1 1|,
2 6 O
Vamos ver a seguir como obter bases em cada um destes 4 casos.
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Base e dimensao dos subespacos minimal e maximal

Base e dimensao do subespaco mininal

Convenciona-se que {} é a (Unica) base do subespago mininal {0}. Uma vez
que esta base n3o possui vetores tem-se,

dim {0} =0

A base canénica de R? do slide 107 generaliza-se para R” com n arbitrario.

Base candnica e dimensao do subespaco maximal R”

O conjunto {e1, e, ..., e,} formado pelas n colunas da matriz identidade /,,
e1 = (1,0,...,0), & =(0,1,...,0), ...,e, = (0,0,...,1),

constitui uma base de R" que se designa por base candnica (b.c.), tendo-se

dim R" = n

Em particular, qualquer outra base para R" tera que possuir também n vetores.
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Caracterizacao das bases de um subespaco maximal

Sejam vq,...,v, €ER"e A=[v1 vo» --- v,], que é uma matriz
quadrada de ordem n. Aplicando os casos especiais do slide 98
obtém-se as equivaléncias:

{vi,...,vpb i & car(A)=n=m

& R"=C(A) = (vi,...,vp).

Logo por definicao de base provdmos o seguinte resultado.

Teorema (Critério para definir base do subespago maximal R")

Sejam vq,...,v, € R". As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
» {v1,...,V,} é base de R".
» {vi,...,v,} é linearmente independente.
» (v1,...,vp) =R"
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Bases do subespaco maximal

Conjugando o teorema do slide anterior com o teorema do slide 104
obtém-se a seguinte resultado.

Corolario

As bases de R"” s3o os conjuntos linearmente independentes com n
vetores, isto &, os conjuntos lin. indep. de cardinalidade méaxima(*?).

Exemplo na aula

Quais dos seguintes conjuntos é lin. indep. / gera R® / base de R3 ?

1. {(1,0,0),(2,5,0)}. sim / ndo / ndo

2. {(1,0,0),(2,5,0),(3,5,0)}. ndo / ndo / nado

3. {(1,0,0),(2,5,0),(3,5,9)}. sim / sim / sim

4. {(1,0,0),(2,5,0),(3,5,9),(x,y,2)}. ndo / sim / ndo

19F s30 também os conjuntos de geradores de R” de cardinalidade minima.
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Base para o espaco das colunas/espaco gerado - exemplo

Sejam vy = (1,1,—-1), v =(0,2,—-1), 3 =(2,0,—-1), va = (4,2,—-3) e
A=|vi v» v3 v]. Vamos determinar uma base para C(A) = (vi, vz, v3, va ).

Aplicando a fase descendente do método de Gauss a matriz [A | b}, com
b = (b1, bz, b3, bs) vetor genérico, obtém-se,

1 0 2 4]|b 1 0 2 4 by
1 2 0 2 b2 — > o 2 -2 =2 bz—bl
-1 -1 -1 =-3|bs 0 0 0 O|bs—3zbo—3bh

Uma base para C(A) (contida no conjunto original de geradores {vi, v2, v3, va})
é dada pelo subconjunto {vi, v»} das colunas de A (a vermelho) que
correspondem as colunas com pivot na matriz em escada A’. De facto:

» {vi, v} é linearmente independente porque os seus elementos estdo
associados as colunas com pivot na matriz em escada A’.

> vi e vo geram C(A) porque os subespagos (vi,v2) =C([wv1 v2]) e
C(A) = (w1, v2, v3, v4) coincidem, uma vez que sdo ambos definidos pela
mesma equagdo bs — 2b, — b = 0(*).

Em particular, dim C(A) = n2 de pivots de A" = car(A) = 2.

11 PAY - ~ Ve .
A sequéncia de operacoes elementares no método de Gauss e as linhas nulas em
A’ apenas dependem das colunas de A associadas as colunas com pivot em A’.
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Base para o espaco das colunas/espaco gerado - algoritmo

Usando o mesmo tipo de argumentos do slide 112 deduz-se o algoritmo
abaixo para obter bases do espaco gerado/espa¢o das colunas, contidas
no conjunto inicial de geradores (n3o é preciso ampliar com o vetor b).

Algoritmo
Input: A=[vi -+ vp]comwvy...,v, € R™
Objectivo: Base para C(A) = (vi,..., Vy).

» Aplicar a fase descendente do método de Gauss a matriz A:
A— ... — A com A’ escada.

» O subconjunto das colunas de A que correspondem as colunas
com pivot em A’ constitui uma base de C(A) = (vi,..., vp),
contida no conjunto inicial de geradores vy, ..., v,.

Em particular, tem-se

dim (vq,...,v,) =dimC(A) = nimero de pivots em A’ = car(A).
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Base para o espaco nulo/CS de um sistema homogéneo

Algoritmo

Input: Matriz A do tipo m X n.
Objectivo: Base para N(A).

> Aplicar a fase descendente do método de Gauss 3 matriz [A|0].

Seja k o nimero de variaveis livres do sistema, isto é, o nimero de
colunas sem pivot em A'.

> Se k =0, isto &, se n3o ha varidveis livres entdo N(A) = {0} e
portanto {} é a base de N(A), tendo-se dim N (A) = 0.

» Se k > 0, aplicar a fase ascendente do método de Gauss a [A’|0]
e associar a cada variavel livre a solucao particular de Ax = 0 em
que essa variavel livre toma o valor 1 (ou qualquer valor ndo nulo)
e as restantes variaveis livres o valor zero.

O conjunto destas k soluces de Ax = 0 é uma base para N(A).
Em particular, tem-se

dim N (A) = n? de varidveis livres = n — car(A)
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Base para o espaco nulo de uma matriz - exercicios

Exercicio 1
Determinar uma base e a dimensao do espaco nulo da matriz do
slide 112, ) )
1 0O 2 4
A= 1 2 0 2
e e
TPC

Determinar uma base do hiperplano de R*,
V = {(x1,x2,x3,%4) : X1 — 2x2 + x3 — 5xqg = 0}.

Ideia: aplicar o algoritmo do slide anterior a V = NV(A) com
A=[1 -2 1 —5].
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Resolucao do exercicio 1 do slide anterior

Aplicando a fase descendente 3 matriz [ A | 0] obtém-se (verifique),

1 0 2 4|0 1 0 2 4]0
[Al0] = 1 2 0 2|0|—=--—= |0 2 -2 =210 |=[A0]
-1 -1 -1 3]0 0 0 0 0]0

Logo o sistema Ax = 0 admite k = 2 > 0 varidveis livres (x3 e xz).
Aplicando a fase ascendente do método de Gauss 3 matriz [ A’ | 0] vem

1 0 2 4 10 X1 2x3+4x, = 0
[A"]0]— |0 1 -1 —-1|0 |~ X2 —X3— X 0
0O O 0 0|0 0O = 0
Logo NV (A) = {(Xl,XQ,X3,X4) ix1 = —2x3 —4x4, X0 =x3+ xa, x3, xa € R}.
» Tomandoxs=1lexy =0tem-se x1 = —-2x3 —4x,=—2¢€

X2 = x3 + x4 = 1, obtendo-se a solucao de Ax = 0, | wi = (—2,1,1,0)|.

» Analogamente, tomando x3 =0exs =1tem-se xy = —2x3 —4x1s = —4

e x» = x3 + x4 = 1, obtendo-se a solucio de Ax =0, | w» = (—4,1,0,1)|.

Pelo algoritmo do slide 114, {wi, w>} é uma base de A/(A) tendo-se ainda
dim NV (A) = n2 de varidveis livres = 2.
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Observacoes sobre a resolucao do exercicio 1

Vejamos que a base {wy, wr} de N(A) que foi construida usando o
algoritmo do slide 114 verifica as duas condicoes da definicao de
base de um subespaco vetorial:

» {wi,wr} é linearmente independente. De facto, considerando
uma CL nula arbitraria a1 wy + an wo = 0, tem-se trivialmente

arwy +axwa = (-, -+ ,a1,a2) = (0,0,0,0),

obtendo-se av; = a» = 0.

» w; e wo geram N(A). De facto, qualquer solu¢do particular
w de Ax = 0, obtida tomando x3 = a e x4 = b,

w=(2a—4b,a+ b,a,b),
corresponde a CL awy + bwy € {(wy, ws) (verifique).
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Base para o espaco nulo de uma matriz - exercicios (cont.)

Exercicio 2

Indicar uma base e a dimensao do espaco nulo da matriz

1 0 0
A= 1 2 0
T

Resolucdo: aplicando a fase descendente 3 matriz [A|0] obtém-se,

1 0 0]0 1 0 0]0
A0j=] 1 2 o0|/0|—=--->|0 -1 —1]0 |=[Al0]
1 -1 -110 0 0 -2/0

Neste caso nao ha varidveis livres. Logo Ax = 0 é determinado e
portanto N(A) = {0}. Logo {} é a base de N(A) e dimN(A) = 0.

Note-se que neste caso C(A) = R3, uma vez que n3o h3 linhas nulas na

matriz em escada A’. Em particular, dimC(A) = dimR3 = 3.
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Relagdo entre as dimensdes de N'(A) e de C(A)

» Seja A matriz do tipo m x n e A’ matriz em escada obtida a partir de A.
Pelos algoritmos dos slides 114 e 113 tem-se:

» dim N (A) = n— car(A) (n2 de colunas sem pivot em A’).
» dimC(A) = car(A) (n® de colunas com pivot em A’).

» Daqui resulta imediatamente a seguinte resultado que estabelece uma
relacdo importante entre as dimensodes dos dois subespacos fundamentais
associados a matriz A.

Teorema

Se A é uma matriz do tipo m X n tem-se

dim NV (A) + dimC(A) = nimero de colunas de A = n.

No caso da matriz A do exercicio 1 dos slides 112 e 116, tem-se
dim N (A) +dimC(A) = 2+ 2 = 4 = n? de colunas de A.
No caso da matriz A do exercicio 2 do slide 118, tem-se
dim N (A) +dimC(A) = 0 + 3 = 3 = n2 de colunas de A.
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Subespaco vetorial e dimensao

» O conhecimento da dimensao de um subespaco vetorial permite
conhecer o tipo de conjunto que esse subespaco vetorial define.

» Para os subespacos vetoriais do plano (R?) e do espaco (R?),
tem-se o seguinte.

dimensao do subespaco tipo de subespaco vetorial
0 {0}
R? 1 reta que passa na origem
2 R?
0 {0}
R3 1 reta que passa na origem
2 plano que passa na origem
3 R3

Tém-se ainda as seguintes caracterizacoes dos subespacos minimal e
maximal de R" com n arbitrdrio, em funcao das suas dimensoes:

> V={0} & dimV =0.
> V=R" & dimV =n.
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Critério para definir base de um subespaco vetorial

» Vimos anteriormente que as bases de R” (cuja dimensdo é m) s3o os
conjuntos linearmente independententes formados por m vetores de R"

(conjuntos l.i. de vetores de R" de cardinalidade maxima)

» Temos uma caracterizacao andloga para qualquer subespaco vetorial V
cuja dimensao se conhece!

Teorema

As bases de um subespaco vetorial V' de dimensao k > 0 s3ao os conjuntos
linearmente independentes formados por k vetores de V/(*?).

Nos exercicios podemos aplicar o teorema anterior com a seguinte formulacao.

Teorema (Critério para definir base de V)

Sejam V subespaco vetorial de R™ e v, ..., vk, k vetores de R”. Tem-se que
{vi,..., v} é uma base de V se e sé se verificar as seguintes 3 condi¢Ges:

» k=dimV.

> Vi, ..., Vk € V.

» {vi,..., v} é linearmente independente.

12Conjuntos |.i. de vetores de V de cardinalidade maxima.
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Critério para definir base de um subespaco vetorial - exercicio

Exercicio

Considere v; = (—2,1,0,1), v, = (—1,0,—1,1) e a matriz

12 =l 0
A=10 1 -1 -1
2 1 1 3

3x4

Mostre que {vi1, v, } é base de N(A).

Pelo critério do slide 121 basta verificar as seguintes condicoes:

» dimN(A) = 2 (n? de vetores do conjunto). De facto, a matriz em
escada A’ obtida a partir de A tem 2 colunas sem pivot - confirme.

> vi, v, € N(A), pois Av; =0 e Av, = 0 - confirme (ver o slide 98).
» {vi, v} é linearmente independente, pois v; e v, sdo ndo colineares.

Logo {vi, v} é base de N (A).
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