INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA
ESTATISTICA E DELINEAMENTO
28 de Janeiro, 2019 EXAME - 2a. Chamada 2018-19 Uma resolucgao possivel

E dada uma tabela de contingéncias com a=2 linhas e b=>5 colunas, e contagens O;; correspondentes a
cada célula resultante da combinagao duma linha i (presenca ou auséncia do virus) com uma coluna j
(regiao de origem do geno6tipo). Uma vez que apenas foi fixado o tamanho global da amostra, N =664,
responde-se & pergunta através de um teste de independéncia. Designe-se por m;; a probabilidade de
uma observagao recair na célula (i, 7), ou seja, de um genotipo ter o resultado ¢ e ser proveniente da
regiao j. Designe-se por 7; a probabilidade marginal de uma observagao ter o resultado 4, e por 7 ; a
probabilidade marginal de uma observagao ser proveniente da regiao j. A independéncia corresponde
a ter-se, sempre, m;; = m; X m;. As probabilidades marginais sao desconhecidas, mas podem ser

estimadas, usando as frequéncias absolutas de linha, IV; , e de coluna, N j, respectivamente. Sabemos
Ni‘ XN‘J'
N

que, num teste de indepéndencia, os valores esperados estimados sao dados por E;;=

1. Eis o teste pedido:
Hipoteses: Hy:mj; =m x 7, Vi,j wvs. Hy:3i,j, tal que my; # m x 5.

a b IRy
Estatistica do Teste: A estatistica de Pearson, é dada por X2= > )" (O”EiE”) A distri-
i=1j=1 i
buicdo assintotica desta estatistica, caso seja verdade Hy, é X%a—l)(b—l)’ com (a—1)(b—1)=4.

Nivel de SignificAncia Pode escolher-se a«=0.05.

Regido Critica: (Unilateral direita) A regra de rejeicio consiste em rejeitar Hy se x2,. >
X3_05(4) =9.48773.

Conclusoes: No enunciado é dado o valor calculado da estatistica de teste: Xfalc = 36.115.
Logo, rejeita-se Hy, podendo afirmar-se que existe evidéncia estatisticamente significativa
(ao nivel de significincia a =0.05) de que a incidéncia do virus na casta Aragonez nao é

independente da regiao.

2. As condigoes de Cochran visam legitimar a distribuigao assintotica como distribuigao aproximada
da estatistica de testes, sob Hy. Exigem que nao haja valores esperados estimados inferiores a 1,
e nao mais de 20% sejam inferiores a 5. Ora, o menor valor esperado estimado correspondente
ao problema sob estudo ocorre na célula em que se cruzam as menores frequéncias de linha e
de coluna, que no nosso caso corresponde a presenca do virus (i =2) no Dao (j =2). Tem-se o
valor Fay = NQ‘X,N? = 112&32 =5.590361 > 5. Logo, verificam-se as condi¢oes de Cochran e pode

admitir-se valida a distribui¢io assintética x2.

3. E pedido para calcular a parcela da estatistica do teste correspondente a célula (i,5) = (2, 3).

~

Neste caso, o valor observado é Os3 =54. O correspondente valor esperado estimado é Fog =

NQ'K,N‘?’ = 11%2285 =32.31928. Logo, a parcela correspondente é

_ Fo)2 _ 2
(O3 - Es3) _ (54 — 32.31928) 1454406
Fas 32.31928




1.

Trata-se dum valor muito grande que, s6 por si, ji conduziria a rejeicao da Hipotese Nula de
independéncia. Estamos perante uma associacao positiva: o nimero observado de presencas do
virus na regiao do Douro (Oy3 =54) é maior do que seria de esperar ao abrigo da hipdtese de
independéncia (Egg = 32.31928). Assim, pode afirmar-se que o virus tem maior incidéncia no
Douro do que seria de esperar no caso de independéncia. Nota: Este facto resulta da preferéncia
do virus por ambientes hiimidos, em detrimento de ambientes secos.

(a)

I1

A recta de regressao que melhor explica a variabilidade da varidvel altura é a que tiver,
como preditor, a varidvel mais fortemente correlacionada com altura. Pelo enunciado,
verifica-se que esse preditor é a varidvel areabasal, com um coeficiente de correlagao li-
near r = 0.8808362, resultando num Coeficiente de Determinacio de R? = (0.8808362)% =
0.7758724. Assim, essa recta de regressao explicard mais de 77,5% da variancia das al-
turas observadas. A equacado da recta ajustada é da forma y = bg + by z. A formula do
declive é by = co;;” = Tay Z—Z, sendo s, e s, os desvios padrao do preditor areabasal e
da variavel respogta altura, respectivamente. Estes valores estdo disponiveis no enunci-
ado, tendo-se b; = 0.8808362 x g:gg%gz = 0.6480386. Para calcular a ordenada na origem
usa-se a formula by =y — b1 T, onde ¥ = 17.529341 e T = 14.685629 sdo as médias da
altura e da areabasal, respectivamente. Logo, by =28.012486. A equagao da recta é assim

y=28.012486 + 0.6480386 .

E pedido um intervalo de confianca para Ky |z, quando x =7, sendo y a varidvel altura e

x a variavel areabasal. A forma desse intervalo, a (1 — «) x 100% de confianga, é muito
semelhante ao intervalo de predicdo que consta do formulario, sendo a tnica diferenca o
facto de, debaixo da raiz quadrada, ndo constar a parcela “1+”. Assim, é da forma:

1 —7T)2 1 _ )2
(bo +b12) = tgn—2 \/QMRE [5+u} ; (bo+b1w) +tan o \/QMRE [54’7(1' 7) } [ .

(nfl)S% (nfl)S%

Os célculos deste IC simplificam bastante pela escolha de x = 7, que anula a segunda

parcela debaixo da raiz quadrada. O erro padrao associado serd apenas da forma Qﬂflﬂ.

Sabemos que n=167. A fim de calcular o Quadrado Médio Residual, sabemos que SQRFE =
SQT—-SQR=S5QT (1-R*)=(n—1)s; (1 — R?) =166 x (6.097297)* x (1 — 0.7758724) =

1383.178. Assim, QM RE = % =8.382898, e o erro padrao associado ao intervalo de

confianca é \/QM—nRE =0.2240469. O ponto central do intervalo é by + by x = 8.012486 +
0.6480386 x 14.685629 = 17.52934. Finalmente, e pelas tabelas, tg.025(165) ~ 1.97. Logo,
o intervalo pedido ¢ ] 17.08797 , 17.97071 [, um intervalo bastante preciso para a altura
meédia nas parcelas com area basal T=14.685629.

O grafico da esquerda ¢ um grafico de residuos usuais (no eixo vertical) sobre valores
ajustados ¢ (no eixo horizontal). A serem verdade os pressupostos do modelo de regressao
linear, os pontos deveriam estar dispostos numa banda horizontal, sem quaisquer padroes
especiais. No entanto, é visivel uma curvatura na disposicao dos pontos, com residuos
negativos nos dois extremos e maior frequéncia de valores positivos na parte central. Essa
curvatura indica que a linearidade da equacao do modelo nao corresponde a tendéncia de
fundo na relacao entre altura e areabasal, ji que a recta ajustada sobrestima as alturas
em parcelas com area basal média extrema, e tende a sobrestimar nos restantes casos. Por



outro lado, é ainda visivel uma tendéncia para aquilo que se designa um efeito em forma
de funil, com dispersoes de residuos maiores & medida que se avanca da esquerda para a
direita no eixo horizontal. Esse padrao sugere a violacao do pressuposto do modelo que
exige varidncias homogéneas nos erros aleatérios.

O grafico da direita ¢ um gq-plot, de quantis empiricos dos residuos estandardizados (no
eixo vertical) contra quantis teoricos duma distribuigao A(0,1) (no eixo horizontal). O
pressuposto de Normalidade dos erros aleatérios, exigido pelo Modelo Linear, deve traduzir-
se numa linearidade dos pontos neste gréafico, facto que se observa. Assim, nao hé razoes
para questionar a Normalidade dos ¢;.

i. Uma relacdo linear entre In(y) e In(z) corresponde a uma relagio poténcia entre y e x:

bo+b1 In(x) bo eln(zbl)

In(y) =bp+ by In(z) <& y=e & y=ce & y=eogh .

Assim, a curva ajustada entre altura (y) e areabasal (z) é y = e!:51442 5051361

y = 4.546783 2051361 Em termos muito aproximados, a altura média das arvores
dominantes é proporcional & raiz quadrada da area basal.

ii. O valor do Coeficiente de Determinagao neste modelo refere-se & proporcao explicada
na variabilidade das log-alturas, e nao na variabilidade das alturas. Neste sentido,
este Coeficiente de Determinacao nao é directamente comparavel ao que se obteve no
modelo linear sobre as varidveis nao transformadas.

O valor R? =0.8933 indica que este modelo, com p =4 preditores e n = 167 observacoes,
explica quase 90% da variabilidade observada na variavel resposta altura. Trata-se dum
valor muito elevado, sendo de esperar que um teste de ajustamento global conduza & rejeicao
da Hipotese Nula. Tem-se:

Hipoteses: Hy:R?>=0 wvs. H; :R>>0.

, . — 2
Estatistica do Teste: F = QQAJJWRIE =1 (II)’H) lﬁRg N Flpn(p+1), sob Ho.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Fiqe > fo.0514,162) que, pelas tabelas,
é um valor entre os valores tabelados 2.37 e 2.45.

Conclusoes: O valor calculado da estatistica é F.y. = 339.2, sendo a rejeicao de Hy
muito clara. Assim, o modelo ajustado é muito significativamente diferente do Modelo
Nulo, como seria de esperar dado o valor muito elevado de R%. O valor de prova (p-
value) no enunciado é inferior & precisao de maquina, ou seja, ¢ indistinguivel de zero,
confirmando a rejeicao muito enfatica da Hy.

E pedido para iniciar um algoritmo de exclusdo sequencial, baseado em testes ¢ ao nivel
a =0.05, sobre o modelo completo original. Os testes dizem respeito as Hipoteses Nulas
da forma Hy: B; = 0 e alternativas da forma Hp: 5; # 0, e as variaveis x; candidatas a
exclusdo sdo aquelas em que ndo se rejeita Hy (para o §; correspondente). A estatistica
do teste é, em cada caso, T = % = &%, sabendo-se que a sua distribuicao, caso seja
verdade Ho, € t,,_(,41)- Assim, as Jfronteirzis da Regiao Critica (bilateral) sao dadas por
+10.025(162) ©+1.97. Os valores das estatisticas de teste sao dadas no enunciado, na coluna
de nome 't value’. Constata-se que existem duas varidveis para as quais nao se rejeita a
Hipotese Nula, concretamente os preditores idade e vivas. Esta conclusdo é corroborada
pelos valores de prova (p-values), dados na coluna final, tendo-se, respectivamente, p=0.493
e p=0.428. Qualquer destas varidveis preditoras pode, individualmente, ser excluida do

modelo sem prejuizo significativo na qualidade de ajustamento. Uma vez que apenas se



pode excluir um preditor em cada iteragao do algoritmo, opta-se por excluir o preditor com
o maior p-value (tqq. mais proximo de zero), que é aquele cuja exclusao menos prejudica a
qualidade de ajustamento. Trata-se do preditor idade, ficando um submodelo com os trés
preditores diam, vivas e areabasal.

(c) E pedido um teste I parcial, para comparar o modelo de p=4 preditores e o submodelo
de k=1 preditor, ajustado na alinea la). Tem-se:

Hipoteses: Hp : R?=R2?2 wvs. Hp :R?>R2 onde R? e R? indicam os coeficientes
de determinacao populacional, respectivamente, do modelo completo e do submodelo.

Estatistica do Teste: F = % }?_;Iff 0 Flpkn(p+1))» SOb Ho.

Nivel de significancia: «=P[ Erro do tipo I | = P[ Rej. Hy | Hy verdade | =0.05.
Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feae > fo.05(3,162) =~ 2.65.

Conclusoes: Tem-se Fi,.= 162 —0'89?13L50é2238724

3 =59.42915. Logo, rejeita-se claramente
Hy, isto é, considera-se que a qualidade de ajustamento do modelo completo difere
significativamente (ao nivel «=0.05) da do submodelo. Deste modo, o modelo completo
é preferivel ao submodelo, resultado coerente com o que seria de esperar dados os valores

dos Coeficientes de Determinagao.

(d) Pede-se o valor do AIC que, pelo formulario, ¢ dado por AIC =nln <%> +2(k+1).
No que respeita ao modelo ajustado neste ponto, o tinico valor que nao estd imediatamente
disponivel ¢ SQRE, mas pode ser obtido a partir do valor de \/QMRE = 2.016, dado
no enunciado (com a designacdo Std.Error). Assim, SQRE;=QMRE x [n—(p+1)] =
(2.016)% x 162 = 658.4095, pelo que (e tendo em conta que é o modelo completo, logo
k=p=4) AICy; =239.0961. Quanto ao modelo de Regressao Linear Simples de altura
sobre areabasal, tem-se k=1. Como se viu na alinea 1b), SQRE; = 1383.178, pelo que
AIC,=357.0623. Uma vez que menores valores do AIC correspondem a melhores modelos,
também por este critério a opcao serd pelo modelo completo, de quatro preditores.

3. A informacao suplementar, dada no enunciado, significa que é de duvidosa validade o pressuposto
de estarmos perante n =167 observacoes com erros aleatorios independentes. De facto, é natural
que as observacoes efectuadas numa mesma parcela, ao longo do tempo, estejam correlacionadas
entre si. Por outras palavras, duas observacoes da varidvel resposta altura, efectuadas numa
mesma parcela em dois momentos consecutivos, tendem a estar mais proximas entre si do que
duas medicoes efectuadas em parcelas diferentes, mesmo apds levar em conta os valores dos
preditores usados no modelo. Assim, estamos perante uma situacao em que observacdes numa
mesma parcela sao pseudo-repeticoes, e nao repeticoes realmente independentes. Esse facto deve
ser incorporado no modelo, mas de formas que ultrapassam o ambito desta disciplina. Em todo
o caso, deveria evitar-se ajustar os modelos como foi feita acima.

111

Estamos num contexto ANOVA, com a variavel resposta dada pelo comprimento médio dos ramos
(comp) e com dois factores que podem contribuir para explicar diferengas nos valores dessa variavel:
os sistemas de condugao (conducao) e os terrenos (bloco).

1. O factor A, conducao, tem a = 4 niveis, enquanto o factor B, bloco, tem b = 2 niveis. O
delineamento usado é de tipo factorial, uma vez que os quatro sistemas de conducao foram



cruzados com os dois terrenos. Em cada uma das ab = 8 situacoes experimentais resultantes
efectuou-se o mesmo numero de observacoes: n.=10. Assim, estamos perante um delineamento
equilibrado, e um total de n=abn.=80 observacoes.

Cada observacao ¢ identificada por uma tripla indexacao: Yj;, onde 4 indica o sistema de con-
dugao (factor A, conducao, podendo ter-se i =1,2,3,4); j indica o terreno (factor B, bloco,
com j=1,2); e k indica a repetigao no seio da célula (,7) (com k=1,2,...,10). Uma vez que
existem repeticoes nas células, pode usar-se um modelo ANOVA a dois factores, com efeitos de
interaccgao:

e A equacao do modelo é Y, = p11+a; + B+ (f)ij + €55k, sendo pq1 o rendimento esperado
com o primeiro sistema de condugao (Eixo, por ordem alfabética) no primeiro terreno; «;
o efeito principal (aumento esperado no comprimento) associado ao sistema de condugao ¢,
B; o efeito principal associado ao terreno j; (o/3); o efeito de interaccao entre o sistema de
condugao 7 e o terreno j; e sendo €5 o erro aleatério associado a observagao Y;;,. Como
em qualquer modelo ANOVA, é necessério impoOr restricoes que, neste caso, sdo dadas por
a1=0; f1=0; e (af)ij=0sei=1e/ou j=1.

e Admite-se que os erros aleatorios sao Normais, de média zero e varidncias homogéneas:
€ijx NN (0,0%), para qualquer i, j, k.

e Admite-se que os erros aleatorios €;;, sao varidveis aleatérias independentes.

Com base neste modelo, tem-se que o rendimento esperado com o sistema Solaxe (i = 3), no
primeiro terreno (j=1) é:

ps1 = ElYa1,] = Elpin + a3+ B+ (af)s1 +esir) = p1 + o3 + Elesir] = pin + as .
-0 =0 -0

Assim, o parametro ag é a diferenca das médias populacionais nas célula (3,1) e (1,1): az=
31— H11-

. E pedido para indicar se os efeitos principais de sistema de conducio sdo significativos. O teste
F aos efeitos dos sistemas («;) permite responder & pergunta:

Hipoteses: Hy : a; =0, Vi=2,3,4vs. Hy : 3i=2,3,4 tal que ay; # 0.

Estatistica do Teste: Fy = % ~ Fl41,n—ap]s S0b Ho.

Nivel de significancia: « = 0.05.
Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feare > fo.05(3,72) = 2.75.

Conclusdes: E necessario calcular o valor da estatistica de teste, omitido no enunciado. Sabe-
se que Fa = S8, e que QME = 292, TLogo, QMA = %2 = 857.3333, e Fiu. =
85177'2?’133 = 4.86845 > 2.75. Assim, rejeita-se Hy (ao nivel o = 0.05), concluindo-se pela
existéncia de efeitos principais significativos de sistema de condugao. Por outras palavras,
¢ possivel afirmar que, pelo menos um sistema de conduc¢ao, vai estar associado a um

diferente comprimento médio dos ramos.

. E pedido para efectuar um teste F aos efeitos principais de terrenos, ou seja do factor B, bloco.
Como ja se viu, existem apenas b=2 niveis, pelo que apds a restricao 51 =0, apenas existe um
parametro desse tipo de efeitos: 5. Eis o teste pedido:

Hipoteses: Hy : fo =0 vs. Hy : (B9 # 0.
Estatistica do Teste: Fp = % ~ Flp1,n—ab], S0b Ho.

5



Nivel de significancia: « = 0.05.
Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feqre > fo.0501,72) = 3.98.

Conclusoes: Como F,u.=11.570 > 3.98, rejeita-se Hy. Pode concluir-se que B3 #0, ou seja,
que a transi¢do do primeiro para o segundo terreno ird introduzir um efeito significativo
(a0 nivel «=0.05) na variavel resposta comp.

Nota: O valor estimado desse efeito ¢ dado (veja-se o formulédrio) por Bg =Yy —Yq =
92.45 — 98.63 = —6.18, pelo que se trata duma diminuicdo do comprimento dos ramos, no
segundo terreno. Esta estimativa depende das restrigoes impostas no modelo.

. Pede-se para estudar o gréafico de interacgao dado no enunciado. Por cima dos marcadores de
cada sistema de condugao (no eixo horizontal) sdo dados dois pontos, correspondentes aos dois
terrenos, e cujas ordenadas no eixo vertical correspondem ao valor médio da célula que combina
esse sistema de conducao e terreno. Os quatro pontos que correspondem a cada terreno sao
unidos por segmentos de recta. No grafico é visivel a conclusao a que se chegou na alinea
anterior: globalmente, os comprimentos dos ramos descem quando passamos do primeiro para
o segundo terreno (descida essa que ja vimos ser significativa, ao nivel & =0.05). No entanto,
o gréfico saliente outra caracteristica interessante: essa descida nao parece ser uniforme (sendo,
por exemplo, muito maior para o sistema Palmeta do que para o sistema Eixo), tendo-se mesmo,
para o sistema Solaxe, um aumento no comprimento médio dos ramos no segundo terreno. Esta
auséncia de ’paralelismo’ indicia a existéncia de efeitos de interaccdo. Para determinar se esses
efeitos sdo, ou nao, significativos, deve efectuar-se um teste I’ aos efeitos de interaccao. Tem-se:

Hipoéteses: Hy : (af);; =0, Vi,j vs. Hp : 34,5 tal que (af);; # 0.
Estatistica do Teste: Fup = 8%23 ~ Fl(a1)(b-1) ,n—ab], S0b Ho.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feqe > fo.05(3,72) =~ 2.75.

Conclusoes: Como F,u.=4.639 > 2.75, rejeita-se Hy, ao nivel a=0.05. Pode concluir-se que
existem efeitos de interaccao significativos, como sugerido pelo gréafico de interacgao.

. Nesta alinea é pedido para utilizar a teoria de Tukey para comparar a média populacional da
situacao experimental resultante de usar o sistema de conducao Solaxe (i=3) no segundo terreno
(j=2), ou seja, ug2, com as restantes. A inspeccao do grafico de interac¢ao da alinea anterior
sugere que diferencas significativas devam surgir apenas nas comparacoes com outras médias
populacionais do segundo terreno. Mas é necessario verificar.

Ao nivel global de significancia a=0.05, o termo de comparagao de Tukey é dado por:

MRE 176.1
QMRE _ G0.05(8.72) || —— A 4.42 x 4.196427 = 18.54821 .

do(ab, n—ab) 10

Ne
Ora, na situagao experimental (3,2) tem-se a segunda maior média amostral: 735 =103.65. Sem-
pre que |J;; — Yo | > 18.54821, deve concluir-se que p;; # ps2 (com nivel global de significancia
0.05). E evidente que essa desigualdade ndo se verifica para a célula (4,1), que tem a maior
média amostral (y4; =105.35). Para as restantes, sempre que um rendimento médio amostral
seja inferior a 103.65 — 18.54821 =85.102 conclui-se estar associado a uma média populacional
diferente de use. Tal situacdo apenas ocorre numa situacao experimental, a que cruza o sistema
Palmeta com o segundo terreno (para o qual a média amostral é Ty, =73.48).



1.

(a)

v

O residuo usual de qualquer observacao 7 é a diferenca entre o seu valor observado da
varidvel resposta e o correspondente valor ajustado pelo modelo: e; = y; —¥;- No nosso
caso, os valores ajustados pelo modelo sao da forma g; =bx;. Logo, um residuo é da forma
€ =1Y; — b.%'i.

A Soma de Quadrados dos Residuos é assim dada por SQRE = (y; — bx;)%. A fim de
i=1

minimizar esta Soma de Quadrados, vista como funcao do parametro desconhecido b, é
necessario anular a sua derivada em ordem a b, ou seja, tomar:

[SQRE®)] = > 2(yi —bai)(—z:) = = 2yizi+ »_ 2ba] = 0
=1 =1 =1

=
> @
i=1

Nota 1: Repare-se como se trata duma férmula andloga a do declive da recta de regressao

usual, mas em que os momentos centrados (covarincia e variancia de z) sdo substituidos

pelos correspondentes momentos nao centrados.

Nota 2: Que este ponto critico é o valor de b que minimiza a Soma de Quadrados Residual

é intuitivo no contexto, mas pode ser confirmado tomando a segunda derivada de SQRE(b),
n

que é [SQRE(b)]" =Y 222, quantidade que é sempre positiva (esta segunda derivada s6

i=1
poderia ser nula se em todas as observacoes, x; = 0, situacao sem sentido no contexto

estatistico em causa). Logo, para o valor de b acima obtido, SQRE tem um minimo.

A matriz X deste modelo sem constante aditiva apenas terd uma coluna: a coluna dos
n valores x; do preditor (recorde-se que a coluna dos uns estava associada & constante
aditiva by, que nao existe neste modelo forgado & origem). Assim X = (z1,2,...,2,)¢ e,

usando a formula (constante do formulario), tem-se B = (X!'X)~1X'y. Aqui, ,B tem um
tinico elemento: o estimador de minimos quadrados para b. O produto matricial X!*X

n
é igualmente um escalar, dado por ) x? A sua inversa matricial € o seu reciproco.
i=1
n
Finalmente o produto X'y ¢ dado por > x;y;. Assim, tem-se que a estimativa procurada

i=1

n

2Ty
e b="=% , como ja se vira na alinea anterior.

>

i=1

n
_ 1 n 1 n iz TiYi
A média dos valores ajustados ; ¢ dada por = > gi=- > br;=bT= 12572 Esta
=1 i=1 z3

=1
expressao nao ¢ algebricamente igual & média y dos y; observados, ao contrario do que
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2.

(a)

Sabemos que em qualquer modelo ANOVA, SQT ¢é a soma das restantes Somas de Quadra-
dos envolvidos na decomposicao para esse modelo. Além disso, cada Soma de Quadrados
pode ser escrita como o produto do respectivo Quadrado Médio e os seus graus de liberdade.

Assim, e ja que QMT = %:sz, temos no modelo M 4,4 p:

SQT = SQA+ SQB+ SQRE

QMT(n—1) = QMA(a—1)+QMB(b—1)+QMRE[n— (a+b—1)]
o _ (@=1)QMA+(b-1)QMB+[n—(a+b-1)]QMRE

Uma vez que o denominador (n — 1) é a soma dos graus de liberdade associadas as trés
parcelas do numerador (ou seja, (a — 1)+ (b—1)+n—(a+b—1)=n — 1), a expressao
final diz-nos que 813 é¢ uma média ponderada de QM A, QM B e QM RE, sendo os pesos de
cada um desses Quadrados Médios dado pelos respectivos graus de liberdade.

O caso do modelo M a,p faz-se de forma anéloga:

SQT = SQA+SQB+ SQAB+ SQRE

QMT(n—-1) = QMA(a—-1)+QMBOBH—-1)+QMAB(a—1)(b—1)+ QMRE [n — ab]
o _ (@=1)QMA+(b-1)QMB+(a—1)(b—1)QMAB+[n — ab|QMRE
y S :

Tem-se, a partir das defini¢cbes respectivas, que:

SQREA«p SQREA.B SQAB + SQRFEa«p
MRE 4, MRE =
CMREsp > QMREsrs < n —ab >n—(a+b—1) n—(a+b—1)
- SQREssp  SQREa.p SQAB
n —ab n—(a+b—1)" n—(a+b—1)
- 1) — (- AB
o SOREap w—(a+b—1)— (w— ab) - SQ
(n—ab)[n — = n—(at+bt=1)
Eax AB AB
- SQREaB - S5Q _ S5Q

n—ab ab—a—(b—1) (a—1)(b—1)
S QMRFEA.p > QMAB .

Esta equivaléncia entre desigualdades significa que, sempre que no teste aos efeitos de
interaccao no modelo M 4,p a estatistica de teste tomar valores Fap = ﬂ% <1, 0
modelo com efeitos de interaccao terd um Quadrado Médio Residual superior ao modelo
sem efeitos de interaccdo. Assim, um modelo com efeitos de interaccdo pode ter uma

qualidade de ajustamento pior do que um modelo sem efeitos de interaccao.



