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Probabilidade e Inferéncia

Pode dizer-se que a Probabilidade e a Inferéncia tém objectivos
diferentes: enquanto na Probabilidade se parte de um dado esquema
ou modelo para calcular a probabilidade de certos resultados ou
acontecimentos se realizarem; na Inferéncia parte-se de dados ou
observacgdes e procura saber-se ou inferir-se algo sobre o modelo.

A Inferéncia é a “passagem do particular ao geral."

A Inferéncia Estatistica tem como objectivo definir procedimentos que,
aplicados a uma amostra extraida da populagéo, nos permitam
estimar parametros desconhecidos dessa populacéo ou algo sobre o
modelo da populacao.

De facto uma amostra particular € apenas uma das muitas amostras
(em n? infinito se a populagéo for infinita) que se podem obter por um
processo de amostragem.
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Probabilidade e Inferéncia

A extensao do particular ao geral chama-se inferéncia indutiva. E o
caminho para a aquisi¢do de novos conhecimentos.

O grau de incerteza que acompanha as inferéncias indutivas pode ser
medido rigorosamente em termos de probabilidade, se a experiéncia
foi conduzida segundo determinados principios (probabilisticos ou
aleatérios).

Os procedimentos que levam a obtencao de amostras sdo do dominio
da Teoria da Amostragem.

Enquanto a Amostragem se refere, regra geral, a procedimentos de
recolha de dados representativos de populacdes finitas, o
Planeamento de Experiéncias refere-se a “producao” de dados,
quando se controla a variacdo de algumas variaveis, ficando uma ou
mais livres
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Em jeito de resumo...
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Introduc&o a Teoria da Amostragem

Seja X a variavel de interesse numa populagdo em estudo.

Na teoria da amostragem usam-se procedimentos de recolha de
elementos da populagéo para obter uma amostra.

O objectivo dessa amostra € uséa-la para inferir sobre propriedades da
variavel em estudo. E preocupacio da teoria da amostragem:

@ arecolha de amostras representativas da populacéao;

@ a determinacao da dimensao da amostra (para a qual é crucial
estimar a variabilidade da caracteristica) que permita obter
estimativas de parametros de interesse com uma dada precisao.

Antes de referirmos alguns conceitos preliminares em amostragem,
vejamos um exemplo:
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Exemplo 1

Vamos supor que temos um campo rectangular de 5 km x 4 km e
pretendemos escolher ao acaso areas de 100 m x 100 m. Podemos
definir um par de coordenadas (/,j),comi=1,2,--- ;50 e
j=1,2,---,40. Entdo a escolha aleatéria de, por exemplo, 10
parcelas podia ser assim feita:

> ndim<-10; nlinhas<-seq(1:50);ncol<-seq(1:40)
> i<-sample(nlinhas,ndim) ;j<-sample(ncol,ndim)
> parcelas<-cbind(i,j);parcelas

i ]
[1,] 27 34

[2,] 14 3
[3,]1 36 4
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Definigéo 1

As variaveis aleatorias Xi, Xa, - - - Xj, constituem uma amostra aleatéria
de dimensédo n, que se costuma representar por X = (X1, Xz, --- Xj),
retirada de uma populagdo X, se sdo mutuamente independentes e
tém a mesma distribuicao que X

Seja (x1, X2, - - - Xn) uma amostra de n observagbes da caracteristica,
obtidas ap6s um processo de amostragem.

Cada um daqueles valores é uma realizagdo de n variaveis
(X1, Xo, - -+ Xp) que sao “réplicas” da variavel X
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Teoria da Estimacéao

A Inferéncia Estatistica pretende responder a dois grandes
problemas:

@ calcular valores aproximados (estimativas) e obter intervalos de
confianca para pardmetros desconhecidos da populagéao.

@ formular hipoteses e verificar se ha concordancia entre o que se
supde e os factos — testes de hipoteses

O primeiro problema é do dominio da Teoria da Estimacao. Se;

@ o valor desconhecido do parametro #, usando o conhecimento,
mesmo aproximado, da distribuicdo da populagéo (estimacao
paramétrica);

@ a fungao distribuicdo desconhecida da variavel em estudo, F ou

pardmetros sem o pressuposto do conhecimento de um modelo
para a populagao (estimagao nao paramétrica).

Manuela Neves Modelos Matematicos e Aplicacoes (18/19) 26 & 28 Fev 2019 126 / 154



Estimacao pontual: estimador e estimativa

Dada uma amostra aleatéria (Xj X, ..., X») chama-se estatistica a
uma funcdo da amostra aleatéria que nao envolve parametros
desconhecidos.

Definicao
Chama-se estimador de # a uma estatistica que a cada amostra ob-

servada faz corresponder um valor que estima ¢, a que chamamos uma
estimativa de 6.

©*(Xq, X2, ..., Xp) € um estimador
0*(x1, X2, ..., Xn) € uma estimativa

Nao confundir

— estimador— variavel aleatoria

— estimativa—valor aproximado do parametro, obtido pelo estimador
usando uma amostra particular
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Estimacao pontual: estimador e estimativa

Exemplo: Sao estimadores
X =1",X/n e i) $2 = 1S (X — X)2.

n—1

Observada, por exemplo, a amostra (1,2,0,3,1,5)

As estimativas associadas aqueles estimadores sao:

hx=43% . x=2 e i) 2= 152 [ (x—X)? =32

Consideremos o caso de termos uma dada populacdo com
distribuicdo F(x|6), com um parametro desconhecido 6.

Como se podem definir varios estimadores de um parametro, poe-se o
problema de escolher, se possivel “0 melhor”. Ha entao que
considerar certas propriedades que um estimador deve verificar.
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Propriedades dos estimadores

Vejamos algumas:

1. Consisténcia

Um estimador ©* diz-se convergente ou consistente para o parametro
P
fse OF — 6.

Prova-se que é condigéo suficiente de convergéncia de um estimador
©* para 6 que

Var(©*) 50 e  E(©%) = ¢

Vejamos o seguinte exemplo ilustrando a convergéncia de um
estimador.
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Consideremos uma populagao N (10,2) e vejamos, utilizando o @, 0
comportamento da média amostral para varias dimensoées de
amostras, n=2,5,10,15,20,...,1000,1010, 1020, ..., 5000

ns <- c(2, seq(5, 1000, by = 5), seq(1010, 5000, by = 10))
estim <- numeric(length(ns)) # tb podia fazer-se estim<-c()
for (i in 1:length(ns)) {

amostra <- rnorm(ns[i], 10, 2)

estim[i] <- mean(amostra)

}

plot(ns, estim,lwd=2)

abline(h = 10,1lwd=2,col=4)

v V + + + V V V
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llustrando a convergéncia

estim

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

ns
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Propriedades dos estimadores

2. Nao enviesamento
O estimador ©*diz-se centrado ou ndo enviesado se E(©*) = 6.

Na verdade é uma propriedade que muitos estimadores nao possuem
e dai ter mais interesse definir uma medida da diferenca entre o
estimador e o parametro que ele pretende estimar.

E o chamado viés (ou em inglés ‘bias’) que representaremos por
bg(©*) e se define como

by(©*) = E(@*) — 0
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Propriedades dos estimadores

3. Erro quadratico médio

Chama-se erro quadratico médio do estimador ©* a
EQM (©*) = E[(e* - 9)2}.

Esta propriedade é um dos critérios mais usados para comparar
estimadores.

E muito facil mostrar que

EQM (©*) = Var [6*] + [by(©*)]? J

Se ©* é um estimador centrado de um parametro entéo o erro
quadratico médio = variancia, i.e.

E [(e* - 9)2} — Var (%)
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llustracdo da preciséo e da exactidao

O termo exactidao (accuracy) refere-se a proximidade de uma
medicao ou estimativa ao verdadeiro valor.

O termo precisao ou variancia (precision) refere-se ao “grau de
concordancia numa sucessao de medicoes”.

i(@w Accuracy & Precision
—
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Propriedades dos estimadores

Situacao desejavel: estimador centrado com variancia minima.
Diz-se que temos o estimador mais eficiente.

Um estimador de um parametro 6 é o mais eficiente se tiver a menor
probabilidade de se afastar de 0, i.e, com dispersdo minima.

Se ndo conseguirmos estimadores centrados interessa-nos procurar
estimadores que tenham um EQM minimo, i.e.,

6 B[ -0 < E[(C:) _ eﬂ o

Existe um critério estabelecido na chamada desigualdade de
Fréchet—Cramér—Rao que, sob certas condigdes, permite obter um
limite inferior para 0 EQM de um estimador (para mais informagdes ver
Murteira e Antunes (2012) e Casella e Berger (2002))
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Métodos de Estimacao

Até aqui falamos em estimadores e nas propriedades que devem
possuir. Interessa ter procedimentos que construam estimadores com
boas propriedades.

Vamos entéo falar dos principais métodos de estimacao paramétrica.

Dos métodos de estimacao paramétrica vamos referir:

o0 Método dos momentos e
o Método da Maxima verosimilhanga
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O método dos momentos

Introduzido por Karl Pearson no inicio do século XX, foi o primeiro
método de estimagéao a ser apresentado e que tem uma filosofia muito
simples.

O método consiste em:

— considerar como estimadores dos parametros desconhecidos as so-
lugbes das equagdes que se obtém igualando os momentos tedricos
aos momentos empiricos.

E um método de aplicagdo geral, tendo como Unica condigdo que a
distribuicdo tenha um numero suficiente de momentos (teoricos).
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O método dos momentos

Sejam 64, ..., 0 pardmetros desconhecidos de uma v.a. X.
O método dos momentos consiste em igualar momentos tedricos e
momentos empiricos, i.e.,
o /1 n .
E[X]z_ my ¢ omp= 5121‘:,71 i
— / /
E[X?] = m, c/ my, = =3 i1 X

EXKl=m, ¢ m =150 xk

mj, = 157 | xK sdo os chamados momentos empiricos, calculados a

custa da amostra (xi, ..., Xn).

Aquelas igualdades dao-nos estimativas que sao concretizagéo dos
estimadores com as expressdes correspondentes.
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O método dos momentos— exemplos

Consideremos X —~ N (u, o). Quais os estimadores de momentos de y
29
(SN oa:

Tem-se : e o
E[X] = e My=17 %=X
EX?|=02+u2 e My=1%1 X2

donde

pr=X

Considere X —~ P()). Determine o estimador de momentos de .
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O método dos momentos

Os calculos nao sdo complicados, mas no calculo dos momentos
empiricos aparecem poténcias de expoente elevado quando ha muitos
parametros, conduzindo a estimativas instaveis.

Por isso, como regra pratica deve evitar-se recorrer ao método dos
momentos para mais de quatro parametros.

Nota: Os estimadores obtidos pelo método dos momentos sdo menos
eficientes do que os estimadores de maxima verosimilhanca, que
passamos ja a apresentar.

Ha uma funcdo no @@— uniroot () que pesquisa num dado intervalo o
“zero” de uma fungéo, relativamente ao seu 1° argumento.
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A Verosimilhanga

Seja X uma v.a. cuja distribuicdo depende de um parametro 6,
desconhecido, e (Xi, ..., X,) uma amostra aleatéria. Seja (x1, ..., Xp) a
amostra observada.

Definicéao
Chama-se verosimilhanca da amostra e representa-se por
L(0]|x1, X2, ..., Xp) @

3

f(x1,...,xnl0) = [] f(xi|0) caso continuo
i=1

n
P(Xi = X1, ..., Xn = xn|0) = ][ P(X; = x;|#) caso discreto
i=1
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O Método da Maxima Verosimilhanga (MMV)

O método da maxima verosimilhanca, proposto por Fisher em 1922 e
desenvolvido em 1925 consiste em escolher como estimativa de 6 o
valor que maximiza a verosimilhanca £(0|x1, ..., Xn), face a uma
amostra observada (xi, ..., Xn).

Vejamos uma ilustragéo no ®
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Exemplo muito simples

Num pequeno lago que temos no jardim ha peixes. Eu gostava de
saber quantos peixes tera o lago. Como posso “estimar’?

Um procedimento comum é o chamado método de captura-recaptura,
de que ja falaram certamente quando deram o modelo de
probabilidade hipergeométrico. Como se descreve o método?

— Apanhamos M = 7 peixes, marcdmos cada um e libertamo-lo de
seguida.

— Aguarda-se uns dias para voltarem “aos seus habitos” e vamos
pescar uns quantos de novo.

— Seja X a v.a. que conta o numero de capturados-marcados, i.e. sao
os recapturados.

— Suponhamos que da segunda vez apanhamos n = 4 , dos quais 3
estdo marcados, entdo x = 3.

Manuela Neves Modelos Matematicos e Aplicacoes (18/19) 26 & 28 Fev 2019 143 /154



O Método da Maxima Verosimilhanga (MMV)

Ora pretendemos saber o numero N de peixes que existem no lago
N=M+(N-M),
X designa o numero de peixes recapturados.

7\ (N-7

X ~H(N,n=4,M=7) entdo P[X:x]:w

()

Se encontramos 3 marcados, qual o nimero de peixes que com maior
probabilidade |a existira?
Sabemos que N > 7, mas podera ser N =8,9,10,11,12,13,14...7
Foi Sir Ronald Fisher fez a pergunta: “What is the value of N which
has the highest likelihood?”
Ou seja, para os valores possiveis para N qual o que torna maxima a
probabilidade acima?
Resolver no @, calculando as probabilidades e fazendo um grafico
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Exemplo muito simples

N<-seq(7,14);N

plot (N,dhyper(3,7,N-7,4) ,type="h",1lwd=4)
points(9,dhyper(3,7,2,4) ,type="p",col=2,1lud=4)
text(9.5,0.05,expression(hat (N)==9),co0l=2)

0.2 0.3 0.4 05
I I I

dhyper(3, 7,N - 7, 4)

0.1
I
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O Método da Maxima Verosimilhanga (MMV)

Em muitas situacdes as fungdes de verosimilhanga satisfazem
condicOes que permitem que o valor para o qual a versomilhanca é
maxima seja obtido por derivagao.

Porém, e como a fungéo logaritimca é monétona, regra geral € mais
cémodo trabalhar com a funcao log-verosimilhanca,

log £(6]x)
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O Método da Maxima Verosimilhanga (MMV)

Entao, no caso de existirem derivadas (e para um Unico parametro 6),
o valor do maximizante é obtido de modo que:

dlogl d?log £
g 0 ¢ g <0
dlogL <~ dlog f(xi|0)
Note-se que 90 _ZT

i=1

A solugao, O(xy, ..., Xp) é a estimativa de maxima verosimilhanca,
que € uma realizagdo da v.a. © = O(Xq, ..., Xp).

Vamos fazer um exercicio muito simples — determinar o estimador de
maxima versomilhanca do parametro 8 do modelo exponencial.
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Propriedades dos estimadores de Maxima

Verosimilhanca

Embora possa nao ser centrado, o estimador de maxima
verosimilhanga de um parametro genérico 6 € o unico estimador
eficiente (caso exista estimador eficiente) e

— & assintoticamente normal com valor médio 6 e variancia
assintética dada por

1 1 1

e[(mse)] ne[(om)’] - [7]
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A maxima verosimilhanca no R

No @ existem funcdes para obter as estimativas de maxima
verosimilhanca, usando procedimentos iterativos.

Temos, por exemplo, as fungdes

mle () do package stats4
fitdistr () do package MASS

optimize () —adequado quando ha s6 um parametro
optim () —adequado quando ha dois ou mais parametros
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Consideremos o ficheiro de dados do @®@- P1lantGrowth.

Vamos usar a amostra de valores observados da variavel “weight”.
Vamos supor que as observagdes sdo a concretizacdo de uma a.a.
(X1 s Xg, ceny Xn), i.i.d. N(M, 0’)

Primeiro necessitamos de escrever a funcao de log-verosimilhanca

Observacao importante a funcdo de optimizagéo, por omissao calcula
minimos, pelo que devemos escrever a log-verosimilhanca negativa

>minuslogl <- function(mu, sigma){
-sum(dnorm(x, mean = mu, sd = sigma, log = TRUE)) }

Para obter a estimativa de maxima verosimilhanga, o algoritmo de
optimizacao requer valores inicias para os parametros a estimar.
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Resolucédo do Exemplo

Considerei a média e o desvio padréo observados e também valores
proximos, para ilustrar.

>data(PlantGrowth)

>x <- PlantGrowth$weight

>media<-mean(x); dp<-sd(x);media;dp

>library (stats4)

library(stats4)

>MLest1l <- mle(minuslogl, start = list(mu = media, sigma = dp))
# outra tentativa

>MLest2 <- mle(minuslogL, start = list(mu = 5.1, sigma = 0.5))
>summary (MLest1) ; summary (MLest2)

Maximum likelihood estimation

Call:

mle (minuslogl = minuslogl, start = list(mu = media, sigma = dp))

Coefficients:

Estimate Std. Error
mu 5.0730000 0.12586801
sigma 0.6894075 0.08900152
-2 log L: 62.82084
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Resumo dos principais estimadores e estimativas que

iremos usar

Parametros que vamos referir , seus estimadores e estimativas

Parametro a estimar

Estimador Estimativa
z X = ZoX X = Lt
52 2 — Xis ,55'5_7)2 s2 — Z,Ln (i<f1—7)2
. poxe  po
B o= H2 Xi — Xz X1 — X2
o2 / 03 S?/ 3 2/
pP1 — p2 //:’\1 - /3; P1 — P2

(@ X -v.a.queconta..e” () x - nimero observado de sucessos na amostra de dimensao n
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Sampling Distributions—summary

Estimator Assumption Variable | Distribution
— X —pu
X Xi —~ — 0,1
1 N(:U’a U) 0_/\/5 N( ) )
o known
—_ X —p
X Xi —~ f
I N(lu?(j) S/\/ﬁ (nf1)
o unknown
- o X —pu
X X; unknown distribution — ~ N(0, 1
iu wn distributi NG (0,1)
n “Iarge”
n—1)8°
s X~Npo) | DT e
= X—np
P X ~ B(n,p)®@ ~N(0,1
(n,p) N (0,1)
n “large”

(3) X is the n. of sucesses in n Bernouli trials (experiments).
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Sampling Distributions—summary

Manuela Neves

Modelos Matematicos e Aplicacoes (18/19)

Estimator Assumption Variable Distribution
X_V AN (X=Y)—(p1—pp)
X-Y X N(/M ,01) So/Tm 1ims finy+np—2)
Yi ~ N(p1,02)
2 2
o1 € o2 unknown but s2 = %
that is possible to suppose equal
2 ) Q2 312/012
S7/5; Xi ~ N (p1,01) 55 Flny—1,m—1)
S; /o3
\/I' — N(/‘L2a 02)
Xi,i=1,---ny and
Y, i=1,---no are independent random samples.
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