INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA
ESTATISTICA E DELINEAMENTO
15 de Novembro, 2019 PRIMEIRO TESTE 2019-20 Uma resolucgao possivel

Os dados correspondem a uma tabela de contingéncias com a =2 linhas (correspondentes aos porta-
enxertos) e b=2 colunas (correspondentes aos resultados). E pedido um teste de homogeneidade, para
determinar se as enxertias ensaiadas em cada um dos porta-enxertos se distribuem de forma anéloga
pelos dois possiveis resultados (“vivos”, na coluna 1, e “mortos” na coluna 2). Havendo homogeneidade,
a probabilidade do resultado “vivos” (1) é igual em cada porta-enxertos, o mesmo sucedendo com a
probabilidade do resultado “mortos” (2). Eis os passos do teste de hipotese pedido:

Hipoteses: Hy : myjgop = mij110r [= T.1] € Toj99r = Tap110R [= 72

Vs. H; : pelo menos uma das igualdades de Hy nao se verifica.
. . 9 & (04— i) o
Estatistica do Teste: A estatistica de Pearson, é dada por X*= > > % A distribuicao
i=1j=1 ij

assintotica desta estatistica, caso seja verdade Hy, é X%a—l)(b—l)'

Nivel de Significancia Nao sendo explicitado no enunciado, pode-se escolher
a="P][ Erro de tipo I | =P[ Rejeitar Hy|H verdade | =0.05.

Regiao Critica: (Unilateral direita) Para um nivel de significincia a = 0.05, a regra de rejei¢ao
consiste em rejeitar Hy se X(Q:alc > X3.05(1) =3.84146.

Conclusoes Para calcular o valor da estatistica do teste sao necesséarios os valores esperados estima-
dos. Utilizamos a férmula E’ij = %, sendo V7. = 1885 o total marginal do porta-enxertos
99R; Ny =1972 o total marginal do porta-enxertos 110R; N1 =463+ 690=1153 o total marginal
do resultado “vivas”; e No=1422 4+ 1282=2704 o total marginal do resultado “mortas”. O total

global das observagoes é N =1153 4 2704 =3857. Logo, os quatro valores esperados estimados

5a0:
- 1885 x 1153 ~ 1885 x 2704
Eyw=—F0—= 4962 ; Ei9g = ————— = 1321.504
11 3557 563.496 ; 12 3557 321.50
- 1972 x 1153 - 1972 x 2704
E — — . N E = = 1 2.4
21 3857 589.5038 ; 22 3857 382.496

Note-se que todos os valores esperados estimados sao muito superiores a 5, pelo que o Crité-
rio de Cochran é amplamente respeitado, nao havendo hesitacao na utilizacao da distribuigao
assintotica da estatistica do teste que, no nosso caso, sera X%-

O valor calculado da estatistica de teste é

463 — 563.4962)2 (1422 — 1321.504)2 (690 — 589.5038)2 (1282 — 1382.496)2
Xfazc:( L L L )" _ 50,0027 .
563.4962 1321.504 589.5033 1382.496

Assim, tem-se uma clara rejeicao de Hy, concluindo-se (ao nivel a«=0.05) pela inexisténcia de

homogeneidade no comportamento dos dois porta-enxertos. O valor calculado da estatistica de
teste ¢ (muito) superior ao quantil 1—« da distribuicio x3 para o menor nivel de significincia
tabelado, @ =0.001, pelo que concluir-se-ia pela rejeicaio mesmo a esse nivel a. Assim, o valor
de prova tem de ser (muito) inferior a 0.001.



II

1. A melhor variavel preditora (x) é a varidvel compDedo, por ser a variavel mais fortemente corre-
lacionada com a variavel resposta (y) compAsa (tendo-se a correlacao 7, =0.830).

(a)

O declive da recta ajustada é dado por by = CO;;” = Tgy j—z =0.830 481.%77871 = 3.902036348.
A ordenada na origem ¢é dada por by =7y — b1 T = 94.2814 — (3.902036348)(21.6434) =
9.828066501. Logo, com arredondamentos, a equacao da recta de regressao ajustada é
y = 9.8281 + 3.9020x. O Coeficiente de Determinacio correspondente é R? = 0.830% =
0.6889. Assim, verifica-se uma relagao crescente entre comprimento do dedo médio da
pata e comprimento da asa, em que para cada mm adicional com comprimento do dedo
corresponde, em média, um aumento de 3.9020 mm no comprimento da asa. Esta recta
de regressao ajustada explica quase 69% da variabilidade observada nos comprimentos das

asas entre espécies.

A Soma de Quadrados Total é dada por SQT = (n—1) 33 =128 x 41.0781% =215988.5184. A
Soma de Quadrados da Regressao pode ser calculada a partir da defini¢do do coeficiente de
determinacdo, R?= 28—1;, tendo-se SQR=R? SQT =0.6889 x 215988.5184 =148 794.4903.
Finalmente, a Soma de Quadrados Residual resulta da féormula fundamental da regressao,
SQT=SQR+ SQRE, sendo SQRE=5QT — SQR=67194.02811.

Pede-se um intervalo de confianca para o valor esperado de Y (comprimento da asa) quando
o preditor (comprimento do dedo) toma o valor =15, ou seja, para Ky |z=15- A expressao

geral do intervalo a (1 — a) x 100% de confianga é analoga & dos intervalos de predicao,
dada no formulario, mas sem a parcela “1-+”, ou seja, é:

(z — @)

1 1 (z-7)?
(bo+b1x) —tgn_o- \/QMRE' [ﬁ + m} s (bo+b1x) +tgn_o- \/QMRE' [ﬁ e } [ 4

Ja conhecemos os valores by = 9.828066501; by = 3.902036348; n = 129, T = 21.6434;
s2 = (8.7377)% = 76.34740129; VQMRE = \/29EE — 23.00188765, utilizando o valor de

SQRFE obtido na alinea anterior. Logo, &ﬂy\z:w = \/QMRE- [% + ((::f);%] =2.547730133.
Finalmente, pela leitura das tabelas, ¢ o25127) &~ 1.98. Usando estes valores, temos o

intervalo (a 95% de confianca) | 63.3141 , 73.4031 |[.

Assim, espécies com comprimento do dedo médio da pata igual a 15 mm terdo, em média,
comprimentos de asa entre 63.3141 mm e 73.4031 mm. Do ponto de vista grafico, podemos
afirmar com 95% de confianca que a recta populacional atravessa o intervalo que, na vertical
sobre x=15, contém os valores de y pertencentes ao intervalo.

O grafico da esquerda tem no eixo vertical os valores dos residuos usuais (e;) e no eixo
horizontal os valores ajustados de y (7;). Caso a nuvem de pontos neste grafico se disperse
essencialmente numa banda horizontal em torno do valor médio dos residuos, € = 0, nao
havera razoes para duvidar dos pressupostos de linearidade, nem de varidncias homogéneas
dos erros aleatorios. No nosso caso é visivel um padrao em forma de funil, que sugere
heterogeneidade nas variancias dos erros aleatérios, violando-se assim um dos pressupostos
do modelo linear.

No grafico da direita temos os residuos estandardizados (R;) no eixo vertical. E visivel que
a algumas observagoes correspondem residuos estandardizados bastante grandes, préximos
(em valor absoluto) a 4. E o caso, em particular, das duas observacdes no canto inferior
direito assinaladas como E078 e E079, bem como pelo menos uma observagao (sem legenda)



no topo esquerdo do gréafico. Trata-se de observagoes bastante afastadas da recta ajustada,
que mereceriam ulterior atencao. No eixo horizontal deste segundo grafico temos os valores
do efeito alavanca (h;;). Sabemos que estes valores tém de estar entre % = ﬁ =0.00775
e 1, com valor médio h = % = 0.0155038. Apesar de haver algumas observacoes com
efeito alavanca cerca de 4 vezes maior que o valor médio A, nenhum desses valores esta
remotamente proximo do valor méximo 1, pelo que nao existem efeitos alavanca dignos de
registo. Finalmente, sdo visiveis nos cantos a direita as isolinhas de distancias de Cook
D; = 0.5. As distancias de Cook assinalam a influéncia de cada observagao, ou seja, o
impacto que a sua exclusao teria sobre o ajustamento da recta. A maiores distancias
de Cook corresponde maior influéncia, sendo a condicao D; > 0.5 usada frequentemente
para identificar observacoes com influéncia excessiva. No nosso caso nao existe qualquer
observagao com distancia de Cook superior a 0.5, mas 3 observagoes tém uma influéncia

consideravel: as observagoes legendadas como E078, E079 e E001.
Um valor aproximado da distancia de Cook pode ser obtido a partir da férmula D; =
RZ2 "1 f}:“ . %, lendo-se nos eixos os valores aproximados de R; e h;;. Para a observacao

E079 tem-se hgore,porg ~ 0.06 e Rporg =~ —3.5. Logo, Dgorg =~ (—3.5)2 X 19-(?.%6 x 0.0 =
0.3909574 ~ 0.4.

3. Neste ponto considera-se o modelo linear entre log(compAsa) e log(peso).

(2)

Héa dois aspectos a referir. Por um lado o teste de ajustamento global do modelo:

Hipoteses: Hy:R?>=0 wvs. H; :R>>0.

Estatistica do Teste: ' = % =(n—2) % ~ F(1n2), sob Hy.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feaie > fo.05[1,127), Pelas tabelas, ¢ um
valor préximo do valor tabelado fq gs(1,120) = 3.92

Conclusoes: No enunciado é dado o valor calculado da estatistica, Frq,.=0672. A rejeicao
de Hy é muito clara, pelo que o modelo ajustado é muito significativamente diferente
do Modelo Nulo (o correspondente valor de prova é inferior & precisao de méquina, ou
seja, p < 2.2 x 10716),

Este resultado era previsivel, dado o valor relativamente elevado do Coeficiente de Deter-
minacdo, R? = 0.8411, que indica que quase 85% da variabilidade da varidvel resposta é
explicada pela regressao. Mas deve ter-se em atencao que a variavel resposta é o logaritmo
dos comprimentos da asa, razao pela qual a frase constante no enunuciado nao é correcta.
O que se pode afirmar ¢ que quase 85% da variancia dos logaritmos do comprimento da
asa ¢é explicada pela regressao.

Nas escalas originais de = e y, a regressao linear agora ajustada corresponde a uma curva
poténcia:

In(y) =by+ by In(x) & y=cothih@ oy elogh@) gy —bogh

No nosso caso concreto, a curva poténcia ajustada (que é a curva visivel no grafico do
enunciado) tem equagao y = 339058 0.32275 — 99 68316 x0-3227

Na alinea anterior viu-se que, na amostra, o comprimento da asa é proporcional & poténcia

b1 = 0.32275 do peso do passaro, que é um valor muito proximo de % Assim, é legitimo
perguntar se é admissivel a regra simples de que o comprimento da asa é proporcional
a poténcia % = 0.333333 do peso. Tal pergunta corresponde a um teste de hipoteses a

Hy: B1= %, contra a hipétese alternativa complementar.



Hip(‘)teses: HO : ,81 = % vs. Hi :,31 7§ %

Estatistica do Teste: E dada por T'= Bl_&’&, com distribuicao t,_o caso o valor de 5
b1

tenha o valor da Hipotese Nula (ou seja, se 3y, = %)

Nivel de SignificAncia Defina-se «=0.05.

Regiao Critica: (Bilateral) A regra de rejei¢ao consiste em rejeitar Hy no caso de
| Teate| > to.025(127) = 1.980.

Conclusoes O valor calculado da estatistica é T, = W =—0.8497992. Este va-

lor encontra-se fora da regiao de rejei¢ao, pelo que nao se rejeita Hy (ao nivel a«=0.05).
Assim, a informacao existente é compativel com a hipotese formulada no enunciado.

Sabemos ainda que uma relacao poténcia surge de admitir que ambas as variaveis (x e y, nas
escalas originais) sao funcao dum terceiro variavel (como o tempo t), e que as respectivas
taxas de variacao relativas sdo proporcionais. Mais concretamente, surge de admitir que
se tem % =d 3;;((;)). Sabemos ainda que a constante de proporcionalidade d corresponde a
poténcia b;. Assim, temos que a taxa de variacdo relativa do comprimento da asa é cerca

de um terco da taxa de variacao relativa do peso.

(d) A observagao no canto superior direito do grafico é a observagao a que corresponde o maior
peso e também o maior comprimento de asa. Estes valores maximos constam do enunciado,
e sao respectivamente: Xq: = 500.0 € Y = 255.0. Na regressao linear ajustada, o
residuo corresponde & diferenga entre o logaritmo deste valor observado de y, y* =In(255) =
5.541264, e o valor que, através da recta ajustada, corresponde a y quando o logaritmo de
x toma o valor z*=1In(500) =6.214608. Tem-se assim que esse residuo (que sera designado
por e.s, onde cs indica “canto superior”) é dado por e.s =y}, — gj*cs =1In(y.s) — (3.39058 +
0.32275 In(z.s)) = 5.541264 — (3.39058 + 0.32275 x 6.214608) — 5.541264 — 5.396345 =
0.144919. No entanto a distancia na vertical entre o ponto e a curva, nas escala original
de y (mm) nao é obtida exponenciando este valor. Pode ser calculada como a diferenca
entre Ymaz = 255 € a exponencial do valor ajustado g}, =5.396345, ou seja: Ymazr — eles =
255 — 2396345 =955 — 220.5987 =34.40135.

111

1. Estamos no contexto do Modelo de Regressao Linear Simples.

(a) Pede-se para deduzir a distribui¢ao de Ay |z = Bo + Bl x. A primeira constatacao é que
sendo By e (3 ambas combinagoes lineares dos Y; = By + (1 @i + €;, também fiy|, ¢ uma
combinacao linear dos Y;. Sabemos que, dado o Modelo de Regressao Linear Simples, os
{Y;}!_| sdo um conjunto de varidveis aleatérias Normais (porque sdo uma transformacao
linear das Normais ¢;) e independentes (porque os erros aleatérios €; sdo independentes).
Como qualquer combinagao linear de Normais independentes tem distribuicao Normal, sai
imediatamente que fiy|, tem uma distribuigdo Normal. Falta determinar os respectivos
parametros. Com base nas propriedades dos valores esperados, varidncias e covariancias,
sabendo que Bg e Bl sao estimadores centrados, e usando as féormulas das varidncias e



covariancia desses estimadores, que constam do formulério, tem-se:

Eliy.] = E[Bo + prz] = E[fo) + E[B1a] = o + x E[B1] = o + i«
Viiye] = Vo + Biz] = VI[o] + V[ a] +2Cov[Bo, b1 2] = V[Bo] + 2 V[B1] + 22 Cov[Bo, Ai]
5|1 T2 9 o2 —To2
- [T(n—l)sz}” GRS ey
o [1 22 +7%— 22T 5 [1 (x —7)?
- [T (hn—1)s2 ]“ [W(n—l)sz}'

Logo, /ij|$/\N<BO+51.%', o { + (Ef 19;)2 ])

(b) As semi-amplitudes de cada um dos intervalos sao dadas pelo produto do quantl da dis-
tribuicao t-Student, ta(n—2) € do erro padrao de cada estimador, 630 e &31' Usando o
mesmo grau de confianca nos dois casos, sao apenas estes erros padrao que distinguem as
semi-amplitudes. Tomando a razao dos quadrados desses erros padrao (para nao ter de
trabalhar com as raizes quadradas), tem-se:

22 QMRFE 1
% _ (n—1) 52 _ 2 _ n _.n
2 - - 1 2 =21 2 =2~ )
0% 1 z ————|(n—1) 8% +Nn<T n—1)85 +nx 2
Bo QME |:n + (n—1) s;%:| nM[( ) Sz ] ( ) 8z igl Zi
ja que a variancia amostral de z se pode escrever como (n—1)s —Z 22—n7?. Assim, o

intervalo de confianca para (1 terd menor amplitude que o de [y se e 86 se n < 5 z?.
=1
Esta condicdo depende das unidades de medida de x e, por exemplo uma conversao dessas

unidades de metros para centimetros aumentaria o valor de Z 22 em 1002 =10000 vezes.

Assim, pode acontecer que para uma mesma amostra, o 1ntervalo de confianca de (1 seja
maior ou menor de que o intervalo de confianca para 3y, consoante as unidades de medida
usadas na medicao de x. Esta constatacao nao deve surpreender, uma vez que o valor do
proprio parametro 1 depende das unidades de medida de x (ja que é expresso no quociente
das unidades de medida de y sobre as unidades de medida de x).

2. Agora no contexto duma regressao linear multipla descritiva.

(a) Por defini¢do, a matriz do modelo X é a matriz de dimensdes n x (p + 1), cuja primeira
coluna é constituida pelo vector 1,, (cujos n elementos sio todos 1) e cada uma das restantes
p colunas, X; (j=1,2,...,p) contém os n valores observados da j-ésima variaveis preditora.
Também por defini¢ao, o espago das colunas da matriz X é o conjunto de todas as possiveis
combinacdes lineares das colunas de X, ou seja, de ag 1, + a1X1 + as X2 + ... + apXp, para
qualquer conjunto de coeficientes ag, a1, as,...,a,. Este conjunto ¢ um subespaco de R",
representado por C(X).

(b) A média ¥ dos valores observados de Y & dada por §= - L7ty ¥, onde ¥ indica o vector das

n observacgoes da variavel resposta. De facto, o produto interno 1%y devolve a soma dos
elementos do vector dessas observagoes, y.

—
/\

Ora, sabemos que o vector dos valores ajustados é dado por y = Hy. Assim, a média

_ n
dos n valores ajustados, que podemos representar por § = % Z pode ser calculado

tomando o produto interno do vector 1, de n uns com o Vector y, uma vez que esse
produto interno devolve a soma dos elementos de y. Assim, a média dos valores ajustados



ey =11t by = 11t Hy = L(H'1,)'y (Hl )y 1ty, uma vez que H ¢é simétrica
(H!=H) e HI, = =1,, ja que que o vector 1,, pertence ao subespago das colunas de X logo
fica invariante quando projectado nesse subespago. Mas a expressao final obtida, +1%y, é a
média 7 dos valores observados de y. Assim, também na regressao linear multlpla, valores
observados de y e correspondentes valores ajustados partilham o mesmo valor médio.

O centro de gravidade da nuvem dos n pontos correspondentes as observagoes é, por defi-
ni¢do, o ponto cujas coordenadas sao as médias das p + 1 varidveis observadas, ou seja, o
ponto (T1,Ta, ..., Tp,Y). Ora, na representacio tradicional (no espago RP*1), o hiperplano
de minimos quadrados tem equacao y = by + by x1 +ba x2 4 ... + b, 2. Os valores ajustados
de y, 9;, obtém-se substituindo os correspondentes valores dos preditores nessa equacao, ou
seja, §; = by + b1 x1(;) + b2 o3y + ... + by Tp(;). Logo, a média dos n valores ajustados é dada
por

= 1 ~ 1 -
T 52% - Ezl(b0+b1x1(,~)+b2$2(i)+---+bp$p(i))
1 n 1 n 1 n 1 -
1 1 ¢ BN
_ );/X%/bo_}_blgz:xl(z)—}—bQEZxQ(z + .. +b pr(z
i=1 i=1

oy = bo—{—blfl—{—bgfg—{-...—}—bpfp

Esta tltima equacdo (que resulta da igualdade § =7 provada na alinea anterior), significa
que o ponto (T1, T2, ..., Tp,y) satisfaz a equagdo, ou seja, o centro de gravidade é um dos
pontos do hiperplano ajustado.



