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Chapter 1

Funcoes reais de variavel real

1.1 Conceitos basicos sobre funcoes

Uma fungao f é uma correspondéncia que associa a cada elemento

x de um dado conjunto D um tnico valor y.

O elemento z designa-se por argumento (ou varidvel independente) e o
elemento y por imagem de x (ou varidvel dependente de x). Escreve-se

usualmente y = f(x).
e D (ou Dy) designa-se por dominio de f.

e O conjunto das imagens designa-se por contra-dominio ou conjunto

imagem de f e denota-se por CDy ou Im f.
e Chama-se grdfico de f a Gy ={(z,y) : x € Dy ey = f(x)}.

e Se Dy e CDy sao subconjuntos de R, f diz-se uma fungao real de

varidvel real e o grafico de f é, em geral, uma curva em R2.



Sao exemplos de fungoes reais de variavel real:
1. A correspondéncia f(z) =2z + 1, com x € R. O gréfico de f é
Gy={(z,y) : y=22+1}
que corresponde & recta de R? representada abaixo.

Y y=2x+1

/ 1
1/2 .

2. A correspondéncia x +— In(x), com x € R, x > 0. O dominio de f é

RT e grafico de f ¢é

Gf={(z,y) : >0ey=Inzx},

que corresponde & curva de R? representada abaixo.

Y

y=Inx




3. A correspondéncia g definida pela seguinte tabela, onde D, = {2, —1,0, 1, 2}:

4

que pode também ser definida como o conjunto de pares ordenados,

{(_274)7 (_17 1)7 (070)7 (17 1)7 (274)}

4. A sucessao de ntumeros reais,

1
neN—z, =

Yy
\
1
\\ y==
\
\
‘\
\
\
\
\
\
\
1 ‘o
1/2 TThe._
cee e .-
x
1 2 3 4
5. A correspondéncia definida por ramos,
2, x>0
flx) =

cujo o grafico se encontra representado na figura abaixo.



y==x

Para uma funcao real de variavel real temos os seguintes conceitos:

f diz-se injectiva se para todos os pontos do dominio z; # x2 se tem

f(az1) # f(22).

f diz-se crescente se para todos os pontos do dominio x1 < 3 se tem

fz1) < fza).

f diz-se estritamente crescente se para todos os pontos do dominio

x1 < wg se tem f(x1) < f(w2).

f diz-se decrescente se para todos os pontos do dominio x7 < x2 se tem

f(z1) > f(x2).

f diz-se estritamente decrescente se para todos os pontos do dominio

x1 < wg se tem f(x1) > f(x2).

f diz-se mondtona se é crescente ou decrescente no seu dominio.

f diz-se estritamente mondtona se é estritamente crescente ou estrita-

mente decrescente no seu dominio

Uma fungao estritamente monétona € injectiva mas uma fungao injectiva

nao é necessariamente monotona.



Exemplos:

A: f é estritamente decrescente em R logo € injectiva em R;

B: f é estritamente crescente R logo é injectiva em R;

C: f é injectiva em R mas nao é mono6tona em R.

Algumas classes importantes de fungoes reais de varidvel real

Funcgoes polinomiais

f(x) =apz™ + Qp_1a™ "

+ -+ a1z + ap,
de dominio R.

e Funcao constante (polinémio de grau 0):

fl)=b (beR)

O grafico de f(z) = b é a recta horizontal y = b.

)




e Funcao linear (polinémio de grau 1):

fle)=mz+b (m,beR, m#0)

O grafico de y = f(x) é a recta de declive m que intersecta o eixo

das ordenadas no ponto (0,b). Se (z1,y1) e (xg,yo) sao dois pontos da

Y1 — Yo

recta tem-se m = .
xT1 — Xo

e Funcgoes quadraticas (polindémio de grau 2):
f(z) =az® + bz +c (a,b,c e R, a#0)

As raizes (eventualmente complexas) sao dadas pela formula resolvente

_ —bEVA
T 2a

onde A = b2 — 4dac é o binémio discriminante.

1. Se A > 0 o polinémio admite as duas raizes reais simples,

_bivA b VA

@ 2a 2a

e tem-se

f(x) = a(z - a)(x = §).



2. Se A = 0 o polinémio admite a raiz real dupla,

—b

a=—
2a’

e tem-se

3. Se A < 0 o polinémio nao admite raizes reais (polinémio irre-

dutivel).

Os graficos de f(x) s@o parabolas cuja concavidade esta virada para

cima (baixo) consoante a > 0 (a < 0).

| a>0, A>0 | a>0, A= | a>0, A<0 |
Y B | :
I I I I
1 1 T f 1 1
I I I I
I x\ x\ $\
I I I I
I I I I
I I I I
1 1 1 1
I I I I
Lo - Lo - - Lo - - I
| a<0, A>0 | a<0, A=0 | a<0, A<O |
| Y | Y | Y |
1 1 1 1
I I I I
I a’/’\ 1/‘\ x\
1 1 1 1
I I I I
I I I I
I I I I
| | | |
Lo - L L |



Funcao poténcia f(z) = 2 (e € R)
Alguns exemplos importantes:

1
e f(z)= o cujo dominio é R\ {0}.

e f(z) = vz, cujo dominio & R

Y

e f(x) = /x, cujo dominio ¢ R.




Funcgao exponencial e funcao logaritmo

Estritamente crescentes no respectivos dominios (R e RT).

Y

Operacoes com funcgoes

Soma, produto e quociente de fungoes

Sejam

f:Df CR =R, g: Dy CR =R,
e D= D;ND,. Define-se:

e Soma de f com g,

f+9g:D—=R, (f+9)(x) = f(z)+g(z), paratodooz e D.

e Produto de f e g,

f-9:D—=R, (f-9)(x) = f(z)g(x), paratodooze€ D.

10



e Se g(x) # 0 para todo o x € D, define-se ainda o quociente de f por

9,

flg:D =R, (f/9)(x) = f(x)/g(x), paratodoox e D.

Exemplo

Consideremos as fungoes f(x) =Inz e g(z) = 2 + 1. Tem-se:
1. (f+g)(xz) =lnz + 22+ 1, para todo o = € RY.
2. (f-g)(x) = (2 + 1) Inz, para todo o z € RT.

|
3. (f/g9)(x) = mgn—fl, para todo o z € RT.

Composigcao de funcgoes
Consideremos as fungoes

f:DfCR—=R e g: Dy CR =R,
Se CDy C Dy, define-se a composi¢ao de g com f, por

(go f)(z) =g(f(x)), para todo o x € Dy.

Esquematicamente,

zeDp b f@)eDy & g(f(2) = (go f)(z) €R

\/

gorf

11



Exemplo
Se f(z) =¢” e g(x) = /z, tem-se:
e (9o f)(x) = g(f(x)) = VeT, para todo o z € R.

e (fog)(x)=f(g(x)) = eV®, para todo o z € ]RaL.

Funcgao inversa
Se f & uma fungao injectiva num intervalo I = Dy e J = C'Dy o respectivo
contradominio, existe uma fungao ¢ : J — I tal que g(f(z)) = = para todo
ox € I. A funcdo g é tnica e chama-se inversa de f (em I) que se denota
por f1.
Observagoes:

1. e (f~'o f)(x) =z para todo o x € Dy.

e (fof ') (x)=a para todoox € Dj-1.

2. Se f: Dy — CDy entao ft: fol =CDy — Cfol = Dy.

3. Os graficos de f e f~! sdo simétricos em relacdo a recta y = .

Exemplos

1. A inversa da funcdo linear f(z) = maz + b, com m # 0, é a funcao

linear f~1(z) =

|

1
mT

12



L. b

~
. / —_ — ./1:‘ _
Y m m

y=mzx+b

Inz — 2 para todo o

2. Se f(x) = €® entdo f~!(x) = Inz, tendo-se e

z € RT e In(e”) = x para todo z € R.

13



3. A fungdo f(z) = 2? definida em R e com contradominio R, & injectiva

(estritamente monotona) nos intervalos [0, +00] e | — 00, 0], tendo-se:
e f : [0,400[— [0,+00] tem inversa f~' : [0,4+oc[— [0,+o0],
definida por f~!(z) = \/z.

o f:]—00,0] = [0,4+00] tem inversa f~! : [0, +oo[—] — oo, 0],

definida por f~!(z) = —/z.

14



Funcgoes trignométricas e respectivas inversas
Relagoes trignométricas

Considere o triangulo rectangulo

Relagoes trignométricas envolvendo os comprimentos dos lados do tridngulo:

. c b c
slno = —, cosa = —, tgax = —
a a

b

Valores “notaveis” no 12 quadrante.

a | sina | cosa | tga

0 0 1 0
T | 1 V3| V3
6 2 2 3
™| V2 V2 1
] 2 2
™| V3 1
3 2 2 V3
s
Definem-se ainda
1 a a cosa b
seco = = -, cosec o = — = -, cotgar = — = -.
cosa b sina ¢ sina ¢
Tém-se as seguintes relacoes trignométricas fundamentais:
sin? o + cos? a = 1, tg? o 4+ 1 = sec?a, cotg® a + 1 = cosec? av.

15



Representagao das relagoes trignométricas no circulo trignométrico:

16



Funcgoes seno e arco seno

A func¢ao seno é uma funcdo periovdica em R (de periodo 27) e toma valores

em [—1,1], sendo injectiva nos intervalos da forma [—— + km,

T
—+k
2—1— | com

k € Z. O intervalo standard de invertibilidade é [—E, Z} . Neste intervalo,

mm
in: |——,=| —>[-1,1
i [2’2} =111

¢é estritamente crescente e tem inversa estritamente crescente,

arcsin : [—1,1] — [—g, g} ,

que se designa por arco seno, tendo-se,

sin(arcsinz) =z,  para todo o z € [—1,1],

. T
arcsin(sinz) = x, para todo o x € [—5, 5}

Representagao dos graficos das fungoes seno e arco seno.

Yy = arcsin x

S

y =sinz
2

17



Funcgoes cosseno e arco cosseno

A funcao cosseno ¢ uma fungao periddica em R (de periodo 27) e toma valores
em [—1, 1], sendo injectiva nos intervalos da forma [k, (k + 1)7] com k € Z.

O intervalo standard de invertibilidade ¢ [0, 7]. Neste intervalo,
cos: [0,7] — [-1,1],
é estritamente decrescente e tem inversa estritamente decrescente,
arccos : [—1,1] — [0, 7],

que se designa por arco cosseno, tendo-se,

cos(arccosx) = x,  para todo o z € [—1,1],

arccos(cosx) = x,  para todo o z € [0, 7].

Representagao dos graficos das fungoes cosseno e arco cosseno.

Y

Y = arccos

Y = Ccosx

X

18



Funcgoes tangente e arco tangente

A fungdo tangente encontra-se definida em R\ {g +km, k € Z} e toma
valores em R. Tem periodo 7, sendo injectiva (estritamente crescente) nos
intervalos da forma } —g + km, g + kﬂ'[ com k € Z. O intervalo standard de

T
invertibilidade é } 35 [, Neste intervalo,

m™ T

__W'_[_%]R7
2°2

tg : }
¢é estritamente crescente e tem inversa estritamente crescente,

T
t :R—ﬁ——,—[,
arctg 5’5

que se designa por funcao arco tangente, tendo-se,

tg(arctg x) = z, para todo o z € R,

™ F[
)

arctg(tgz) = x, para todo o x € }—5, B

Representacao dos graficos das fungoes tangente e arco tangente.

| gumumm®
SY Ae
*
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1.2 Limites e continuidade

Sejam f: Dy CR — R ea € R tal que f esta definida & esquerda e/ou a
direita de a (a nao tem que ser necessariamente um ponto de Dy).

Diz-se que f converge para b € R quando x tende para a e escreve-se,

lim f(z) = b,

Tr—a

se os valores de f estao arbitrariamente proximos de b para os pontos de Dy

que estao suficientemente proximos (e sao distintos) de a.

Notas:

e Também se define a no¢ao de limite quando a (ou b) é infinito.

e Se f apenas esta definida a direita |esquerdal de a, escrevemos

lim f(z) = lim f(z)="5 lim f(z) = lim f(z)=>5|.

T—a rx—at T—a r—a~

Os limites anteriores designam-se por limites laterais. Quando f esta

definida & esquerda e a direita do ponto z = a, tem-se

lim f(z)=b < lim f(z)= lim f(z)=".

T—a T—a~ z—at

Exemplo

22 -1 _
. definida em | — o0, 1[U]1, 4+00[ e a = 1.

Consideremos a fungao f(z) = —

Observando a tabela podemos constatar que os valores de f(z) se aproximam

de 2 & medida que x se aproxima 1,

20



. ‘ 97 ‘ 98 ‘ .99 ‘ 1 ‘1.01 ‘ 1.02‘1.03‘---

X
f(x) H ‘ 1.97 ‘ 1.98 ‘ 1.99 ‘ ND ‘ 2.01 ‘ 2.02 ‘ 2.03 ‘
De facto,
2 _ _
lim &L gy EZVEHD 2o
z—=1 z— 1 rz—1 x—1 rz—1

O gréfico de f(z) corresponde ao gréfico da fungao linear y = x + 1, com o

ponto (1,2) removido, pois f nao estd definida no ponto a = 1.

Uma funcao f diz-se continua em a € Dy se existe o limite de f(z) quando

x tende para a e o seu valor ¢ igual a f(a), isto é,

f continua em a € Dy <« liLn f(z) = f(a).

Notas:

e As fungdes polinomiais, poténcia, exponencial, logaritmo e funcgoes

trignométricas e respectivas inversas, sao continuas nos seus dominios.

e As fungbes que se podem obter como somas, produtos, quocientes e
composigoes de fungoes continuas (ou das suas inversas), ainda sao

continuas nos seus dominios. Para estas fungoes o célculo do limite

21



num ponto do dominio faz-se substituindo o valor da fungao nesse

ponto.
1 1
Por exemplo, considerando f(z) = n(?xij__l) ea=0¢€ Dy, tem-se
x
_ . In(z+1) In(1)
A= T Ty T

e Se f apenas esta definida a direita [esquerda| de a, incluindo o ponto

a, f diz-se continua em a se

lim f(z)=f(a) | lim f()=f(a)

z—a™t T—a~

Quando f esta definida a esquerda e & direita do ponto z = a, tem-se

f continua em a € Dy < lim f(z)= lim f(z) = f(a).

T—a~ z—at

Exemplo

Consideremos a func¢ao y = f(x) representada no grafico abaixo.

e Existe lim f(z)= f(a1) pelo que f ¢é continua em aj.
Tr—ai

e Existe lim f(x) pois existem e s@o iguais lim f(z) = lim f(x), mas
T—raz T—ay z—ay

f nao ¢é continua em ay pois lim f(x) # f(a2).
Tr—rag

e Nao existe lim f(z) pois lim f(z)# lim f(z), pelo que f também
T—as z—ag z—ay

nao é continua em ag.

22



e Existe lim f(z)= lim f(x)= f(a4), pelo que f é continua em ay.
T 04 T—ray

Propriedades operatorias dos limites

Consideremos fungoes f: D — Re g: D — R tais que

lim f(z)=b e limg(z)=c,

r—a r—a

onde a, b e ¢ podem ser reais ou *+oo. Tem-se:

o lim(f(x) +g(x)) =b+c,

r—a

o lim(f(z) g(x)) = be,

r—a

o f@) b
") e

admitindo a extensao das operacoes aritméticas indicada simbolicamente na

seguinte tabela, onde k € R:

k+too==0 00 4 00 = 00 00 — o0 indeterm.

kxoo=o00 (k#0) 00 X 00 = 00 0 X oo indeterm.

%zoo;%z() %zoo;%zO (k#0) | 2; = indeterm.
Exemplos

z—0

1
1. lim <x2 + —2> Otoo +o0.
T

3. lim (e% sin :c) é uma indeterminagao do tipo oo x 0.

et =1
4. lim —
z—0 sinx

é uma indeterminagao do tipo 8.

23



Indeterminagoes do tipo co — oo geradas por fungoes polinomiais

Seja

P(x) = apz™ + -+ a1 + ag.

Pondo em evidéncia o monémio de maior grau mostra-se que

lim P(z) = lim ap,z™.
T—rFo0 T—rFo0

Exemplo
. 3 0—00 . 3 1
lim z° -z =" lim z°|1-— | =+o0.

T —+00 r——400 x
Indeterminagoes do tipo 2 geradas por fungoes racionais
Considere os polinémios

P(x) = ama™+ -+ a1z + aop,
Qz) = bua" + -+ bz + by,

;

P, m=n,
P(x) . Amx™
im = im =
T—+00 Q(l‘) T—+00 bnx” O’ m<n,

+oo, m > n,

a
onde o sinal do limite quando m > n depende do sinal de b_m Temos um
n

resultado do mesmo tipo quando x — —oo.

Exemplos
272 + 1 22 (2+ L 2
1 Jim e~ Jim ( x2)2 ~Z
z5¥o0 322 — B +2  z—4oo g2 (3 — g + —2) 3

24



522 + 1  2(6+1)

2. 1 - = L =0.

a:—1>r4r—loo —x5 — 823 4 3x 33—1>I-P00 0 (—1 . x% + %4)
—2zt 4 3 — zt(-2+1- %

3. lim # = lim ( 5“ fs) = —00

z—+o00 Tx® — bx? + 4 z—+o00 g (7—5+x—3)
3 3 1 4
4 a:ll}}loo 522 — 51 mEIPOO 2 (5 — é) oo
X
Nota

As indeterminagoes do tipo oo —o0 ou 22 geradas por outros tipos de fungoes,

serao consideradas posteriormente.

1.3 Derivadas

Consideremos uma fungado f : [a,b] — R. Chamamos taza de varia¢ao média

de f em [a,b] a razdo,

£~ (@)

b—a
Geometricamente a taxa de variagdo média corresponde ao declive da secante

que une os pontos do grafico de f, (a, f(a)) e (b, f(D)).

¢ - -

S}

25



Chamamos taza de variacao instantdnea ou derivada de f no ponto de

abcissa a € Dy ao limite (quando existe)

i f@) ~ fla)

T—a T —a

Nesse caso a a funcao f diz-se derivdvel em a e denota-se a derivada de f
/ df
nesse ponto por f/(a) ou d—(a).
x
A taxa de variagao média [instantanea] também se designa por velocidade
média |instantanea| ou taza de crescimento média |instdntaneal, consoante o
contexto em que se aplica.

Dizemos que uma fungao ¢ derivdvel (num intervalo) se for derivavel em

todos os pontos desse intervalo.

Tomando h = x — a concluimos imediatamente que a defini¢ao de f’(a)

também pode ser apresentada como o limite, quando existe, de

i {0 1) = f(a).
h—0

o que pode ser 1til nalguns calculos.

Geometricamente, derivada de f em a corresponde ao declive da recta
tangente ao grdfico de f no ponto (a, f(a)), recta essa cujo declive é o limite
dos declives das secantes que unem os pontos do grafico de f, (a, f(a)) e

(z, f(x)), quando x tende para a.

26



f(z) o
f(a) 4

S]
T
8

* - ——-
* - ———-
S

Tem-se que f é derivavel em a se e s6 se admitir recta tangente ao seu

grafico no ponto (a, f(a)).

Para determinarmos uma equacao para esta recta tangente, comecemos

por recordar que uma equagao da recta com declive m que passa no ponto

(.7}0, yO) ¢ dada por,
Y —yo = m(x — o).
No caso da recta tangente tem-se zog = a, yo = f(a) e m = f'(a). Portanto
uma equagao da recta tangente ao grafico de f em (a, f(a)) é dada por
y=f(a) + f'(a)(z — a).

Exemplos

1. A taxa de variagio média de f(x) = 522 + 2z no intervalo [0, 1] ¢

f() - f(0)

=7.
1-0

27



A taxa de variacao instantdnea de f em 0, é

f'(0) = lim F@) =70 _ 5a® + 20 _ lim (5z + 2) = 2.

z—0 xTr — z—0 €T z—0

A taxa de variacao instantinea de f em a, i.e., a derivada de f em a,

fla+h) — f(a)

! — 1
f(a) lim W
— tim 5(a + h)? +2(a+ h) — (5a% + 2a)
NG h
. 5(a® + h? +2ah) + 2(a + h) — (5a* + 2a)
= lim
h—0 h
. B5h%+10ah + 2h
= lim
h—0 h

= lim(5h + 10a + 2) = 10a + 2.
h—0

1
2. A derivada de f(x) = — mo ponto x # 0 é

/ — 1
fz) B0 h
1 1
— i z+h T
hlg%) h
x—(x+h)
— z(x+h)
hli% h
G
— x+h
hli% h
I —1 1
= lim —=——.
h—0 z(x + h) z?

Para funcoes definidas por ramos a existéncia de derivada tem que ser

estudada considerando os limites,

fé(a): lim fla+h) - f(a) o fgll(a): lim f(a+h)—f(a)'

h—0— h h—0t h

28



que se designam, respectivamente por, derivada lateral esquerda e derivada
lateral direita de f em x = a.
A existéncia de derivada em a é equivalente & existéncia e igualdade de

derivadas laterais nesse ponto.

Exemplos

1. Consideremos a funcao

x, x>0,
f(z) =|z| =
-z, <0
Tem-se
. 0+ h)— f(0) . h—0
1(0) = tim I = lim ——=1
1a(0) hE& h hi%ﬂ h ’
€
£2(0) = lim 1O0+h) = 10O) _ im =9 .
h—0— h h—0—

Como f/(0) # f(0) ndo existe derivada de f em 0.

2. Consideremos a funcao

29



Tem-se

AR —f1) . @) -1 -1
fa(1) = hlgg+ h N hli%i n =2,
(§]
_ 2
310 = i TG IR = i CEEE2 — i (142) =2

Como f/(1) = fi(1) =2, existe f'(1) = 2.

Teorema Se f : Dy — R ¢ uma funcao derivavel num ponto a € Dy, f ¢

continua em a.

Notas:

e Se f nao é continua num ponto entdao nao é derivavel nesse ponto.

e Se f ¢é continua num ponto, f pode ou nao ser nao derivavel nesse

ponto, como se viu nos exemplos anteriores.

30



Exemplo

Consideremos a fungao

et, x>0,
f(x) =
22, <0
Tem-se
lim f(z)= lim e* =1
z—0t f( ) z—0t
e

lim f(z) = lim 2% =0.
z—0~ z—0~

Como os limites laterais em 0 sao distintos, f nao é continua em x = 0, pelo

que também nao é derivavel nesse ponto.

Derivadas de algumas fungoes elementares

Usando a definicao de derivada e procedendo de modo anélogo ao que fizémos
1

para a funcao f(x) = — podemos determinar expressoes para as derivadas
x

das funcoes elementares mais conhecidas, que se resumem na seguinte tabela.
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f(z) f(z)
k 0
x“ azet (a € R)
er er
1
Inx —
T
sinx cosS ¥
cosS ¥ -sinx
tgx sec’x
) 1
arcsin x _—
V1—22
1
arccos r | ————
V1— 22
1
t
arctg x T2

Regras de derivagao

Teorema

Sejam f,g : D — R fungoes derivaveis, onde D = Dy N D,. Sao validas
as seguintes propriedades.

e (Derivada da soma) f + g: D — R ¢é derivavel, tendo-se
(f+9)(z) = f'(x) +¢'(x), VzeD.
e (Derivada do produto) fg: D — R é derivavel, tendo-se
(f9)(x) = f'(z)g(x) + f(x)g'(x), VxeD.
Em particular, se k € R, k f ¢ derivavel tendo-se (k f) =k f.
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e (Derivada do quociente) Se além disso g(x) # 0 para todo o x € D,

entao i : D — R é derivavel, tendo-se
[Y)

<f>’(x) _ M@ - f@d@

Exemplos

1
1. Inz +sinz) = (Inx) + (sinz) = = + cos .
x

sinx
+ Inxcosz.

2. (Inzsinz)’ = (Inz) sinz + Inz(sinz) = .

3. (4sinz) = 4(sinz) = 4cosz.

<lnx>/ (Inz)'sinz — Inz(sinz) SIME _Ip g cos @

sin? z sin? z

nz\" 1 1
(=E) = —(na) = .
g ( 4 > B =

Teorema (Derivada da fungao composta)

sinx

Sejam f: Dy —+ Reg: Dy — R fungoes derivaveis tais que CDy C D,,.

Entao go f : Dy — R ¢ derivével, tendo-se

(go f) (@)= (9(f(x))) = ¢'(f(2))f'(z), Ve Dy

Exemplos
1. Seja f(x) = 2z e g(x) = . Entdo (go f)(x) = €?*, tendo-se,
(ezx)/ = e?*(2z) = 2%,
2. Seja f(x) = 22 e g(x) = sinz. Entao (go f)(z) = sin(z?), tendo-se,
(sin(:c2))/ = sin’(2?) (22)’ = cos(z?)2z.
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3. Seja f(x) =sinz e g(x) = 22. Entao (go f)(z) = (sinx)?, tendo-se,
(sin? 1,‘), = 2sinz(sinx) = 2sinz cos .
Usando a regra de derivacao da funcao composta e a tabela de derivadas

de fungoes elementares dada anteriormente, obtemos a seguinte tabela, onde

f denota uma funcao derivavel que pode entrar na composicao:

Y = el (acR)
@y
miy - L
(sinf)" = cos(f) [’
(cos f) = —sin(f) [’
(tg ) = sec(f)f
NV f!
(arcsin f)! = 7\/@
(arccos ) = S
VT
R

Aproximacao linear a uma funcgao

Seja f : D — R uma funcao derivavel em a € D. Recordemos que uma

equacao da recta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) é

y = f(a)(x—a)+ f(a).

A funcéo linear



chama-se a linearizacao de f em a e corresponde a melhor aproximagao linear

de f na vizinhanca do ponto = = a, tendo-se

i {@) — L)

T—a T —a

=0.

Exemplo

Consideremos a funcio f(z) = 22 ¢ a € R. Tem-se f'(z) = 2z pelo que uma

equacao da recta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) é
y=fla)+f(a)(z —a) & y=a’+2a(z—a).
A aproximacao linear de f na vizinhanca de a é dada pela funcao
L(z) = a® 4 2a(x — a).
Para x = a + h perto de a, isto &, para valores pequenos de |h|, tem-se
fla+h) = (a+h)?=d®+2ah + h*~ L(z) = a® + 2ah.

O erro da aproximacio anterior é |f(a + h) — L(a + h)| = h2.
Se a,h > 0, podemos interpretar geometricamente f(a + h) e L(a + h)

como as areas das regioes representadas (a azul) na figura abaixo.

O erro da aproximacao corresponde & area do quadrado de lado h que falta

na segunda regiao.
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1.4 Regra de Cauchy

O seguinte resultado permite levantar indeterminagoes do tipo % e =,

o0
Teorema (Regra de Cauchy)
Sejam f e g duas fungoes derivaveis num intervalo I aberto, a extremi-

dade de I (a € R, a = +00 ou a = —o0). Suponhamos ainda que ¢'(x) # 0,

para todo o x € I e que

(1) lim f(z) = lim g(z) = 0 (ou o),

r—a r—a
!
(77) existe lim f/ (z) = 0 (finito ou infinito).
z—a g (x)
Entao,
!
lim _f(a:) =1l [(z)
T—a g(x) T—a g’(qj)
Exemplos
1 lim cosx — 1 ﬁ lim —sinzx _
z—0 T z—0 1
9 lim cost— 1 i lim —sinz i lim —cosx _1'
x—0 x z—0 2@ z—0 2 2
633 > T oo T oo x
3. lim — = — 2 lim — 2 lim — =400

. G 1m
750 3 =400 312 T—+00 6 z—+oco 6

lim = = lim 222 = +oo.
T—+400

4. lim —
z—+oo In x z—+00

8=

Para além das indeterminagoes do tipo % e %2, indeterminagoes de outros
tipos podem também ser levantadas pela regra de Cauchy, transformando-as

. . ~ . 0 00
em indeterminagoes do tipo § ou 2.
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Indeterminagoes do tipo oo x 0

As indeterminagoes do tipo oo x 0 sdo geradas pelo produto de duas fungoes

f e g, em que uma converge para 0 e a outra para infinito. Estas inde-

terminagdes podem ser transformadas em indeterminagoes do tipo % ou =
considerando, respectivamente,
f g
g f
Exemplos
1
: Oxoo .. Inz 2 T :
L lim zlnz = lim —— = lim 5 =— lim z =
z—0t z—0t = r—0t — = z—0t
T x2
. cox0 .. r o= ..
2. lim ze* = lim — 2 lim =0
T——00 z——oc0 e~ ¥ x—+o0 —e¥
1 1 o
. Oxoo ;. Inzx & = ] 1l
3. lim tgzlnz = lim 7 = lim —5——— = lim —5— =
4 + & + —sin“x—cos?x +
z—0 z—0 sinz z—0 e z—0 m
. sin’xz @ . 2sinzcosw
— lim =— lim ——— =0.
r—0t X z—07F 1
Observagao:

No levantamento de indeterminagdes do tipo 0 x oo, nao ¢é indiferente (em
geral) a escolha da func¢do que se passa para o denominador. Por exemplo,

a escolha da funcao a passar para o denominador no limite

||oio

lim —
z—07t 5
nzr zln“z

= — lim zln%z,

. 0Oxoo ;. xz
lim zlnxz = lim -
— z—0t

z—0t z—0t I

nao simplificou o célculo desse limite, enquanto que transformando a inde-

terminagao 0 x oo em 2, se tem

w 1

[e.°] T J—
— g = 0.
v

. Oxco ;. Inz
lIimzlnz = lim —
z—0t E -
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Indeterminagoes do tipo co —

Estas indeterminagoes podem frequentemente serem transformadas em in-

determinacoes do tipo % ou 22, efectuando uma das seguintes operagoes:

1. Reduzir a expressao ao mesmo denominador;
2. Poér em evidéncia uma das parcelas da expressao;

3. Multiplicar e dividir pelo “conjugado” da expressao.

Exemplos
) 00—00 .. 1 sinz 1—sinxz ?
1. lim (secx —tgz) = lim - = lim =
ro s—IT \COST  COST s—It  COST
cos T
= —0.

im -
eIt —sinw

oO—00 . 1
2. lim (z—Ilnz) = lim =z <1— H) = +00.

T—+00 r—+00 €T
. Inz =2 1
(CA: lim — = lim £ =0.)
z—+o0o I z——4o00 1

. — o0 1. (Wex+1—-yx)Vr+14+/x)

1
llm —— =0
z—+oo \/x + 1+ /x

Outros tipos de indeterminagées: 0%, 1 e oo

Estas indeterminacoes sao geradas por limites do tipo

lim f9,
T—a

com f > 0. Estas indeterminacoes podem ser transformadas em indetermi-

nagoes do tipo 0 X oo atendendo a que

. g .
lim fg = ea}gﬂaln(f ) = ea}g}zgln‘f
T—a

)
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se este ultimo limite existir.

Exemplos

. 0% .. © .
1. lim 2% = lim 2" = lim %7,

z—0t z—0t z—00

Como vimos anteriormente, lim zlnxz = 0, pelo que
z—0t

lim 2% = lim &M% =0 =1,
z—0t z—0t

x z—r+00 1 z—+00 (1
z x
X
que lim <1—|——> =el=e
T—+00 X
1
0 . nlaxz . Inz
3 hma:z:hme<):hmez.
Tr——+00 Tr——+00 Tr——+00
1
. lnx x = . 1
Ora, lim — == lim £ =0, pelo que lim z= =¢" = 1.
rx—+00 X T——+00 T——+00

1.5 Estudo de funcgoes

Definigao Sejam f : Dy — R uma fungao real de variavel real e a € Dy.

Diz-se que:

e f atinge o mdzimo absoluto em a se f(x) < f(a) para todo o x € Dy;

e f atinge o minimo absoluto em a se f(x) > f(a) para todo o x € Dy;

e f atinge um mdzimo (relativo ou local) em a se f(z) < f(a) para os

pontos do dominio contidos nalgum intervalo Ja —e,a + €[ (¢ > 0);
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e f atinge um minimo (relativo ou local) em a se f(x) > f(a) para os

pontos do dominio contidos nalgum intervalo Ja — d,a + &[ (6 > 0);

’Z/:f(x)
R E as .

No intervalo Ja; — d,a; + o[ (a azul), f(z) > f(a1) pelo que f tem um
minimo (relativo) em a; de valor f(a;). Como f(z) > f(a3) para todo o
x € Dy, f tem um minimo absoluto em a3 de valor f(as).

No intervalo Jag — €,as + €[ (a verde), f(z) < f(a2) pelo que f tem um
maximo (relativo) em ag de valor f(ag).

No estudo da monotonia e extremos (relativos) de uma funcao, isto é,
respectivos maximos e minimos (locais), a derivada vai desempenhar um

papel fundamental, como veremos.

Teorema Seja f : I — R uma funcao derivdvel num intervalo aberto I.

Tem-se que:
1. Se f'>0[f <0] em I, f ¢ estritamente crescente [decrescente] em 1.

2. Se f/>0[f <0]em I, fécrescente [decrescente| em 1.

Corolario Se f: I — R é uma funcao derivavel num intervalo aberto I tal
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que f'>0o0u f'<0em I, f éinjectiva em I. Em particular f é invertivel

no intervalo I.

Exemplo
Consideremos f(z) = z + Inx cujo dominio é RT. Tem-se
/ 1 +
fllx)=14+—->0, Vo e RT,
x
pelo que f é estritamente crescente em R, e portanto ¢ invertivel em R™.

Corolario Sejam f: I — R é uma fungao derivavel num intervalo aberto I

e a € I. Tem-se que:

1. Se f" > 0 a esquerda de z = a e f' < 0 a direita de x = a entao f tem

um maximo relativo em = = a;

2. Se f' < 0aesquerda dex =ae f' >0 a direita de z = a entao f tem

um minimo relativo em z = a.

Teorema Sejam f : I — R uma fungao derivavel num intervalo aberto I e

a € I um extremo relativo de f. Entao tem-se f’(a) = 0.

Definigao Um ponto a € Dy diz-se um ponto critico (ou de estacionaridade)

de f se f'(a) = 0.
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Notas:

e O teorema anterior significa que os extremos relativos de uma fungao
derivavel num intervalo aberto se encontram entre os pontos criticos

dessa fungao.

e A reciproca do teorema anterior é no entanto falsa, isto é, existem

pontos criticos que nao sao extremos relativos.

Definigao Seja f : I — R uma fungéo real de variavel real derivavel no

intervalo I. Diz-se que:

e f tem concavidade virada para cima em I se para todo o a € I a reta
tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) esta abaixo do gréfico de f

(numa viz. desse ponto);

e f tem concavidade virada para baizo em I se para todo o a € I a reta
tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) esta acima do grafico de f

(numa viz. desse ponto).

O estudo da concavidade de uma funcao faz-se com recurso a 22 derivada.

Teorema Seja f uma fungao com 22 derivada no intervalo I.

1. Se f” > 0em I, f tem concavidade virada para cima;

2. Se f” < 0em I, f tem concavidade virada para baizo.

Definicao Um ponto a € Dy diz-se um ponto de inflexdao se em a ocorrer

uma mudanca do sentido da concavidade de f.
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Teorema Sejam f : I — R duas vezes derivavel num intervalo aberto I e

a € I. Se f tem um ponto de inflexdo em a, entao f”(a) = 0.

A reciproca do teorema anterior ¢ falsa, isto é, existem pontos que anulam
a segunda derivada que nao sdo pontos de inflexdo, como ocorre por exemplo

com a funcdo f : R — R definida por f(z) = x* (verfique).

Vamos ilustrar os conceitos anteriores através do estudo de duas funcoes.

Estudo da fungao f(z) = ﬁ

1. Dominio e assimptotas verticais.

Tem-se Dy = R (porqué?) pelo que f nao admite assimptotas verticais.

2. Assimptotas nao verticais.

Tem-se lim ——= =0, pelo que f admite a assimptota horizontal
z—+oo 1 + 2

y = 0 & esquerda e & direita.

3. Interseccao com os eixos coordenados

Tem-se f(z) =0 < z = 0, pelo que o tnico ponto de intersecgao ¢ a

origem do referencial.

4. Monotonia e extremos.

1— 2
Tem-se f'(z) = ﬁ = 0 < 22 = 1, pelo que f tem pontos

criticos z = 1 e 2 = —1. Além disso, como (1 + 2%)? > 0 para todo

ox €R, f'(x) tem o mesmo sinal de que 1 — 22 >, pelo que f’ toma
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valores positivos em | — 1, 1] e negativos em | — oo, —1[U]1, +00[ (ver o

quadro de sinais).

5. Pontos de inflexdo e concavidades.
22 (x? — 3)
(14 22)3
pontos de inflexdo x =0, z = V3ex=-—3 (ver o quadro de sinais).

2

Tem-se f"(x) = =0 < z(z® —3) = 0, pelo que f tem

V3 -1 0 1 V3
T
f \ M&n / I\'ILIX \
2 - | 0 + T +
z? -3 + 6 - - - (3 +
P I
f R PjI. g PjI. N PjI. g

6. FEsboco do grdfico.

Max.

P.I

e e
Q‘ L__d®
w =
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Estudo da fungao f(z) =

X

~logz”

1. Dominio e assimptotas verticais.

Tem-se Dy =|0,1[U]1, +o00[ (porqué?).

Tem-se lim =—00 e lim = +o00 pelo que f admite as-

z—1- logx z—1t logx
simptota vertical x = 1, em —oo & esquerda de x = 1 e em +o00 &

direita de z = 1.

. Assimptotas nao verticais.

Tem-se
m = lim M = lim = lim =0,
To400 I s+ xlogr  z—4ooco logw
e
. R. o1
b= lim =" lim 1 = oo,
T— 400 ]ogx T— 400 =

pelo que f nao admite assimptotas nao verticais.

. Intersecgao com os eixos coordenados

Nao hé intersecgao do grafico de f com os eixos coordenados.

. Monotonia e extremos.

logx — 1
Tem-se f/(l’) = W

critico de f é x = e. Além disso, f'(z) < 0 para x < e, e f'(z) > 0

= 0 < logz = 1, pelo que o tnico ponto

para z > e. Logo f ¢ decrescente em |0, 1{U]1, €] e crescente em e, +00],

tendo um minimo em x = e.
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5. Pontos de inflexdo e concavidades.

2—1
Tem-se f"(z) = o8 ®

= m =0 < logz = 2, pelo que f tem um ponto
z(log x

de inflexdo = = €2. Além disso, tem-se

° 2—logfc>0parax<e2,e2—log;v<()para;v>e2.

e (logx)® >0 parax >1e (logz)® <0 para x < 1.

Logo f"” < 0 em ]0,1[U]e?, +oc[ (onde f tem concavidade virada para

baixo) e f” > 0 em ]1,e?[ (onde f tem concavidade virada para cima).

6. FEsboco do grdfico.
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1.6 Primitivas

Nesta seccao vamos considerar as funcgoes definidas num intervalo aberto 1.
Seja f: I — R uma fungao definida num intervalo I. Chamamos prim-
itiva de f (em I) a uma funcao derivavel F : I — R tal que F'(z) = f(x)

para todo o x € I. Denotamos,
F=Pf= /f.

Exemplos

1. Pl1==z.

2. Pk=ka (k €R).

2
X

. Px=—.
3 T 5
3

4 P2=2
S

n+1
5. Pa" = T (neN),

Notas:

e Todas as fungoes continuas definidas em [ sao primitiviveis em I.

e Duas primitivas de uma funcao num intervalo diferem de uma con-
stante, isto é, se F' e G sao duas primitivas de uma mesma funcao f

num intervalo I, existe k € R tal que G = F + k em I. Por outras
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palavras, a familia de fungoes,
F+Ek EkeR,
constitui a familia de todas as primitivas de f (em I).

e Se f é primitivavel num intervalo I, xo € I e yg € R, existe uma tnica

fungao F definida em I tal que FF =P f, e F(xg) = yo.

Exemplo

A familia de fungoes,

F(z) =

2
%+k, keR,

constitui a familia de todas as primitivas de f(z) = z em R. No entanto, a

tnica primitiva de f que verifica a condigdo F'(2) =4 ¢é

F(z) ==

2
— +2
2—1—

1,2

Defacto,F(2):7+k‘=4:>k‘:2.

Primitivas imediatas

A partir da tabela de derivadas dada anteriormente obtemos as seguinte

tabela de primitivas:
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N xa+1 e fa+1
_a+1 brs _a+1
f/
P— =1In|x| P = =In|f|
!
Pe® = e Pf’ef:ef
P sinz = —cosx P f'sinf = —cos f

P cosxz =sinz

P f'cos f =sin f

Ptgz = —In|cosz| | P f'tg f=—In|cos f|
P ]- . P f/ . f
——— = arcsinz ———— = arcsin
V1—x? V1—f2
1 —f
P = arccosz | P ———= = arccos
1—x V1—f? /
1 f!
m:arctgx P1+f2 = arctg f,
(keR, aeR, a#—1).
Exemplos
1. Pzcosz? = P 1(22) cosz? = § P (22) cos 2 PLcos ) Lsina?.
1 1 -1 1 -1 1 /s
2. P—5sin—-=P <——2> sin — = —P —sin — FLsn] —(
x x x x x x
e’ e’ 1+f;2
3. P W — 1 + (62)2 arCtgex.
4. pS =L In ¢*.
1+e*
1
z re—1/2 (] z\—5+1
5P Pyt P LT
T T P —fl
6. P—_< = ¢ = aresin e®.

— COS —

H-



v

cosz P

7. P— —= In|sinz|.
sinz
cos .o Ppf2sinlx 1
8. Psin2a: =P coszsin“z 1 = “smz
1 £2 ind
9. P coszsin®z BrY 81113 a:'
VIT1 1 5 (1+Inz)s 2
10. P%:ng/l—i-lnx Sk %: gv(1+ln:c)3.
2
1 T
11. P =P z arctg(ln x).
z(1+1n?z) 1+Inz gllne)
1 1 bl
12. P =p = —L In|Ina|,

" z(l4+Inz) l+Inx

onde ke R, aeR, a#1.

Regras de primitivacao

A partir da regras de derivacao da soma, produto e composicao de fungoes,

deduzem-se sem dificuldade as seguintes regras de primitivagao.

Primitivacao da soma
Se f,g: I — R sao fungdes primitivaveis num intervalo I, entao

1. f+ g é primitivavel em [ e tem-se

P(f+g)=Pf+Pyg

2. kf (k € N) é primitivavel em I e tem-se

P(kf)=kP .
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Exemplos

1 1 3
1.P<x2+—>:Px2+P—:x—+ln\x|.
T T 3
p 3 ) _up P14
2. 4cos;1c—1_i_:c2 =4P cosx —3 1+$2—451nx—3arctg:ﬁ.

Primitivacao por partes

Sejam f, g : I — R fungoes definidas num intervalo I, com f primitivavel e

g derivavel. Entao fg: I — R é primitivavel, tendo-se

P(fg)=Fg—-P(F¢),
sendo F'=P f.

e A primitivagdo por partes aplica-se usualmente para primitivar pro-
dutos de fungoes polinomiais, exponenciais, logaritmo, funcgoes trig-
nométricas e respectivas inversas. Neste método, a escolha da funcao
a primitivar e da funcao a derivar nao é, em geral, indiferente. Na
seguinte tabela sdo sugeridas as func¢oes a primitivar e a derivar nalgu-

mas situagoes que aparecem frequentemente na prética.

primitivar derivar
polin x sin /cos /exp || sin/cos /exp polin.
polin X In polin In
exp X sin / cos exp ou sin / cos | sin / cos ou exp
In /arcsin/arctg 1 In /arcsin/arctg
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Exemplos

1. P = - e = 2z - -P 1 e’ =ze¥ — Pe* =xe* —¢€”
—~—— = = ~~
9 f g F g F
2 2 2 2 2
x T 1 x 1 x
2P 2 lmzx=— Inz-P —. - =—lnzx—-Par=—Inzx — —.
f g ~~ g ~—
F F g
1
3. Plnz=P 1 Inz= 2z -lnz-P =z - = =zlnz—Pl=zlnz—=.
—~ N <~ =z
f g F g F ~~
g/
S - . ™ .. . .
4. P e* -sinzg = e® -sinx—P ¥ -cosx == e“sinz — (¢’ cosx + Pe*sinx).
~ T~ o ~ =~
f g F g F I'd

Daqui resulta que 2P e*sinxz = e* sinx — e* cos z e portanto que,

e’ (sinx — cosx)
5 .

Pe®sine =

(*) P ¥ -cosx= " -cosx—P ¥ -(—sinx).

f g F g F g’

1
5 Parctgz =P 1 -arctgz=_=x -arctgz—-P z -——
~ — 2 =~ 2 ~~ 1+ 22
f g F g F N—

g/

1 2x 1
= rarctgx — §P T 22 = rarctgr — §ln(1+x2).
6. P 2% -cosz= 2% -sinz—P 2z -sinx:xQSina:—2<—atcosx—P1(—cos:c))
g g g

=2%sinz + 2z cosx — 2sin .

Primitivacao por substituicao

Sejam f : I — R uma fung¢ao primitivavel num intervalo I e ¢ : J — I uma

funcao derivavel e injectiva num intervalo J tal que ¢(J) = I. Entao



Exemplos

1. P cos vz D p cos(t) 2t |i—z 2 2(tsint + cost)|, 5z = 2(vwsin/z + cos V).
f(@) Fe() #'10)

(1) Substituicao efectuada:

\/5:75:90—1(1»)’
x =1 = p(t),
' =2t = ()
(2) P2tcost =2P t -cosz=2(_t -sint—P 1 -sint)=2(tsint+ cost)
~ —~~ ~—
9 f g F 4 F
1 1
2.p—— U P—4t(t2—1)‘ 2 4P(t2—1)‘
\/§+1 t t=v/vz+1 t=v/vz+1
3 (v +1)3
= ——t =4 — 11.
<3 >’t: Vz+l [ 3 Vo
(1) Substituicao efectuada:
VVet+l=i=¢"'(),
VI+1=1¢2
V=121
v = ("~ 1) = p(t)
=4t - 1) = (1)
1 1) 1., ?24+1-1 1
P—=2P 2l =3P | =3P (1o
3 14+ 22 t2+13 t=¥z 3 24+1 =¥z 3 ( t2+1>

:3(t—arctgt)’ =3 (Vz — arctg V).

t=Yx

(1) Substituigao:
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1
Y p ._’
1+e® t+1 tli=e= t t+1

=Ine” —In(e® +1) =z — In(e” + 1).

(1) Substituigao:

x=Int=o(t)
o =3=¢)
1
(2) A fungao m ¢ uma funcdo racional propria, isto é, um quo-

ciente de polinémios cujo grau do denominador é superior ao do nu-

merador. Como o denominador apenas admite as raizes simples t = 0

et = —1, garante-se que existem nimeros reais A, B € R tais que
1 A B
= + =,
t+t t+1 ¢

Para determinar A, B, comegamos por reduzir a expressao ao mesmo

denominador

L _ A B_AM+B@E+1)
t+0t t+1 ¢t (t+ 1)t

Daqui conclui-se que 1 = At + B(t + 1), isto é que

1=(A+B)t+B.
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Pelo método dos coeficientes indeterminados, tem-se entao

A+B=0 A=-1
&
Logo,
11 1
t+1t ¢t t+1
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1.7 Calculo integral

Consideremos uma fungao continua f : [a,b] — R tal que f > 0 em [a, b].
Pretende-se calcular a area da regiao R delimitada pelo grafico de f e pelo

eixo dos xz,
R={(z,y) eR* :a<z<b 0<y<f(z)},

que se encontra assinalada na seguinte figura.

y y = f(z)

O célculo da area de ‘R nao é trivial.
Podemos comecgar por calcular uma aproximagao para o valor da area
de R calculando a area de um rectangulo de base b — a e de altura f(c),

c € la,b].

Nessa altura,

area R ~ f(c)(b—a).
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De modo a melhorar a aproximagao podemos subdividir o intervalo [a, b]
em n intervalos de igual amplitude h = (b—a)/n, |a;,ai+1], i =0,...,n—1,

e calcular a area de n rectangulos de base h e altura f(¢;), ¢; € [a;, ait1].

\

Y

\
\
/

N

co c1

S]
Il
<)
S
5]
=
)
¥

Q

~

Gn—1 b=an

Assim,

area R =~ f(ci)h+---+ f(cn)h.

Intuitivamente a aproximacao serd tanto melhor quanto mais pequena
for a amplitude h dos intervalos, ou seja, quanto maior for o ntimero de

intervalos. De facto, pode-se mostrar que,

area R = }lliir%)(f(cl)h+~-—|—f(cn)h).

A este valor chamamos integral (definido) de f no intervalo [a,b] que se

/a " ().

A fungao f(z) designa-se por func¢do integranda e a, b designam-se por ez-

representa por

tremos de integracao.

A nocao de integral pode ser estendida para qualquer fungdo continua

Filab] = R
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Propriedades do integral

Sejam f,g : I = [a,b] — R fungdes continuas em [a,b], A € R e ¢ € [a,b].

Tem-se:

e Linearidade do integral:

1. /b(f(x)+g(x))da::/bf(x)dx+/bg(x)dx.
2. /b/\f(x)da::)\/bf(x)dx.

e Monotonia do integral: se f(x) > g(x) para todo o x € I tem-se,

b

[ t@yds > /b g(w)de.

a

o Aditividade do integral:

/bf(x)d:l::/cf(fc)dx—l—/bf(x)dx.

Por convencao tem-se ainda:

o/f(x)d:c:(),
a b
. b/f(x)dx:—a/f(x)dx:()
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Exemplos

1. Sabendo que
1

1
1 1
/l‘dl‘:§ e que /:L‘2dx:§,
0

0

obtemos pelas propriedades anteriores

1 1 1
/1:4—51‘ = /xdx—l—/5x2dx
0 0 0

zdr+5 [ 2%dx =

I
o _
o _

1
2. Pretende-se comparar os integrais / 22 dz e / vz dx sem os determi-
0

nar. Ora, como a fungdo /= > 22 em [0, 1], vem pela monotonia do

1 1
/xQda:S /\/Eda:
0 0

Para calcular integrais tem-se a seguinte féormula, conhecida por formula

integral que

fundamental do cdlculo integral ou formula de Barrow que relaciona o con-
ceito de integral que envolve a nocgao de area e o conceito de primitiva, que

envolve a nogao de derivada.

Teorema Sejam f : I = [a,b] — R uma fungao continua e¢ F': I — R uma

primitiva de f. Entao
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Exemplos

b

1. /kd:c:k/bmx:k[x]g:k(b—a).

a

3. Pretende-se calcular / va+1ldx.
2

Recordemos que P f'f® = for (v # —1). Assim,
a+1
6 6 376
/\/md:c = /(x+1)§d:c: (a:—|;1)2
2 2 2 2

3
4. Pretende-se calcular / e Tdz.
1
Recordando que P (f'ef) = e/, vem

3 3
/e_md:c =— / —e “dr = — [e_m]i’ =—(e3—e )=t —e3
1 1

3
5. Pretende-se calcular /|2 — x| dz.
1

2—z, 2—x22>20 2—z, 1<x<2
Tem-se |2 — z| = =

r—2, 2—x<0 r—2, 2<zx<3




6. Pretende-se calcular / Inzdx.

1
Primitivando por partes vem

1
Pl-mzx=xzlner—Pr—=xlnr—z=z(lnz—1),
x

e portanto,

e

/lnxdfc =z(lnz—-1)f=e1-1)—(-1)=1.
1

arctg x

14 22 dz.

1
7. Pretende-se calcular /
0

1
Recordando que (arctg z)’ = H% eque Pf f= 5 f? obtemos

arctg x 1 1 9
Tr a2 P T anrctga: = iarctg T.

Portanto,

1
t 1 1 1 2
/ Tiif dr = 3 [arctgzx]é = §(arctg21 — arctg?0) = 3 (Z) =
0
V3
8. Pretende-se calcular /
1

dx
arctg o(1 + 22)
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Recordando que PfTI =1In|f|,

1
1 T4a?

arctg z(1 + z2) arctg = og |arctg ],
e portanto,
V3
/ dz [1|t|]\/§1|t\/§|1|t1|
———— = |loglarctg x = log |arc — log |arc
arctg z(1 + 2?) & S & 8 & 8
s s 4
= log—- —log— =log —.
og 5 —log =logg
N
/ dx
T
. Pretende-se calcular, — .
V1—at
_V2
2
Recordando que (arcsen z)’ = ﬁ, e que
1 /
(arcsen f) = |

R e

vem

x 1 2z 1 9
= —arcsen r*,

Pp—— _—_p__*
Vi—at 2 Ji-@p 2

e portanto,

V2
2| 2 _
[arcsen:c }_ i
2

T dr

1 1 1
m 5 <arcsen 5 arcsen 2)

N =

oS Tl

1
. Pretende-se calcular, /

-1

x2 -4

A funcao ¢ uma funcao racional propria pois é um quociente

72 _
de dois polinémios, sendo que o grau do denominador superior ao do

numerador. O polindmio 22—4 tem duas raizes simples —2, 2 e portanto
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admite a factorizacio 22 —4 = (z42)(z—2). Assim existem constantes

reais A, B tais que

1 1 A B

2?2 —4 (x —2)(z +2) x—2+x—|—2

A(x+2)+B(x—2) (A+B)z+2A-B)

(z—2)(z+2) 22 —4 ’
e portanto
~ =
20A-B)=1 4A =1 A=1.
Daqui resulta que
11
22 —4 4z —2) 4(z+2)
e portanto
1 1
/ dz _/ 1 1 p
224 iz—2) 4z+2)]|™
-1 -1
1 1
_ 1/ dx _1/ dx
N r—2 4] x+2
-1 -1
Ln 2l —1 9]’
= 1|oglz—2l —loglz +2/]
1 1
- Z(logl—log3—log3+log1):—053.

Integracao por substituigao

Seja f : I = [a,b] — R uma fungdo continua, J um intervalo de extremos
aefep:J— I uma funcdo com derivada continua tal que p(a) = a e

©(B) = b. Entao,



Exemplos
1

ex ‘ t 1 y 1 e
1. do = | - Zat = ——ﬁ:bt @:ﬂ 1+e) —In(2).
0 1 1

Substitui¢ao efectuada:

z]“bfhm:j%QMh:Pm@—mﬁzzijhﬂPm@—DK:z

O calculo da primitiva de Int faz-se por partes (exercicio).

Substitui¢ao efectuada:

VI =t

z =t = p(t)

O'(t) =2t
r=1=t=yr=+1=
r=e2=t=r=Ve2 =
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Aplicacoes do calculo integral

e Calculo de éreas.
e Calculo de volumes de soélidos de revolugao.

e Calculo de comprimentos de arco.

Calculo de areas

Teorema Sejam f,g : I = [a,b] — R sado fungdes continuas tais que

f(z) > g(x) para todo o = € [a,b]. A area da regiao
{(z,y) €R* s a<w<b, g(2) <y < fla)}

b
¢ dada pelo integral /(f(x) —g(z))dx.

y y=f(z)

Se o sinal de f — g néo for constante no intervalo [a,b] temos que de-
terminar os pontos onde os graficos de ambas as fungoes se intersectam e
decompor o intervalo em subintervalos onde esse sinal se mantenha con-
stante. O valor da area serd entdo a soma das areas associadas a cada um

desses subintervalos.
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Exemplos

1. Calcular a &rea da regido delimitada por y = |z| e y = 2 — 2.

y = |z|

Area = /((2—5L‘2)—|x|)dfc

1 =z
Rz{(fc,y) OSyS—,—Sy<2x,}
x4
)
y =2z
V) V=14
| /R
20 = y=1
1 1 a’l‘
V3 2
2
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Para isso necessitamos de determinar os pontos de interseccao dos gra-

ficos de cada uma das fungoes. Ora, a interseccao da hipérbole y = %

com a recta y = 2z obtém-se resolvendo o sistema

<
I
[N
S}
8] =
I
[N
S}
8
[\
I
[\]

Como y > 0 obtemos o ponto (4, v/2). Analogamente a interseccio

da hipérbole y = % com a recta y = 7 obtém-se resolvendo o sistema

;

y=1 y=1 y=1
= =

v=5 (i3 |#-4
Como y > 0 obtemos o ponto (2, %) Assim,
2 2

. T 1 =z

Area = (2 - —) d LA
rea / X 1 X + / <x 4> X

0 V2

Calculo de volumes de sélidos de revolugao

Vejamos agora como calcular o volume de sdlidos de revolugao usando o

integral definido.

Seja f : [a,b] — R é uma fungdo continua tal que f(x) > 0. Seja V C R3

o solido de revolugao em torno do eixo do xx definido por f, i.e., o volume
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da regiao definida por rotacao da area
{(z,y) ra<2<d 0<y< fa)},

em torno do eixo do xx.

./

Teorema O volume do sélido de revolugao definido por y = f(x) é dado

pela féormula,

b
V= /7Tf2(l‘) dz.

Exemplo

Pretende-se calcular o volume do cone de altura h = 1 e cuja base é uma
disco de raio R = 1. O cone é o solido de revolucao definido pela fungao
f:[0,1] — R definida por f(z) = x.

)
y = f(z)
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O volume do cone é dado por

/ e R
V:/T('J}2d.7}:ﬂ' [—] = —.
31y 3

0

Calculo de comprimentos de arco

Vejamos por tltimo como calcular o comprimento de arco (ou comprimento
de linha) para curvas definidas como graficos de fungoes. Intuitivamente o
comprimento de arco de uma fungao f : [a,b] — R representa o comprimento

de uma linha de expessura nula que é sobreposta ao grafico de f entre os

pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

Teorema Se f : [a,b] — R é uma funcao com derivada continua em [a, ], o

comprimento de arco de f(x) entre os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) é dado por

b

I(f) = / VIt P @R dz.

a

Exemplo Pretende-se calcular o perimetro de uma circunferéncia de raio 1
de equacdo 22 + y2 = 1. Esta equacio determina duas semi-circunferéncias,
uma situada no semi-plano superior de equacio y = v/1 — 22 e outra situada
no semi-plano inferior de equacio y = —v/1 — 22. O perimetro da cirunfer-
éncia obtém-se duplicando o comprimento de arco de y = f(z) = V1—22

entre os pontos (—1,0) e (1,0) (ver a seguinte figura).
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O perimetro da semi-circunferéncia é dado por

_/1\/1+ <\/%>2dx

/ 2
x
—1

1

/ VIt @ dz

1— 22422
1— 22

1
/#dx
T

1
= [arcsin :c} L= arcsin 1 — arcsin (—1) = — — (—

Logo o perimetro da circunferéncia de raio 1 é 27.

Integral indefinido

Seja f : [a,b] — R uma funcao integravel. Chama-se integral indefinido de f

(com origem em x = a) a funcao

F(z) = /f(t)dt, x € [a, b
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Exemplos

xT

1. Se f(x) =z, z € [0,1], entdo F(x) :/tdt: [ﬁr = $—2
0
0

2, 0<wz<l,

2. Seja f(z) =4 0, 1<z<3,

-1, 3<z<4.
Seja F'(z) o integral indefinido de f(z). Vamos determinar uma ex-

pressao analitica para F'(z).
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T

Por defini¢ao temos F'(z) = /f(t) dt, x € [0,4], ou seja,

Assim,

0

;

[ 24dt, 0<z<1,
0

1 T

[2dt+ [0dt, 1<z<3
0 1

1 3 x

2z, 0<x <,
240, 1<z <3,

240+ (—z+3), 3<x<4.

\

2z, 0<z <,

F(z) =4 2, 1<z<3,

—x+5, 3<x<A4.
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Entao

(t—1)dt, 1<z<2,

——_ g

—=—

(t—1)dt+ [3dt, 2<a<A4,
2

X
[%—4, 1<z<2,
1
.2 2 T
[7—41+3M C2<a<4
o rt 1<z<2,

T4+3z-6=32-3, 2<z<4

f(x)
| I
1 2T3
Y x

Nestes exemplos pode-se constatar que o integral indefinido de uma
funcdo f é uma funcdo continua, mesmo que f nao o seja. De facto, esta
e outras propriedades, muito importantes sao verificadas pelo integral in-

definido como vamos ver agora.
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xr
Teorema Seja f : [a,b] — R uma fungao integravel e seja F'(x) = /f(t) dt,
a

x € [a,b] o integral indefinido de f. Tem-se:
(i) O integral indefinido é uma fungao continua em [a, b].

(i7) Se f(z) >0 [f(x) < 0] para todo o = € [a,b] entdo F(z) ¢ uma funcao

crescente |resp. decrescente| em [a, b].

(i7i) Se f(z) ¢ uma funcdo continua em z( € [a,b] entdo F(x) ¢ uma funcao
derivavel em xy e tem-se F'(xg) = f(xg). Em particular, se f(x) for
continua em [a,b] entdao F(x) é uma funcao derivavel em [a, b], tendo-
se F'(x) = f(z) para todo o x € [a,b], ou seja, </x f(t) dt>/ = f(x),

a

para todo o z € [a,b].

A propriedade (7ii) significa que se f(x) for continua em [a,b], F(x) é a
tnica primitiva de f(x) em [a,b] que se anula em = = a. Ainda como conse-
quéncia do teorema anterior obtemos imediatamente a férmula fundamental

do célculo integral (formula de Barrow) dada anteriormente.

O integral indefinido pode ser estendido aos intervalos abertos.
Teorema Seja f : I — R uma fungao continua num intervalo aberto I. Seja
€T
a € I. Consideremos a fungao F(z) = /f(t) dt. Entao F(x) é uma fungao
a

derivavel em I e tem-se F'(z) = f(x) para todo o x em I.
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Chapter 2

Calculo vectorial e matricial

2.1 Vectores

Chamamos vector com n componentes reais ao n-uplo,
hvd n
= (x1,...,2,) € R",
onde R™ denota o produto cartesiano,

RxRx--xR=A{(x1,...,2,) : x; € R}.

n factores

Iremos estar particularmente interessados em vectores com 2 e 3 compo-

nentes, i.e., vectores no plano e no espaco.

Representagao geométrica de um vector num sistema de eixos coordenados:

T3~




Operacoes com vectores

e Adicao de vectores

Dados & = (z1,...,x,) € ¥ = (Y1, . .,Yn) define-se

(Regra do paralelogramo)

e Multiplicagdo de um vector por um escalar

Dados & = (z1,...,x,) € A € R define-se A\ = (A\x1,...,\zy,).

ALy F==mmmmmmmmm e

P

(A = 2 na figura)

Norma (ou comprimento) de um vector

Dado & = (1, ...,x,), define-se norma de & por

&) = \Jo? + a3+ +a2.
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Propriedades da norma. Para todos os vectores Z,y € R™ e escalar A € R,

tem-se:
e ||Z]| > 0
o [|AZ] = |A[llZ]];

o |Z+y] <|Z] + ||y]l (Desigualdade triangular).

Um vetor ¥ € R™ diz-se unitdrio se ||¥|| = 1. Dado um vetor nao nulo,
Z € R", define-se versor de &, vers(Z), como sendo o tnico vetor unitario

com a mesma dire¢ao e sentido que Z. Daqui resulta que vers(z) = o com

1
a > 0 tal que ||aZ|| = a||Z]| = 1. Logo a = IE e portanto,
T

o

vers(¥) =

8

IZ1°
Por exemplo, se Z = (3,4), (3, —4)|| = /3% + (—4)?2 =5 e tem-se

R z 3 4
vers(¥) = — = | =, = | .
1z \57°5

Dizemos que normalizdmos o vetor .

Distancia entre & = (z1,...,2,) e ¥ = (Y1,...,Yn) €

d(@,7) = lly — | = V(g1 — 212+ + (yo — 2n)*.
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Produto interno

Dados & = (z1,...,2n) € ¥ = (Y1,.-.,Yn), define-se produto interno (ou

produto escalar) de T e ¢ por

Y = z1y1 + Tay2 + -+ + TpYn.

Propriedades do produto interno. Para todos os vectores Z, 7, 7 € R™ e para

todo o escalar A € R, tem-se:

o Ty = y|7;

o A@y) = (AD)|g = Z|(AF);

As propriedades anteriores decorrem imediatamente das propriedades
analogas verificadas para o produto de ntimeros reais e mostram que am-
bos os produtos se operam de modo semelhante. Por exemplo, os casos

notaveis da multiplicagdo em R,
(a +b)? = a® £ 2ab + V?, (a —Db)(a+b) = a® — b2,
‘transcrevem-se”’ para o produto interno como,

(& D@ +9) = T|7 £ 22|7 + 71§ = |7]* = 287 + |7,

(& = PIT+ ) =77 - 77 = |17]* — 171>
Vamos agora ver como a nog¢ao de produto interno permite definir rig-

orosamente as nog¢oes de comprimento, ortogonalidade e dngulo.
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Produto interno e norma

Dado Z € R, & = (21,...,2y), tem-se ||Z]2 = 22 + --- + 22 = Z|Z, ou seja,

|17]l = v@lz

Produto interno e ortogonalidade

Sejam & e i vectores de R™. Tem-se:

o |Z+71? =@+ P +7) =27+ g+ 2|7 = ||Z]]* + |7]* + 2717

e Se & L i tem-se também ||Z + [|* = [|Z]|* + [|7]|* (Teo. de Pitagoras).

T+y

Assim
FLge |2+ 17117 + 22ly = |Z]° + |§]* & 22|y = 0 < aly =0,

ou seja,

\f|g:o<:>:ug.\

Produto interno, Angulo de vectores e projecao ortogonal

Para definir Angulo entre 2 vetores consideremos vectores nao nulos Z e i e a

projecao ortogonal de ¥ sobre o vetor &, projz(y) = aZ. Suponhamos ainda

a > 0.
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,,,,,,, ‘ 7
|
0 \ -
Lam~ ? L
o
Assim,
Zly = Z|(aZ + 2)

0
= oflZ] 1] (2.1)
= 1271 cos 0 (2:2)

Logo, de (2.2) e (2.1) obtém-se respetivamente,

2|y T

cos) = —— 0<6< -

12 1171 2
L
12

A formula anterior é também valida quando § < 6 < T, isto ¢, quando o < 0
(a dedugao faz-se de modo anélogo).
Assim, dados vetores nao nulos, Z,y € R", define-se dngulo entre & e ¥

como

g

0 € [0, ] tal que cos(f) = 7

Ik
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e tem-se para a projegao ortogonal de ¢ sobre Z, projz(y) = aZ,

<y
8

s 1z
projz(y) = F

8
8

Em geral dada uma reta r que passa na origem e um vetor ¢/, define-se a

projecao ortogonal de ¢ sobre r como sendo

onde # é um qualquer vetor director da reta. O vetor proj,(y) é o vetor da

<y
8

8y
8

reta que se encontra mais proximo de g. Define-se distdncia de ¥ a reta r

—

como sendo distancia de ¥ a proj,.(%) , ou seja,

[dist(7,7) = [[§ = proj(7)]|-|

Exemplo

Sejam # = (3,0) e ¥ = (2,2). O angulo formado por Z e ¢ ¢ unico 0 € [0, 7]

tal que

7|y 2,2
s 2T _ (022 _

6
IZH7 - 1GollE21  6v2

[

Logo 0 = 7.

A projecao ortogonal de i sobre & vem dada por

oo YT (2,2)]63,0)
=5=T= 3,0 =(20).
prOJT‘(y) .’f‘fx (370)|(3’0) ( ) ) ( ) )
y‘f
T
(N 8 —
NS
projz(y)
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A distancia de ¥ a reta definida por Z vem dada por,

dist(g,7) = [|7 — projz(¥)[ = l1(2,2) — (2,0)] = 2.

Distancia de um vetor a um plano

Podemos aplicar a projecao ortogonal para calcular a distancia de um vetor

(ou ponto) b a um plano 7 que passa na origem de equagaao cartesiana
ax +by+cz=0.
A distancia de b a 7 ¢é entdao dada pela norma da projecao de b sobre o

vetor normal ao plano 7 = (a, b, ¢):

b7

—»|—.\

-,

dist(b, ) = ||projz(b)|| =

—

Por exemplo a distancia de b= (1,1,0) ao plano 7 de equagao x + 2y +

2z = 0, vem dada por

1,1,0)|(1,2,2
j 1,1 =

-

m:x+2y+22=0
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Se m nao passar na origem, basta determinar um ponto Py = (g, yo, 20)
arbitrario de m, efectuar a mudanca de varidvel T = x — xg, § = y — yo €
Z = z — zp, ou seja, substituir na equacao de 7, x por T + xg, ¥y por ¥ + yo €
z por Z+ zg, e calcular a distancia de b— P, ao plano 7 que passa na origem

e é definido pelas novas coordenadas (Z, 7, 2).

2.2 Matrizes e sistemas de equacgoes lineares

Matrizes

Uma matriz A do tipo m x n ¢ uma colecao de mn elementos de R, a;;,

1=1,...,m,j=1,...,n, dispostos em m linhas e n colunas,
aip a2 - Qlp
Gg1 G22 -+ Q2p
A=
Gml Am2 - Qmnp
Denota-se A = [a;], i =1,...,m, j =1,...,n, onde a;; ¢ o elemento de A

que se encontra na linha i e coluna j de A.

Exemplo

2 4 3
A= ,

1 0 -3

é uma matriz do tipo 2 x 3, tal que
a1 =2, aipg=4, ai3=3, an=1 axp=0 a3y=-3.

Se a;; = 0 para todo o 4,j, A diz-se a matriz nula (do tipo m x n) e

denota-se 0y, xp,-
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Matriz coluna e matriz linha

e Se n =1 A diz-se uma matriz-coluna ou vetor. Nessa altura,

ay
[5)
A: as :(a17a27a37"'7am)€Rm~
am
- - mx1
Exemplo
1
A= _9 = (1,-2,30) € R%.
30
L 43x1

e m =1, A diz-se uma matriz-linha. Nessa altura,

A:[b1 by by --- bn:| .
1xn

Exemplo

A=[-23 -1 4LX4.

Matriz quadrada

Matriz quadrada (de ordem n) é uma matriz do tipo n x n.
Chamamos diagonal principal de uma matriz quadrada A = [a;;] aos

elementos da forma a1, as9,..., Gnn
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aip aiz -+ Qin

a1 az2 -+ A2p

anl Qap2 - dpp
= < nxn

Dizemos que A é diagonal se forem nulos todos os elementos fora da
diagonal principal, ou seja, a;; = 0 para todo o 7,7 tal que i # j. Nessa

altura A denota-se também por

diag(ai1,- .-, ann)-
Exemplo
-1 0 0
A=diag(-1,1,3)=1| 0 1 0
0 0 3
L 4 3%x3

Chama-se matriz escalar a uma matriz diagonal em que todos os elemen-

tos da diagonal principal sao iguais entre si:

diag(a, ..., a) =

«
- - nxn

Se @ = 1 a matriz escalar chama-se matriz identidade de ordem n,
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I, = diag(1,...,1)

Transposi¢cao de matrizes

nxn

Dada uma matriz A do tipo m x n define-se a matriz AT do tipo n x m,

chamada transposta de A, cujas linhas s@o as colunas de A, escritas pela

mesma ordem.

Exemplo

2 -1 4

3 —4 5

5 1 7
d3x4

- 4x3

Uma matriz quadrada A tal que A = AT diz-se simétrica.

Exemplo
1 4
a 3
B

isto é,seesdsea=4,3=2evy=-3.

2

-3

-1

é simétrica se e so se

1 4 2
a 3 -3
gy -1

1 o f
4 3 Y )
2 -3 -1




Operagoes algébricas com matrizes

As operacoes algébricas para matrizes generalizam as operagoes algébricas,
adigao, produto por um escalar e produto interno bem conhecidas para ve-

tores.

Adigao de matrizes

Dadas matrizes A = [a;;] € B = [b;;] do mesmo tipo m x n define-se a matriz
A+ B do tipo m x n, em que o elemento que esta na posigao (7,7) ¢ a soma
do elemento na posigao (i,7) de A com o elemento na posigao (i,7) de B, ou

seja, A+ B = [(Lij + bij]

Exemplo
1 2 -1 4 1 -1 0 8
A=192 3 -4 5 B=1_-1 020 1 ,
05 1 7 3 2 0 10
L 4 3x4 L 4 3x4
2 1 -1 12

A+B=11 3 16 6

3 7 1 17
L d3x4

Produto de uma matriz por um escalar

Dada uma matriz A = [a;;] do tipo m x n e um escalar A € R, define-se a
matriz AA do tipo m X n, obtida mulitplicando todos os elementos da matriz

A por A, ou seja, AA = [Aajj]
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Exemplos

- 1 2 -1 4 - - 100 200 —100 400 -
100 2 3 —4 5 =1 200 300 —400 500
0 5 1 7 0 500 100 700
L daxa L 13x4
o al, =diag(a, ..., )

Produto de matrizes

Duas matrizes A e B dizem-se encadeadas se o nimero de colunas de A for

igual ao ntimero de linhas de B. Dadas matrizes encadeadas,

A = [a;4], do tipo m X n,

B = [cji), do tipo n X p,

define-se a matriz produto

AB = C = [e], do tipo m X p,

onde ¢;; = (linha i de A) | (coluna k de B).
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1 -2 4 2 - 1
-10 0| 0

0 5 —1 7

0 3|-5

A=|[10 0 -3 5 B=

1 1) 1
1 3 57

0 8] 0
3 2 10 - - 4x3

L d5x4

L 45x3

(e33 = (10,0,-3,5)|(0,—-5,1,0) = —3)

Propriedades das operagoes com matrizes

Dadas matrizes A, B, C e escalares o, € R, tem-se, (sempre que as

operagoes facam sentido):

e A+t B=B+A;

e A+(B+C)=(A+B)+C,

A+ O = A (elemento neutro da adigao);

o \M(A+ B) = \A+ \B;
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(A4 p)A = NA+ pA;
e (A+B)T = AT 4+ BT,
o A(B+C) = AB + AC;

o AM(AB) = (\)B;

(M)A = A(pA);
o Al = TA = A (elemento neutro da multiplicacao).
o (AB)T = BT AT.

O produto de matrizes nao verifica algumas propriedades importantes,

bem conhecidas dos ntmeros reais:

e O produto de matrizes nao é comutativo (em geral): dadas matrizes

quadradas A e B da mesma ordem, podemos ter

AB # BA.
1 1 11
De facto, basta considerar, A = e B= , tendo-se
11 0 1
1 2 2 2
AB = + = BA.
1 2 1 1

e Nao é valida a lei do anulamento do produto: se A e B sao

matrizes encadeadas,

AB=0 # (A=0 ou B=O0).
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De facto, basta considerar A = e B= , tendo-se
AB = 0941 (verfique!).

e Nao é valida a lei do corte: dadas matrizes A, B e C,

AB=AC 4 B=C.

De facto, basta considerar A = , B = eC =
2 2 30 2

tendo-se AB = AC com B # C (verifique!).

Transformagoes geométricas no plano e no espacgo

Vamos agora ver alguns exemplos de transformagoes geométricas no plano
e no espago que podem ser definidas usando o produto de matrizes. FEstas
transformacoes designam-se mais geralmente por transformacoes lineares.

Transformacoes geométricas no plano

e Homotetias:

a 0
A= define uma homotetia de razao o > 0:
0 «
a 0 T oaxy
0 « T X
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axy

)

21 axy

Se a > 1 [o < 1] a homotetia é uma dilatagao [contracgaol.

e Simetrias:

1 0
- A= , define uma simetria relativamente ao eixo dos
0 -1
T
1 0 e e
0 -1 T2 — X9
0 1
— A= , define uma simetria relativamente & bissectriz dos
10

quadrantes impares:

0 1 I i)
1 0 ) I
— Em geral, a matriz
1 v —v3  2viv9
A= )
V] + V3 9

2
2uiv2 vy — 7
define uma simetria relativamente & reta que passa na origem

definida pelo vetor diretor @ = (vy,v9) # 0.
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v

|

— Ty

simetria relativamente simetria relativamente a simetria relativamente a

ao eixo dos xx bissectriz dos quadrantes impares uma reta com vetor diretor v
¢ Rotagoes:
0 —1
A= define uma rotacao de § radianos:
1 0
0 -1 e —xI2
1 0 T2 Tl

De facto, tem-se (x1,22)|(—z2,71) = 0 para todo o (71, z2) € R2.

cos@ —sinf

Em geral, Ry = , define uma rotacao de angulo 6

sinf  cosf
radianos no sentido anti-horario em torno da origem:

cos —sinf 1 cos 6

sin 6 cos b 0 sin 6

Transformacgoes geométricas no espago

Vejamos alguns exemplos de transformagoes geométricas no espago.
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e A matriz S, =

plano zOy:

0 0

-1

define uma simetria relativamente ao

I

T2

T3

I

T2

—13

Definem-se de modo analogo as matrizes de simetria Sy e S, relativa-

mente aos planos zOz e yOz, respetivamente.

cosf —sinf 0
e Amatriz R.p= | sinf  cosf 0
0 0 1
6 em torno do eixo dos zz:
cosf —sinf 0
sinf cosf O
0 0 1

1 cos 0
0] = | sind
z z

, define uma rota¢ao de adngulo

Definem-se de modo analogo as matrizes de rotagao em torno do eixo

dos xzx e do eixo dos yy.
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Rotagao em torno do eixo dos zx Rotagao em torno do eixo dos yy Rotagao em torno do eixo dos zz

de angulo 6 de angulo de angulo 6
z z z
oy
—
P y u y y
D H
x x x
1 0 0 —sing 0 cos cos —sing 0
R.p=| 0 cos —sinf R,y = 0 1 0 R.o= sin 6§ cosf 0
0 sin @ cosf cosf 0 sin 6 0 0 1

O produto de matrizes via transformacgoes geométricas

Podemos interpretar as colunas de AB como as imagens da transformacao
definida pela matriz A dos vetores que constituem as colunas de B.

Exemplo A matriz

define uma homotetia que transforma o quadrado @ de vértices, (1,1), (1,—1),
(=1,—1) e (—1,1), ou seja, definido pelos vetores a = (1,1), b= (1,—1), c =
(=1,-1) ed = (—1,1), no quadrado Q" definido pelos vetores [a'|V/|c/|d] =
A-

[a|b|c|d] = [Aa]Ab|Ac|Ad] ou seja, definido pelas colunas da matriz

2 0 11 1]-1|-1 21 2| -2]-2

0 2 11-1]-1( 1 21-2|-2] 2
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d 2 a

d ! a
P . ! 2

c — b
¢ ) s

Exemplo A matriz ) )

22 |,
0 0 1

define uma rotagao de angulo 7 radianos em torno do eixo dos 2z que trans-
forma a piramide de base quadrangular definida pelos pontos A = (1,0,0),
B =1(0,1,0), C = (-1,0,0) e D = (0,—1,0) e com vértice E = (0,0, 1), na

piramide de base definida por A’, B’, C' e D’ e vértice E’, onde

22 1|{o|-1]0 |0
[AB|IC'IDET) = | 2 ¥2 g 010 |-1]0

(en)
o
—
(en)
o
o
o
—

V2 V2 V2 V2
2 2 2 2

= V2 V2 V2 V2
2 2 2 2

o
o
o
o
[
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Inversa de uma matriz

Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se invertivel (ou nao singular) se

existir uma matriz quadrada B de ordem n tal que

AB = BA=1,.

Notas:

e Prova-se que basta verificar uma das condi¢bes AB =1 ou BA=1.

e A matriz B qd existe é unica, designa-se por inversa de A e denota-se

por A™1.

Uma matriz que nao é invertivel, diz-se singular.

Algumas propriedades

Sejam A, B matrizes invertiveis da mesma ordem. Tém-se:
° (A_l)_l = A.

o AT & invertivel e tem-se (AT)~! = (A~HT.
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e A B ¢ invertivel e tem-se (AB)~! = B~ A~L.

Exemplos
-1
1
5 0 2 0
[ ] —
0 2 0 3
o A =diag(ay,as,...,a,) ¢ invertivel sse aj,as,...,a, # 0, tendo-se
A = diag(a; b ay?t, .. ant).
- -1
cosf) —sinf cosf sinf
[ ] =
sin 6 cos 6 —sinf cosf
- -1 r
2 —1 11 2 -1 11 10
° = , pois =
-1 1 1 2 -1 1 1 2 01
_]_ —
a b 1 d -=b
e Mais geralmente, tem-se = se ad —
ad — bc
c d —c a

be # 0.

Quais serao as matrizes inversas das matrizes Ry, S, e R, 7

Equacoes matriciais e sistemas de equagoes lineares

Consideremos a equacao matricial
Az =b

onde A = [a;;] ¢ uma matriz do tipo m x n, & = [z;] é a matriz-coluna (i.e,
vector) com n varidveis x1,...,x, e b = [b;] é uma matriz-coluna com m

componentes. Tem-se o seguinte:
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o vector = (x1,...,2,) € R é solucao da equagao matricial Ax = b

se e s6 se x é solugdo do sistema linear, com m equacoes e n variaveis,

a112x1 + -+ a1, = bl

9121 + -+ - + agnxy = bo

[ @m1T1 + ATy, = b

As matrizes A e b chamam-se, respectivamente, matriz dos coeficientes
e matriz dos termos independentes do sistema Ax = b. A matriz do tipo
m X (n+1),

air o A | b

Am1 -+ Qmn | bm

chama-se matriz ampliada do sistema Az = b denota-se por [A[b].

Exemplo
1 2 -1
Consideremos A = eb= . Tem-se,
-1 0 1
1 2 T -1
Ar=b < =
-1 0 o 1
x1 + 229 -1
R4 =
—x1 + 0xo 1
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Portanto = = (x1,x2) é solucao da equagao matricial Ax = b se e s6 se é

solucao do sistema linear com 2 equagoes e 2 variaveis,

1 + 229 = -1
—x1 4+ 0Oz = 1,

cuja matriz ampliada [A|b] &

1 2|-1
-1 0| 1
Sem =n =1, Ax = b reduz-se a uma equagao linear com uma variavel,

sendo normalmente denotada por ax = b, tendo-se z = a~'b (se a # 0).

A notagdo matricial vai-nos permitir indicar a solu¢do de um sistema
Az = b, com A matriz quadrada de ordem n, de uma forma anéaloga ao caso
anterior, substituindo a condig¢do a # 0 por A invertivel.

Solucao da equagdo Ax = b com A invertivel

Az =b < A YAz)=A"D
& (A2 =A%

s z=A"1b.

Logo a solugdo (tnica) de Az =bé z = A~'b.
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Exemplo

Consideremos a matriz A = do exemplo anterior e o vector b =
-1 0
(b1,b2). A solucdo (tinica) de Az =1b é

)

s -1 bi —by
xTr = = =

1 by b1-5b2

N|—
[\

Dois sistemas lineares do tipo m x n dizem-se equivalentes se possuirem

o mesmo conjunto de solugoes.

Exemplo

1 + x2 = 2 1 + 1y = 2

201 — x = 1 To = 1
Classificacao e resolugao de um sistema linear

Um sistema linear pode ser,

e possivel e determinado (PD) se possuir uma tnica solugao.

e possivel e indeterminado (PI) se possuir mais que uma solugao (nesse

caso possui 0o solugoes).

e impossivel (I) se ndo possuir solugoes.

Classificar/discutir um sistema é determinar se o sistema é PD, PI ou 1.

Resolver um sistema é determinar o seu conjunto de solugoes.
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Operagoes elementares sobre as linhas da matriz ampliada

(que transformam a matriz ampliada de um sistema na matriz ampliada de

um sistema equivalente)

1. Multiplicar uma linha por um numero real e adicionar o resultado a outra

linha.

1 112 1 1] 2
Ex: — (L2 — —2L1 + Lg)

2 —-1]|1 0 —-3|-3
2. Multiplicar uma linha por um escalar nao nulo:

1 1|2 112 1
Ex: — (LQ-}TLQ)

0 -31|-3 0 1|1
3. Trocar linhas entre si:

2 3| 5 1 2|-1
Ex: — (L1 — Lo ; Ly — Ly)

1 2| -1 2 3|5

Definem-se analogamente operagoes elementares sobre as equagoes de um

sistema.

Matriz em escada e matriz reduzida

e Uma matriz diz-se em escada se o 12 elemento nao nulo de cada linha,
que se designa por pivot, estiver mais a direita que o 12 elemento nao

nulo da linha anterior.
-1 2 5 |-1
Ex:| 0 1 4 |-5

0 0 o [9]| 2
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e Uma matriz diz-se reduzida se estiver em escada, todos os pivots forem
iguais a 1 e em cada coluna com pivot o tinico elemento nao nulo é o

proprio pivot.

Ex:1 o [1] 7 03

e Definem-se analogamente sistema em escada e sistema reduzido, sub-
stituindo nas defini¢bes anteriores linha da matriz por equacao do sis-

tema.

Método de eliminagao de Gauss

O método de eliminacdo de Gauss desenvolve-se em duas fases utilizando
as operagoes elementares sobre as equagoes [linhas| de um sistema |[matriz|
para obter um sistema [matriz| mais simples equivalente ao sistema [matriz|

original:

(i) A fase descendente tem como objectivo por o sistema |[matriz] em
escada. No final desta fase podemos classificar o sistema. O sistema
[matriz] em escada nao é unico, ou seja, depende das operagoes ele-

mentares que foram efectuadas.

(ii) A fase ascendente aplica-se aos sistemas possiveis e tem como objec-
tivo reduzir o sistema [matriz| em escada. O sistema [matriz| reduzido
é 1nico, ou seja, nao depende das operagoes elementares que foram

efectuadas.
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Esquematicamente:

desc. asc.

sistema/matriz —— sistema/matriz em escada — sistema/matriz reduzido

+ +

classificagao conjunto de solugoes

Vamos ilustrar o método de elimina¢ao de Gauss nalguns exemplos.

Exemplo 1
ry — 3 + x3 = 3
Pretende-se resolver o sistema 201 — a9 + 313 = 8
—I1 + r3 = 1
Fase descendente: )
1 -1 113 -1 1(3 1 -1 113
2 -1 3|8 | — 1 1(2|—]0 1 1|2
-1 0 11 -1 214 0 0 3|6

Nao existem equagdes impossiveis no sistema e todas as colunas do sistema

em escada tém pivot. Logo o sistema é possivel e determinado.

Fase ascendente:

— 10 1 0]0

0 0 12 0 0 1|2 0 0 12

Conjunto de solugoes do sistema é S = {(1,0,2)}.

Exemplo 2
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Resolver o sistema dado matricialmente por

Fase descendente:

11 0
01 -1
1 2 1

-2

01

0 1] 2
-1 0| 1
1 1]-2

1 0 1|2
1 -1 01
1 1 0(4

10 1) 2
-1 0| 1
0 2 0]-5

Nao existem equacoes impossiveis. Existem colunas sem pivot. Logo o sis-

tema é possivel e indeterminado, com varidvel livre x4 associada & coluna

sem pivot.

Fase ascendente:

|
DUt

1 101

0100

0 010
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r = % — X4
Ty = —%

r3 = —g

T4 = A

O conjunto de solugoes do sistema é

7 3 5
S = {(331,332,333,334) PEL= 5 %, B2= 5, 3= g $4=V}

Podemos tomar valores arbitrarios para x4. Se, por exemplo, tomarmos

Nt

x4 = 1 obtemos a solugao (%, —%, ,1).

Exemplo 3

Resolver o sistema dado matricialmente por

01 0|1
1 2 =210
2 5 —410
Fase descendente:
01 0]1 1 2 -210 1 2 —210 1 2 -2 o0

A 1ltima linha da matriz corresponde & equacao impossivel

0x1 + 0z 4 Oz3 = —1,

pelo que o sistema é impossivel. Logo S = ().
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Algoritmo para a determinacao da inversa de uma matriz

1 2
Consideremos A = . Para calcular A~! temos que determinar
-1 0
1 Y1
uma matriz X = [z|y] = , tal que AX = I5.
L2 Y2
Ora
1 2 T1 Y1 1 0
-1 0 T2 Y2 01
1+ 2z Y1+ 2y 10
=4 =
—I1 —Y1 01
1 0
& Ar = , Ay =
0 1

Resolvendo os sistemas obtemos x = (0, %) ey = (—1, %)

0 -1
Logo A™! =

1 1

2 2
Em geral, para determinar a matriz inversa (quando existe) de uma ma-
triz A de ordem n temos que determinar uma matriz X = [x1| e |xn} tal
que AX = I,, ou seja, temos que resolver as equagoes matriciais, com a

mesma matriz de coeficientes A,

1 0 0

0 1 0
A.CL‘l = s A.CL‘Q = s s Al‘n =

0 0 1
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Podemos resolver simultaneamente estas equacoes aplicando o método de

Gauss para reduzir a matriz A:

17]

A’ em escada

tem linhas de zeros 7

A é nao invertivel

STOP

Exemplos

1. Pretende-se determinar a inversa da matriz (se existir)

Aplicando o algoritmo da inversa, vem

1 2/1 0 1 2|10 121
— —
-1 3|0 1 051 1 0 1%
-1
1 2 113 -2
L ==
0go 5
-1 3 11

2. Pretende-se determinar a inversa da matriz (se existir)
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Tem-se,

1 2 1]1 0 0 12 1] 1 00

061101 0(—(011} 01O0]|—

1 3 2/0 0 1 01 1|-1 01

A’ tem uma linha de zeros. Logo A é nao invertivel.

109



