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1. Dado o total de N =2501 observacoes, mas sem que tenham sido previamente fixados os totais
marginais de qualquer das margens, a pergunta pode ser respondida através dum teste de in-
dependéncia & tabela de contingéncia com a = 3 linhas e b =4 colunas. A Hipotese Nula é a
hipotese de independéncia e admite que a probabilidade (conjunta) duma observagao recair em
cada célula da tabela é o produto das probabilidades (marginais) de recair na respectiva linha e
coluna, isto é, Hy : m;j =m; X 7 j, para todo o ¢ e j. A Hipotese Alternativa H; ¢ a respectiva

negacao: existe pelo mens uma célula da tabela para a qual m;; # m; X 7 ;. A estatistica de
a b )2

Pearson é dada por X2 = Zl '21 %, com distribuicao assintoética X%@_l)(b_l), caso haja
i=1j=

independéncia (Hp). Rejeita-se Hy (ao nivel a«=0.05) se Xfalc>x(2)_05(6) =12.5916.

2. A dimensao da amostra ¢ adequada se permitir usar a distribuicao assintética. O critério de
Cochran visa legitimar essa distribuigao assintética, garantindo uma dimensdo minima para os
valores esperados: Nenhum E_ij deve ser inferior a 1, e nao mais de 20% devem ser inferiores
a 5. Para verificar o Critério de Cochran, basta escolher a célula com o menor wvalor esperado
estimado e verificar que este excede 5 (Nota: O critério de Cochran nao diz respeito aos valores
observados, mas sim aos esperados). Essa célula corresponde ao cruzamento da linha (espécie)
e coluna (orientagdo) com menos observagoes. Trata-se da célula (3,2), para a qual F3y =
N3‘]§N~2 = 46265%‘366 =68.19512 > 5. Logo, é seguro admitir a validade da distribuicao assintotica
da estatistica de Pearson.

3. A contribuicio da célula (3,3) para o valor de X2 ¢ (O3 Fs3)”  Pop_ge O35 =243 e Es3 =

calc s
N3‘K,N~3 = 46§5X(ﬁ84 =90.18153. Logo, a parcela tem valor 258.9608. Este valor é superior ao da

soma das restantes 11 parcelas da estatistica (que é dada no enunciado: 229.6256). Esse valor
enorme resultado duma associagao positiva: o niamero observado de individuos nesta célula é
muito superior ao que seria de esperar ao abrigo da hipdtese de independéncia. O valor final
da estatistica do teste é Xfal . = 488.5864, pelo que a hipétese de independéncia é claramente
rejeitada (e ja o seria apenas com o valor das 11 parcelas dado no enunciado). Esta rejeicao é
de esperar: uma inspeccao visual da tabela indica que a espécie Zygophyllum simpler tem uma
clara apeténcia pela orientagdo a Sul, ao contrario das outras duas espécies que preferem uma

orientacao a Norte.

II

1. A regressao linear multipla com n=109 observacoes e p=4 preditores.

(a) Como R?=0.7363, o modelo explica 73.63% da variancia observada na variavel resposta
(teor brix). Trata-se dum valor razoavelmente bom.



(b)

E pedido um teste a que 33 seja negativo. Nao dando o beneficio da davida a essa hipotese,
tem-se Hy : B3 > 0 vs. Hy : B3 < 0. Como o valor fronteira das duas hipoteses é
B3 =0, o valor da estatistica do teste ¢ dado no enunciado: T,y.= —3.512 (Nota: o p-
value ao lado diz respeito a um teste com regido critica bilateral, pelo que nao é utilizavel
aqui). Dada a natureza das hipoteses, a regiao critica associada a este teste é unilateral
esquerda, rejeitando-se Hy se Teqe < —tgo1(104) = —2.362739. Assim, rejeita-se Hy pelo
que b3=—0.61539 pode ser considerado significativamente inferior a zero, sendo legitima a
afirmacao do enunciado.

O grafico tem os valores dos residuos (internamente) estandardizados (R;) no eixo vertical.
Em nenhum caso excedem o valor absoluto 3 (embora duas observagoes se aproximem desse
limiar). Assim, nao se pode falar em observagoes atipicas. No entanto, trés observagoes
tém efeito alavanca (cujos valores definem o eixo horizontal e medem o grau de atracgao de
cada ponto sobre a hipersuperficie ajustada) superior a 0.15, mais de trés vezes superior ao
valor médio h= 1%1 =0.04587. Entre estas observagoes, apenas uma (a 102) tem valor de
R; distante de zero, razao pela qual a sua distancia de Cook é elevada (ver no formulario a
expressao de D;) e esta ja proxima do limiar 0.5. A influéncia mede o impacto que a exclusao
da observagao em questao tem sobre a hipersuperficie ajustada, e tende a crescer com o
afastamento duma observagao em relacao ao centro de gravidade da nuvem de pontos. Ora,
a observagao 102 é extrema em trés das varidveis preditoras (tendo o menor rendimento
e acidez, e o maior pH, nas 109 observagdes), e nas restantes duas variaveis tem valores
num dos quartis extremos (entre o minimo e o primeiro quartil no peso do bago e entre o
terceiro quartil e o méximo na variavel resposta brix). A observagdo 102 tem um impacto
importante no ajustamento do modelo, sendo conveniente inspecciona-la com mais atencao.

2. Regressao linear simples de brix (y) sobre pH (z).

(2)

Pede-se um teste F' parcial para comparar o modelo completo do ponto anterior com o
submodelo de regressao linear simples (logo k=1) de brix sobre pH. A Hipotese Nula do
teste corresponde a igualdade dos dois modelos, Ho:R2=R2 e H;:R2>R2. A estatistica
%}?%Igg, cuja distribuicao sob Ho & Fl,_p n—(py1)]-
Rejeita-se Ho se Feaic > f0.05(3,104) & 2.7. Para calcular o valor da estatistica, serd necessario
conhecer o valor do coeficiente de determinacio do submodelo, R2. Tratando-se dum modelo
de regressao linear simples, esse valor é o quadrado do coeficiente de correlagao linear entre
variavel resposta e preditor, que consta do enunciado. Assim, R? = 0.8305% = 0.6897.
Tem-se F.q. = 6.1222, pelo que se rejeita Hy ao nivel a = 0.05. O submodelo ajusta-se
significativamente pior do que o modelo completo.

do teste pode ser escrita como F'=

Do formulério consta a expressao para o efeito alavanca duma observacdo numa regressao
)2
linear simples: hy = 1 + ZZZ0  Temse n = 109; z102 = 3.93; T = 3.684495; e 52 =

n (n—1)s2-°
0.0751362 =0.005645418. Logo, hio2,102=0.1080, cerca de metade do valor correspondente
no modelo de regressao linear multipla do ponto anterior. No entanto, a distancia de

Cook é de novo proxima do limiar 0.5. De facto, pela expressiao para D; (ver formulério),

_p2  _hioggo2 1 _ : ; 4
Dip2 = Ripy Thioei0s " 2 =0.404, que continua a ser assinalével.

3. Regressao linear simples de brix (y) sobre acidez ().

(2)

Tratando-se duma regressao linear simples, o coeficiente de correlacao entre x e y é uma
das raizes quadradas do coeficiente de determinacdo. E a raiz negativa, pois o declive
negativo da recta (by = —0.9263) indica que se trata duma relagdo decrescente. Assim,

tem-se 75, =—Vv R?=—1/0.1005=—0.3170.



(b) O teste de ajustamento global tem como Hipotese Nula Hy : R?=0 (com Hj : R?>0). A
estatistica do teste (no contexto duma regressao linear simples) ¢ F'=(n — 2) - %,
distribuigao F; ,_o se Hy verdadeira. A regiao critica é unilateral direita, rejetando-se Hy
se Flue > f0_05(1,107) ~3.94. Ora F_.,.=11.95497, pelo que se rejeita Hy, apesar do valor
muito baixo de R2. Tal facto nio é contraditério, uma vez que o teste de ajustamento
global apenas permite afirmar que R%=0.1005 é significativamente diferente de zero, e nio
que o modelo ajustado seja um bom modelo.
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1. Uma vez que nada permite associar terrenos de ambientes diferentes, este delineamento deve
ser considerado hierarquizado (a cada ambiente, os seus terrenos), com dois factores: ambiente
(Factor dominante A, com a =8 niveis) e terrenos (Factor subordinado B, com b; =9 niveis para
todos os ambientes). O delineamento é equilibrado, com n. = 6 repeticoes em cada uma das

a
> b;=T2 situagbes experimentais, para um total de n=6 x 72=432 observagoes.
i=1
Equacao do Modelo: Y = pa1 4+ a; + Bj(;) + €ijk, onde i=1, ..., 8 indica ambiente; j=1,...,9
terreno (dentro do ambiente); k=1, ...,6 repeticao (dentro da situacdo experimental); ¥
indica o rendimento da k-ésima repeti¢ao no terreno j do ambiente i; €;;; é o correspondente
erro aleatério. Com as restrigoes a3 = 0 e ﬁl(i) = 0 para qualquer ¢, pj; representa o
rendimento médio populacional no primeiro terreno do primeiro ambiente; «; indica o efeito
associado ao ambiente 7; e 3;(;) indica o efeito associado ao j-ésimo terreno do ambiente i.

Distribuicao dos erros: €;;, —~ N(0, 0?), para qualquer 1, j, k.

Independéncia dos erros: {eijk}ijk sao variaveis aleatorias independentes.
W

2. Havendo dois tipos de efeitos (do factor ambiente e do factor terreno) o quadro de sintese tera
trés linhas (uma para cada tipo de efeito, e ainda a linha associada & variabilidade residual), sem
contar com a linha correspondente & variabilidade Total. H& dois valores dados no enunciado: o
Quadrado Médio Residual, QMRE—2.2347 e SQA—1666.2. Os graus de liberdade sdao: a—1=7

a a
(Factor A); > (b—1) =64 (Factor B) e n—>_ b; =432-72=360 (Residual). Assim, tem-se QM A=

=1 =1

a
594 = 238.0286, donde F2, = iy = 106.5148; SQRE = <n— 3 bi ) x QMRE = 804.492.

A Soma de Quadrados associada ao factor B resulta do facto de gQB(A) = SQT — (SQA +
SQRE) = (n—1)s2 — (1666.2 + 804.492) = 431 x 6.05404 — 2470.692 = 2609.291 — 2470.692 =

138.5992. O respectivo Quadrado Médio ¢ QM B(A) = ZS“L((I:‘—)U = 2.165612. Finalmente, a
1=1\"

estatistica do teste aos efeitos do factor subordinado é F f;l(f) = Q]\]/{/[BR(E) = 0.969084. Eis a
tabela-resumo:
Fontes de Variacao gl | Somas de Quadrados | Quadrados Médios Frue
Factor Ambiente (Factor A) 7 1666.2 238.0286 106.5148
Factor Terreno (Factor B(A)) | 64 138.5992 2.165612 0.969084
Residual 360 804.492 2.2347 —
Total 431 2609.291 - -

3. Neste modelo ha dois testes I’ de interesse, um para os efeitos de cada factor. No teste aos efeitos
de ambiente, as hipdteses sao Hy:; =0,V i e Hy:3i, tal que a; # 0. A estatistica de teste é



FA= % ~ F[CHJ%Z?:1 b sob Hy. A regra de rejei¢ao ao nivel de significancia av=0.05

é rejeitar Ho se Feare > fo.05(7,360) ~ 2.02. Como Fcf‘llc:106.5148, ha uma clarissima rejeicao de
Hy, ou seja, conclui-se claramente pela existéncia de efeitos dos ambientes sobre o rendimento.
No teste aos efeitos de terreno, a Hip6tese Nula Hy: 3;(;) =0 para todos os terrenos e ambientes
(sendo Hj que existe i, j tal que By = 0) nao é rejeitada. O valor calculado da estatistica,
FB(A) =0.969084, ¢é inferior a 1, logo inferior a qualquer valor tabelado que possa constituir a
fronteira da regido critica (que, para o= 0.05, & fo.5(64,360) = 1.32). Assim, conclui-se que a
variabilidade de rendimentos ao longo dos terrenos nao é significativa, uma vez considerada a
variabilidade ao longo dos ambientes estudados, pelo que a cosnideragao do factor subordinado

nao parece justificar-se.

4. Duas médias populacionais de rendimento, em dois diferentes terrenos (de qualquer ambiente)
podem ser consideradas diferentes (ou seja, rejeita-se i;; = 7 j» a favor de i, # i j) se se verificar

a desigualdade [J;; —Tirjr | > To(s by, n—3 b))/ Q]\ZCRE. No célculo do termo de comparacao tem-

6
70.05(72,360) = 9-939 (valor dado no enunciado, ji que corresponde a parametros muito distantes

dos disponiveis nas tabelas). Logo, o limiar de significancia ¢ dado por 5.939 x 0.6102868 =
3.624493. O menor rendimento médio amostral no Ambiente 2 corresponde ao terreno 1, e é
Yo =4.873. O maior rendimento médio corresponde ao terreno 6, e é ygg =8.617. A diferenca
entre essas duas médias amostrais é 8.617—4.873 = 3.744 > 3.624493, logo trata-se duma
diferenga significativa (embora por pouco) ao nivel «=0.05. Esta conclusao parece contraditoria
com o resultado do teste F' & existéncia de efeitos de terreno. Tal facto é possivel, uma vez que
os resultados teoricos subjacentes aos testes de Tukey e aos testes F' sdo diferentes. Além disso,
a significancia agora detectada é signficativa por pouco (ao nivel a=0.05).

se \/Qﬂg‘fm = \/2'2347 = 0.6102868. Usando o nivel global de significancia o = 0.05, tem-se

5. No caso de haver nove diferentes tipos de terrenos previamente definidos, e de em cada ambiente
se seleccionaram os nove terrenos de forma a que cada tipo de terreno esteja representado, esta-
riamos perante um delineamento de tipo factorial, ja que os 8 ambientes estariam cruzados com
0s 9 tipos de terreno. Uma vez que ha repeticoes para cada uma das 72 situacoes experimentais
resultantes, pode ajustar-se o modelo ANOVA com efeitos de interaccdo, a que corresponde a
equacdo Yijr = p1 + a; + B + (f)ij + €ijk, que difere da equacao para o modelo hierarquizado
na substituicao das antigas parcelas (;(;) pela soma de dois novos tipos de parcelas: os efeitos
de terreno f; (que correspondem aos efeitos dos b=9 diferentes tipos de terrenos, mas que com
a restricao ;=0 reduzem-se a oito); e os efeitos de interacgao (/3);; que correspondem a cada
situagao experimental (e que com as restricoes (af);; =0 se i=1 e/ou j=1, serdo em nimero
de (a—1)(b—1)=56).

v
_ 1
1. Tem-se y= e (eTdm -
L 1 /1/+e—(c+dac)_l/ o—(ctda) Dividi )
(a) Logo 1—y =1— o7 TT = yo(erds’ = Tye—(eran - Dividindo y por 1—y tem-se:
1
Y lgestetdm 1 _ ec—l—dz
1—y T e—(ctda) T e—(ct+dz) - ’



Logaritmizando, fica In (ryy) = c+ dx, ou seja, o logit de y estd linearmente relacionado
com o preditor x.
A taxa de variacao relativa pedida no enunciado é o quociente %, sendo por isso necessirio
calcular a derivada y/(z). Ora,

V() = [(14e ©Hn)=1) = (L1)[1 4 = (+d0)]2(] 4 o= (etda)y
= (-D[1+ ef(c+dm)]72ef(c+dx)(7d) _ % _

Dividindo por y(x) obtém-se a taxa de variacao relativa:

_der(etdr) (et
y'(x 14e—(c+da))? de—(ctdz
y((x)) ) (;V% = Tt o A y@l

tendo em conta a expressao para 1 — y(z) deduzida na alinea anterior.

O vector (I, — H)S? =Y -—HY =Y — Y tem como elemento genérico y; — 1;, ou seja, o

residuo de cada observagao (por outras palavras, (I, — H)Y = E ¢é o vector dos residuos).

Ora, a norma de qualquer vector é a raiz quadrada da soma dos quadrados dos elementos
n

do vector. Logo, ||(I, — H)Y|2 = |[E|2 = 3 ¢? = SQRE.
i=1

Qualquer produto duma matriz por (a direita) um vector calcula a combinagdo linear
das colunas da matriz, cujos coeficientes sao dados pelos elementos do vector. Assim, o
vector fn, que é a primeira coluna da matriz do modelo X, resulta do produto Xv onde
vl = (1,0,0,...,0) é o vector cujo unico elemento ndo nulo é o 1 na primeira posi¢ao. Logo,
tem-se H1, = X(X'X)"1X!. Xv = X (X!X) "' (X'X)v = Xv = 1,. (Nota: Nas aulas e
T

apontamentos justifica-se que H1, = 1,, de forma diferente, igualmente aceitavel).

O produto HI, também define uma combinacao linear das colunas da matriz H, sendo
todos os coeficientes associados a essas colunas iguais a 1 (o elemento comum a todas as
posicoes do vector In) Logo, H1,, é o vector da soma das colunas de H. Em cada posicao
do vector an estard a soma dos elementos da linha correspondente de H. Como an = fn,
essas somas sao todas iguais e 1.

J— n — —
A meédia das observacoes de y pode ser calculada como Y = % Y= %1’;Y, ja que o
i=1

produto interno do vector 1,, com qualquer outro vector soma os elementos desse outro

vector. De forma andloga, a média dos valores ajustados (f/;) resulta de considerar ¥ =

Lty = L1THY. Mas TH = (H1,)", j& que (H1,)! = 1*H! e a matriz de projeccio

ortogonal H é uma matriz simétrica. Logo, Y = L (HI,)'Y = 1 (1,,)/Y =Y.

Tem-se Y = H\?, logo cada valor ajustado 37] ¢ dado pelo elemento correspondente do

produto HS?, que corresponde ao produto interno da linha 7 de H com o vector das ob-
n

servacoes Y, ou seja, f/J = > hj;Y;. Viu-se na alinea (b) que a soma dos hj; em qualquer
i=1

n A
linha j é 1, logo > hj = 1, pelo que Y; é uma média ponderada de todas as observacoes

=1
Y;, sendo os pesos dados pelos coeficientes hj;. A contribuicao da propria observacao Y;
para o correspondente valor ajustado Y; tem peso h;;, que é o efeito alavanca associado &
observacao Y.



