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I

1. Dado o total de N=2501 observações, mas sem que tenham sido previamente �xados os totais

marginais de qualquer das margens, a pergunta pode ser respondida através dum teste de in-

dependênia à tabela de ontingênia om a= 3 linhas e b = 4 olunas. A Hipótese Nula é a

hipótese de independênia e admite que a probabilidade (onjunta) duma observação reair em

ada élula da tabela é o produto das probabilidades (marginais) de reair na respetiva linha e

oluna, isto é, H0 : πij =πi. × π.j , para todo o i e j. A Hipótese Alternativa H1 é a respetiva

negação: existe pelo mens uma élula da tabela para a qual πij 6= πi. × π.j. A estatístia de

Pearson é dada por X2 =
a∑

i=1

b∑

j=1

(Oij−Êij)2

Êij

, om distribuição assintótia χ2
(a−1)(b−1), aso haja

independênia (H0). Rejeita-se H0 (ao nível α=0.05) se X2
calc>χ2

0.05(6)=12.5916.

2. A dimensão da amostra é adequada se permitir usar a distribuição assintótia. O ritério de

Cohran visa legitimar essa distribuição assintótia, garantindo uma dimensão mínima para os

valores esperados: Nenhum Ê_ij deve ser inferior a 1, e não mais de 20% devem ser inferiores

a 5. Para veri�ar o Critério de Cohran, basta esolher a élula om o menor valor esperado

estimado e veri�ar que este exede 5 (Nota: O ritério de Cohran não diz respeito aos valores

observados, mas sim aos esperados). Essa élula orresponde ao ruzamento da linha (espéie)

e oluna (orientação) om menos observações. Trata-se da élula (3, 2), para a qual Ê32 =
N3.×N.2

N
= 466×366

2501 =68.19512 ≫ 5. Logo, é seguro admitir a validade da distribuição assintótia

da estatístia de Pearson.

3. A ontribuição da élula (3, 3) para o valor de X2
calc é

(O33−Ê33)2

Ê33
. Tem-se O33 = 243 e Ê33 =

N3.×N.3
N

= 466×484
2501 =90.18153. Logo, a parela tem valor 258.9608. Este valor é superior ao da

soma das restantes 11 parelas da estatístia (que é dada no enuniado: 229.6256). Esse valor

enorme resultado duma assoiação positiva: o número observado de indivíduos nesta élula é

muito superior ao que seria de esperar ao abrigo da hipótese de independênia. O valor �nal

da estatístia do teste é X2
calc = 488.5864, pelo que a hipótese de independênia é laramente

rejeitada (e já o seria apenas om o valor das 11 parelas dado no enuniado). Esta rejeição é

de esperar: uma inspeção visual da tabela india que a espéie Zygophyllum simplex tem uma

lara apetênia pela orientação a Sul, ao ontrário das outras duas espéies que preferem uma

orientação a Norte.

II

1. A regressão linear múltipla om n=109 observações e p=4 preditores.

(a) Como R2 = 0.7363, o modelo explia 73.63% da variânia observada na variável resposta

(teor brix). Trata-se dum valor razoavelmente bom.
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(b) É pedido um teste a que β3 seja negativo. Não dando o benefíio da dúvida a essa hipótese,

tem-se H0 : β3 ≥ 0 vs. H1 : β3 < 0. Como o valor fronteira das duas hipóteses é

β3 = 0, o valor da estatístia do teste é dado no enuniado: Tcalc = −3.512 (Nota: o p-

value ao lado diz respeito a um teste om região rítia bilateral, pelo que não é utilizável

aqui). Dada a natureza das hipóteses, a região rítia assoiada a este teste é unilateral

esquerda, rejeitando-se H0 se Tcalc < −t0.01(104) = −2.362739. Assim, rejeita-se H0 pelo

que b3=−0.61539 pode ser onsiderado signi�ativamente inferior a zero, sendo legítima a

a�rmação do enuniado.

() O grá�o tem os valores dos resíduos (internamente) estandardizados (Ri) no eixo vertial.

Em nenhum aso exedem o valor absoluto 3 (embora duas observações se aproximem desse

limiar). Assim, não se pode falar em observações atípias. No entanto, três observações

têm efeito alavana (ujos valores de�nem o eixo horizontal e medem o grau de atração de

ada ponto sobre a hipersuperfíie ajustada) superior a 0.15, mais de três vezes superior ao

valor médio h= p+1
n

=0.04587. Entre estas observações, apenas uma (a 102) tem valor de

Ri distante de zero, razão pela qual a sua distânia de Cook é elevada (ver no formulário a

expressão deDi) e está já próxima do limiar 0.5. A in�uênia mede o impato que a exlusão

da observação em questão tem sobre a hipersuperfíie ajustada, e tende a reser om o

afastamento duma observaçao em relação ao entro de gravidade da nuvem de pontos. Ora,

a observação 102 é extrema em três das variáveis preditoras (tendo o menor rendimento

e aidez, e o maior pH, nas 109 observações), e nas restantes duas variáveis tem valores

num dos quartis extremos (entre o mínimo e o primeiro quartil no peso do bago e entre o

tereiro quartil e o máximo na variável resposta brix). A observação 102 tem um impato

importante no ajustamento do modelo, sendo onveniente inspeioná-la om mais atenção.

2. Regressão linear simples de brix (y) sobre pH (x).

(a) Pede-se um teste F parial para omparar o modelo ompleto do ponto anterior om o

submodelo de regressão linear simples (logo k=1) de brix sobre pH. A Hipótese Nula do

teste orresponde à igualdade dos dois modelos, H0 :R2
c =R2

s e H1 :R2
c >R2

s. A estatístia

do teste pode ser esrita omo F = n−(p+1)
p−k

R2
c−R2

s

1−R2
c
, uja distribuição sob H0 é F[p−k,n−(p+1)].

Rejeita-se H0 se Fcalc > f0.05(3,104)≈2.7. Para alular o valor da estatístia, será neessário
onheer o valor do oe�iente de determinação do submodelo, R2

s. Tratando-se dum modelo

de regressão linear simples, esse valor é o quadrado do oe�iente de orrelação linear entre

variável resposta e preditor, que onsta do enuniado. Assim, R2
s = 0.83052 = 0.6897.

Tem-se Fcalc = 6.1222, pelo que se rejeita H0 ao nível α = 0.05. O submodelo ajusta-se

signi�ativamente pior do que o modelo ompleto.

(b) Do formulário onsta a expressão para o efeito alavana duma observação numa regressão

linear simples: hii =
1
n
+ (xi−x)2

(n−1) s2x
. Tem-se n = 109; x102 = 3.93; x = 3.684495; e s2x =

0.0751362=0.005645418. Logo, h102,102=0.1080, era de metade do valor orrespondente

no modelo de regressão linear múltipla do ponto anterior. No entanto, a distânia de

Cook é de novo próxima do limiar 0.5. De fato, pela expressão para Di (ver formulário),

D102=R2
102 ·

h102,102

1−h102,102
· 1
2 =0.404, que ontinua a ser assinalável.

3. Regressão linear simples de brix (y) sobre aidez (x).

(a) Tratando-se duma regressão linear simples, o oe�iente de orrelação entre x e y é uma

das raízes quadradas do oe�iente de determinação. É a raíz negativa, pois o delive

negativo da reta (b1 = −0.9263) india que se trata duma relação deresente. Assim,

tem-se rxy=−
√
R2=−

√
0.1005=−0.3170.
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(b) O teste de ajustamento global tem omo Hipótese Nula H0 : R2=0 (om H1 : R2>0). A

estatístia do teste (no ontexto duma regressão linear simples) é F =(n − 2) · R2

1−R2 , om

distribuição F[1,n−2] se H0 verdadeira. A região rítia é unilateral direita, rejetando-se H0

se Fcalc > f0.05(1,107) ≈ 3.94. Ora Fcalc=11.95497, pelo que se rejeita H0, apesar do valor

muito baixo de R2
. Tal fato não é ontraditório, uma vez que o teste de ajustamento

global apenas permite a�rmar que R2=0.1005 é signi�ativamente diferente de zero, e não

que o modelo ajustado seja um bom modelo.

III

1. Uma vez que nada permite assoiar terrenos de ambientes diferentes, este delineamento deve

ser onsiderado hierarquizado (a ada ambiente, os seus terrenos), om dois fatores: ambiente

(Fator dominante A, om a=8 níveis) e terrenos (Fator subordinado B, om bi=9 níveis para

todos os ambientes). O delineamento é equilibrado, om nc = 6 repetições em ada uma das

a∑

i=1
bi=72 situações experimentais, para um total de n=6× 72=432 observações.

Equação do Modelo: Yijk = µ11+αi+βj(i)+ ǫijk, onde i=1, ..., 8 india ambiente; j=1, ..., 9
terreno (dentro do ambiente); k=1, ..., 6 repetição (dentro da situação experimental); Yijk

india o rendimento da k-ésima repetição no terreno j do ambiente i; ǫijk é o orrespondente

erro aleatório. Com as restrições α1 = 0 e β1(i) = 0 para qualquer i, µ11 representa o

rendimento médio populaional no primeiro terreno do primeiro ambiente; αi india o efeito

assoiado ao ambiente i; e βj(i) india o efeito assoiado ao j-ésimo terreno do ambiente i.

Distribuição dos erros: ǫijk ⌢ N (0, σ2), para qualquer i, j, k.

Independênia dos erros: {ǫijk}i,j,k são variáveis aleatórias independentes.

2. Havendo dois tipos de efeitos (do fator ambiente e do fator terreno) o quadro de síntese terá

três linhas (uma para ada tipo de efeito, e ainda a linha assoiada à variabilidade residual), sem

ontar om a linha orrespondente à variabilidade Total. Há dois valores dados no enuniado: o

Quadrado Médio Residual, QMRE=2.2347 e SQA=1666.2. Os graus de liberdade são: a−1=7

(Fator A);

a∑

i=1
(bi−1)=64 (Fator B) e n−

a∑

i=1
bi=432−72=360 (Residual). Assim, tem-seQMA=

SQA
a−1 = 238.0286, donde FA

calc =
QMA
QMRE

= 106.5148; SQRE =

(

n−
a∑

i=1
bi

)

× QMRE = 804.492.

A Soma de Quadrados assoiada ao fator B resulta do fato de SQB(A) = SQT − (SQA +
SQRE) = (n−1) s2y − (1666.2 + 804.492) = 431 × 6.05404 − 2470.692 = 2609.291−2470.692 =

138.5992. O respetivo Quadrado Médio é QMB(A) = SQB(A)∑a
i=1 (bi−1)

= 2.165612. Finalmente, a

estatístia do teste aos efeitos do fator subordinado é F
B(A)
calc = QMB(A)

QMRE
= 0.969084. Eis a

tabela-resumo:

Fontes de Variação gl Somas de Quadrados Quadrados Médios Fcalc

Fator Ambiente (Fator A) 7 1666.2 238.0286 106.5148

Fator Terreno (Fator B(A)) 64 138.5992 2.165612 0.969084

Residual 360 804.492 2.2347 �

Total 431 2609.291 � �

3. Neste modelo há dois testes F de interesse, um para os efeitos de ada fator. No teste aos efeitos

de ambiente, as hipóteses são H0 :αi=0,∀ i e H1 :∃ i, tal que αi 6= 0. A estatístia de teste é
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FA= QMA
QMRE

⌢ F[ a−1 , n−
∑a

i=1 bi ], sob H0. A regra de rejeição ao nível de signi�ânia α=0.05

é rejeitar H0 se Fcalc > f0.05(7,360) ≈ 2.02. Como FA
calc=106.5148, há uma laríssima rejeição de

H0, ou seja, onlui-se laramente pela existênia de efeitos dos ambientes sobre o rendimento.

No teste aos efeitos de terreno, a Hipótese Nula H0 :βj(i)=0 para todos os terrenos e ambientes

(sendo H1 que existe i, j tal que βj(i) = 0) não é rejeitada. O valor alulado da estatístia,

FB(A) =0.969084, é inferior a 1, logo inferior a qualquer valor tabelado que possa onstituir a

fronteira da região rítia (que, para α = 0.05, é f0.05(64,360) ≈ 1.32). Assim, onlui-se que a

variabilidade de rendimentos ao longo dos terrenos não é signi�ativa, uma vez onsiderada a

variabilidade ao longo dos ambientes estudados, pelo que a osnideração do fator subordinado

não paree justi�ar-se.

4. Duas médias populaionais de rendimento, em dois diferentes terrenos (de qualquer ambiente)

podem ser onsideradas diferentes (ou seja, rejeita-se µij=µi′j′ a favor de µij 6=µi′j′) se se veri�ar

a desigualdade |yij.−yi′j′.| > τα(
∑

i

bi , n−
∑

i

bi)

√
QMRE

nc
. No álulo do termo de omparação tem-

se

√
QMRE

nc
=

√
2.2347

6 = 0.6102868. Usando o nível global de signi�ânia α = 0.05, tem-se

τ0.05(72,360) =5.939 (valor dado no enuniado, já que orresponde a parâmetros muito distantes

dos disponíveis nas tabelas). Logo, o limiar de signi�ânia é dado por 5.939 × 0.6102868 =
3.624493. O menor rendimento médio amostral no Ambiente 2 orresponde ao terreno 1, e é

y21.=4.873. O maior rendimento médio orresponde ao terreno 6, e é y26.=8.617. A diferença

entre essas duas médias amostrais é 8.617− 4.873 = 3.744 > 3.624493, logo trata-se duma

diferença signi�ativa (embora por pouo) ao nível α=0.05. Esta onlusão paree ontraditória
om o resultado do teste F à existênia de efeitos de terreno. Tal fato é possível, uma vez que

os resultados teórios subjaentes aos testes de Tukey e aos testes F são diferentes. Além disso,

a signi�ânia agora detetada é sign�ativa por pouo (ao nível α=0.05).

5. No aso de haver nove diferentes tipos de terrenos previamente de�nidos, e de em ada ambiente

se seleionaram os nove terrenos de forma a que ada tipo de terreno esteja representado, esta-

ríamos perante um delineamento de tipo fatorial, já que os 8 ambientes estariam ruzados om

os 9 tipos de terreno. Uma vez que há repetições para ada uma das 72 situações experimentais

resultantes, pode ajustar-se o modelo ANOVA om efeitos de interação, a que orresponde a

equação Yijk = µ11 +αi + βj +(αβ)ij + ǫijk, que difere da equação para o modelo hierarquizado

na substituição das antigas parelas βj(i) pela soma de dois novos tipos de parelas: os efeitos

de terreno βj (que orrespondem aos efeitos dos b=9 diferentes tipos de terrenos, mas que om

a restrição β1=0 reduzem-se a oito); e os efeitos de interação (αβ)ij que orrespondem a ada

situação experimental (e que om as restrições (αβ)ij =0 se i=1 e/ou j=1, serão em número

de (a−1)(b−1)=56).

IV

1. Tem-se y= 1
1+e−(c+d x) .

(a) Logo 1−y = 1− 1
1+e−(c+d x) = ✁1+e−(c+d x)

−✁1
1+e−(c+d x) = e−(c+d x)

1+e−(c+d x) . Dividindo y por 1−y tem-se:

y

1− y
=

1

✭✭✭✭✭
1+e−(c+d x)

e−(c+d x)

✭✭✭✭✭
1+e−(c+d x)

=
1

e−(c+d x)
= ec+d x .
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Logaritmizando, �a ln
(

y
1−y

)

= c+ dx, ou seja, o logit de y está linearmente relaionado

om o preditor x.

(b) A taxa de variação relativa pedida no enuniado é o quoiente

y′(x)
y(x) , sendo por isso neessário

alular a derivada y′(x). Ora,

y′(x) = [(1 + e−(c+dx))−1]′ = (−1)[1 + e−(c+dx)]−2(1 + e−(c+dx))′

= (−1)[1 + e−(c+dx)]−2e−(c+dx)(−d) =
d e−(c+dx)

(1 + e−(c+dx))2
.

Dividindo por y(x) obtém-se a taxa de variação relativa:

y′(x)

y(x)
=

d e−(c+dx)

(1+e−(c+dx))✄2
1

✭✭✭✭✭
1+e−(c+d x)

=
d e−(c+dx)

1 + e−(c+dx)
= d [1− y(x)] ,

tendo em onta a expressão para 1− y(x) deduzida na alínea anterior.

2. (a) O vetor (In −H)~Y = ~Y −H~Y = ~Y − ~̂
Y tem omo elemento genério yi − ŷi, ou seja, o

resíduo de ada observação (por outras palavras, (In −H)~Y = ~E é o vetor dos resíduos).

Ora, a norma de qualquer vetor é a raíz quadrada da soma dos quadrados dos elementos

do vetor. Logo, ‖(In −H)~Y‖2 = ‖~E‖2 =
n∑

i=1
e2i = SQRE.

(b) Qualquer produto duma matriz por (à direita) um vetor alula a ombinação linear

das olunas da matriz, ujos oe�ientes são dados pelos elementos do vetor. Assim, o

vetor

~1n, que é a primeira oluna da matriz do modelo X, resulta do produto Xv onde

v
t = (1, 0, 0, ..., 0) é o vetor ujo únio elemento não nulo é o 1 na primeira posição. Logo,

tem-se H~1n = X(Xt
X)−1

X
t ·Xv = X (Xt

X)−1(Xt
X)

︸ ︷︷ ︸

=I

v = Xv = ~1n. (Nota: Nas aulas e

apontamentos justi�a-se que H~1n=~1n de forma diferente, igualmente aeitável).

O produto H~1n também de�ne uma ombinação linear das olunas da matriz H, sendo

todos os oe�ientes assoiados a essas olunas iguais a 1 (o elemento omum a todas as

posições do vetor

~1n). Logo, H~1n é o vetor da soma das olunas de H. Em ada posição

do vetor H~1n estará a soma dos elementos da linha orrespondente de H. Como H~1n=~1n,

essas somas são todas iguais e 1.

() A média das observações de y pode ser alulada omo Y = 1
n

n∑

i=1
Yi =

1
n
~1tn

~Y, já que o

produto interno do vetor

~1n om qualquer outro vetor soma os elementos desse outro

vetor. De forma análoga, a média dos valores ajustados (Ŷi) resulta de onsiderar Ŷ =
1
n
~1tn

~̂
Y = 1

n
~1tnH

~Y. Mas

~1tnH = (H~1n)
t
, já que (H~1n)

t = ~1tnH
t
e a matriz de projeção

ortogonal H é uma matriz simétria. Logo, Ŷ = 1
n
(H~1n)

t ~Y = 1
n
(~1n)

t ~Y = Y .

(d) Tem-se

~̂
Y = H~Y, logo ada valor ajustado Ŷj é dado pelo elemento orrespondente do

produto H~Y, que orresponde ao produto interno da linha j de H om o vetor das ob-

servações

~Y, ou seja, Ŷj =
n∑

i=1
hjiYi. Viu-se na alínea (b) que a soma dos hji em qualquer

linha j é 1, logo
n∑

i=1
hji = 1, pelo que Ŷj é uma média ponderada de todas as observações

Yi, sendo os pesos dados pelos oe�ientes hji. A ontribuição da própria observação Yj

para o orrespondente valor ajustado Ŷj tem peso hjj , que é o efeito alavana assoiado à

observação Yj .
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