Estimacao de uma razao
Até aqui tem-se considerado a estimacao de wma caracteristica da populacao--

usando umamostragem aleatoéria simples sem reposicao

Mas, muitas vezes pretende-se obter informacac s@sras caracteristicas --- recolnem-se
dados multivariados.

Considere-se caso bivariadg que permite nalgumas circunstancias aproveitstatura
de correlacao para melhorar os estimadores.

Consideremos a amostra aleatOria constituida por
n paresde valores(X;,Y,) obtida por amostragem aleatoria simples.

Suponhamos que, para a populacao de N individebsrmemos estimar a razao
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R=Xe /Y1 =t [ty -

Para isso dispomos entdo de uma amostra com agsaloX, Y1) ---(Xn:Yn)

sendo caestimador deR mais usado

R =X/Y

*
Prova-se que, no caso de grandes amostRs,é assintoticamente normal com valor
meédio e variancia assintoticos assim definidos:

E[R"JOR= 1 /pty:

1-f

nv 2

N (X, .
§(' V== 0% —2R0'y +R%07]

Var[R*]D
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Para grandes amostras um intervalo a)@30% de confianca pakaé

r - Za,ZS'(R*) <R<r + Za/zsl(R*)
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Acontece por vezes que ao estudarmos duas casctsipara cada unidade de
amostragem, para uma delasoé@hecido o total dos valoredessa caracteristica.

Seja entad? = X+ /Y =ty /1y € suponhamos q& é conhecido.

Neste caso é possivel estimar o valor mewo,

Ux = Ruy|  usando @stimador de razdgassim definido

|
Py

1
<] x|

M =R
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O estimado[Xg| é assintoticamente centrado e para grandes astestnese

_ —f N —RY )2 _
'\/ar[XR]Dl fZ(XI RY;) :1 f

2 2 42
—y - [a‘x 2ROy, +R a*Y]

Uma pergunta natural:

--Em que circunstancias sera o estimador da razao pherivel ao estimador habitual
da media?

Isto &

Ser4 Xg mais ou menos eficiente do qu& ?

Em que condigc”)eh/ar[YR] <Var|[X]?

Ora tem-se
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1-f

[0‘2 -2R0" +R%0 | <=—0 2
u
2Ro0" , 0, > R20 2
b
RO Jlov
p= 20‘ "2y,

ondeCV designa coeficiente de variacao .
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Notas finais:

« O estimador da razdoXy resulta num estimador mais eficiente g&, for
suficientemente elevado, mas...

o ...se CV,>2CV, entdo o ganho na eficiéncia sé se verificava®g >1(isto ndo
pode ser pois nao ???)!!!

Portanto, nestas condicbes mesmo existindo umeaelnear perfeita entre X e Y,
Xr ndo pode ser mais eficientio queX

Dois factores importantes para o aumento da efici@m dos estimadores da razao

-=-= avariabilidade da variavel Y nédo pode ser muitiomgue a de X

--- 0 coeficiente de correlacd8yy tem que ser positivo e elevado
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Exemplo

Suponhamos que se divide uma regiao em tipos (ou classes) de arbustos para se estudar uma dada

caracteristica desses arbustos.

Qual a vantagem?

Veremos que desta forma se pode ter estimativas mais precisas do valor médio da populacao do que ao usar

Amostragem Estratificada

a amostragem aleatéria simples. H4 também vantagem em dirigir o estudo para cada subpopulacao ou estrato

- modos diferentes de lidar com cada tipo de arbusto....

-- também pode haver questdes de custos envolvidos...
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Amostragem Estratificada — conceitos

Populacéo dividida em subpopulacbesstiatos.
Sao varias asazoesque levam a estratificar a populacéao:

-- oferece maior garantia de representatividade;
-- permite obter estimativas com uma dada pre@séa a variavel de interesse em cada

estrato;
-- permite resolver os problemas inerentes a caftate e que podem diferir de estrato

para estrato;
-- a estratificacdo permite um aumento de preams@oestimativas; essa precisao € tanto

maior quanto mais homogéneos forem os estratos;
-- conveniéncias administrativas de organizacawalalho de recolha da informacéo.

Populacao finita corM individuos
a,,...,8y 0s valores de uma dada caracteristica para agodle&luos.
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Populacdo ¢é dividida emk grupos ou estratos de dimensfes conhecidas:
Ny,...N, (N, =N)

Estrato dimensao elementos valor médio variancia

2
S N, aj @iy -y, H 2
2
S N, A8 oy -8y, H 5 g,
2
SH Ny A1y 2" By, Hy Oy

k

N=>N,
i=1
_ 1 k K
Valor médio ﬂzﬁgl'\'aﬂa :ElV\{ﬂi

Variancia da populacao
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0" = Nl_l{;(Ni -1)o;* +;Ni(lui _/1)2}

ondew = A' é o0 “peso” em cada estrato.

De facto tem-se

1

I R 3 o (R ) {i(au “H
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a'zzi{Z(N 1)o7 +Z N, (4 - ) }

i=1
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Para cada estrata tem-se

1 1N ’
H==a e d=—>a-u
< N-15

A amostragem aleatoria estratificadansiste entirar de cada estratuma amostra
aleatoria de tamanho pré-fixado:

k
n,nN,,...,N (Zni :n)

tendo como elementos em cada estrato i

Xi1) Xi2yeeer X

n
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A média e a variancia do i-ésimo estrato sao:

l N, " N, 2
R=tYx e §=—3(x %)
nijZ:; J n,—-143 J
A |[fi N chama-sé&accao de amostragenem cada estrato.

Ha dois problemagjue se colocam neste tipo de amostragem:
1- Como se divide a populacéo em estratos.

2-Qual o nimero de elementos a escolher em cad#&o@stkéectacaan

Destes dois problemasmais simpleg€ osegundce é esse que comecaremos a tratar.
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Fixada a dimensao da amostra a recolher, rsain dos modos que a primeira vista
parece mais razoavel consiste em seleccionar em €stato um numero de elementos
proporcional a dimenséo do estrate.,

— =—L donden =n—"
n
Verifica-se portanto que
n n
f=— =
"N, N

E habitual designar esta afectac@ogfertacio proporcional.
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Estimacé&o do valor médio

O estimador do valor médio é a média empiricatadaassim definida

_ k kN X
Xq = TWX = X —
i=1 =1 N

A média empirica estratificadamédia aritmética,

_ k kN X
Xg = WX =X —— _
i=1 i=1 N i=1 N

O primeiro € umestimador centrag@nquanto o segundo nao é.

— K _ 1 k
E[Xst]:ZV\/i,ui =4 enquanto E[X’]:EZ nu #u
1 1
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V2 p .- n _N; . ~
X' s6 ser@&stimador centradse FI :WI’ Ou Seja, No caso ddectacao ser
proporcional

Vejamos agora

VafX =S W )02 n

Kk
Lk
Visto r/ar[xst]‘?’\{ Var (Xi) | pois cov(X.X,)=0.

Observacéao

Vimos que nocaso da afectacéo proporcionXy € X' coincidiam, no entanto estes
dois estimadoresao apresentam a mesma variancid&fectivamente
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Var[)_('] izzk:n L-f)o?

Vejamosvarias expressoqaara a variancia, em certasisos particulares

n, s & .
1. Sefi =~ for desprezavel Var[X,|=> W2 o2 in
n i - . —
2.8eW =—=-1 --afectacdo proporcional Var[x ] —ZW o’

3. Se a amostragem € proporcional e a varianciagiamte , i.e.g’ = o°, entao

Var[X ]—TJ'
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Estimacéo do Total da Populacéao

Um estimador centrado para o totalda populacao é

X

N X, :zk:NiZ
1

Facilmente se verifica que se trata deastimador centradsendo a sua variancia dada
por

Var[XTD] = Zk: N*@-f)o’/In,
1

Intervalos de Confianca

Um intervalo de confianca papaa (1€)100% é
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Xg =228 (Xg) SH<Xq +2455 (%)

e um intervalo de confianca paXa a (1a)100% é

Njgt _ZD/IZNS(X::[) <Xr < Njgt +Za/2NS(Xst)

Se em cada estrato sao recolhidas poucas obsesvapdecedimento usual consiste em
considerart,,, emvez dg,,, sendo o numero de graus de liberdade dado por

)

n= i=1

S g2s? com 0 n
le %‘i -1 |
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Observacao:Vejamos em que condicdes a amostragem estratificadareferivel a
amostragem aleatoria simpled,e, em que condi¢cbes

Var|X, | < Var [ X |

Temos:

Var[X |= @- f)%2 o
Var[ig]:ivvf(l— fi)an—i'2

Numa primeira fase consideremos que estamos no dmsfectacao proporcional,
f.=f
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_ YA N 3 L o1-f( o
Var[X, = - nf); I\INI 7 Var[x]_var[xst]:lTLUZ _%;Nimzj

vimos porém que
, 1
o 2

:m[i(Ni ~1;? +iZ:,Ni(ﬂi —ﬂ)zj

i=1

Se o tamanho dos estratos € grande

N-1 N N-1 *)

k k
donde o"* :%(Z N,oi? + > N (u ‘ﬂ)zj
i=1 i=1

=%i N (= 1 =22 W - >0

i=1 n i=1

= Var[X]-Var[X ]

Prof2 Manuela Neves -ISA- 2019/2020

78



excepto se, todos iguais.

Conclusao:o estimador da mediaa amostragem estratificagera semprenais
eficientedo que aestimador da média na amostragem aleatoria sipguemelhor, é tanto
mais eficientequanto maior for &ariacao nas médias dos estratos.

Porem, se acontece que 0s estratos nao sao stdente grandes que permitam que
se verifigue (*), deve considerar-se

—ﬁtz(l\li -1o;* +;Ni(/ui _ﬂ)zj

= Var|[X|-Var[X, ]_( fl){iNi( p)’ %IZK‘,(N N, )o! }
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Sendo assim, podemos dizer que

X« € mais eficiente do que se

>N (- 1) > 3N =N o

i=1

Informalmente pode dizer-se gueanto maiorfor a variabilidade entre os estrat®s
menorfor a variabilidadelentro de cada estratmaior sera o ganho potencial ao considerar
a amostra estratificada para estimar a média poipula.

Escolha 6ptima do tamanho da amostra a recolher em da estrato

Objectivo:
Saber como escolher a dimensao da amostra de nemiG@zer uma certa precisow
um certo custo

Prof2 Manuela Neves -ISA- 2019/2020 80



Suponhamos que no processo de amostragem ha:

Co --- custo base da amostragem;
C --- custo de cada observagadividual no estrato.

Custo total C; é dado por [Cr =Co*+Xng|,

Que valores escolher paran ,n,,...,n, de modo a:
a) minimizarVar (X4 ), para um custo tot&};;

b) minimizar o custo total, para um dado valor\ée (X).
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a) Variancia minima para custo fixo.

Pretendemos determinay ,n,,...,N, que minimize

_ k 042 1 k o k
Va X, =2 -2 Wa setoa Yo =G

Usando o método dos multiplicadores de Lagrangenodea Lagrangeana assim
definida

k 0—_’2 1 k k
L= 3w S oA San €+
i=1 n N = i=1

Para se minimizar esta funcao teremos
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a .

T = —ZV\‘2 ' _AZCI =
m| =1 n|2 i=1

a. k

5] = i_Zlc,n, -Citey =

onde para cada parcela se ter

Prof2 Manuela Neves -ISA- 2019/2020

R VA

=
Q

G

83



que multiplicando po€i, da cn VA =,cW o
e efectuando a soma ao longo de todas os estratos:

JaW o

1

Cr -G

k

(Cr =W = 2 oW o =2

_Wa
e dado que " —ﬁ tem-se

(G Wy /g
| iW.UJ\/?

Esta € a dimensao Optima da amostra a recolher enada estrato para um custo
total fixo.
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Observacoes:

-- As dimens0es das amostras em cada estrato dmrem

--- proporcionais ao tamanho do estrato e ao demdlrdo do estrato e

--- inversamente proporcionais a raiz quadrado gagounitario de amostragem em
cada estrato.

A dimensao totalda amostra a recolher e

(G —c@ﬁww /e
ZKZWUKJE

n
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Caso particular

Se 0s custos; sdo 0s mesmos para todos os estratos tem-se

C, =¢, +nc onde c é o custo unitario de amostragem (constante), donde

esta é alimensao optimg paran fixo.

Chama-se a esta afectacafzctacao de Neymanrou afectacao optima tendo entao
como variancia minima

2
var i, [)_<st] = l[Zk:VVu Ji'j -t ZK:VV. g’
n N = )
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b) Custo minimo para variancia fixa

Consideremog/ar [ X | =V

--- qual a dimensédo da amostra a recolher em cada estoade modo a termos um
custo minimo?

Do que vimos atras sabemos q&l@r[ist] € minimizada quando g% sédo escolhidos

proporcionalmente aW.o; /4/c. .

Para um dad¥ devera haver um custo minimo para o qual a af@atpermitira obter
V como a variancia minima. Sendo assim a escolhddeeya aquela que satisfazendo a

proporcionalidade acima referida, minimize o custal, para um dado valor déir[fst],
isto e,
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ondek deve ser escolhido de modo a assegurar que

Var[)?st]:

k 12
Z\Niz 0-_' —izvvia'i'z
i=1

n. N <=

Sendo assim deve tomar-se
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Kk
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N =

\

N\

s Wa' [

J
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Mais uma Nota

~ . , N,
No caso depretendermos uma afectacao proporcioist, €, sen =n-—-, quevalor de
n se deve considerar?

Nalguns casos € pre-fixado;

caso contrario, sendb o erro absolutoconsidera-se

4% Wo;?

d2

se a = 005

n, U

caso a populacao seja finita, deve considerareseraccao

—_ r-]0
n=
1+n,/N
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Estimacao de Proporcoes
Seja P a proporcao dos individuos na populaca&icamdo uma dada caracteristica, A

Definindo, como fizemos na amostragem aleatéOrigplais) as variaveis aleatorias
como

1 se o0 elemento verifica A
0O seoelemento nao verifica A

Seja

N

N 2%

Y; =YY donde P=23-
1 N

Comoestimador deP tem sentido considerar
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onde Y =P designa a proporcdo de individuos no estiatincluidos na amostra e
verificando A. O estimador deé tal que

E[P,|=P

2 —
Var [Isst] = ZVV' ( I\|I\I| —rj:i jpl @-P) Eomparar com slide 32

k
i=1 ni

Um estimador desta varianciaé :

=n i

] sfp -3 ga-)
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Sen, grande tem-se

var|P, | = an—'_z(l— f)R(1-R)

. ~ ~ - nl _ n
Se estamos numa situagdo de afectacéo propordsioat, se -= tem-se

N-ns W o py ief
I R O

Van B | = SWR(1-R)|

Dimensao da amostra em cada estrato de modo a mingar a variancia com custo fixo

No caso deC; =¢, +2.¢n , tem-se a dimensao da amostra a recolher em stad#oe
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Dimensao total da amostra

Se considerarmosadectacao de Neymancomn fixo ignorando custos tem-se
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> W./RQc

53

n =

(C. —c)z W .,/PQ /c
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