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Prefáio

A disiplina de Estatístia e Delineamento integra-se nos programas da maioria dos Mestrados leionados

no Instituto Superior de Agronomia.

Não se trata duma disiplina introdutória de Estatístia, mas sim duma disiplina de ontinuidade e apro-

fundamento de oneitos e ferramentas estatístias. Pressupõe a frequênia duma disiplina estatístia

prévia, semelhante às que são leionadas na grande maioria dos primeiros ilos nas áreas orrespon-

dentes aos ursos do ISA. Aos alunos que, por um ou outro motivo, não tenham frequentado disiplinas

estatístias introdutórias, ou que preisem de relembrar oneitos, aonselha-se vivamente a onsulta de

algum dos numerosos textos de introdução à Estatístia. Por exemplo, podem ser onsultados os materi-

ais de apoio à disiplina de Estatístia leionada nos primeiros ilos do ISA, disponíveis na respetiva

página web, e que foram já editados em livro da Prof. Manuela Neves [4℄.

Nas disiplinas introdutórias de Estatístia aborda-se sobretudo o estudo das observações univariadas,

ou seja, relativas a uma únia variável. Na disiplina Estatístia e Delineamento estudam-se modelos

que prouram expliar as observações duma dada variável à usta de outras variáveis. O fundamental

do programa da disiplina Estatístia e Delineamento aborda o prinipal modelo estatístio, o Modelo

Linear.

Como ferramenta de apoio informátio, é utilizado o programa informátio R [5℄. Trata-se de um

software livre e gratuito, baseado na linguagem omputaional S, espeialmente onebida para apliações

estatístias [1, 2℄.

Informação vária sobre o programa (manuais, respostas a perguntas frequentes, páginas de ajuda, boletim

informativo) pode ser obtida através da rede, em

http://www.r-projet.org.

O programa R pode ser desarregado gratuitamente através da Internet, a partir do site:

http://ran.r-projet.org

ou em vários outros sites que reproduzem o onteúdo do endereço atrás referido (mirror sites, ujos

endereços estão indiados no portal aima referido). Existem versões do programa R já ompiladas para

exeução nos prinipais sistemas operativos (Linux, Maintosh, Windows).

i

http://www.r-project.org
http://cran.r-project.org
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Capítulo 1

Introdução

Nas disiplinas introdutórias de Estatístia aborda-se fundamentalmente o estudo de observações uni-

variadas, ou seja, relativas a uma únia variável. Na disiplina Estatístia e Delineamento estudam-se

modelos que prouram expliar as observações duma dada variável (a variável resposta), à usta de outras

variáveis (as variáveis preditoras).

1.1 Exemplo

Na nuvem de n = 31 pontos da Figura 1.1 pode observar-se a relação entre o diâmetro à altura do peito

(variável DAP, em entimetros), de�nida omo o diâmetro do trono à altura de 1,30 m, e o volume do

trono (variável Volume, em metros úbios), medidos em 31 erejeiras.

A nuvem de pontos da Figura 1.1 permite onluir que:

• há uma tendênia de fundo relativamente forte e bem de�nida, o que signi�a que há uma assoiação

entre as duas variáveis;

• essa relação é aproximadamente em linha reta, omo se pode on�rmar alulando o respetivo

oe�iente de orrelação linear, rxy=0.9671.

Nota: Parte-se do pressuposto que o oneito e as propriedades do oe�iente de orrelação linear, rxy,

são onheidos das disiplinas introdutórias de Estatístia. Caso neessário, reveja-os.

Sempre que exista uma boa assoiação entre as variáveis pode prourar-se uma equação que desreva a

tendênia de fundo dessa relação entre as variáveis. No aso duma relação linear, a equação genéria

duma linha reta (não vertial), y= b0 + b1 x, pode ser usada para modelar a relação entre as variáveis.

No exemplo aima, esse modelo permitirá estimar o volume do trono duma erejeira (variável resposta),

a partir do seu DAP (variável preditora). A medição rigorosa do volume do trono duma árvore é uma

operação destrutiva, já que a árvore tem ser ortada e o seu trono submergido num tanque de água,

sendo o volume alulado a partir da subida do nível da água. A possibilidade de estimar o volume apenas

om base na medição do DAP é vantajosa, uma vez que evita a destruição da árvore.

1
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Figura 1.1: Relação entre volume do trono (y) e DAP (diâmetro à altura do peito, x) em 31 erejeiras.

As oordenadas dos pontos são dadas pelos n = 31 pares de medições, {(xi, yi)}31i=1.

1.2 Ideias prévias sobre modelação em geral

Começamos por formular algumas ideias gerais sobre modelos que desrevem relações entre duas (ou

mais) variáveis.

• Todos os modelos são apenas aproximações da realidade. No exemplo aima, é evidente que a

relação entre DAP e volume do trono não é exatamente linear. Haverá sempre erros assoiados

às estimativas obtidas om base no modelo.

• Existem, em geral, modelos alternativos adequados a uma relação. Um dado modelo pode ser melhor

num aspeto, mas pior noutro. No exemplo aima, os três pontos orrespondentes às erejeiras de

menor porte pareem desviar-se um pouo da tendênia linear. Talvez uma relação não linear

(urvilínea) seja mais adequada quando se estudarem árvores de DAP pequeno. Ou pode aonteer

que a introdução de novas variáveis preditoras permita diminuir aentuadamente os erros assoiados

à previsão.

• O prinípio da parimónia na modelação a�rma que, perante diferentes modelos onsiderados ade-

quados, é preferível o mais simples.

• Modelos baseados em relações teórias entre as variáveis observadas podem designar-se modelos

teórios ou oneptuais. Modelos que apenas desrevem relações observadas, mas sem reurso a

relações teoriamente sustentadas, designam-se modelos empírios.
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1.3 Ideias prévias sobre modelos estatístios

Nesta disiplina estudam-se um tipo partiular de modelos, designados modelos estatístios.

• Os modelos estatístios desrevem a tendênia de fundo entre as variáveis (que pode ser de origem

teória ou empíria). Sabe-se que existe variabilidade das observações em torno dessa tendênia de

fundo, e os modelos estatístios inorporam essa variabilidade através de pressupostos espeí�os.

• Num modelo estatístio não há neessariamente uma relação de ausa e efeito entre variável resposta

e preditores. Há apenas assoiação. A eventual existênia de uma relação de ausa e efeito só pode

ser justi�ada por argumentos teórios exteriores à estatístia.

1.3.1 Ideias prévias sobre o Modelo Linear

O Modelo Linear é um aso partiular de modelação estatístia. O Modelo Linear engloba um grande

número de modelos espeí�os:

• A Regressão Linear Simples relaiona uma variável resposta numéria y e uma variável preditora

igualmente numéria x através duma tendênia de fundo linear, expressa pela equação y = b0+b1 x.

A Regressão Linear Simples foi já motivada pelo exemplo iniial e será motivada por exemplos

ulteriores na Seção 2.1.

• A Regressão Linear Múltipla estende a Regressão Linear Simples para relações entre uma variável

resposta y e p>1 variáveis preditoras, x1, x2, ..., xp, (todas numérias), através duma equação do

tipo y = b0 + b1 x1 + b2 x2 + ...+ bp xp, ou seja, esrevendo y omo ombinação linear (a�m) das p

variáveis preditoras.

• A Regressão Polinomial, em que a relação entre uma variável resposta y e uma variável preditora x

é de tipo polinomial, ou seja, da forma y = b0+b1 x+b2 x
2+ ...+bp x

p
. Engloba igualmente modelos

om equações polinomiais em várias variáveis preditoras. Como se verá, este tipo de relação pode

ser estudado omo um aso partiular duma Regressão Linear Múltipla.

• As Análises de Variânia, em que a variável resposta numéria y é modelada a partir de uma ou

mais variáveis preditoras, que no entanto são variáveis ategórias (fatores), ou seja, variáveis

não numérias, ujos valores são diferentes ategorias (por exemplo, diferentes espéies, diferentes

genótipos, diferentes loalidades, et.).

• As Análises de Covariânia, em que uma variável resposta numéria y é modelada por várias

variáveis, algumas das quais são numérias e outra ategórias. Esta onretização do Modelo

Linear já não faz parte do Programa da disiplina de Estatístia e Delineamento.

O Modelo Linear é de estudo impresindível, uma vez que:

• é o modelo estatístio mais frequentemente utilizado:

• é o mais ompleto e bem estudado tipo de modelo estatístio;
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• serve de base para numerosas extensões, omo por exemplo a Regressão Não Linear, os Modelos

Lineares Generalizados, os Modelos Lineares Mistos, et. (que não são estudados nesta disiplina).
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Capítulo 2

Regressão Linear Simples

Em muitos estudos reolhem-se dados relativos a duas variáveis, havendo interesse em analisar a respe-

tiva relação. Consideremos uma situação onde, dadas n unidades experimentais (por exemplo organismos,

parelas de terreno, loalidades, genótipos), se observam duas variáveis numérias, generiamente desig-

nadas x e y. Assim, dispõe-se de n pares de observações {(xi, yi)}ni=1 (orrespondendo o índie i a ada

unidade experimental). Trata-se de um onjunto de observações bivariadas.

De grande utilidade será a onstrução de um grá�o das n observações obtidas. Neste grá�o, ada eixo

orresponde a uma das variáveis observadas, e a ada uma das n observações orresponderá um ponto,

de oordenadas (xi, yi). Vejamos alguns exemplos.

2.1 Exemplos

2.1.1 Produção do leite de abra em Portugal

Dados do Instituto Naional de Estatístia (INE) indiam a produção de leite de abra em Portugal

(variável y, em milhões de litros) nos anos entre 1986 e 2011 inlusive (variável x). A estes dados

orrespondem n = 26 pares de valores, {(xi, yi)}26i=1. O respetivo grá�o é mostrado na Figura 2.1.

Como se pode observar, a tendênia de fundo é resente e aproximadamente linear, om um oe�iente de

orrelação linear de rxy=0.9348. Ou seja, uma linha reta desreve bem a tendênia de fundo da nuvem

de pontos. De imediato oloa-se a questão de saber omo identi�ar a melhor reta para desrever a

tendênia de fundo. Todas as retas (não vertiais) têm uma equação da forma y = b0+b1 x. O problema

de determinar a melhor reta, neste ontexto, será abordado posteriormente.

Neste exemplo interessa o ontexto desritivo, ou seja, o objetivo fundamental onsiste em determinar

a equação da reta que melhor desreve a tendênia subjaente à nuvem de pontos. A reta obtida serve

para simpli�ar a relação entre produção de leite de abra ao longo dos anos indiados, em Portugal,

permitindo que, em vez da oleção de 26 observações bivariadas, se desreva a relação de fundo apenas

à usta da equação da reta, ou seja, apenas usando os dois parâmetros da reta: o seu delive b1 e a sua

ordenada na origem, b0.

5
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Figura 2.1: Evolução da produção do leite de abra em Portugal, nos anos de 1986 a 2011 (dados do

Instituto Naional de Estatístia, INE). O oe�iente de orrelação linear é rxy=0.9348.

2.1.2 Volume e diâmetro à altura do peito em erejeiras

O exemplo onsiderado na Introdução (Capítulo 1) tem origem num onjunto de dados disponibilizado

no software R, de nome trees. Nesse onjunto de dados existem observações de três variáveis em 31

erejeiras (as unidades experimentais), medidas em unidades anglo-saxónias. No entanto, utilizamos

apenas as medições de duas variáveis, onvertidas para o Sistema Métrio Internaional: os diâmetros à

altura do peito (que designaremos por DAP, a variável x, onvertida em entimetros) e o volume do trono

(variável y, em metros úbios) de ada erejeira. A nuvem de pontos dos n = 31 pares de medições,

{(xi, yi)}31i=1, é dada na Figura 1.1.

Tal omo no exemplo da subseção 2.1.1, a tendênia de fundo é resente e aproximadamente linear, sendo

igualmente de interesse obter a melhor reta, de equação genéria y = b0 + b1 x, para desrever a relação

subjaente. No entanto, um aspeto importante distingue este exemplo do exemplo anterior. Enquanto

que no exemplo da Subseção 2.1.1 os dados disponíveis diziam respeito à totalidade da informação

relativa aos 26 anos em ausa, neste aso a informação disponível apenas diz respeito a um pequeno

subonjunto da totalidade das árvores de ereja. Ou seja, os n = 31 pares de observações são apenas

uma amostra duma população mais vasta. O verdadeiro objetivo, numa análise da relação entre volume

do trono e DAP, não dirá respeito apenas às 31 observações disponíveis, mas sim à relação existente na

população de todas as erejeiras.

Assim, há que admitir que existe uma reta populaional que desreve a relação entre volume e DAP

na população, uja equação será da forma y = β0 + β1x. A reta amostral de equação y = b0 + b1 x

obtida a partir da nossa amostra será apenas uma estimativa da reta populaional, mas não onidirá

om a reta populaional. Diferentes amostras extraídas da população de erejeiras irão gerar diferentes

retas estimadas. Aqui interessa o ontexto inferenial, ou seja, saber omo se pode utilizar uma amostra

aleatória para, não apenas obter a reta amostral y = b0+b1 x, mas igualmente fazer inferênia estatístia

sobre os parâmetros β0 e β1 da reta populaional, ou sobre os valores de y (volume) na reta populaional,

dado um valor de x (DAP).
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2.1.3 Peso no parto, em seres humanos

Consideremos agora um outro exemplo, em que a relação de fundo entre duas variáveis observadas não é

de tipo linear. Os dados foram reolhidos num grande hospital português, e dizem respeito à relação entre

a idade gestaional, ou seja, a duração duma gravidez em mulheres (variável x, em semanas) e o peso do

bebé à nasença (variável y, em g). Há dados relativos a 251 partos, observados num dado período de

tempo. Assim, dispõe-se de n = 251 pares de observações: {(xi, yi)}251i=1. A Figura 2.2 mostra a nuvem

de pontos resultante.
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Figura 2.2: Relação entre o peso de bebés à nasença (y) e a duração da gravidez (x), em 251 partos

num hospital em Portugal.

Existe uma tendênia de fundo na nuvem de pontos, que é laramente resente, mas urvilinea, ou seja,

não linear. Assim, em relação aos exemplos anteriores, oloa-se uma questão adiional: saber qual a

função que pode ser usada na equação y = f(x) para desrever a relação de fundo visível na Figura 2.2.

Pelo onheimento dos grá�os de funções elementares, sabemos que uma urva resente, omo a da

Figura, pode talvez estar assoiada a uma relação de tipo exponenial, om equação y=f(x)=c edx (om

d > 0). Mas pode também estar assoiada a uma relação potênia, om equação y = f(x) = c xd
, om

d > 1 (poderia, por exemplo, tratar-se da parte asendente duma parábola de onavidade voltada para

ima). Ou talvez seja mais adequada outra forma funional para desrever a relação entre duração da

gravidez e peso dos bebés à nasença.

O ajustamento direto de relações não lineares, a hamada Regressão Não Linear, não faz parte do

Programa desta disiplina. Mas, omo se verá mais tarde (Seção 2.3), para muitos tipos de relações não

lineares é possível identi�ar transformações de uma ou ambas as variáveis que linearizam a relação, ou

seja, que geram uma relação linear, não entre as variveis originalmente observadas, mas entre as variáveis

assim transformadas.

Em todos os exemplos anteriores, as variáveis x e y desempenham papéis que não são interambiáveis.

Em geral, haverá uma variável (assoiada ao eixo dos y) que se pretende modelar ou prever a partir

de outra (assoiada ao eixo dos x). A variável que se pretende modelar ostuma designar-se variável
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resposta. A variável usada para modelar a variável resposta designa-se variável preditora ou expliativa

1

.

2.2 A Regressão Linear Simples em ontexto desritivo

Na disiplina de Estatístia dos primeiros ilos do ISA introduz-se o oneito de Regressão Linear, mas:

• apenas omo regressão linear simples (uma únia variável preditora); e

• apenas no ontexto desritivo (sem preoupações infereniais).

Vamos reordar e aprofundar o estudo da Regressão Linear Simples (RLS) em ontexto meramente des-

ritivo. Veremos omo se obtém uma reta que desreva adequadamente uma relação de fundo linear

evideniada por n pares de observações de duas variáveis x e y, e estudaremos as propriedades funda-

mentais dessa reta de regressão de y sobre x.

2.2.1 O Critério dos Mínimos Quadrados

Considere de novo os exemplos das Subseções 2.1.1 e 2.1.2. Como se pode obter uma reta y = b0+ b1 x

que desreva bem a relação linear de fundo entre as variáveis y e x? Para justi�ar que uma dada reta

seja `a melhor' de todas, há que omeçar por de�nir um ritério, que permita omparar diferentes retas.

O ritério lássio, usado na regressão linear, é o hamado ritério dos mínimos quadrados. Para apliar

esse ritério, omeça-se por de�nir o oneito de resíduo. Um resíduo é a diferença entre um valor

observado da variável resposta y e o orrespondente valor ŷ obtido através de um dado modelo, que se

designa o valor ajustado de y.

De�nição 2.1: Resíduos numa RLS

Seja dado um onjunto de n observações bivariadas, {(xi, yi)}ni=1, e uma qualquer reta (não vertial)

relaionando y e x, de equação y = b0 + b1 x. Designa-se por i-ésimo resíduo a diferença entre o

i-ésimo valor observado de y, yi, e o valor ajustado de y assoiado ao orrespondente valor xi do

preditor, ou seja: ŷi = b0 + b1 xi. Assim, o resíduo assoiado à observação i é dado por:

ei = yi − ŷi = yi − (b0 + b1xi) , (2.1)

Nos grá�os das Figuras 2.1 e 1.1, um resíduo orresponde à distânia na vertial entre ada ponto e a

reta y = b0 + b1 x, distânia essa afetada de um sinal que será:

1

A variável resposta é por vezes designada variável dependente e a variável preditora é designada variável independente.

No entanto, a palavra 'independente' onfunde om o oneito de independênia probabilístia de duas variáveis aleatórias,

que nada tem a que ver om o ontexto agora referido. A �m de evitar esta onfusão, serão utilizadas nestes apontamentos

as expressões variável resposta e variável preditora.
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• positivo se o ponto se enontra aima da reta;

• negativo para pontos abaixo da reta.

O ritério para de�nir a reta de regressão de y sobre x é o ritério de minimizar a soma de quadrados

dos resíduos.

De�nição 2.2: Reta de Mínimos Quadrados numa RLS

Seja dado um onjunto de n observações bivariadas, {(xi, yi)}ni=1. A reta de regressão de y

sobre x é a reta y = b0 + b1 x que minimiza a Soma de Quadrados Residual (i.e., dos resíduos),

ou seja, ujos parâmetros b0 e b1 minimizam:

SQRE =

n∑

i=1

e2i =

n∑

i=1

[yi − (b0 + b1xi)]
2
.

A solução do problema agora de�nido dá origem a fórmulas simples para os dois parâmetros da reta: o

seu delive b1 e a ordenada na origem b0. Essas fórmulas são dadas na seguinte Proposição.

Proposição 2.1: Fórmulas da reta de regressão

Dados n pares de observações {(xi, yi)}ni=1, a reta de regressão de y sobre x obtida a partir do

Critério de Mínimos Quadrados, é a reta y = b0 + b1 x, om

Declive : b1 =
covxy
s2x

(2.2)

Ordenada na origem : b0 = y − b1x , (2.3)

sendo:

• x = 1
n

n∑
i=1

xi a média das n observações de x;

• y = 1
n

n∑
i=1

yi a média das n observações de y;

• s2x = 1
n−1

n∑
i=1

(xi − x)2 a variânia amostral de x; e

• covxy = 1
n−1

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y) a ovariânia amostral entre x e y.

Demonstração 2.1: Proposição 2.1

Determinar valores b0 e b1 que minimizem SQRE é um problema de minimizar uma função (aqui hamada

SQRE) de duas variáveis (aqui hamadas b0 e b1). Este problema é estudado nas disiplinas de Análise
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Matemátia. Dada uma função de duas variáveis, f(x, y), derivável em todo o seu domínio, é ondição

neessária para que a função atinja um extremo num ponto (x∗, y∗) que as duas derivadas pariais de f

se anulem nesse ponto:

∂f(x∗, y∗)

∂x
= 0 ;

∂f(x∗, y∗)

∂y
= 0

Tendo em onta a função SQRE =
n∑

i=1

[yi − (b0 + b1xi)]
2
, om variáveis b0 e b1, tem-se:

∂SQRE(b0, b1)

∂b0
= 2

n∑

i=1

[yi − (b0 + b1xi)] · (−1) (2.4)

∂SQRE(b0, b1)

∂b1
= 2

n∑

i=1

[yi − (b0 + b1xi)] · (−xi) (2.5)

Igualando a primeira expressão a zero e dividindo por n, tem-se:

n∑

i=1

[yi − (b0 + b1xi)] = 0 ⇔

n∑

i=1

yi =

n∑

i=1

(b0 + b1xi) ⇔

n∑

i=1

yi

n
= ✁n b0

✁n
+ b1

n∑

i=1

xi

n

⇔ y = b0 + b1x ⇔ b0 = y − b1x ,

o que prova a fórmula (2.3). Por seu lado, igualando a expressão (2.5) a zero e substituindo a fórmula

aabada de obter para b0, tem-se:

n∑

i=1

[yi − (b0 + b1xi)]xi = 0 ⇔

n∑

i=1

yi xi =

n∑

i=1

(b0 + b1xi) xi

⇔

n∑

i=1

yi xi =

n∑

i=1

[(y − b1 x) + b1xi]xi

⇔

n∑

i=1

yi xi =
n∑

i=1

y xi + b1

n∑

i=1

(xi − x)xi

⇔ b1

n∑

i=1

(xi − x)xi =
n∑

i=1

(yi − y)xi . (2.6)

Ora, pela de�nição de ovariânia amostral, tem-se

(n−1) covxy =
n∑

i=1

(xi − x)(yi − y) =
n∑

i=1

xi (yi − y)−
n∑

i=1

x (yi − y)

=
n∑

i=1

xi (yi − y)− x

n∑

i=1

(yi − y)

︸ ︷︷ ︸

=0

=
n∑

i=1

xi (yi − y) , (2.7)

já que

n∑

1=1

(yi − y) =
n∑

1=1

yi − ny = ny − ny = 0 . (2.8)

Por ontas análogas às de (2.8) mostra-se que

n∑

i=1

(xi − x) = 0 (ver também o Exeríio 3 de RLS). Logo, a
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2.2. A REGRESS�O LINEAR SIMPLES EM CONTEXTO DESCRITIVO

partir da de�nição de variânia amostral, tem-se:

(n−1) s
2
x =

n∑

i=1

(xi − x)2 =
n∑

i=1

(xi − x)(xi − x) =
n∑

i=1

xi (xi − x)−
n∑

i=1

x (xi − x)

=

n∑

i=1

xi (xi − x)− x

n∑

i=1

(xi − x)

︸ ︷︷ ︸

=0

=

n∑

i=1

xi (xi − x) , (2.9)

Substituindo as expressões (2.7) e (2.9) na equação (2.6), tem-se:

b1

n∑

i=1

(xi − x) xi =

n∑

i=1

(yi − y)xi ⇔ b1 (n−1) s
2
x = (n−1) covxy ⇔ b1 = ✘✘✘(n−1) covxy

✘✘✘(n−1) s2x
,

que é a fórmula (2.2). Dispensa-se a veri�ação da ondição su�iente para a existênia de um mínimo

loal (através do Critério da matriz Hessiana) no ponto rítio (b0, b1) agora identi�ado, uma vez que existe

um únio ponto rítio, e a natureza do problema india que tem de ser um mínimo (isto é, tem de existir

uma reta globalmente mais próxima dos n pontos).

Importa sublinhar que ritérios de ajustamento diferentes produziriam retas ajustadas diferentes. Não

é difíil oneber ritérios de ajustamento da reta alternativos ao ritério de mínimos quadrados da

De�nição 2.2. Por exemplo, em vez de se prourar minimizar a soma de quadrados de distânias na

vertial, é possível usar o ritério de minimizar a soma de quadrados de distânias na perpendiular, ou

mesmo na horizontal, entre pontos e reta. Da mesma forma, em vez de onsiderar somas de quadrados, é

possível onsiderar somas das distânias (valor absoluto dos resíduos), ou outros ritérios

2

. Cada ritério

alternativo gera uma reta espeí�a, e em geral as retas resultantes são diferentes.

A esolha do ritério de minimizar a Soma de Quadrados dos Resíduos tem, subjaente, o papel diferente

das duas variáveis, sendo:

• y a variável resposta, que se deseja modelar ;

• x a variável preditora, uma ferramenta usada na modelação de y.

O objetivo é prever y om erros globalmente o mais pequenos possível. O i-ésimo resíduo, ei = yi − ŷi,

mede preisamente o desvio (om sinal) da observação yi fae à sua previsão a partir duma reta ajustada.

Ao minimizar-se a Soma de Quadrados Residual, minimiza-se a soma de quadrados dos erros de previsão

de y.

Uma vez estabeleido o ritério de mínimos quadrados da De�nição 2.2, o papel das duas variáveis, x e

y, não é simétrio. Ou seja, a reta de regressão de y sobre x não é igual à reta de regressão de x sobre

y. Importa, pois, onsiderar anteipadamente qual a variável que se deseja estudar (ou seja, a variável

resposta y) e qual a variável que se deseja utilizar omo ferramenta para modelar/prever y (ou seja, a

variável preditora x).

2

O ritério de minimizar a soma de resíduos, afetados de sinal, não seria um bom ritério: havendo resíduos om sinal

diferente, resíduos positivos grandes podem anelar resíduos negativos de grande valor absoluto, sem que isso signi�que

que a reta usada para alular os resíduos esteja próxima desses pontos. Aliás, omo se verá seguidamente, na reta de

regressão de mínimos quadrados, a soma dos resíduos é sempre nula.
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CAPÍTULO 2. REGRESS�O LINEAR SIMPLES

Na Figura 2.3 é mostrada a reta de regressão de volume do trono sobre DAP, para a amostra das n = 31

erejeiras disutida na Subseção 2.1.2. Repare-se omo a esolha de variável resposta e preditora é aqui

evidente: o objetivo é prever volumes do trono (uja medição rigorosa envolve ténias destrutivas) a

partir dos DAP, e não o inverso. O delive e ordenada na origem da reta aí mostrada são dados pelas

fórmulas da Proposição 2.1.
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Figura 2.3: A reta de regressão entre volume do trono (y) e diâmetro à altura do peito (x) em erejeiras,

ajustada a partir da amostra de n = 31 erejeiras introduzida na Seção 1.1. Esta reta resultou de

minimizar a Soma de Quadrados dos Resíduos, ou seja, minimizar a soma de quadrados das distânias

na vertial entre pontos e reta, assinaladas no grá�o.

2.2.2 Propriedades da reta de regressão

É sabido que, para qualquer reta de equação y = b0 + b1 x,

• a ordenada na origem b0 é o valor de y (na reta) assoiado a x = 0;

• o delive b1 é a variação de y assoiada a um aumento de uma unidade em x.

No ontexto duma reta de regressão de y sobre x, que apenas desreve uma tendênia de fundo, estas

interpretações devem ser aompanhadas do quali�ativo médio (por exemplo, o delive será a variação

média em y, assoiada a um aumento de x em uma unidade).

Estes parâmetros da reta de regressão têm unidades de medida, uma vez que só há oerênia de unidades

de medida na equação aso:

• b0 tenha unidades de medida iguais às de y; e

• o delive b1 tenha unidades de medida iguais a

unidades de y
unidades de x .
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2.2. A REGRESS�O LINEAR SIMPLES EM CONTEXTO DESCRITIVO

Assim, a reta de regressão indiada na Figura 2.3 permite a�rmar que, a ada m adiional no DAP, o

volume do trono aumenta, em média, 0.0565m3
. Neste ontexto, é biologiamente irrelevante interpretar

b0, uma vez que não existem árvores om DAP igual a zero. Em tais asos, a ordenada na origem b0 deve

ser vista apenas omo um parâmetro que permite um melhor ajustamento da reta à nuvem de pontos.

Proposição 2.2: Propriedades da reta de regressão

Seja dada uma reta de regressão de y sobre x, ajustada om base em n observações {(xi, yi)}ni=1.

Veri�a-se:

1. a reta de regressão passa no entro de gravidade da nuvem de pontos, isto é, no ponto (x, y).

2. a média dos valores observados yi, é igual à média dos orrespondentes valores ajustados, ŷi.

3. a soma dos resíduos ei é igual a zero.

Demonstração 2.2: Proposição 2.2

1. É evidente a partir da fórmula para a ordenada na origem que o ponto (x, y) satisfaz a equação

da reta:

b0 = y − b1 x ⇔ y = b0 + b1 x .

2. A média dos valores ajustados, ŷi, é dada por ŷ = 1
n

n∑
i=1

ŷi =
1
n

n∑
i=1

(b0 + b1 xi). Substituindo

a fórmula para b0 (2.3), vem:

ŷ =
1

n

n∑

i=1

[(y − b1x) + b1 xi] = (y − b1x) + b1x = y .

3. A soma dos resíduos, tendo em onta o resultado do ponto anterior, é dada por:

n∑

i=1

ei =
n∑

i=1

(yi − ŷi) = n y − n ŷ = 0 .

2.2.3 As três Somas de Quadrados

Já foi referido o papel da Soma de Quadrados Residual (SQRE) no ritério que leva à de�nição da reta

de regressão de y sobre x. Mas duas outras somas de quadrados desempenham um papel fulral no estudo

da regressão linear simples. Todas estão intimamente assoiadas à variânia amostral de três tipos de

valores: os valores observados de y, os valores ajustados de y, e os resíduos.

Sejam dadas n observações bivariadas, {(xi, yi)}ni=1 e a respetiva reta de regressão de y sobre x.

Considerem-se as variânias amostrais
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• dos n valores observados de y: s2y = 1
n−1

n∑
i=1

(yi − y)2;

• dos n valores ajustados de y: s2ŷ = 1
n−1

n∑
i=1

(ŷi − y)2; e

• dos n resíduos: s2e = 1
n−1

n∑
i=1

(ei − e)2 = 1
n−1

n∑
i=1

e2i .

Nota: Na de�nição da variânia amostral dos valores ajustados ŷ foi tido em onta que a média desses

valores é igual à média dos n valores observados de y, y. De igual forma, foi tido em onta na de�nição

da variânia amostral dos resíduos, s2e, que a média dos resíduos é (tal omo a sua soma) nula. Ambos

estes resultados foram demonstrados na Proposição 2.2.

De�nição 2.3: As três Somas de Quadrados

Sejam dadas n observações bivariadas, {(xi, yi)}ni=1 e a respetiva reta de regressão de y sobre x.

De�nem-se as seguintes Somas de Quadrados (repetindo-se a de�nição de SQRE):

• a Soma de Quadrados Total, SQT =
n∑

i=1

(yi − y)2 = (n−1) s2y;

• a Soma de Quadrados assoiada à Regressão, SQR =
n∑

i=1

(ŷi − y)2 = (n−1) s2ŷ;

• a Soma de Quadrados Residual, SQRE =
n∑

i=1

e2i =
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2 = (n−1) s2e.

Uma fórmula fundamental da regressão linear relaiona estas três Somas de Quadrados e, portanto, as

três variânias amostrais que lhes estão assoiadas. Essa fórmula fundamental a�rma que a SQT se

deompõe na soma de SQR e SQRE (justi�ando assim a designação de Soma de Quadrados Total).

Proposição 2.3: Fórmula Fundamental da Regressão

Sejam dadas n observações bivariadas,{(xi, yi)}ni=1, e a respetiva reta de regressão de y sobre x.

Veri�a-se a seguinte relação entre as três Somas de Quadrados:

SQT = SQR+ SQRE ⇔ s2y = s2ŷ + s2e

Demonstração 2.3: Proposição 2.3

Na expressão que de�ne SQT vamos introduzir um par de parelas de soma zero, que nos ajudarão
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2.2. A REGRESS�O LINEAR SIMPLES EM CONTEXTO DESCRITIVO

nas ontas subsequentes (−ŷi + ŷi=0):

SQT =

n∑

i=1

(yi − y)2 =

n∑

i=1

[(yi − ŷi) + (ŷi − y)]
2

=

n∑

i=1

[
(yi − ŷi)

2 + (ŷi − y)2 + 2(yi − ŷi)(ŷi − y)
]

=

n∑

i=1

(yi − ŷi)
2

︸ ︷︷ ︸
=SQRE

+

n∑

i=1

(ŷi − y)2

︸ ︷︷ ︸
=SQR

+2

n∑

i=1

(yi − ŷi)(ŷi − y) (2.10)

Para que a igualdade pedida se veri�que, é preiso que a última parela na expressão (2.10) seja

nula. Ora ŷi = b0 + b1 xi e b0 = y − b1 x. Substituindo a expressão de b0 na de�nição de ŷi, vem:

ŷi = y+b1(xi−x). Logo, o somatório na última parela da equação (2.10) pode ser re-esrito omo:

n∑

i=1

(yi − ŷi)(ŷi − y) =
n∑

i=1

[(yi − y)− b1 (xi − x)] b1 (xi − x)

= b1

[ n∑

i=1

(xi − x)(yi − y)

︸ ︷︷ ︸
=(n−1) covxy

− b1

n∑

i=1

(xi − x)2

︸ ︷︷ ︸
= (n−1) s2x

]

Tendo em onta que b1=
covxy

s2x
, tem-se b1 s

2
x=covxy. Logo, a diferença aima anula-se.

A Proposição agora enuniada deompõe a Soma de Quadrados Total (e portanto a variânia amostral

dos valores observados de y) em duas parelas om signi�ado. Uma dessas parelas, SQRE, está

assoiada aos resíduos - ou seja, ao desvio dos pontos observados em relação à reta ajustada - e portanto

orresponde à variabilidade da variável resposta y que a reta de regressão não é apaz de expliar. A

outra parela, SQR, orresponde à variabilidade resultante de substituir os valores observados de y pelos

orrespondentes valores ajustados pela reta - ou seja, orresponde à parte da variabilidade dos yi que é

preservada se esses valores observados forem substituídos pelos valores previstos pelo modelo, os valores

ŷi. Pode onsiderar-se que se trata da parte da variabilidade dos yi observados que é preservada, ou

expliada, pela reta de regressão.

É evidente que uma reta de regressão é tanto mais e�az no relaionamento entre duas variáveis, quanto

maior f�r o valor de SQR em relação ao valor de SQRE ou, alternativamente, quanto maior f�r o valor

de SQR em relação ao total SQT . Surge assim, de forma natural, a de�nição daquele que é o mais usado

indiador da qualidade duma reta de regressão, o hamado Coe�iente de Determinação, R2
:

De�nição 2.4: Coe�iente de Determinação

Sejam dadas n observações bivariadas, {(xi, yi)}ni=1, e a respetiva reta de regressão de y sobre x.
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De�ne-se o Coe�iente de Determinação R2
assoiado à regressão, omo sendo a razão:

R2 =
SQR

SQT
=

s2ŷ
s2y

(s2y 6= 0) .

A disussão sobre as Somas de Quadrados feita mais aima torna evidente que uma regressão linear deve

onsiderar-se tanto melhor quanto maior f�r o valor do Coe�iente de Determinação R2
que lhe está

assoiado. Tornemos mais explíitas as propriedades deste indiador fundamental da qualidade duma

reta de regressão.

Proposição 2.4: Propriedades do Coe�iente de Determinação R2

Seja R2 = SQR
SQT o Coe�iente de Determinação duma reta de regressão. Veri�am-se as seguintes

propriedades:

1. Para qualquer onjunto de dados, 0 ≤ R2 ≤ 1;

2. R2
mede a proporção da variabilidade total da variável resposta y que é expliada pela regres-

são;

3. R2 = 1 se e só se os pontos orrespondentes às n observações forem exatamente olineares,

ou seja, estiverem todos em ima da reta de regressão;

4. R2=0 se e só se a reta de regressão f�r horizontal, ou seja, se e só se o seu delive f�r b1=0,

o que equivale a dizer que a ovariânia amostral entre x e y é nula;

5. Numa regressão linear simples, R2
é o quadrado do oe�iente de orrelação linear entre

preditor e variável resposta:

R2 = r2xy =

(
covxy
sx sy

)2

(sy 6= 0 , sx 6= 0) .

Demonstração 2.4: Proposição 3.4

1. Por de�nição, somas de quadrados não podem ser negativas. Logo R2 = SQR
SQT ≥ 0 e, pela

Proposição 2.3, tem de ter-se SQT ≥ SQR. Assim, R2 ≤ 1.

2. A interpretação resulta diretamente da segunda expressão para R2
na De�nição 2.4: R2=

s2ŷ
s2y
.

3. R2 = 1 se e só se SQR = SQT , ou seja, se e só se SQRE = 0. Ora, qualquer soma de

quadrados só pode ser nula se todas as parelas forem nulas (não existindo parelas

negativas, bastava que houvesse uma parela estritamente positiva para que a soma fosse

ISA/ULisboa � Estatístia e Delineamento � 2020-21 16



2.3. TRANSFORMAÇÕES LINEARIZANTES

estritamente positiva)

a

. Logo, a Soma de Quadrados dos Resíduos só pode ser nula se todos

os resíduos ei forem nulos. Pela de�nição de resíduo, tem então de veri�ar-se yi = ŷi, para

todo o i. Isso signi�a que todos os pontos estão em ima da reta de regressão.

4. R2=0 se e só se SQR=0. De novo, uma soma de quadrados é nula se e só se todas as suas

parelas forem nulas. No nosso ontexto, isso signi�a que ŷi= y para todas as observações.

Mas só é possível que todos os valores ajustados de y sejam iguais se a reta de regressão (que

de�ne esse valores ajustados de y) f�r horizontal, ou seja, tenha delive zero (b1=0). Como

o delive da reta de regressão é dado pela fórmula b1 =
covxy

s2x
(Proposição 2.1), o delive só

pode ser nulo aso o seu numerador (covxy) seja nulo.

5. Veja-se a resolução do Exeríio RLS 6.

a

Este resultado é geral para qualquer soma de números não negativos, não dependendo do nosso ontexto espeí�o

da regressão linear. Para qualquer oleção de n números reais xi, tem-se que

n
∑

i=1
x2
i = 0 ⇒ xi = 0, para todo o i.

2.2.4 Regressão - um pouo de história

O ritério de mínimos quadrados surge do trabalho de franês Legendre, no iníio do Séulo XIX. As-

sentou em trabalho anterior, motivado pelo problema de oniliar diferentes observações astronómias

e geodésias, que se sabia estarem afetadas por erros de observação, de forma a prourar identi�ar a

relação subjaente entre as quantidades observadas.

A designação Regressão tem origem num estudo posterior do inglês Franis Galton (1886), relaionando a

estatura de n = 928 jovens adultos om a estatura (média) dos pais [3℄. Galton era entusiástio defensor

da eugenia, uma onepção então respeitável. No seu estudo, onstatou que pais om alturas aima da

média tinham tendênia a ter �lhos om altura aima da média - mas menor que os pais - enquanto pais

om estatura abaixo da média tinham tendênia a ter �lhos om estatura abaixo da média, mas maior

que os pais. Chamou ao seu artigo Regression towards mediority in hereditary stature. A expressão

regressão �ou assoiada ao método devido a este aaso histório.

Os dados de Galton estão disponíveis num objeto de nome Galton, disponibilizado no módulo (pakage)

do R, hamado HistData. A nuvem de pontos e reta de regressão orrespondentes são mostrados na

Figura 2.4. O delive da reta ajustada, b1 = 0.65, permite a interpretação de que, em média, a ada

polegada adiional na altura média dos pais, orresponde uma altura adiional de apenas 0.65 polegadas

na altura média dos �lhos.

Curiosamente o exemplo de Galton tem um valor muito baixo do Coe�iente de Determinação, expliando

pouo mais de 20% da variabilidade observada nas alturas médias dos �lhos.

2.3 Transformações linearizantes

Após onsiderar as propriedades fundamentais das regressões lineares simples, em ontexto desritivo,

vejamos agora omo a RLS pode ser útil mesmo no estudo de relações não lineares entre duas variáveis,

omo a mostrada no exemplo da Subseção 2.1.3.
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Figura 2.4: Os dados do estudo de Galton que deu origem ao nome regressão, om a respetiva reta

de regressão e o valor (muito baixo) do seu Coe�iente de Determinação, bem omo a bissetriz y = x.

Galton arredondou os seus dados à unidade (polegadas). A �m de evideniar que há mais observações na

zona entral, do que na periferia da nuvem de pontos, foi usada a função jitter ao produzir o grá�o,

função essa que introduz pequenas perturbações nos valores observados.

Em alguns asos, felizmente frequentes embora não universais, uma relação de fundo não linear entre y

e x pode ser linearizada aso se proeda a transformações adequadas numa, ou em ambas, as variáveis.

Sempre que possíveis, estas transformações linearizantes permitem utilizar uma regressão linear simples,

apesar de a relação original não ser linear.

Estudamos de seguida alguns exemplos partiularmente frequentes de relações não-lineares que são line-

arizáveis através de transformações da variável resposta e, em alguns asos, também do preditor.

2.3.1 Relação exponenial

De�nição 2.5

Uma urva exponenial é uma urva de equação

y = c edx , (com y > 0 ; c > 0) (2.11)

ujo grá�o é da forma indiada na Figura 2.5.

A logaritmização de y lineariza uma relação exponenial, ou seja, uma relação de tipo exponenial torna-se
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Figura 2.5: Curvas exponeniais, de equação y= cedx, relaionando duas variáveis, y e x. À esquerda,

uma exponenial resente, assoiada a valores positivos do parâmetro d. À direita, uma exponenial

deresente, assoiada a valores negativos de d.

uma relação linear entre o logaritmo de y e x. De fato, tomando-se logaritmos (naturais

3

), obtém-se:

y=cedx ⇔ ln(y) = ln(c) + ln(edx) = ln(c) + d x

⇔ y∗ = b0 + b1 x ,

om y∗=ln(y), b0 = ln(c) e b1 = d. Ou seja, trata-se duma relação linear entre y∗=ln(y) e x.

O sinal do delive da reta india se a relação exponenial original é resente (quando b1 > 0) ou

deresente (b1 < 0).

Ilustremos a apliação desta ideia onsiderando o exemplo do peso de bebés à nasença, uja nuvem de

pontos original foi dada na Figura 2.2. O grá�o de log-pesos dos reém-nasidos ontra idade gestaional

produz uma relação de fundo linear, omo se pode observar na Figura 2.6.

Nota 2.1

Normalmente não somos apazes de identi�ar, perante uma urvatura omo a observada na Figura

2.2, se a relação exponenial é adequada. O fato da logaritmização de y ter linearizado a relação

signi�a que a relação original (peso vs. idade gestaional) pode ser onsiderada exponenial. Trata-

se duma onstatação importante, de valor geral: para saber se y = c edx
é uma relação adequada,

onstrua-se o grá�o de ln(y) vs. x e veri�que-se se a relação é aproximadamente linear.

Uma relação exponenial (2.11) é a solução duma Equação Diferenial envolvendo as variáveis y e x, omo

se verá na Proposição 2.5.

3

Salvo indiação em ontrário, os logaritmos usados nesta disiplina são naturais ou Neperianos, ou seja, de base e.
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Figura 2.6: À esquerda, a relação original entre peso do bebé e duração da gravidez. À direita, a relação

linearizada, om a nuvem de pontos dos log-pesos dos bebés vs. duração da gravidez, bem omo a reta

de regressão ajustada após a transformação.

Proposição 2.5: Equação Diferenial duma relação exponenial

Uma relação exponenial entre y e x resulta de admitir que y é função de x e que a

taxa de variação de y, ou seja, a derivada y′(x), é proporional a y:

y′(x) = d · y(x) . (2.12)

De forma equivalente, pode dizer-se que a taxa de variação relativa de y, ou seja, a razão entre a

derivada y′(x) e y(x), é onstante :

y′(x)

y(x)
= d . (2.13)

Apliada ao exemplo aima, esta equação diferenial diz-nos que a taxa de variação do peso do bebé varia

na razão direta do peso do bebé, ou seja, e de forma equivalente, que a taxa de variação relativa do peso

do bebé é onstante.

Demonstração 2.5: Proposição 2.5

Primitivando os dois membros da equação (2.13) em ordem a x, tem-se:

ln(y(x)) = d x+K ⇔ y(x) = eK︸︷︷︸
=c

edx = c ed x.

A onstante de primitivação K é, no nosso ontexto, a ordenada na origem da reta de regressão

da relação linearizada: K = b0 = ln(c). O delive b1 = d da reta é o valor (onstante) da taxa de

variação relativa de y.

ISA/ULisboa � Estatístia e Delineamento � 2020-21 20



2.3. TRANSFORMAÇÕES LINEARIZANTES

Modelo exponenial de resimento populaional

Um modelo exponenial é frequentemente usado para desrever o resimento de populações, numa fase

iniial onde não se faz ainda sentir a esassez de reursos limitantes.

Mas nenhum resimento populaional exponenial é sustentável a longo prazo, ou seja, a hipótese de que a

taxa de variação relativa da dimensão duma população seja onstante (equação 2.13) é, a prazo, irrealista.

Historiamente, a rítia a essa hipótese gerou modelos de resimento populaional alternativos.

2.3.2 Relação logístia (om 2 parâmetros)

Em 1838, Verhulst prop�s uma modelo de resimento populaional alternativo ao modelo exponenial,

prevendo os efeitos resultantes da limitação de reursos: o modelo logístio. Considera-se aqui uma versão

simpli�ada (om 2 parâmetros) dessa relação.

De�nição 2.6

Seja y a variável que mede a dimensão duma população, relativa a um máximo possível, sendo assim

uma proporção, ou seja y ∈ ]0, 1[. A urva de equação

y =
1

1 + e−(c+ d x)
(2.14)

hama-se uma urva logístia. A urva é dada na Figura 2.7, para o aso de d > 0 (em ujo aso se

designa uma logístia resente).
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Figura 2.7: Uma urva logístia resente, grá�o da função (2.14), y = 1
1+e−(c+ d x) , quando d > 0.

A relação logístia por ser linearizada através duma transformação logit de y, i.e., da transformação:

y∗ = ln

(
y

1− y

)
. (2.15)
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De fato, a partir da equação 2.14 tem-se:

y =
1

1 + e−(c+ d x)
⇔ 1− y = 1− 1

1 + e−(c+ dx)
= ✁1 + e−(c+dx) − ✁1

1 + e−(c+dx)
=

e−(c+dx)

1 + e−(c+dx)

⇔ y

1− y
=

1

✭✭✭✭✭
1+e−(c + d x)

e−(c+dx)

✭✭✭✭✭
1+e−(c+dx)

=
1

e−(c+dx)
= ec+dx

⇔ ln

(
y

1− y

)

︸ ︷︷ ︸
= y∗

= c + d x ,

que é uma relação linear entre o logit de y e x, om ordenada na origem b0 = c e delive b1 = d.

Proposição 2.6: Equação Diferenial duma relação logístia

A relação logístia resulta de admitir que y é função de x e que a taxa de variação relativa de y

diminui linearmente om o aumento de y, através da equação:

y′(x)

y(x)
= d · [1− y(x)] . (2.16)

Para populações pequenas (y(x) ≈ 0), a equação diferenial aima é muito próxima da equação diferenial

(2.12), pelo que o resimento populaional será próximo de um resimento exponenial. Mas à medida

que y(x) rese, diminui a taxa de variação relativa, ou seja, a população vai resendo ada vez mais

lentamente. Quando a população se aproxima do seu máximo (ou seja, quando y(x) ≈ 1), a taxa de

variação relativa será quase nula, ou seja, a população deixa pratiamente de reser, estabilizando em

torno do seu valor máximo.
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Demonstração 2.6: Proposição 2.6

A equação diferenial (2.16) equivale (on�rme!) a:

y′(x)

y(x) · [1− y(x)]
= d ⇔ y′(x)

1− y(x)
+

y′(x)

y(x)
= d

Primitivando (em ordem a x) os dois lados da equação, tem-se:

− ln(1− y(x)) + ln y(x) = d x+K

⇔ ln

(
y

1− y

)
= b1 x+ b0 .

om b1 = d e b0 = K. Trata-se duma relação linear entre o logit de y, y∗=ln
(

y
1−y

)
, e x.

2.3.3 Relação potênia

De�nição 2.7

Uma urva potênia é uma urva om a seguinte equação:

y = c xd com x, y > 0 e c, d > 0 . (2.17)

Os grá�os de urvas potênia são do tipo indiado na Figura 2.8.
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Figura 2.8: Grá�os de funções potênia y = c xd
. À esquerda o aso de d > 1 e à direita o aso de

0 < d < 1. Se d = 1 tem-se a reta y=c x, indiada om uma linha piotada.
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Logaritmizando a equação (2.17), obtém-se:

ln(y) = ln(c) + d ln(x)

⇔ y∗ = b0 + b1 x
∗

om y∗=ln(y); x∗=ln(x); b0=ln(c) e b1=d. Ou seja, foi obtida uma relação linear entre as transformações

logarítmias, quer de y, quer de x, em que o delive da reta (b1) orresponde à potênia d na equação

potênia original (2.17) e a ordenada na origem (b0) é o logaritmo da onstante multipliativa c em (2.17).

Ilustremos uma relação potênia reorrendo de novo ao exemplo da Subseção 2.1.3. O grá�o de log-

pesos dos reém-nasidos ontra log-idade gestaional produz outra relação de fundo linear, mostrada na

Figura 2.9. Esta linearização signi�a que a relação original (peso vs. idade gestaional) também pode

ser onsiderada uma relação potênia. Esta onstatação não ontradiz a a�rmação feita na Subseção

2.3.1 de que uma relação exponenial era igualmente aeitável para desrever essa mesma relação. Apenas

ilustra a ideia referida na Introdução (Seção 1.2), de que pode haver mais do que uma equação adequada

para modelar uma relação observada entre duas variáveis.
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Figura 2.9: À esquerda, a relação original entre pesos dos bebés à nasença e duração da gravidez. À

direita, a relação entre a log-transformação destas duas variáveis. A linearização da relação ilustra que a

relação entre as variáveis originais pode ser onsiderada de tipo potênia.

Proposição 2.7: Equação Diferenial assoiada à relação potênia

Uma relação potênia entre duas variáveis y e x surge quando se admite que ambas são funções

duma tereira variável (t) e que a taxa de variação relativa de y é proporional à taxa de variação

relativa de x:
y′(t)

y(t)
= d · x

′(t)

x(t)
. (2.18)
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Demonstração 2.7: Proposição 2.7

Primitivando a equação (2.18) em ordem a t e depois exponeniando, tem-se:

ln y = d lnx+K = lnxd +K ⇔ y = xd · eK ⇔ y = c xd ,

om c = eK .

A relação potênia é muito usado em estudos de alometria, que omparam o resimento de partes

diferentes dum organismo, ou duma parte dum organismo om o todo. A isometria orresponde ao valor

d=1, ou seja, à igualdade entre as taxas de variação relativa de y e x. Diz-se que y tem uma alometria

positiva em relação a x quando d > 1, ou seja, quando a taxa de variação relativa de y é maior que a de

x. Diz-se que y tem uma alometria negativa fae a x quando d < 1, ou seja, quando a taxa de variação

relativa de y é menor. Registe-se que estas araterizações não são simétrias, ou seja, se y tem alometria

positiva fae a x, então x tem alometria negativa fae a y.

2.3.4 Relação de tipo hiperbólia

De�nição 2.8

Chamamos urva de tipo hiperbólio a urvas assoiadas à equação (2.19).

y =
1

c + d x
com x, y > 0 ; c, d > 0 . (2.19)

Na Figura 2.10 pode ver-se um grá�o deste tipo de urvas.

No aso partiular de c = 0, estamos perante uma relação de proporionalidade inversa (estudadas no

Ensino Seundário), e sabemos que a essa relação orrespondem urvas hamadas hipérboles.
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Figura 2.10: Grá�os de funções de tipo hiperbólio, dadas pela equação (2.19).
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É fáil de ver que, ao onsiderar o reíproo de y, obtém-se uma relação linear entre y∗ = 1/y e x, e uma

reta de regressão om delive b1=d e ordenada na origem b0=c:

1

y
= c + d x ⇔ y∗ = c + d x , (2.20)

Proposição 2.8: Equação Diferenial duma relação de tipo hiperbólio

Uma função do tipo da equação (2.19) resulta de admitir que a taxa de variação de y é proporional

ao quadrado de y ou, equivalentemente, que a taxa de variação relativa de y é proporional a y:

y′(x) = −d y2(x) ⇔ y′(x)

y(x)
= −d y(x) . (2.21)

Demonstração 2.8: Proposição 2.8

A equação diferenial (2.21) pode esrever-se omo

y′(x)
y2(x) = −d. Primitivando dos dois lados, em

ordem a x, tem-se

−1
y(x) =−dx+K, sendo K a onstante de primitivação. Tomando reíproos, vem

y(x)= 1
dx+c , om c=−K.

Em Agronomia, este tipo de funções têm sido usadas para modelar o rendimento por planta (y), omo

função da densidade da ultura ou povoamento (x).

2.3.5 Relação Mihaelis-Menten

De�nição 2.9

A seguinte urva é onheida por urva de Mihaelis-Menten:

y =
x

c + d x
. (2.22)

Um grá�o típio de urvas de Mihaelis-Menten é dado na Figura 2.11.

A linearização duma relação de Mihaelis-Menten faz-se tomando reíproos na equação (2.22). Assim,

obtém-se uma relação linear entre y∗= 1
y e x∗= 1

x , om delive b1=c e ordenada na origem b0=d.

1

y
=

c

x
+ d ⇔ y∗ = b0 + b1 x

∗ , (2.23)

Alguns omentários sobre uma relação de Mihaelis-Menten entre y e x:
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Figura 2.11: Uma típia urva de Mihaelis-Menten, grá�o de funções dadas pela equação (2.22).

• A relação Mihaelis-Menten é muito utilizada no estudo de reações enzimátias, relaionando a

taxa da reação (y) om a onentração do substrato (x).

• Em modelos agronómios de rendimento é onheido omo modelo Shinozaki-Kira, om y o rendi-

mento total e x a densidade duma ultura ou povoamento.

• Nas pesas é onheido omo modelo Beverton-Holt : y é rerutamento (número de novos peixes

numa dada geração) e x a dimensão do mananial (stok, em inglês) de progenitores.

Proposição 2.9: Equação Diferenial da relação Mihaelis-Menten

Uma relação Mihaelis-Menten entre y e x resulta de admitir que a taxa de variação de y é propor-

ional ao quadrado da razão entre y e x, ou seja, que:

y′(x) = c

(
y(x)

x

)2

. (2.24)

Demonstração 2.9: Proposição 2.9

A equação (2.24) pode reesrever-se, dividindo tudo por y2(x), da seguinte forma:

y′(x)
y2(x) = c

x2 .

Primitivando em ordem a x, tem-se

−1
y(x) =

−c
x +K= −c+Kx

x , sendo K a onstante de primitivação.

Tomando reíproos, vem: y(x)= x
c+dx , om d=−K.

2.3.6 Advertênia sobre transformações linearizantes

A regressão linear simples não modela diretamente relações não lineares entre x e y. Caso existam

transformações linearizantes, modela-se uma relação linear entre as variáveis transformadas.
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Transformações da variável resposta y têm um impato grande no ajustamento, uma vez que a esala dos

resíduos é a esala da variável y. Logo, transformações na esala da variável resposta y alteram a esala

dos resíduos, que é a esala que de�ne a reta ajustada.

Assim, linearizar, obter os parâmetros b0 e b1 duma reta de regressão e depois desfazer a transformação

linearizante não produz os mesmos parâmetros ajustados que resultariam de minimizar a soma de qua-

drados dos resíduos diretamente na relação não linear. Esta última abordagem orresponde a efetuar

uma regressão não linear, metodologia não englobada nesta disiplina.

2.3.7 Tabela de síntese das transformações linearizantes

A Tabela 2.1 sintetiza as ino relações não lineares aima onsideradas, bem omo as respetivas trans-

formações linearizantes e equações difereniais geradoras.

Tabela 2.1: As relações não lineares onsideradas, as respetivas transformações linearizantes e as equa-

ções difereniais assoiadas.

Transformações Linearização Equação

Modelo Equação Linearizantes y∗=b0 + b1x
∗

Diferenial

y∗ x∗ b0 b1 assoiada

Exponenial y=cedx ln(y) x ln(c) d y′(x)
y(x) =d

Potênia y = c xd ln(y) ln(x) ln(c) d y′(t)
y(t) = d · x′(t)

x(t)

Logístio y = 1
1+e−(c+ d x) ln

(
y

1−y

)
x c d y′(x)

y(x) =d[1− y(x)]

Hiperbólio y = 1
c+ d x

1
y x c d y′(x) = −d y2(x)

Mihaelis-Menten y = x
c+ d x

1
y

1
x d c y′(x) = c

(
y(x)
x

)2

2.4 O modelo para a inferênia estatístia na RLS

Até aqui a regressão linear simples foi usada apenas omo ténia desritiva. Se as n observações usadas

para ajustar a reta fossem a totalidade da população de interesse, estava dito o fundamental sobre a

RLS. Mas, om frequênia, as observações disponíveis são apenas uma amostra de uma população maior.

A reta de regressão y = b0+b1 x obtida om base na amostra não é, nesse ontexto, o verdadeiro objeto

de interesse. O que interessa estudar é a relação entre y e x válida para a totalidade da população. A

reta amostral é apenas uma estimativa da reta que se supõe desrever a relação entre as duas variáveis

na população, reta essa que se designa a reta populaional, e em uja equação usamos parâmetros om

a letra β (�beta�) do alfabeto grego:

y = β0 + β1x . (2.25)

Coloa-se assim o problema da inferênia estatístia, ou seja, o problema de usar a informação disponível

(a amostra) para extrair onlusões sobre a reta populaional. Como noutros ontextos, a inferênia

estatístia assenta no pressuposto de que a amostra disponível é uma amostra aleatória, ou seja, uma
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2.4. O MODELO PARA A INFERÊNCIA ESTATÍSTICA NA RLS

amostra extraída ao aaso da população. Será então possível usar os resultados da teoria que estuda as

experiênias aleatórias: a Teoria das Probabilidades.

Um oneito importante subjaente à Inferênia Estatístia é o oneito de universo de amostras ou

amostragem. Uma amostra onreta de dimensão n não é únia. Seria possível extrair outras amostras

onretas, e ada amostra produziria outras retas ajustadas (estimadas). No entanto, a reta popula-

ional é únia. Assim, enquanto que os parâmetros β0 e β1 duma reta populaional são onstantes, os

valores dos parâmetros das retas amostrais variam de amostra onreta em amostra onreta e terão de

ser desritos através do oneito de variável aleatória. Reorde-se que uma variável aleatória é o oneito

que formaliza a realização de experiênias aleatórias om resultado numério, omo são as observações

de y resultantes duma amostra esolhida aleatoriamente. A Figura 2.12 ilustra a disussão.

INFERENCIA

ESTATISTICA

AMOSTRA

AMOSTRAGEM

POPULACAO

UNIVERSO DE AMOSTRAGEM

ALEATORIA

y=b0+b1x

y = β0 + β1 x

(reta desonheida)

(onheida)

Figura 2.12: O problema da Inferênia Estatístia na Regressão Linear Simples, expliitando o universo

das amostras. A ada amostra onreta orresponde uma reta amostral (em geral, diferente) que estima

a reta populaional. A inferênia basear-se-á no onheimento da distribuição de probabilidades dos

estimadores de β0 e β1 usados, ou seja, do omportamento dos valores de b0 e b1 ao longo do universo de

amostragem.

2.4.1 O Modelo de regressão Linear Simples

Considerações iniiais. A �m de se poder fazer inferênia sobre a reta populaional, admitem-se

pressupostos adiionais. Conretamente, admite-se que:

• Y é uma variável resposta aleatória.

• x é uma variável preditora não aleatória (�xada pelo experimentador ou trabalha-se ondiional-

mente aos valores observados de x).

Nota: Mantendo a onvenção usual das disiplinas introdutórias de Estatístia, variáveis aleatórias são
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indiadas por letras maiúsulas, enquanto variáveis não aleatórias, ou valores observados de variáveis

aleatórias, são representados por letras minúsulas.

O modelo será ajustado om base em n pares de observações, sobre n unidades experimentais, ou seja,

om base em n pares {(xi, Yi)}ni=1.

A equação de base. Vamos ainda admitir que, na população, a relação de fundo entre as variáveis

x e Y é linear, om uma variabilidade aleatória em torno dessa relação de fundo, representada por uma

parela aditiva ǫ, que hamaremos erro aleatório. Ou seja, admitimos que ada observação da variável

aleatória Y tem a seguinte estrutura:

Yi = β0 + β1 xi + ǫi

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
v.a. te. te. te. v.a.

para todo o i = 1, ..., n (onde v.a. india variável aleatória e te. india um valor não aleatório).

O erro aleatório representa a variabilidade em torno da reta, ou seja, a variabilidade que a relação linear

de fundo entre x e Y não onsegue expliar.

Pressupostos sobre os erros aleatórios. A �m de se poder fazer inferênia, é ainda neessário

admitir que os erros aleatórios ǫi veri�am determinados pressupostos. No Modelo Linear admite-se que

as variáveis aleatórias ǫi:

• Têm valor esperado (valor médio) nulo:

E[ǫi] = 0 , ∀ i = 1, ..., n .

Não se trata dum pressuposto restritivo, uma vez que havendo um valor esperado não nulo, seria

onfundido om a onstante aditiva β0.

• Têm distribuição Normal. Trata-se dum pressuposto restritivo. No entanto, é uma hipótese bastante

geral para o omportamento de erros aleatórios, após a extração de uma tendênia de fundo. As

próprias origens histórias da distribuição Normal (e da urva de Gauss) assentam raízes no estudo

do omportamento dos erros de medição.

• Têm homogeneidade de variânias, ou seja, todos os erros aleatórios têm a mesma variânia:

V [ǫi] = σ2 , ∀ i = 1, ..., n .

Trata-se dum pressuposto algo restritivo, mas onveniente: om variânias iguais, muitas das de-

duções neessárias, a �m de obter os desejados resultados infereniais, tornam-se mais simples.

• São variáveis aleatórias independentes, ou seja, o fato de uma observação ter um determinado erro

aleatório em nada afeta o erro aleatório de outras observações. Também neste aso, trata-se duma

exigênia restritiva, mas onveniente, uma vez que simpli�a onsideravelmente o estudo. Situações
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frequentes onde este pressuposto pode não se veri�ar dizem respeito a observações reolhidas ao

longo de instantes próximos no tempo (podendo existir auto-orrelação temporal) ou no espaço

(podendo existir auto-orrelação espaial).

Reapitulando, para efeitos de inferênia estatístia, admite-se o seguinte Modelo de Regressão Linear

Simples.

De�nição 2.10: Modelo de Regressão Linear Simples

Sejam dados n pares de observações {(xi, Yi)}ni=1. O modelo de Regressão Linear Simples

(RLS) admite que:

1. Yi = β0 + β1xi + ǫi , ∀ i = 1, ..., n.

2. ǫi ⌢ N (0 , σ2) , ∀ i = 1, ..., n.

3. {ǫi}ni=1 são variáveis aleatórias independentes.

A Figura 2.13 sintetiza visualmente os pressupostos agora enuniados.

x

y

y = β0 + β1x

Figura 2.13: Os pressupostos do modelo de regressão linear simples admitem que, na população, existe

uma relação linear de fundo entre as variáveis resposta (Y ) e preditora (x), dada pela reta de equação

y=β0+β1 x. Observações individuais distribuem-se em torno desta reta, seguindo distribuições Normais

om igual valor esperado e variânia omuns. Não é possível representar nesta Figura o pressuposto de

independênia dos erros aleatórios.
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Nota 2.2

• Nesta disiplina segue-se a onvenção que o segundo parâmetro duma distribuição Normal é

a sua variânia, e não o desvio padrão (omo se onveniona na disiplina de Estatístia dos

primeiros ilos do ISA).

• No Modelo RLS, os erros aleatórios são variáveis aleatórias independentes e identiamente

distribuídas (i.i.d.).

• A validade dos resultados infereniais seguintes depende da validade destes pressupostos do

modelo.

2.4.2 Uma brevíssima revisão de oneitos fundamentais

2.4.2.1 Variáveis aleatórias

No estudo de experiênias aleatórias, e mais onretamente de experiênias aleatórias ujo resultado seja

numério, é fundamental a ferramenta das variáveis aleatórias. De forma informal, podemos pensar

que uma variável aleatória é uma apliação que, a ada possível resultado duma experiênia aleatória,

faz orresponder um valor numério. Pensemos por exemplo na extração aleatória dum elemento duma

população de vaas, à qual assoiamos a medição o respetivo peso.

Presume-se que o oneito e a araterização de variáveis aleatórias foram estudados nas disiplinas

introdutórias que o aluno terá frequentado no primeiro ilo de estudos superiores. Estes oneitos são,

por exemplo, disutidos nos apontamentos de Teoria das Probabilidades (Capítulo II) da Prof. Manuela

Neves, elaborados para a disiplina Estatístia, dos primeiros ilos do ISA.

Aqui apenas se fará uma brevíssima revisão de alguns oneitos de interesse mais direto para esta

disiplina. O aluno que não tenha presente estes oneitos deverá prourar nos materiais de apoio dessas

disiplinas introdutórias a informação omplementar neessária.

Reorde-se que as variáveis aleatórias (daqui em diante frequentemente designadas apenas pelas iniiais

v.a.) podem ser:

• Disretas, quando podem tomar um número �nito ou in�nidade numerável de possíveis valores,

xi (é, por exemplo, o aso de ontagens); ou

• Contínuas, quando podem tomar valores em intervalos, ou seja, numa in�nidade não numerável

de possíveis valores (omo no aso da medição do peso da vaa).

existindo ainda a possibilidade de variáveis aleatórias de tipo misto.

Cada um destes tipos de v.a. tem as suas ferramentas próprias de araterização. V.a.s disretas são

araterizadas através duma função de probabilidades, ou função de massa probabilístia, ou seja, através

duma função que assoia a ada possível valor xi a respetiva probabilidade pi. Nos Exeríios Intro-

dutórios 4 e 5 desta disiplina reordam-se dois exemplos onheidos de distribuições de probabilidades

assoiadas a variáveis aleatórias disretas (de ontagens): a distribuição Binomial e a distribuição de

Poisson.
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Já uma v.a. ontínua X é araterizada através da sua função densidade f(x), uma função não negativa

que permite o álulo da probabilidade de X tomar valores num qualquer intervalo dado, através da

orrespondente área por debaixo dessa função (até ao eixo dos xx ), por ima do intervalo em questão:

P [a ≤ X ≤ b] =

∫ b

a

f(x) dx .

Na Figura 2.14 ilustra-se esta ideia om uma distribuição Qui-quadrado de parâmetro 6.
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Figura 2.14: O grá�o da função densidade assoiada a uma distribuição Qui-quadrdao om ν = 6 graus

de liberdade (ou seja, uma distribuição χ2
6). A azul laro está assinalada a região orrespondente à

probabilidade duma variável aleatória X om essa distribuição tomar valores no intervalo [5, 10]. A área

total debaixo da urva é sempre 1 e orresponde à probabilidade da v.a. tomar um qualquer dos seus

possíveis valores.

2.4.2.2 Valor esperado

O prinipal indiador de loalização da distribuição duma variável aleatória X é o seu valor esperado.

Nota 2.3

O valor esperado ou valor médio duma variável aleatória X é o entro de gravidade da sua

distribuição de probabilidades (ou seja, da sua função de massa probabilístia se X é disreta,

ou função densidade se X é ontínua). A de�nição deste oneito é diferente para os dois tipos

fundamentais de v.a.s:

• Se X é uma v.a. disreta, o seu valor esperado de�ne-se omo: E[X ] =
∑
i

xi pi;

• Se X é uma v.a. ontínua, o seu valor esperado de�ne-se omo: E[X ] =
∫ +∞

−∞ x f(x) dx.

Sejam X e Y variáveis aleatórias (v.a.) e a e b onstantes. Então são válidas as seguintes proprie-

dades dos valores esperados (valores médios):
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• E[X + a] = E[X ] + a.

• E[bX ] = bE[X ].

• E[X ± Y ] = E[X ]± E[Y ].

2.4.2.3 Variânia

O prinipal indiador de dispersão da distribuição duma v.a. é a sua variânia.

Nota 2.4

A variânia duma v.a. X é o valor esperado do seu desvio quadrátio em relação à média, ou seja:

V [X ] = E
[
(X − E[X ])2

]
= E[X2]− E2[X ]

Sejam X e Y variáveis aleatórias e a e b onstantes. Então são válidas as seguintes propriedades

de variânias de variáveis aleatórias:

• V [X + a] = V [X ].

• V [bX ] = b2 V [X ].

• Se X e Y são v.a. independentes, V [X ± Y ] = V [X ] + V [Y ].

• Em geral, V [X ± Y ] = V [X ] +V [Y ]± 2Cov[X,Y ], onde Cov[X,Y ] é a ovariânia de X e Y .

2.4.2.4 Covariânia

A ovariânia entre duas variáveis aleatórias X e Y mede o grau de relaionamento linear entre essas

variáveis aleatórias.

Nota 2.5

A ovariânia entre X e Y de�ne-se omo:

Cov[X,Y ] = E [(X − E[X ])(Y − E[Y ])] = E[XY ]− E[X ]E[Y ]

Sejam X, Y e Z variáveis aleatórias e a e b onstantes. Eis algumas propriedades da ovariânia:

• Cov[X,Y ] = Cov[Y,X ] (simetria).

• Cov[X,X ] = V [X ].

• Cov[X + a, Y + b] = Cov[X,Y ].
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• Cov[aX, bY ] = abCov[X,Y ].

• Cov[X ± Y, Z] = Cov[X,Z]± Cov[Y, Z].

• (Desigualdade de Cauhy-Shwarz) |Cov[X,Y ]| ≤
√
V [X ]V [Y ].

• Se X, Y são variáveis aleatórias independentes, então Cov[X,Y ] = 0.

2.4.2.5 A distribuição Normal

A mais omum de todas as distribuições de variáveis aleatórias ontínuas é a distribuição Normal ou

Gaussiana. A sua função densidade está de�nida para qualquer valor real x ∈ R:

f(x) = 1
σ
√

2π
e−

1
2 (

x−µ
σ )2 ,

sendo µ e σ os dois parâmetros da distribuição, ou seja, duas onstantes neessárias para a ompleta

de�nição da distribuição. O parâmetro µ é o valor esperado (médio) da distribuição, e σ2
é a respetiva

variânia. Na Figura 2.15 mostra-se a urva da função densidade duma Normal om µ = 0 e σ2 = 1, a

hamada Normal reduzida.

Se a v.a. X tem distribuição Normal (Gaussiana), om valor esperado µ e variânia σ2
, esreve-se:

X ⌢ N (µ, σ2) .

A urva da distribuição Normal é simétria em torno do seu valor médio, µ.
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Figura 2.15: O grá�o da função densidade duma distribuição N (0, 1), a hamada distribuição Normal

reduzida, ou Normal estandardizada, om valor médio µ=0 e desvio padrão σ=1 (variânia σ2=1).
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Nota 2.6

Atenção: A onvenção usada nesta disiplina é que o segundo parâmetro numa distribuição Nor-

mal é a sua variânia, e não o seu desvio padrão, omo é onvenção frequente noutros textos de

introdução à Estatístia (inluindo na disiplina de Estatístia dos primeiros ilos do ISA).

Nota 2.7

Eis algumas propriedades da distribuição Normal:

• Numa distribuição N (µ, σ2), era de 68.3% da área debaixo da urva da densidade Normal

está ompreendida entre µ − σ e u + σ (no aso duma Normal reduzida, omo na Figura

2.15, será a área debaixo da urva Gaussiana, no intervalo de x entre −1 e 1). Ao intervalo

delimitado por µ − 2 σ e u + 2 σ orresponde era de 95.4% da área debaixo da densidade

Normal. Ao intervalo entre µ− 3 σ e u+3 σ orresponde era de 99.7% da área total. Estes

resultados são ilustrados em baixo.

Distribuição N(µ, σ2)

x

d
n
o
rm

(x
)

µ − 3σ µ − 2σ µ − σ µ µ + σ µ + 2σ µ + 3σ

Probabilidades

0.682
0.954
0.997

• Uma transformação linear (a�m) duma Normal tem distribuição Normal. Mais onreta-

mente, e tendo em onta as propriedades aima reordadas da esperança e variânia, tem-se:

X ⌢ N (µ, σ2) com a, b constantes, ⇒ a+ bX ⌢ N ( a+ b µ , b2σ2 ) .

• Uma onsequênia direta da propriedade anterior é muito utilizada na leitura de tabelas

da distribuição Normal, uma vez que garante que qualquer variável aleatória X om distri-

buição Normal pode ser estandardizada, ou seja, transformada numa variável aleatória om
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distribuição Normal reduzida. Conretamente:

X ⌢ N (µ, σ2) ⇒ X − µ

σ
⌢ N ( 0 , 1 ) .

• Combinações lineares de Normais independentes têm distribuição Normal . Mais onreta-

mente, se X e Y são Normais independentes e a, b onstantes, então aX + bY é Normal (om

parâmetros resultantes das propriedades reordadas nas Subseções 2.4.2.2 e 2.4.2.3).

2.4.3 Primeiras onsequênias do Modelo RLS

Na formulação do Modelo de regressão linear simples, apenas se expliitaram propriedades distribuionais

dos erros aleatórios ǫi. No entanto, impliitamente o Modelo RLS obriga a que as observações da variável

resposta, Yi, tenham determinadas propriedades. Conretamente, obriga a que sejam independentes, om

distribuição Normal, de valor esperado β0 + β1 xi e variânia σ2
, omo referido na seguinte Proposição.

Proposição 2.10: Primeiras onsequênias do Modelo

Dado o Modelo de Regressão Linear Simples (De�nição 2.10), tem-se:

1. E[Yi] = β0 + β1 xi, ∀i = 1, ..., n.

2. V [Yi] = σ2
, ∀i = 1, ..., n.

3. Yi ⌢ N (β0 + β1 xi , σ
2), ∀i = 1, ..., n.

4. {Yi}ni=1 são variáveis aleatórias independentes.

NOTAS:

• Uma onsequênia do Modelo Linear é que Y tem de ser Normal. Assim, quando não é possível

admitir que a distribuição da variável resposta Y seja pelo menos aproximadamente Normal, o

Modelo Linear não é um modelo adequado.

• As observações da variável resposta Yi não são identiamente distribuidas: embora sejam inde-

pendentes, Normais e de variânia igual, os seus valores médios são diferentes (pois dependem dos

valores de x = xi assoiados às observações).

Demonstração 2.10: Proposição 2.10

Por apliação direta das propriedades reordadas mais aima, tendo em onta que Yi é uma trans-

formação linear (a�m) dos erros aleatórios ǫi, om β0, β1 e xi onstantes, e que ǫi é uma variável

aleatória om distribuição N (0, σ2). Conretamente, tem-se:
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1. E[Yi] = E[β0 + β1 xi + ǫi] = β0 + β1 xi + E[ǫi]︸ ︷︷ ︸
=0

= β0 + β1 xi.

2. V [Yi] = V [β0 + β1 xi + ǫi] = V [ǫi]︸ ︷︷ ︸
=σ2

= σ2
.

3. Yi tem de ter distribuição Normal, já que é uma transformação linear a�m da variável aleatória

ǫi que, por pressuposto do Modelo, tem distribuição Normal. Os parâmetros da distribuição

Normal de Yi foram alulados nos dois pontos anteriores.

4. Dado um onjunto de variáveis aleatórias independentes (é o aso dos erros aleatórios ǫi, sob o

Modelo RLS), então quaisquer suas transformações lineares omuns, omo as que de�nem no

modelo s observações da variável resposta (Yi = β0 + β1 xi + ǫi), preservam a independênia

(a independênia é uma propriedade de variáveis aleatórias, não afetada por transformações

que apenas envolvem onstantes). Uma propriedade mais geral é dada em [4, Teorema 2.6,

p.119℄.

2.5 Estimação dos parâmetros da reta populaional

2.5.1 Os estimadores dos parâmetros e a sua distribuição

A reta do modelo RLS tem dois parâmetros: β0 e β1
4

. Estes parâmetros são, respetivamente, a ordenada

na origem e o delive da reta populaional, de equação y = β0+β1 x. A inferênia sobre esses parâmetros

tem de omeçar pela de�nição de estimadores, ou seja, de quantidades que estimem o valor de β0 e β1

a partir da informação disponível numa amostra aleatória.

Os estimadores de β0 e β1 de�nem-se adaptando ao ontexto inferenial as expressões amostrais obtidas

para b0 e b1 pelo Método dos Mínimos Quadrados. Reordem-se as expressões obtidas na Proposição 2.1:

b1 =
covxy
s2x

=

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y)

(n−1) s2x

Eq.(2.7)
=

n∑
i=1

(xi − x) yi

(n−1) s2x
(2.26)

b0 = y − b1 x (2.27)

A adaptação ao ontexto inferenial onsiste em substituir os valores amostrais observados, yi, pelas

variáveis aleatórias orrespondentes, Yi, bem omo, na equação para β̂0, substituir o valor amostral do

delive, b1, pelo estimador β̂1.

De�nição 2.11: Estimadores de β1 e β0

4

Infelizmente, é frequente que um mesmo oneito estatístio tenha designações diferentes e, onversamente, que uma

mesma expressão designe oneitos diferentes. Nesta disiplina, entende-se por parâmetro uma onstante neessária para

espei�ar ompletamente um dado modelo. Há quem designe por parâmetros as quantidades observadas, oneito que

nesta disiplina é sempre designada por variável.
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Sejam dados n pares de observações {(xi, Yi)}ni=1. Os estimadores de mínimos quadrados dos

parâmetros da reta de regressão populaional, Y = β0 + β1 x, são:

β̂1 =

n∑
i=1

(xi − x)Yi

(n−1) s2x
=

n∑

i=1

ciYi , com ci =
(xi − x)

(n−1) s2x
(2.28)

β̂0 = Y − β̂1x =
1

n

n∑

i=1

Yi − x
n∑

i=1

ciYi =
n∑

i=1

diYi , (2.29)

om

di =
1

n
− xci =

1

n
− (xi − x)x

(n−1) s2x
.

Quer β̂1, quer β̂0, são ombinações lineares das observações {Yi}ni=1 logo, dado o Modelo RLS, são om-

binações lineares de variáveis aleatórias Normais independentes. Assim, pelas propriedades da Normal

(Nota 2.7), é imediato que ambos os estimadores têm distribuição Normal.

Proposição 2.11: Distribuição dos estimadores dos parâmetros

Dado o Modelo de Regressão Linear Simples, os estimadores dos parâmetros da reta populaional

têm as seguintes distribuições de probabilidades:

1. β̂1 ⌢ N
(
β1 ,

σ2

(n−1) s2x

)
,

2. β̂0 ⌢ N
(
β0 , σ2

[
1
n + x2

(n−1) s2x

])

Demonstração 2.11: Proposição 2.11

1. Por de�nição (equação 2.28) tem-se: β̂1 = covxY

s2x
=

n∑
i=1

ci Yi , om ci =
xi−x

(n−1) s2x
. Logo, β̂1 é

uma ombinação linear das observações de Y , {Yi}ni=1. Mas essas observações têm distribuição

Normal e são independentes (Proposição 2.10). Como qualquer ombinação linear de Normais

independentes é Normal (Subseção 2.4.2.5), tem-se que β̂1 tem distribuição Normal. Falta

indiar om que parâmetros. Uma vez que o primeiro parâmetro duma Normal é o seu valor

esperado, temos (tendo em onta as propriedades das Subseções 2.4.2.2 e 2.4.2.3):

E[β̂1] = E

[
n∑

i=1

ci Yi

]
=

n∑

i=1

ciE[Yi] =

n∑

i=1

ci (β0 + β1 xi) = β0

n∑

i=1

ci + β1

n∑

i=1

ci xi .

Veremos de seguida que o primeiro destes somatórios tem soma nula, e o segundo tem soma
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1, pelo que o valor esperado pretendido é β1. De fato,

n∑

i=1

ci =
n∑

i=1

xi − x

(n− 1) s2x
=

1

(n− 1) s2x

n∑

i=1

(xi − x)

︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 (ver eq. 2.8)

n∑

i=1

ci xi =
n∑

i=1

(xi − x)xi

(n− 1) s2x
=

1

(n− 1) s2x

n∑

i=1

(xi − x)xi

︸ ︷︷ ︸
=(n−1) s2x

= 1 (ver eq. 2.9)

Logo, E[β̂1] = β1, pelo que o estimador é entrado.

Vejamos agora a expressão para o segundo parâmetro da Normal, que sabemos ser a variânia.

Reordem-se as propriedades das variânias, e tenha-se presente que as observações {Yi}ni=1

são variáveis aleatórias independentes.

V [β̂1] = V

[
n∑

i=1

ci Yi

]
=

n∑

i=1

c2i V [Yi]︸ ︷︷ ︸
=σ2 , ∀ i

= σ2
n∑

i=1

(xi − x)2

[(n−1) s2x]
2

︸ ︷︷ ︸
=c2i

=
σ2

[(n−1) s2x]
2

n∑

i=1

(xi − x)2

=
σ2

[(n−1) s2x]
2 · (n−1) s2x =

σ2

(n−1) s2x
.

2. Também o estimador β̂0 = Y − β̂1 x =
n∑

i=1

diYi, om di =
1
n − x ci, é uma ombinação linear

de v.a.s Normais independentes (as observações Yi), logo tem distribuição Normal. Falta

determinar os respetivos parâmetros. Reordando os resultados relativos ao estimador β̂1,

tem-se:

E
[
β̂0

]
= E

[
Y −β̂1 x

]
= E

[
1

n

n∑

i=1

Yi

]
− x E

[
β̂1

]

︸ ︷︷ ︸
= β1

=
1

n

n∑

i=1

(β0+β1 xi)︸ ︷︷ ︸
=E[Yi]

−β1 x

=
1

n

n∑

i=1

β0

︸ ︷︷ ︸
=nβ0

+β1
1

n

n∑

i=1

xi

︸ ︷︷ ︸
=x

−β1 x = β0 + β1x− β1x = β0.

Tendo em onta as propriedades da variânia,

V [β̂0] = V
[
Y − β̂1 x

]
= V [Y ] + V [β̂1 x] − 2 cov[Y , β̂1 x]

= V

[
1

n

n∑

i=1

Yi

]
+ x2V [β̂1] − 2x cov[Y , β̂1]︸ ︷︷ ︸

=0 (Ex.RLS 13a))

=
1

n2

n∑

i=1

V [Yi]︸ ︷︷ ︸
=σ2

+ x2 σ2

(n− 1)s2x
= σ2

[
1

n
+

x2

(n− 1) s2x

]
,
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o que ompleta a demonstração.

NOTAS:

1. Ambos os estimadores são estimadores entrados, ou seja, o seu valor esperado é igual ao parâmetro

que estimam: E[β̂1] = β1 e E[β̂0] = β0

2. Quanto maior (n−1) s2x, menor a variabilidade dos estimadores.

3. A variabilidade de β̂0 também diminui om o aumento de n, e a maior proximidade de x a 0.

2.5.1.1 Signi�ado das distribuições dos estimadores

Como se pode interpretar o signi�ado prátio dos resultados distribuionais da Proposição 2.11? As

distribuições dos estimadores são distribuições na amostragem, ou seja, podem ser vistas omo a distri-

buição de frequênias dos valores de ada um dos estimadores, ao longo de todo o universo de possíveis

amostras. Assim, para interpretar o resultado distribuional do estimador β̂1, podemos pensar que se

fossem reolhidas todas as possíveis amostras aleatórias (om os n valores de xi �xados), e para ada uma

alulado o delive b1 da respetiva reta amostral, a distribuição de frequênias desses delives amostrais

seria a mostrada na Figura 2.16.

Distribuição na amostragem de β^1

β^1

d
n

o
rm

(x
)

β1 − 3σ1 β1 − 2σ1 β1 − σ1 β1 β1 + σ1 β1 + 2σ1 β1 + 3σ1

σ1 =
σ2

(n − 1)sx
2

% amostras

68.2%
95.4%
99.7%

Figura 2.16: A distribuição de probabilidades de β̂1 pode ser interpretada omo sendo a distribuição do

onjunto de valores que b1 tomaria, ao longo da totalidade de possíveis amostras de tamanho n (e om

os valores de xi usados na nossa amostra).

Na interpretação da Figura 2.16, podem usar-se os resultados reordados na Subseção 2.4.2.5 para

a�rmar que a distânia entre a estimativa b1 e o verdadeiro valor de β1 será:

inferior a σ
β̂1

em ≈ 68% das amostras;

inferior a 2 σ
β̂1

em ≈ 95% das amostras;

inferior a 3 σ
β̂1

em ≈ 99, 7% das amostras.
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Repare-se na importânia que tem, nesta interpretação, o desvio padrão assoiado à distribuição do

estimador β̂1, ou seja,

σ
β̂1

=

√
V [β̂1] =

√
σ2

(n−1) s2x
=

σ√
(n−1) s2x

. (2.30)

O desvio padrão assoiado a um estimador é usualmente designado um erro padrão desse estimador

(em inglês, standard error). Assim, o erro padrão de β̂1 foi dado na equação (2.30), enquanto que o erro

padrão assoiado a β̂0 é dado na equação (2.31). Apesar da semelhança de notação, não se deve onfundir

os erros padrões dos estimadores, σβ̂1
e σβ̂0

, om o desvio padrão σ dos erros aleatórios.

σ
β̂0

=

√
V [β̂0] =

√
σ2

[
1

n
+

x2

(n−1) s2x

]
= σ

√
1

n
+

x2

(n−1) s2x
. (2.31)

Da Proposição 2.11 sai diretamente o seguinte Corolário.

Corolário 2.1

Dado o Modelo de Regressão Linear Simples, têm-se as seguintes distribuições:

1.

β̂1−β1

σ
β̂1

⌢ N (0 , 1), om σβ̂1
=

√
σ2

(n−1) s2x
= σ√

(n−1) s2x

2.

β̂0−β0

σ
β̂0

⌢ N (0 , 1), om σβ̂0
=

√

σ2
[

1
n
+ x2

(n−1) s2x

]

= σ
√

1
n
+ x2

(n−1) s2x

Demonstração 2.12: Corolário 2.1

Basta apliar diretamente às distribuições da Proposição 2.11 o resultado, visto na Subseção

2.4.2.5), de que se a uma variável aleatória om distribuição Normal subtrairmos a sua média e

dividirmos pelo seu desvio padrão, obtemos uma nova v.a. om distribuição Normal reduzida,

N (0, 1).

Os resultados do Corolário anterior poderiam ser usados para fazer inferênia estatístia sobre os parâ-

metros β0 e β1 (e.g., onstruir intervalos de on�ança ou efetuar testes de hipóteses), mas apenas no

aso de ser onheida a variânia dos erros aleatórios, σ2 = V [ǫi], que aparee nas expressões dos erros

padrão (equações 2.30 e 2.31).

No entanto, a variânia dos erros aleatórios, σ2
é, na prátia, desonheida. Para que os resultados

já estudados possam ter apliabilidade, será neessário obter um estimador da variânia σ2
dos erros

aleatórios. Vamos, na Subseção seguinte, onstruir um estimador para σ2
a partir dos resíduos.
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2.5.2 Erros aleatórios e Resíduos

A partir da de�nição do Modelo de Regressão Linear Simples (De�nição 2.10), ada erro aleatório é a

diferença entre um valor da variável resposta, Yi, e a ordenada, para o orrespondente valor xi do preditor,

na reta de regressão populaional, ou seja:

Erros aleatórios: ǫi = Yi − (β0 + β1xi)

Os erros aleatórios não são onheidos, mesmo após a extração duma amostra, porque os parâmetros

da reta populaional (β0 e β1) são desonheidos. Por de�nição (De�nição 2.1), os resíduos são as

orrespondentes diferenças entre um valor da variável resposta e o valor da ordenada (para igual xi),

na reta de regressão amostral. No ontexto inferenial, os resíduos também são variáveis aleatórias

(de�nidas a partir da variável aleatória Yi e dos estimadores β̂0 e β̂1, que também são v.a.s), pelo que

serão esritos om letra maiúsula:

Resíduos: (v.a.) Ei = Yi − (β̂0 + β̂1xi)

Os resíduos são onheíveis, porque podem ser alulados a partir do momento em que se disponha duma

amostra onreta, ou seja, quando Yi tomar o valor onreto observado, yi, e os estimadores β̂0 e β̂1

tomarem os valores onretos das estimativas b0 e b1. Esses resíduos observados (que são a onretização

das variáveis aleatórias Ei) são os resíduos anteriormente disutidos no ontexto desritivo:

Resíduos: (observados) ei = yi − (b0 + b1xi)

Assim, os resíduos Ei são preditores
5

(onheíveis) dos erros aleatórios (desonheidos) ǫi.

É natural que, para estimar a variânia σ2
dos erros aleatórios se olhe para a variânia dos preditores

desses mesmos erros aleatórios. Ora, omo se viu no ontexto desritivo, a Soma de Quadrados Residual

é o numerador da variânia amostral dos resíduos :

(n−1) s2E =

n∑

i=1

E2
i = SQRE .

Assim, é natural que a Soma de Quadrados Residual, SQRE, desempenhe um papel entral na estimação

da variânia (omum) dos erros aleatórios ǫi. Mas para o poder fazer, são neessários resultados relativos

ao omportamento de SQRE em ontexto inferenial, ou seja, é neessário onheer o omportamento

que, dado o Modelo RLS, terá a Soma de Quadrados Residual ao longo do universo de amostras. Os

resultados fundamentais são dados na seguinte Proposição, uja demonstração se omite, dado ultrapassar

as ferramentas disponíveis no âmbito desta disiplina.

5

Em termos ténios distingue-se entre um estimador, que é uma quantidade amostral usada para estimar uma onstante

(omo são os parâmetros da reta populaional, β0 e β1), e um preditor que é uma quantidade amostral que proura prever

valores duma variável aleatória (om são os erros aleatórios ǫi).
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Proposição 2.12: Resultados distribuionais de SQRE

Dado o Modelo de Regressão Linear Simples (RLS), tem-se:

• SQRE
σ2 ⌢ χ2

n−2

• SQRE é independente de (β̂0, β̂1).

A distribuição indiada na Proposição 2.12 é a distribuição Qui-quadrado. As propriedades das dis-

tribuições χ2
enontram-se nos apontamentos da Prof. Manuela Neves (na parte relativa à Teoria das

Probabilidades). Entre essas propriedades, tem-se:

• Uma distribuição Qui-quadrado tem um únio parâmetro que, por razões histórias, é designado

graus de liberdade, esrevendo-se χ2
ν para indiar que o parâmetro tem o valor

6 ν.

• O valor esperado duma v.a. W om distribuição W ⌢ χ2
ν é o valor do parâmetro: E[W ]=ν.

• A variânia duma v.a. W om distribuição W ⌢ χ2
ν é o dobro do valor do parâmetro: V [W ]=2ν

Sai assim, a partir do primeiro ponto da Proposição 2.12 e das propriedades do valor esperado (Subseção

2.4.2.2), que:

Corolário 2.2

Dado o Modelo de RLS, E
[
SQRE
n−2

]
= σ2

.

Este Corolário aponta imediatamente para um estimador entrado de σ2
, que é agora de�nido:

De�nição 2.12: Quadrado Médio Residual

De�ne-se o Quadrado Médio Residual (QMRE) numa Regressão Linear Simples omo

QMRE =
SQRE

n− 2

Resumindo:

• O Quadrado Médio Residual, QMRE, é habitualmente usado na Regressão omo estimador da va-

riânia dos erros aleatórios, isto é, estimador de σ2=V [ǫi]:

σ̂2 = QMRE . (2.32)

6

A letra grega ν lê-se nu e orresponde ao nosso n.
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• Como se viu, QMRE é um estimador entrado da variânia dos erros aleatórios ǫi.

Iremos ver que a substituição de σ2
pelo seu estimador QMRE no Corolário 2.1 transforma as distribui-

ções Normais em distribuições t-Student.

2.5.2.1 Revisão: omo surge uma distribuição t-Student

Reordemos omo surge uma distribuição t-Student (ver os apontamentos da Prof. Manuela Neves,

Inferênia Estatístia, Capítulo III).

• Seja dada uma variável aleatória Normal reduzida: Z ⌢ N (0, 1);

• Seja dada uma variável aleatória om distribuição Qui-quadrado: W ⌢ χ2
ν ;

• Sejam essas duas v.a. Z e W independentes.

Então, veri�a-se que a seguinte razão tem distribuição t-Student:

Z√
W/ν

⌢ tν . (2.33)

2.5.3 Quantidades entrais para a inferênia sobre β0 e β1

Toma-se Z=
β̂j−βj

σ
β̂j

, W = SQRE
σ2 e ν=n−2, e apliam-se os resultados da Subseção 2.5.2.1.

Proposição 2.13: Distribuições para a inferênia sobre β0 e β1

Dado o Modelo de Regressão Linear Simples, tem-se:

1.

β̂1−β1

σ̂
β̂1

⌢ tn−2 , om σ̂β̂1
=

√
QMRE
(n−1) s2x

;

2.

β̂0−β0

σ̂
β̂0

⌢ tn−2 , om σ̂β̂0
=

√

QMRE
[

1
n
+ x2

(n−1) s2x

]

.

Demonstração 2.13: Proposição 2.13

1. Sabemos que, dado o Modelo RLS, a quantidade Z = β̂1−β1

σ
β̂1

tem distribuição N (0, 1) (Coro-

lário 2.1). Pretende-se mostrar que, substituindo σβ̂1
pelo seu estimador σ̂β̂1

, a distribuição

resultante é uma t-Student. Ora, na Proposição 2.12 viu-se que W = SQRE
σ2 ⌢ χ2

n−2, sendo

SQRE independente de β̂1. Logo, e relembrando a forma omo surgem distribuições t-Student
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(Subseção 2.5.2.1), sabemos que

Z√
W/(n−2)

⌢ tn−2. Mas,

Z√
W/(n− 2)

=

β̂1−β1

σ
β̂1√

SQRE
σ2·(n−2)

=

β̂1−β1
√

✚✚σ2

(n−1) s2x√
QMRE

✚✚σ2

=
β̂1 − β1√

QMRE
(n−1) s2x

=
β̂1 − β1

σ̂β̂1

.

Assim,

β̂1−β1

σ̂
β̂1

tem distribuição t-Student, om n− 2 graus de liberdade.

2. A demonstração para o aso de β0 é inteiramente análoga.

Este resultado é ruial, pois dá-nos os resultados que servirão de base à onstrução de intervalos de

on�ança e testes de hipóteses para os parâmetros da reta populaional, β0 e β1.

2.6 Intervalos de on�ança para os parâmetros da reta

2.6.1 Intervalos de on�ança para β1 e β0

Estamos agora em ondições de onstruir os intervalos de on�ança para os parâmetros duma reta

populaional, ou seja, para β0 e β1.

Proposição 2.14: Intervalo de Con�ança a (1−α)× 100% para β1 e β0

Dado o Modelo RLS,

1. o intervalo a (1−α)× 100% de on�ança para o delive β1 da reta de regressão populaional

é: ]
b1 − tα

2 (n−2) σ̂β̂1
, b1 + tα

2 (n−2) σ̂β̂1

[
, (2.34)

sendo tα
2 (n−2) o valor que, numa distribuição t(n−2), deixa à direita uma região de proba-

bilidade α/2 (ou seja, o quantil de ordem 1− α
2 numa distribuição tn−2). As quantidades

b1=
covxy

(n−1) s2x
e σ̂β̂1

=
√

QMRE
(n−1) s2x

foram de�nidas anteriormente.

2. o intervalo a (1−α)× 100% de on�ança para a ordenada na origem, β0, da reta de regressão

populaional é dado por:

]
b0 − tα

2 (n−2) · σ̂β̂0
, b0 + tα

2 (n−2) · σ̂β̂0

[
, (2.35)

onde b0=y − b1x e σ̂β̂0
=

√
QMRE ·

[
1
n + x2

(n−1) s2x

]
foram de�nidos anteriormente.

NOTAS:

• A estrutura dos dois intervalos de on�ança é análoga: são ambos entrados na estimativa do
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respetivo parâmetro (b0 ou b1), e para hegar aos dois extremos do intervalo tem de se subtrair e

somar o produto do respetivo erro padrão (σ̂β̂0
ou σ̂β̂1

) vezes o quantil adequado da distribuição

t-Student (tα
2 (n−2));

• Assim, a amplitude (omprimento) de ada intervalo de on�ança é duas vezes o produto do erro

padrão vezes o quantil da distribuição t-Student: 2 tα
2 (n−2) · σ̂β̂0

e 2 tα
2 (n−2) · σ̂β̂1

, respetivamente

para o intervalo de on�ança de β0 e de β1;

• A amplitude do intervalo de on�ança (IC) para β1 aumenta om QMRE e diminui om n e s2x;

• A amplitude do IC para β0 aumenta om QMRE e om x2
e diminui om n e s2x;

• A amplitude de ambos os ICs aumenta para maiores graus de on�ança 1−α, ou seja, para aumentar

o grau de on�ança do intervalo, é neessário sari�ar a sua preisão (isto é, aeitar uma amplitude

maior).

Demonstração 2.14: Proposição 2.14

1. Intervalo de on�ança para β1. Sabemos (Proposição 2.13) que

β̂1−β1

σ̂
β̂1

⌢ tn−2. De-

signando por tα
2 (n−2) o valor que, numa distribuição tn−2 deixa à sua direita uma região de

probabilidade α/2, e uma vez que o simétrio desse valor, −tα
2 (n−2), será (pela simetria da

distribuição t-Student em torno de zero) o valor que deixa à sua esquerda uma área

α
2 , pode-se

esrever a seguinte equação:

P

[
−tα

2 (n−2) <
β̂1 − β1

σ̂β̂1

< tα
2 (n−2)

]
= 1− α

Ao substituir-se a dupla desigualdade por duplas desigualdades equivalentes, não se altera a

probabilidade 1−α. Vamos assim proeder a esrever duplas desigualdades equivalentes, om

o objetivo de isolar o parâmetro para o qual se pretende onstruir o intervalo de on�ança

(β1). Comeemos por multipliar a dupla desigualdade por σ̂β̂1
, depois por −1 (reordando

que, ao multipliar desigualdades por números negativos, é neessário troar o sentido das

desigualdades) e, �nalmente, vamos somar β̂1:

−tα
2 (n−2) · σ̂β̂1

< β̂1 − β1 < tα
2 (n−2) · σ̂β̂1

⇔ tα
2 (n−2) · σ̂β̂1

> β1 − β̂1 > −tα
2 (n−2) · σ̂β̂1

⇔ β̂1 − tα
2 (n−2) · σ̂β̂1

< β1 < β̂1 + tα
2 (n−2) · σ̂β̂1

.

Assim, a probabilidade de o verdadeiro valor do delive β1 da reta populaional estar ontido

entre os dois extremos indiados é 1−α. Mas este intervalo é um intervalo aleatório: os seus

extremos são onstituídos por variáveis aleatórias (β̂1 e σ̂β̂1
), que tomam diferentes valores

para ada amostra onreta que seja extraída da população. Para uma amostra onreta

obter-se-á um intervalo onreto substituindo o estimador β̂1 pela estimativa onreta b1 e

substituindo o erro padrão estimado σ̂β̂1
pelo seu valor onreto (que ontinuamos a designar

por σ̂β̂1
). O intervalo assim resultante hama-se um intervalo de on�ança a (1−α) × 100%
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para β1: ]
b1 − tα

2 (n−2) · σ̂β̂1
, b1 + tα

2 (n−2) · σ̂β̂1

[
.

2. Intervalo de on�ança para β0. A demonstração é análoga.

Para interpretar orretamente um intervalo de on�ança é neessário reordar que, a ada possível

amostra onreta (om os n valores de xi dados) orresponde um intervalo de on�ança onreto. Cada

um desses intervalos pode, ou não, onter o verdadeiro valor de β1. Mas o resultado teório na origem

da ontrução do IC (a Proposição 2.13) garante que, nessa família de todos os intervalos onretos,

(1−α) × 100% dos intervalos ontêm o verdadeiro valor do delive populaional β1. Nuna saberemos

se a amostra onreta por nós esolhida gera um intervalo que ontém o verdadeiro valor de β1 (para

saber isso seria neessário onheer o verdadeiro valor de β1). Mas, uma vez que o intervalo gerado foi

esolhido ao aaso duma família de intervalos om essa propriedade, dizemos que temos uma on�ança

(1−α)× 100% em omo ontém β1.

2.6.2 Um exemplo no R: os lírios de Fisher

Um onjunto de dados assoiado ao nome do famoso estatístio britânio Ronald Fisher, mas reolhidos

por Edgar Anderson, é onstituído por medições morfométrias em n= 150 lírios. Disponível na data

frame iris, em qualquer distribuição padrão do R, o onjunto de dados ontém medições de 4 variáveis

numérias: omprimentos e larguras de sépalas, e de pétalas � veja-se help(iris) para mais pormenores.

A nuvem de pontos relaionando largura e omprimento das pétalas é dada na Figura 2.17.
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Figura 2.17: Largura ontra omprimento das pétalas em 150 lírios (dados iris).

No R, as regressões lineares são ajustadas usando o omando lm (que são as iniiais, em inglês de linear

model). O omando seguinte ajusta a reta de regressão de largura das pétalas sobre omprimento das

pétalas, guardando o resultado num objeto de nome iris.lm:

> iris.lm <- lm(Petal.Width ~ Petal.Length, data=iris)
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> iris.lm

Call:

lm(formula = Petal.Width ~ Petal.Length, data = iris)

Coeffiients:

(Interept) Petal.Length

-0.3631 0.4158

A reta estimada é assim a reta de equação y = −0.3631 + 0.4158 x, onde y india a largura da pétala

e x o seu omprimento.

No R, a reta pode ser sobreposta à nuvem de pontos se, após riar a nuvem om os omandos anteriores,

f�r usado o omando abline, omo indiado de seguida, produzindo o resultado da Figura 2.18.

> abline(iris.lm, ol="red")
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Figura 2.18: A reta de regressão ajustada, sobreposta à nuvem de pontos dos dados dos lírios om o

omando abline.

Mais informações úteis sobre a regressão obtêm-se através do omando summary, apliado à regressão

ajustada:

> summary(iris.lm)

Coeffiients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Interept) -0.363076 0.039762 -9.131 4.7e-16 ***

Petal.Length 0.415755 0.009582 43.387 < 2e-16 ***

Na primeira oluna da listagem de saída são indiados os valores das estimativas b0 e b1 (já vistos antes).

Na segunda oluna são indiados os valores dos erros padrões estimados, para ada estimador:

σ̂β̂0
= 0.039762 σ̂β̂1

= 0.009582 .
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Estes valores são usados na onstrução dos intervalos de on�ança para β0 e β1, usando as fórmulas da

Proposição 2.14. Uma vez que b1 =0.415755 e (optando por um intervalo a 95% de on�ança, ou seja,

om

α
2 = 0.025) t0.025(148)=1.976122, tem-se:

b1 − t0.025(148) × σ̂β̂1
= 0.3968198

b1 + t0.025(148) × σ̂β̂1
= 0.4346902

Logo, o intervalo a 95% de on�ança para o delive populaional β1 resultante da nossa amostra é:

] 0.3968198 , 0.4346902 [ .

Para alular os intervalos de on�ança, diretamente no R, pode usar-se o omando onfint sobre uma

regressão ajustada:

> onfint(iris.lm)

2.5 % 97.5 %

(Interept) -0.4416501 -0.2845010 <-- ordenada na origem

Petal.Length 0.3968193 0.4346915 <-- delive

Por omissão, o IC alulado é a 95% de on�ança. Neste aso, podemos a�rmar om 95% de on�ança

que o delive β1 da reta populaional está no intervalo ] 0.397 , 0.435 [ (as pequenas diferenças na séptima

asa deimal resultam de erros de arredondamento nas ontas aima), e que a respetiva ordenada na

origem β0 pertene ao intervalo ] − 0.442 , −0.285 [.

O nível de on�ança pode ser mudado om o argumento level. Eis os intervalos a 90% de on�ança:

> onfint(iris.lm, level=0.90)

5 % 95 %

(Interept) -0.4288901 -0.2972609

Petal.Length 0.3998944 0.4316164

Nota 2.8

Um alerta sobre Intervalos de Con�ança. Tal omo na onstrução de outros intervalos de on�ança,

existem aqui duas faetas ontrastantes :

• o grau de on�ança em omo os intervalos ontêm os verdadeiros valores de β0 ou β1; e

• a preisão (amplitude) dos intervalos.

Dado um onjunto de observações, quanto maior o grau de on�ança (1−α) × 100% assoiado a

um intervalo, maior será a sua amplitude, isto é, menor será a sua preisão. Conversamente, para

uma mesma amostra, um intervalo om maior preisão, ou seja, um intervalo de menor amplitude,

signi�a um intervalo om menor grau de on�ança assoiado.

Na próxima Seção, os mesmos resultados que serviram de base à onstrução dos intervalos de on�ança

serão usados para outro �m: efetuar testes de hipóteses a valores dos parâmetros β0 e β1.
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2.7 Testes de hipóteses para os parâmetros da reta populaional

Vejamos agora omo a Proposição 2.13, que serviu de ponto de partida para a onstrução dos intervalos

de on�ança para β0 e β1, é também o ponto de partida para a onstrução de testes de hipóteses sobre

esses parâmetros da reta de regressão populaional. De fato, as quantidades indiadas nessa Proposição

podem ser usadas omo estatístias de teste.

2.7.1 Breve revisão de Testes de Hipóteses

Na UC Estatístia dos primeiros ilos do ISA estudam-se Testes de Hipóteses para os seguintes india-

dores quantitativos de populações:

• média µ duma população;

• variânia σ2
duma população;

• omparação de médias de duas populações (µ1 − µ2);

• omparação de variânias de duas populações (

σ2
1

σ2
2
).

No nosso ontexto atual, estamos interessados em inferênia sobre a reta de regressão populaional

orrespondente ao Modelo Linear, de equação y = β0 + β1 x. Em partiular, estaremos interessados em

efetuar testes de hipóteses sobre ada um dos parâmetros β0 e β1 da reta.

As hipóteses dizem respeito aos valores que esses parâmetros tomam, na população. Pretende optar-se

entre hipóteses alternativas om base na informação proveniente duma amostra aleatória dessa população.

Num teste de Hipóteses há ino passos a seguir.

1. No primeiro passo, formulam-se hipóteses alternativas em onfronto. Conretamente, de�ne-se

uma Hipótese Nula H0 que será onfrontada om uma Hipótese Alternativa H1. Por exemplo, pode

tomar-se:

• Hipótese Nula H0: β1 = 1

• Hipótese Alternativa H1: β1 6= 1.

2. O segundo passo onsiste em identi�ar uma estatístia de teste, que servirá para optar entre H0

e H1. Uma estatístia de teste é:

• uma quantidade numéria, ujo valor depende apenas da amostra e de H0;

• om distribuição de probabilidades onheida, se H0 verdade; e tal que

• para alguns valores da estatístia se onsidera a Hipótese Nula pouo plausível, proedendo-se

a rejeitar H0.

Por exemplo, a quantidade que serviu de ponto de partida para a onstrução dos Intervalos de

Con�ança para o delive β1 pode servir omo estatístia de teste para hipóteses sobre β1. Exem-

pli�ando om as hipóteses aima indiadas, onsidere-se essa quantidade, e substitua-se o valor de
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β1 pelo seu valor ao abrigo de H0, ou seja, tome-se β1 = 1. Se esse f�r o verdadeiro valor de β1,

sabemos que a distribuição de probabilidades dessa quantidade será uma tn−2:

T =
β̂1 −

=1︷ ︸︸ ︷
β1|H0

σ̂β̂1

⌢ tn−2 , se H0 verdade (2.36)

Dada uma amostra em que o estimador β̂1 tome um valor b1 ≈ β1|H0
= 1, o valor alulado da

estatístia T será Tcalc ≈ 0. Neste aso, a informação proveniente da amostra não susita razões

para duvidar de H0. Pelo ontrário, se o valor amostral b1 f�r muito diferente de β1|H0
= 1, a

hipótese nula é mais duvidosa. Nesse aso, o valor alulado da estatístia T será (em módulo)

grande (quer porque b1 ≫ 1, quer porque b1 ≪ 1). Assim, o hipotétio valor β1|H0
é plausível se

Tcalc f�r próximo de zero. Quanto maior seja |Tcalc|, menos plausível será H0 : β1 = 1.

Mas omo de�nir a fronteira entre os valores da estatístia que levam à rejeição, ou não, de H0?

Para de�nir essa fronteira segue-se a abordagem de Neyman-Pearson. Há que distinguir entre:

• a realidade (H0 ou H1) que não onheemos e não ontrolamos; e

• a deisão (H0 ou H1) que iremos tomar e que podemos ontrolar.

Do ruzamento das duas realidades possíveis om as duas deisões possíveis resultam quatro possíveis

situações, duas das quais orrespondem a deisões orretas e duas a deisões erradas:

Deisão

Realidade Admitir H0 Rejeitar H0 (optar por H1)

H0 verdade Certo Erro (Tipo I)

H0 falso (H1 verdade) Erro (Tipo II) Certo

Ora, não é possível reduzir simultaneamente a probabilidade dos dois erros, uma vez que para

diminuir P[Erro Tipo I℄=P[Rejeitar H0 |H0 verdade℄, será neessário reduzir a gama de valores que

levam à rejeição de H0 (ser mais auteloso na rejeição). Mas a diminuição da gama de valores de

Tcalc que leva à rejeição de H0 signi�a que, aso H0 seja falso, estar-se-á mais vezes a ometer o

erro de não rejeição. Assim, diminuir P[Erro Tipo I℄ obtém-se à usta de aumentar P[Erro Tipo II℄.

Para sair deste dilema, onsidera-se que o Erro de Tipo I é o mais grave e opta-se por ontrolá-lo

(deixando de ontrolar a probabilidade de ometer o Erro de Tipo II, onsiderado menos grave).

3. O tereiro passo dum Teste de Hipóteses onsiste em de�nir o hamado nível de signi�ânia do

teste. Designa-se nível de signi�ânia do teste à probabilidade de ometer o Erro de Tipo I, ou

seja, à probabilidade de rejeitar H0 quando esta hipótese é verdadeira. É habitual representar o

nível de signi�ânia dum teste pela letra grega α (alfa):

α = P [ Erro de Tipo I ] = P [ Rejeitar H0 | H0verdade ] .

Ao �xar-se o valor do nível de signi�ânia α, está-se a de�nir a probabilidade assoiada a uma

gama de possíveis valores da estatístia T aos quais se assoia a rejeição de H0, a hamada Região

Crítia ou Região de Rejeição de H0.
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Assim, no exemplo aima onsiderado, a resposta à pergunta de omo de�nir a fronteira entre

valores de Tcalc onsiderados próximos de zero e que não justi�am a rejeição de H0, e os valores

de |Tcalc| que sejam demasiado grandes para se areditar em H0, é dada pela esolha, para Região

Crítia, duma região de valores mais extremos de Tcalc, à qual orresponda a probabilidade α.

Sendo α a probabilidade de ometer um erro, queremos que o valor de α seja pequeno. A esolha

desse valor é feita pelo experimentador, e depende da gravidade das onsequênias de ometer o Erro

de Tipo I. Em apliações em que esteja em ausa uma deisão de vida ou morte (omo é frequente

em muitas apliações no ampo da Mediina), é aonselhável esolher valores muito pequenos de

α. Mas na generalidade das apliações assoiadas aos ursos do ISA, podemos ser um pouo mais

tolerantes. É habitual a utilização de valores omo α = 0.05 ou α = 0.01.

Deve salientar-se que a abordagem de Neyman-Pearson, assoiada a �xar a probabilidade de rejeitar

H0 quando essa hipótese é verdade, implia que o papel das duas hipóteses em onfronto deixa de ser

simétrio. A deisão de ontrolar α =P[Erro Tipo I℄ implia que, na dúvida, preferimos admitir que

H0 é admissível. É habitual usar terminologia jurídia para ilustrar a situação, que tem semelhanças

evidentes om o prinípio de onsiderar o réu (o ausado num julgamento) inoente até prova em

ontrário. Assim, podemos a�rmar que:

• a Hipótese Nula H0 tem o benefíio da dúvida; enquanto

• a Hipótese Alternativa H1 tem o ónus da prova.

4. O quarto passo num Teste de Hipóteses onsiste em de�nir a Região Crítia (ou de Rejeição),

ou seja, o onjunto de valores possíveis da estatístia ao qual assoiamos a rejeição de H0 e que é

onstituída pelos valores �menos plausíveis�, aso H0 seja verdade. Como vimos, a Região Crítia

tem de ser uma região de probabilidade α, se f�r verdade H0.

Dependendo do teste onreto em questão e da natureza da Hipótese Alternativa H1, uma Região

Crítia pode ser bilateral ou unilateral. No exemplo que temos vindo a onsiderar, faz sentido uma

Região Crítia bilateral (assoiada a valores Tcalc que, em módulo, sejam grandes uma vez que esses

valores estão assoiados, quer a estimativas b1 ≪ 1 = β1|H0
, quer a estimativas b1 ≫ 1 = β1|H0

).

Esta situação é ilustrada na Figura seguinte.

5. O quinto e último passo dum Teste de Hipóteses onsiste em alular o valor da estatístia de

teste para a nossa amostra e, om base nesse valor, retirar as onlusões do teste.

É o únio passo dum Teste de Hipóteses que exige a existênia de dados. Os quatro passos anteriores

poderiam ser formulados antes de realizada a extração da amostra aleatória.

Deve salientar-se que os passos 3 a 5 podem ser substituídos pela indiação duma medida de plausibilidade

de H0, designada valor de prova ou p-value. Este é de�nido omo sendo a probabilidade de obter um valor

tão ou mais extremo quanto o observado na estatístia do teste, aso seja verdade H0.

Quando um p-value é muito pequeno, onsidera-se H0 irrealista, optando-se pela sua rejeição.

Nas Subseções seguintes resumem-se os passos assoiados a um Teste de Hipóteses para os valores de

ada um dos parâmetros duma reta de regressão populaional, e veremos omo de�nir o valor de prova

assoiado a um dado teste.
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Figura 2.19: Uma Região Crítia bilateral, adequada a um teste a Hipóteses do Tipo H0 : β1 = 1 ontra

H1 : β1 6= 1. A densidade é duma distribuição t-Student om n − 2 graus de liberdade que, omo se

viu em (2.36), é adequada à distribuição da estatístia T para testes a β1, aso H0 seja verdade. As

regiões indiadas orrespondem a probabilidades

α
2 , pelo que, em onjunto, orrespondem a uma região

de probabilidade α na distribuição orrespondente a H0 verdade. Se para uma dada amostra o valor da

estatístia alulada reair nessa região, deve rejeitar-se H0. Assim, deve rejeitar H0 se Tcalc > tα
2 (n−2)

ou Tcalc < −tα
2 (n−2) (os valores que deixam, à sua direita e à sua esquerda, respetivamente, áreas

α
2

na distribuição tn−2). Esta dupla ondição pode ser simpli�ada usando o valor absoluto de Tcalc: deve

rejeitar-se H0 se |Tcalc| > tα
2 (n−2).

2.7.2 Testes de hipóteses sobre o delive β1

Nesta Subseção resumimos o que já foi visto relativo aos testes de hipóteses para o delive da reta de

regressão populaional, β1. Serão onsiderados em separado os diferentes tipos possíveis de região rítia,

assoiadas a diferentes tipos de hipóteses.

2.7.2.1 Testes de hipóteses om Região Crítia bilateral

Comeemos por onsiderar um teste de hipóteses a β1, om hipóteses do tipo H0 : β1=c e H1 : β1 6=c, a

que orresponde uma região rítia bilateral. Sendo válido o Modelo de Regressão Linear Simples, tem-se:

Hipóteses: H0 : β1 = c vs. H1 : β1 6= c.

Estatístia do Teste: T =
β̂1−

= ︷ ︸︸ ︷
β1|H0

σ̂
β̂1

⌢ tn−2 , sob H0.

Nível de signi�ânia do teste: α = P [Rejeitar H0 | H0 verdade]

Região Crítia ou de Rejeição: (Bilateral)

Calular Tcalc =
b1−c
σ̂
β̂1

e rejeitar H0 se |Tcalc| > tα
2 (n−2) (ver Figura 2.20).
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Figura 2.20: Região Crítia bilateral num teste t. A ada auda da distribuição orresponde uma proba-

bilidade

α
2 , pelo que a Região de Rejeição tem probabilidade global α.

Nota 2.9

Repare-se na natureza da estatístia do teste: o valor da estatístia do teste é a quantidade de erros

padrão (σ̂β̂1
) a que o valor estimado (b1) se enontra do valor de β1 sob H0 (c).

2.7.2.2 Teste de Hipóteses om Região Crítia Unilateral direita

Ainda relativamente a β1 e om a mesma estatístia de teste, hipóteses de tipo diferente geram regiões

rítias diferentes.

Consideremos o aso em que a hipótese alternativa H1 é da forma H1 : β1 > c. Neste aso, já não faz

sentido inluir na região rítia a auda esquerda da distribuição t-Student. De fato, essa auda esquerda

orresponde aos valores muito negativos de Tcalc, valores que surgem quando o numerador da estatístia

de teste é muito negativo, ou seja, quando b1 ≪ c. Mas se o delive da reta amostral (que estima o

delive β1 da reta populaional) é muito inferior a c, não há qualquer razão para optar pela hipótese

alternativa H1 : β1 > c. Apenas os valores na auda direita da distribuição, que resultam de na amostra

se ter b1 ≫ c, apontam para a veraidade de H1. Assim, a esse tipo de hipóteses orresponde uma região

rítia unilateral direita. Vejamos em pormenor:

Hipóteses: H0 : β1 ≤ c vs. H1 : β1 > c.

Estatístia do Teste: T =
β̂1−

=c︷ ︸︸ ︷
β1|H0

σ̂
β̂1

⌢ tn−2 , se H0 verdade.

Nível de signi�ânia do teste: α = P [Rejeitar H0 | H0 verdade]

Região Crítia: (Unilateral direita)

Rejeitar H0 se Tcalc > tα(n−2) (ver Figura 2.21)

NOTA: A hipótese nula poderia esrever-se apenas H0 : β1 = c, mas a �m de manter a ideia que H0 e

H1 são hipóteses omplementares, opta-se por esrever a hipótese nula omo H0 : β1 ≤ c. Assim, ao se
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Figura 2.21: Região rítia unilateral direita num teste t. A área da região assinalada é α.

substituir, na estatístia de teste, o valor de β1 sob a hipótese nula, esolhe-se o valor fronteira, c, que

orresponde ao valor de H0 que seria mais difíil de distinguir de H1. Se para esse valor fronteira o nível

de signi�ânia α estiver garantido, a probabilidade de ometer o Erro de Tipo I para outro qualquer

valor de β1 em H0 (ou seja, para valores β1 < c) estará igualmente garantido. Por esta razão, o valor

fronteira entre H0 e H1 (o valor c) tem de pertener a H0. Em termos prátios, isso signi�a que a

desigualdade em H1 tem de ser estrita.

2.7.2.3 Teste de Hipóteses om Região Crítia Unilateral esquerda

Troando o sentido das desigualdades nas hipóteses, justi�a-se uma Região Crítia unilateral esquerda,

assoiada a delives amostrais b1 ≪ c, onsentâneos om a Hipótese alternativa H1 : β1 < c:

Hipóteses: H0 : β1 ≥ c vs. H1 : β1 < c.

Estatístia do Teste: T =
β̂1−

= ︷ ︸︸ ︷
β1|H0

σ̂
β̂1

⌢ tn−2 , sob H0.

Nível de signi�ânia do teste: α = P [Rejeitar H0 | H0 verdade]

Região Crítia: (Unilateral esquerda) Rejeitar H0 se Tcalc < − tα(n−2)
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Figura 2.22: Região rítia unilateral esquerda num teste t. A região assinalada tem probabilidade α.
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2.7.3 Testes de hipóteses para a ordenada na origem β0

Vejamos agora, mais resumidamente, os testes de hipóteses à ordenada na origem da reta populaional,

β0. Sendo válido o Modelo de Regressão Linear Simples, tem-se:

Hipóteses: H0 : β0

(≥)

=

(≤)

c vs. H1 : β0

(<)

6=
(>)

c

Estatístia do Teste: T =
β̂0−

= ︷ ︸︸ ︷
β0|H0

σ̂
β̂0

⌢ tn−2 , sob H0.

Nível de signi�ânia do teste: α = P [Rejeitar H0 | H0 verdade]

Região Crítia (Região de Rejeição): Rejeitar H0 se Tcalc =
b0−c
σ̂
β̂0

veri�a:

Tcalc < −tα(n−2) (Unilateral esquerdo)

|Tcalc| > tα/2(n−2) (Bilateral)

Tcalc > tα(n−2) (Unilateral direito)

2.7.4 Testes usando valores de prova (p-values)

Nos testes de hipóteses, quer a β1, quer a β0, é possível, em alternativa a �xar previamente o nível de

signi�ânia α, indiar o valor de prova (p-value) assoiado ao valor alulado da estatístia T .

De�nição 2.13: Valor de prova (p-value) duma estatístia de teste

O p-value assoiado ao valor alulado Tcalc duma estatístia de teste de�ne-se omo a probabilidade

da estatístia de teste tomar, sob H0, valores mais extremos que Tcalc.

O oneito de �valor mais extremo� depende da natureza da Região Crítia assoiada ao teste. Por

exemplo, para um teste a β1 ou β0 om Região Crítia unilateral direita, onde são os valores grandes da

estatístia que indiiam a neessidade de rejeitar H0, o p-value é alulado omo a probabilidade de, na

distribuição tn−2, se ter um valor maior do que Tcalc: p = P [tn−2 > Tcalc].

Assim, a forma de alular os p-values difere onsoante a natureza das hipóteses nula e alternativa onduza

a regiões de rejeição unilaterais ou bilaterais e é indiada na Tabela 2.2

Teste Unilateral direito p = P [ tn−2 > Tcalc ]

Teste Unilateral esquerdo p = P [ tn−2 < Tcalc ]

Teste Bilateral p = 2P [ tn−2 > |Tcalc| ].

Tabela 2.2: A forma de alular os valores de prova (p-values) para os diferentes tipos de testes aos

parâmetros β0 e β1.
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Convém salientar a relação existente entre um valor de prova p e o nível de signi�ânia do teste, α. De

fato, da de�nição do p-value deorre que quando p < α, neessariamente o valor alulado da estatístia

pertene à Região Crítia, pelo que se rejeitaria H0 om o nível de signi�ânia indiado. Conversamente,

quando p > α, neessariamente Tcalc não pertene à Região Crítia, pelo que não se rejeitaH0. A situação

é ilustrada na Figura 2.23.
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Figura 2.23: A relação entre os valores de prova (p-values) e os níveis de signi�ânia α, ilustrada para

o aso duma Região Crítia unilateral direita.

Assim, em geral veri�a-se:

• p−value > α ⇒ não rejeição de H0 ao nível α;

• p−value < α ⇒ rejeição de H0 ao nível α;

2.7.5 Testes de hipóteses no R: de novo o exemplo dos lírios

No R, a função summary, apliada ao resultado dum omando lm produz a informação essenial para testes

de hipóteses a β0 e β1. Na tabela resultante, as olunas têm a seguinte informação:

Estimate As estimativas b0 e b1

Std.Error As estimativas dos erros padrões σ̂β̂0
e σ̂β̂1

t value O valor alulado das estatístias dos testes às hipóteses

H0 : β0(β1) = 0 vs. H1 : β0(β1) 6= 0 ,

ou seja,

Tcalc = b0/σ̂β̂0
e Tcalc = b1/σ̂β̂1
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Pr(>|t|) O valor de prova (p-value) assoiado ao valor de Tcalc nos testes (bilaterais) aima referidos.

Atenção: Nas duas olunas �nais, assoiadas aos testes t, os valores apenas dizem respeito a testes ao

valor nulo dos parâmetros. Caso se pretenda efetuar testes a β1=c 6= 0, será neessário alular o valor

de Tcalc (e o orrespondente p-value) aparte.

Relembremos os resultados produzidos pelo omando summary, apliado à regressão linear simples no

exemplo dos lírios (Subseção 2.6.2):

> summary(iris.lm)

Coeffiients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Interept) -0.363076 0.039762 -9.131 4.7e-16 ***

Petal.Length 0.415755 0.009582 43.387 < 2e-16 ***

Como se pode onstatar na linha �nal da tabela, num teste a H0 : β1 = 0 vs. H1 : β1 6= 0, a estatístia

de teste tem valor alulado

Tcalc =
b1 −

= 0︷ ︸︸ ︷
β1|H0

σ̂β̂1

=
0.415755

0.009582
= 43.387 .

O respetivo valor de prova (p-value) é inferior à preisão da máquina (< 2 × 10−16
), indiando uma

laríssima rejeição da hipótese nula.

Para testes a valores diferentes de zero dos parâmetros βj , será preiso ompletar os álulos do valor

da estatístia. Por exemplo, num teste om as hipóteses H0 : β1 = 0.5 vs. H1 : β1 6= 0.5, o valor da

estatístia é:

Tcalc =
b1 −

= 0.5︷ ︸︸ ︷
β1|H0

σ̂β̂1

=
0.415755-0.5

0.009582
= −8.792006 .

O valor de prova (bilateral) assoiado a Tcalc alula-se omo indiado na Subseção 2.7.4:

p = 2× P [tn−2 > | − 8.792006|] .

Com o auxílio do R, alula-se o valor desse p-value:

> 2*(1-pt(8.792006,148))

[1℄ 3.552714e-15

A laríssima rejeição de H0 não surpreende: a estimativa b1 = 0.4158 está a uma distânia de β1 = 0.5

superior a 8 vezes o erro padrão estimado σ̂β̂1
.

2.8 Inferênia sobre valores da variável resposta

Em muitos ontextos, o interesse maior não reside no valor dos parâmetros individuais da reta popu-

laional, mas sim nos valores da variável resposta Y orrespondentes a algum valor dado do preditor,
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X = x. Há dois aspetos diferentes em que podemos estar interessados. Por um lado, podemos querer

inferir sobre o valor esperado (valor médio) de Y , orrespondente a um dado valor do preditor, x. Ou

seja, podemos querer alular um intervalo de on�ança, ou testar hipóteses, relativos ao valor de Y que,

na reta populaional, orresponde ao valor X=x:

E[ Y | X=x ] = β0 + β1 x (2.37)

A resposta a esse tipo de questão envolve a onsideração simultânea da inerteza assoiada à estimação

dos dois parâmetros β0 e β1 e será estudada na Subseção 2.8.1.

Mas este tipo de problema não aptura a variabilidade de observações individuais em torno da reta

populaional. Para efetuar inferênia sobre valores individuais de Y , dado o valor X = x do preditor,

será neessário ter em onta essa variabilidade suplementar. Esse tipo de problemas será onsiderado na

Subseção 2.8.2.

2.8.1 Inferênia sobre o valor esperado de Y , dado X=x

Consideremos primeiro a inferênia sobre o valor esperado da variável resposta Y , dado um valor x da

variável preditora, ou seja, sobre o valor de Y na reta populaional, quando X = x, valor esse que é

representado por E[Y |X = x ] ou, de forma mais sintétia, por µY |x:

µY |x = E[Y |X = x ] = β0 + β1 x .

O estimador óbvio desta quantidade é

µ̂Y |x = β̂0 + β̂1 x =
n∑

i=1

di Yi +
n∑

i=1

(ci Yi) x =
n∑

i=1

(di + ci x)Yi ,

usando a notação introduzida na De�nição 2.11.

Este estimador µ̂Y |x é, tal omo os estimadores β̂0 e β̂1, uma ombinação linear das observações Yi que

são v.a.s Normais e independentes, ao abrigo do Modelo Linear. Logo, µ̂Y |x tem distribuição Normal.

Proposição 2.15: Distribuição de µ̂Y |x

Dado o Modelo de Regressão Linear Simples, tem-se

µ̂Y |x = β̂0 + β̂1 x ⌢ N
(
β0 + β1 x , σ2

[
1

n
+
(x−x)2

(n−1) s2x

])

⇔ µ̂Y |x − µY |x

σµ̂Y |x
⌢ N (0, 1) ,

onde µY |x = β0+β1 x e σµ̂Y |x =

√
σ2

[
1
n + (x−x)2

(n−1) s2x

]
.
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Demonstração 2.15: Proposição 2.15

Como µ̂Y |x=
n∑

i=1

(di + ci x)Yi é uma ombinação linear das observações Yi que, ao abrigo do Modelo

Linear são Normais e independentes, está garantida a distribuição Normal de µ̂Y |x. Falta alular

os seus dois parâmetros que são (omo para qualquer Normal), a respetiva média e variânia. É

imediato, tendo em onta o fato de β̂0 e β̂1 serem estimadores entrados e as propriedades do valor

esperado, que

E[µ̂Y |x] = E[β̂0 + β̂1 x] = E[β̂0] + E[β̂1]x = β0 + β1 x = µY |x .

Logo, µ̂Y |x também é um estimador entrado de µY |x. O álulo da variânia de µ̂Y |x é feito

de forma análoga, tendo em atenção as propriedades operatórias da variânia e ainda o resultado

auxiliar demonstrado no Exeríio RLS 13:

V [µ̂Y |x ] = V [β̂0 + β̂1 x] = V [β̂0] + V [β̂1 x] + 2Cov(β̂0, β̂1 x) = V [β̂0] + x2 V [β̂1] + 2xCov(β̂0, β̂1)

= σ2

[
1

n
+

x2

(n− 1)s2x

]

︸ ︷︷ ︸
=V [β̂0]

+ x2 · σ2

(n− 1)s2x︸ ︷︷ ︸
=V [β̂1]

+ 2x · −σ2 x

(n− 1)s2x︸ ︷︷ ︸
=Cov[β̂0,β̂1] (Ex.13)

= σ2

[
1

n
+

x2 + x2 − 2xx

(n− 1) s2x

]
= σ2

[
1

n
+

(x− x)2

(n− 1) s2x

]
.

Tal omo para as distribuições iniiais de β̂0 e β̂1 (Proposição 2.11 e Corolário 2.1), também este resultado

não é ainda utilizável devido à presença da variânia (desonheida) dos erros aleatórios, σ2
. Mas esse

problema pode ser resolvido de forma análoga ao que foi feito aquando do estudo dos estimadores dos

parâmetros individuais, omo se verá seguidamente.

Proposição 2.16: Distribuição de µ̂Y |x, sem quantidades desonheidas

Dado o Modelo de Regressão Linear Simples, tem-se

µ̂Y |x − µY |x

σ̂µ̂Y |x
⌢ tn−2 ,

onde σ̂µ̂Y |x =

√
QMRE

[
1
n + (x−x)2

(n−1) s2x

]
.

NOTA: A justi�ação desta distribuição é totalmente análoga à demonstração das distribuições de β̂1 e

β̂0, feita após a Proposição 2.13.

A Proposição 2.16 fornee o resultado que está na base de intervalos de on�anças e/ou testes de hipóteses

para µY |x = E[Y |X=x] = β0 + β1x. Comeemos por ver os intervalos de on�ança para µY |x.
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Proposição 2.17: Intervalo de Con�ança para µY |x = β0 + β1x

Dado o Modelo RLS, um intervalo a (1−α)× 100% de on�ança para o valor esperado de Y , dado

o valor X=x da variável preditora (ou seja, para µY |x = E[Y |X=x] = β0 + β1x), é dado por:

]
µ̂Y |x − tα

2 (n−2) · σ̂µ̂Y |x , µ̂Y |x + tα
2 (n−2) · σ̂µ̂Y |x

[
,

om µ̂Y |x = b0 + b1 x e σ̂µ̂Y |x =

√
QMRE

[
1
n + (x−x)2

(n−1) s2x

]
.

A dedução deste intervalo de on�ança é inteiramente análoga à efetuada para onstruir um intervalo

de on�ança para β1, partindo da Proposição 2.13, uma vez que a estrutura das quantidades que servem

de ponto de partida é idêntia (nos dois asos, a variável aleatória om distribuição t-Student é a razão

da diferença entre estimador e parâmetro estimado, a dividir pelo erro padrão).

A amplitude do intervalo de on�ança aumenta om QMRE e om a distânia de x a x e diminui om

n e s2x. Assim, a estimação de µY |x é melhor para valores de x próximos de x, no sentido em que, para

igual grau de on�ança (1−α) × 100%, os intervalos de on�ança são de menor amplitude para valores

de x próximos de x.

2.8.1.1 Inferênia sobre µY |x no R

Valores estimados e intervalos de on�ança para µY |x = E[Y |X=x] obtêm-se no R om a função predit.

Os novos valores da variável preditora são dados através do argument new, numa data frame onde a

variável tem o mesmo nome que no ajustamento iniial. Por exemplo, no exemplo dos lírios, a largura

esperada de pétalas de omprimento x=1.85 e de omprimento x=4.65, é dada por:

> predit(iris.lm, new=data.frame(Petal.Length=(1.85,4.65)))

1 2

0.406072 1.570187

A omissão do argumento new produziria os valores ajustados de y (os ŷi) assoiados aos valores xi usados

aquando do ajustamento da reta de regressão (também gerados pelo omando fitted).

Um intervalo de on�ança obtém-se usando, no omando predit, o argumento int=�onf�. A fronteira

iniial do intervalo é indiada debaixo de lwr (do inglês lower endpoint) e a fronteira �nal é indiada por

upr (de upper endpoint). Debaixo de fit enontra-se o valor ajustado µ̂Y |x = b0 + b1 x, que é o ponto

entral do intervalo. A representação grá�a deste intervalo de on�ança para µY |x é feita na Figura 2.24.

> predit(iris.lm,data.frame(Petal.Length=(4.65)), int="onf")

fit lwr upr

1 1.570187 1.5328338 1.6075405
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Figura 2.24: Representação grá�a do intervalo de on�ança para o valor esperado de Y , dado X=4.65,

nos dados dos lírios, ou seja, para µY |x = β0+β1 x, om x=4.65. Tratando-se dum intervalo de on�ança

relativo a valores da variável resposta, deve ser lido no eixo vertial, por ima do orrespondente valor

x do preditor. Tem-se 95% de on�ança em omo a reta de regressão populaional atravessa aquele

intervalo vertial (indiado a vermelho).

2.8.1.2 Bandas de on�ança para a reta de regressão

Fazendo variar os valores x do preditor, pode obter-se um número arbitrário de intervalos de on�ança

para µY |x. Unindo os extremos inferiores desses intervalos obtém-se uma banda inferior e unindo os

extremos superiores obtém-se uma banda superior. Essas bandas são urvas que ladeiam a reta estimada

e que ontêm, om (1−α) × 100% de on�ança, a verdadeira reta populaional. Na Figura 2.25 são

dadas as bandas de on�ança para a reta populaional no exemplo dos lírios. Com 95% de on�ança, a

reta populaional está ontida nas bandas de on�ança mostradas .

2.8.2 Inferênia sobre observações individuais de Y , dado X=x

Os intervalos de on�ança alulados na Subseção anterior (2.8.1) dizem respeito ao valor esperado de

Y , para um dado valor de x. Mas uma observação individual de Y tem assoiada uma variabilidade

adiional, uma vez que as observações individuais de Y não se enontram (em geral) em ima da reta

populaional.

De fato, dado o Modelo RLS, uma observação individual de Y é da forma:

Y = β0 + β1x+ ǫ = µY |x + ǫ.

Ora, µY |x = E[Y |X = x] = β0 + β1x é estimado por µ̂Y |x, uja variânia é dada por V [µ̂Y |x] =

σ2
[
1
n + (x−x)2

(n−1) s2x

]
(Proposição 2.15). Por outro lado, a variânia dum erro aleatório ǫ é V [ǫ] = σ2

.

Toma-se a variânia do preditor duma observação individual Y omo sendo a soma destas duas expres-
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Figura 2.25: Bandas a 95% de on�ança para os valores esperados de Y , fazendo variar os valores da

variável preditora. Estas urvas ontêm, a 95% de on�ança, a reta populaional Y = β0 + β1 x. Os

intervalos de on�ança para µY |x dependem do valor de x. Terão maior amplitude quanto mais afastado

x estiver da média x das observações, razão pela qual as bandas são enurvadas.

sões:

σ2
indiv = σ2

[
1

n
+

(x− x)2

(n−1) s2x

]
+ σ2 = σ2

[
1 +

1

n
+

(x− x)2

(n−1) s2x

]
. (2.38)

A variânia assoiada à predição duma observação individual de Y depende da variânia desonheida

dos erros aleatórios (σ2
), mas é estimada substituindo, na equação (2.38), σ2

pelo seu estimador, QMRE :

σ̂2
indiv = QMRE

[
1 +

1

n
+

(x− x)2

(n−1) s2x

]
. (2.39)

Obtém-se um intervalo de predição para uma observação de Y dado X = x substituindo a variânia

estimada de µ̂Y |x do intervalo de on�ança para µY |x = E[Y |X = x] (Proposição 2.17), pela variânia

assoiada à previsão duma observação individual (equação 2.39).

Proposição 2.18: Intervalo de predição para observação individual de Y

Seja dado o Modelo de Regressão Linear Simples. Um intervalo de predição para uma observação

individual de Y , dado o valor X=x do preditor, é dado por:

]
µ̂Y |x − tα

2 (n−2) · σ̂indiv , µ̂Y |x + tα
2 (n−2) · σ̂indiv

[
,

om µ̂Y |x = b0 + b1x e σ̂indiv =

√
QMRE

[
1+ 1

n + (x−x)2

(n−1) s2x

]
.
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Estes intervalos de predição

7

são, para um mesmo nível (1−α)×100%, neessariamente de maior amplitude

que os intervalos de on�ança para o valor esperado (médio) de Y , E[Y |X = x], vistos antes.

2.8.2.1 Intervalos de predição para Y no R

No R, um intervalo de predição para uma observação individual de Y obtém-se utilizando a opção

int=�pred� no omando predit. Tal omo para o intervalo de on�ança para E[Y ] (argumento

int=�onf�), esta função do R usa, por omissão, o grau 95%. Como se pode onstatar, o intervalo

de predição a 95% é ] 1.16044, 1.97993 [.

> predit(iris.lm,data.frame(Petal.Length=(4.65)),int="pred")

fit lwr upr

1 1.570187 1.160442632 1.9799317
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Figura 2.26: Intervalo de predição a 95% (a verde) para uma observação individual de Y , dado o valor

x = 4.65 do preditor. A vermelho está o intervalo de on�ança para E[Y ], dado o mesmo valor do

preditor, já disutido na Figura 2.24. É visível a muito maior amplitude do intervalo de predição para

uma observação individual de Y .

2.8.2.2 Bandas de predição para uma observação de Y

Tal omo no aso dos intervalos de on�ança para E[Y |X = x], variando os valores de x obtêm-se bandas

de predição para valores individuais de Y .

No exemplo, 95% dos valores individuais observáveis de Y deverão estar ontidos entre as bandas (en-

urvadas) verdes indiadas na Figura 2.27 (a azul as bandas de on�ança para µY |x).

7

A designação intervalo de predição sublinha que se trata dum intervalo onde esperamos enontrar uma observação da

variável aleatória Y (para X=x). Esta situação difere da onstrução de intervalos de on�ança, que pretendem apturar

os valores possíveis de uma onstante populaional, omo é µY |x.
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Figura 2.27: Bandas de predição a 95% (a verde) para os valores individuais das larguras das pétalas

(Y ), dados os omprimentos das pétalas (x), nos lírios. A azul observam-se as bandas de on�ança para

o valor esperado de Y , dado X=x, já mostradas na Figura 2.25.

2.9 Teste F à qualidade do ajustamento do Modelo

Em termos meramente desritivos, a qualidade do ajustamento duma regressão linear simples é medida

através do Coe�iente de Determinação, R2 = SQR
SQT . Num ontexto inferenial, é usual também efetuar

um teste de hipótese para avaliar a qualidade global de ajustamento do Modelo.

Um teste de ajustamento global do modelo tem a hipótese nula de que o modelo é inútil para prever Y

a partir de X . Designando por R2
o oe�iente de determinação populaional, pode esrever-se:

H0 : R2 = 0 , (2.40)

Tendo em onta que o oe�iente de determinação populaional R2 = SQR
SQT tem Somas de Quadrados

aluladas para a totalidade da população, R2 = 0 signi�a que, na população, SQR= 0, ou seja, que

os valores ajustados populaionais ŷi têm variânia nula. Isto só é possível se a reta populaional f�r

horizontal (em ujo aso todos os valores ajustados serão iguais, não importa qual o valor de x), ou seja,

se o delive da reta populaional f�r nulo: β1=0. Assim, a Hipótese Nula (2.40) é equivalente a β1=0.

Se f�r verdade esta Hipótese Nula, a equação da reta de regressão populaional �a apenas y= β0. O

Modelo om os pressupostos do Modelo de Regressão Linear, mas uja equação é apenas Y = β0 + ǫ,

designa-se o Modelo Nulo. Corresponde a um modelo que é inútil, do ponto de vista de usar o preditor

X para prever Y , razão pela qual só vale a pena onsiderar o uso dum modelo de regressão linear simples

aso seja possível rejeitar a Hipótese Nula (2.40), ou seja, aso seja possível a�rmar que esse modelo é

signi�ativamente diferente do Modelo Nulo.

No ontexto duma Regressão Linear Simples, há duas formas alternativas (mas equivalentes, omo se

verá adiante) de efetuar um tal teste. A primeira utiliza ferramentas já onheidas, nomeadamente, um

teste t a valores do delive da reta populaional. A segunda utiliza um teste novo, onheido por teste F

de ajustamento global do modelo. Esta segunda abordagem, que será estudada nesta Seção, é neessária,

uma vez que é a únia que se estende ao estudo da Regressão Linear Múltipla.
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Assim, numa Regressão Linear Simples pode testar-se a hipótese de o nosso modelo ser diferente do

Modelo Nulo, de duas maneiras alternativas:

• Testar H0 : β1=0 vs. H1 : β1 6=0, usando o teste t onsiderado na Subseção 2.7.2.

• Efetuar o teste F ao ajustamento global do modelo. Este teste é desrito na Subseção seguinte.

2.9.1 A estatístia F

Ponto de partida natural para um teste à qualidade de ajustamento do Modelo será o de avaliar se SQR

(o numerador de R2
) é grande. Veremos que para obter um resultado útil, será neessário omparar os

valores de SQR e de QMRE.

Proposição 2.19: Estatístia F na Regressão Linear Simples

Seja dado o modelo de Regressão Linear Simples. Reordem-se as de�nições da Soma de Quadrados

da Regressão, SQR, e do Quadrado Médio Residual, QMRE = SQRE
n−2 . Se β1β1β1= 0, tem-se:

1.

SQR
σ2 ⌢ χ2

1.

2. F = QMR
QMRE = (n−2)

R2

1−R2 ⌢ F(1,n−2), onde QMR = SQR
1 é o Quadrado Médio da Regressão.

Nota: A de�nição do Quadrado Médio da Regressão, QMR= SQR
1 paree estranha, uma vez que QMR

e SQR são iguais. No entanto, na Regressão Linear Múltipla o Quadrado Médio da Regressão e a Soma

de Quadrados da Regressão deixam de ser iguais.

Demonstração 2.16: Proposição 2.19

1. A partir de resultados e onheimentos anteriores tem-se:

• SQR = β̂2
1 (n−1) s2x (ver Exeríio RLS 5d), adaptando a notação ao ontexto inferenial

em que agora nos enontramos).

• Na Subseção 2.5.1 viu-se que:

β̂1−β1

σ
β̂1

= β̂1−β1
√

σ2

(n−1) s2x

⌢ N (0, 1) .

• Reorde-se (das disiplinas introdutórias de Estatístia) que o quadrado duma variável

aleatória om distribuição N (0, 1) tem distribuição Qui-quadrado om um únio grau

de liberdade, ou seja, que Z ⌢ N (0, 1) ⇒ Z2 ⌢ χ2
1. Logo,

(β̂1 − β1)
2

σ2/ [(n−1) s2x]
=

(β̂1 − β1)
2

(n−1) s2x
σ2

⌢ χ2
1 .

• Então, se β1 = 0, tem-se:

SQR
σ2 ⌢ χ2

1 .

2. A quantidade SQR/σ2
uja distribuição agora se onhee, quando β1=0, não pode ainda ser
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usada omo estatístia dum teste à Hipótese Nula (2.40), uma vez que depende da inógnita

σ2
. Mas temos forma de tornear o problema.

• Sabemos (Proposição 2.12) que, dado o Modelo RLS,

SQRE
σ2 ⌢ χ2

n−2.

• Sabemos (da disiplina de Estatístia introdutória) que as distribuições F surgem a partir

da razão de duas variáveis aleatórias Qui-quadrado a dividir pelos seus graus de liberdade,

aso sejam independentes. Ou seja, sabemos que:

W ⌢ χ2
ν1

V ⌢ χ2
ν2

W,V independentes



 ⇒ W/ν1

V/ν2
⌢ Fν1,ν2 .

• É possível mostrar que SQRE e SQR são v.a. independentes (demonstração omitida,

por exeder o âmbito da disiplina).

• Logo,

SQR

✚✚σ2·1
SQRE

✚✚σ2(n−2)

= QMR
QMRE tem distribuição F(1,n−2), aso seja verdade a hipótese nula β1=0.

A expressão alternativa da estatístia de teste resulta de:

QMR

QMRE
=

SQR
1

SQRE
n−2

=
n− 2

1

SQR

SQRE
= (n− 2)

SQR

SQT − SQR
= (n− 2)

R2

1−R2
,

após, na última passagem, se dividir numerador e denominador por SQT .

A Proposição 2.19 diz-nos qual o omportamento esperado para a estatístia F = QMR
QMRE , aso seja verdade

a hipótese nula β1 = 0 que, omo se viu, é equivalente à hipótese nula R2 =0 (equação 2.40). Mas que

tipo de Região Crítia é natural assoiar a esta estatístia? Ou seja, que tipo de valores seria de esperar

para a estatístia F aso β1 6=0? Ora, quanto maior f�r β̂2
1 , mais duvidoso será H0 : β1=0 . Ao mesmo

tempo, maior será SQR = β̂2
1 (n−1) s2x, pelo que maior será a estatístia F = QMR

QMRE . Assim, valores

elevados da estatístia F sugerem a opção por H1 : β1 6= 0. Ou seja, a Região Crítia adequada é uma

região unilateral direita.

2.9.2 Formulações alternativas do teste F de ajustamento global

Sendo válido o Modelo de Regressão Linear Simples, pode efetuar-se o seguinte teste de hipóteses.

Hipóteses: H0 : β1 = 0 vs. H1 : β1 6= 0.

Estatístia do Teste: F = QMR
QMRE ⌢ F(1,n−2) se H0 verdade.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): (Unilateral direita) Rejeitar H0 se Fcalc > fα(1,n−2).

Como se viu, podem reformular-se as hipóteses e/ou a estatístia do teste, usando Coe�ientes de Deter-

minação:
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Figura 2.28: Região Crítia (unilateral direita) nos testes F de ajustamento global dum Modelo de

Regressão Linear Simples. Note-se que a forma das funções densidade duma distribuição Fν1,ν2 é, em

geral, a indiada nesta Figura, embora para ν1 = 1 (omo no nosso aso), a densidade seja uma urva

estritamente deresente. Opta-se por usar aqui a representação mais genéria das distribuições F .

Hipóteses: H0 : R2 = 0 vs. H1 : R2 > 0.

Estatístia do Teste: F = (n−2)
R2

1−R2 ⌢ F(1,n−2) se H0.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): (Unilateral direita) Rejeitar H0 se Fcalc > fα(1,n−2)

É fáil de onstatar que estatístia F é uma função resente do oe�iente de determinação amostral,

R2
, ou seja, quanto maior R2

, maior será o valor alulado de F . Também por essa via, e já que

F = (n−2) R2

1−R2 , torna-se natural que a Região de Rejeição de H0 : R2 = 0 seja onstituída pelos maiores

valores de F , isto é, que seja uma Região Crítia unilateral direita.

2.9.3 O teste F no R

A informação essenial para efetuar um teste F ao ajustamento global de um modelo de regressão

também se obtém através do omando summary, apliado a uma regressão ajustada através do omando

lm. Vejamos um exemplo de apliação, om a regressão relaionando as larguras (y) e omprimentos (x)

das pétalas dos lírios. A parte �nal da listagem produzida pelo omando summary é indiada de seguida:

> summary(iris.lm)

(...)

Residual standard error: 0.2065 on 148 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.9271, Adjusted R-squared: 0.9266

F-statisti: 1882 on 1 and 148 DF, p-value: < 2.2e-16

A informação relevante para o teste F , enontra-se na linha �nal, nomeadamente:

F-statisti india o valor alulado da estatístia, Fcalc =
QMR
QMRE =1882, e os graus de liberdade (DF,

de degrees of freedom, em inglês) na distribuição F orrespondente (ou seja, 1 e n−2=148).
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p-value valor de prova de Fcalc no teste de ajustamento global do modelo que, tendo em onta a natureza

unilateral direita da região rítia, se de�ne omo p=P [F1,n−2 > Fcalc]. No nosso exemplo, o valor

de prova é inferior à preisão de máquina (2.2× 10−16
), ou seja, é indistinguível de zero, pelo que

se tem uma laríssima rejeição de H0. Assim, rejeita-se de forma enfátia a hipótese de que o nosso

modelo seja o Modelo Nulo.

Nas penúltima e ante-penúltima linhas dos resultados aima indiados, são também dados os valores de:

Residual Standard error: Estimativa do desvio padrão σ dos erros aleatórios ǫi, ou seja, de

σ̂ =
√
QMRE =

√
SQRE

n− 2
[ = 0.2065]

Multiple R-squared: O Coe�iente de Determinação:

R2 =
SQR

SQT
=

s2ŷ
s2y

= 1− SQRE

SQT
[ = 0.9271]

Adjusted R-squared: O R2
modi�ado (que será melhor estudado na Regressão Linear Múltipla):

R2
mod = 1− QMRE

QMT
= 1− σ̂2

s2y
, (QMT = SQT/(n− 1)) [ = 0.9266]

2.10 Validação do Modelo

Toda a inferênia feita até aqui admitiu a validade do Modelo Linear, e em partiular, a validade dos

pressupostos relativos aos erros aleatórios : Normais, de média zero, variânia homogénea e independentes.

A validade dos intervalos de on�ança e testes de hipóteses atrás referidos (inluindo do teste F de

ajustamento global) depende da validade desses pressupostos.

Uma análise de regressão �a inompleta sem uma validação destes pressupostos do modelo (model he-

king ou validation, em inglês). Uma vez que os erros aleatórios não são observáveis (mesmo após a

extração da amostra - omo se viu na Subseção 2.5.2), a validação dos pressupostos relativos aos erros

aleatórios faz-se através dos seus preditores, os resíduos.

2.10.1 A distribuição dos Resíduos no Modelo RLS

Para se estudar a validade dos pressupostos do modelo através dos resíduos, é neessário onheer o

omportamento desses resíduos quando o Modelo é válido, o que é enuniado na Proposição 2.20 (ver

também o Exeríio RLS 22).

Proposição 2.20: Distribuição dos Resíduos no Modelo RLS
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Dado o Modelo de Regressão Linear Simples, tem-se:

Ei ⌢ N
(
0 , σ2 (1− hii)

)
, onde hii =

1

n
+

(xi − x)2

(n−1) s2x
.

Nota: Reordar que o modelo de Regressão Linear Simples admite que os erros aleatórios tenham

distribuição ǫi ⌢ N (0, σ2). Esta Proposição india que os preditores desses mesmos erros aleatórios

(os resíduos) têm uma distribuição pareida, mas não idêntia aos erros aleatórios. Sendo igualmente

Normais e de média zero, os resíduos Ei têm variânias diferentes das dos erros aleatórios e diferentes

entre si : V [Ei] = σ2(1−hii). Assim, os resíduos não são identiamente distribuídos. Também não são

independentes: já se viu no Exeríio RLS 5 que a sua soma é zero, pelo que dados n − 1 resíduos, o

último está totalmente espei�ado, não podendo assim haver independênia.

Demonstração 2.17: Proposição 2.20

Um resíduo também é uma ombinação linear dos Yi:

Ei = Yi − Ŷi = Yi − (β̂0 + β̂1xi) = Yi −
n∑

j=1

(dj + cjxi)Yj =

n∑

j=1

kjYj ,

om kj =

{ −(dj + xicj) se j 6= i

1− (di + xici) se j = i

Sendo ada resíduo Ei uma ombinação linear de Normais independentes, tem distribuição Normal.

Falta determinar os respetivos parâmetros, ou seja, o seu valor esperado e variânia. Comeemos

pelo valor esperado (e não onfundir na expressão seguinte o valor esperado om o resíduo Ei, apesar

de ambos serem indiados pela letra E):

E[Ei] = E[Yi − (β̂0 + β̂1 xi)] = E[Yi]− E[β̂0]− E[β̂1]xi = (β0 + β1 xi)− β0 − β1 xi = 0 .

A variânia de ada resíduo, V [Ei], é alulada no Exeríio RLS 22 (ver a respetiva resolução).

2.10.1.1 Diferentes tipos de resíduos

Os resíduos usuais, Ei = Yi − Ŷi são quantidades om as unidades de medida da variável resposta

Y . Assim, não é possível a�rmar se um resíduo é grande ou pequeno, sem ter em onta as dimensões

e a variabilidade dos valores de Y . Ora, a Proposição 2.20 permite de�nir novos tipos de resíduos,

sem unidades de medida e ujos valores já sejam mais failmente identi�áveis omo sendo, ou não, de

magnitude importante. Deorre imediatamente dessa Proposição que, sendo válido o Modelo de Regressão

Linear Simples, se veri�a:

Ei√
σ2(1−hii)

⌢ N (0, 1) . (2.41)

Caso fosse possível alular estes resíduos normalizados om distribuição Normal reduzida, valores fora

do intervalo [−3, 3] deveriam ser onsiderados extremos. No entanto, o álulo dos resíduos na equação
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(2.41) é impossível, dada a presença da variânia desonheida dos erros aleatórios, σ2
.

Na literatura dos modelos de regressão linear enontra-se referênia a três variantes de resíduos, duas

das quais orrespondem a resíduos estandardizados, que aproximam os valores dos resíduos normalizados

(eq. 2.41) através de duas diferentes formas de estimar σ2
.

De�nição 2.14: Três tipos de resíduos

Resíduos usuais : Ei = Yi − Ŷi;

Resíduos (internamente) estandardizados : Ri = Ei√
QMRE·(1−hii)

. Este tipo de resíduos

resulta de normalizar os resíduos usuais (a partir da sua distribuição, dada na Proposição

2.20), e depois substituir a variânia desonheida σ2
pela sua estimativa amostral QMRE.

Resíduos Studentizados (ou externamente estandardizados): Ti = Ei√
QMRE[−i]·(1−hii)

, sendo

QMRE[−i] o valor de QMRE resultante de um ajustamento da Regressão exluíndo a i-

ésima observação. Usando QMRE[−i], proura-se tornar a estimativa de σ2
independente da

observação i, assoiada ao resíduo Ei que se proura normalizar.

Nota: É possível mostrar que os resíduos Studentizados e (internamente) estandardizados estão direta-

mente relaionados pela fórmula: Ti = Ri

√
n−3

n−2−R2
i

.

2.10.2 Como analisar os resíduos

O fato de os resíduos não serem independentes (nem identiamente distribuídos) torna difíil estudar

pressupostos omo a Normalidade através dos habituais testes de hipóteses, omo seja o teste de Shapiro-

Wilks. De fato, os testes de Normalidade usuais exigem observações independentes e identiamente

distribuídas o que já vimos não o aso dos resíduos Ei. Assim, é hábito validar os pressupostos do Modelo

de Regressão através duma disussão mais subjetiva e rudimentar, baseada em grá�os de resíduos.

Vejamos seguidamente os prinipais grá�os de resíduos para este estudo. Registe-se que, em regressões

lineares simples, alguns destes grá�os são dispensáveis, uma vez que a informação que transmitem

também será visível diretamente nas nuvens de pontos da variável resposta y sobre a variável preditora

x. No entanto, a leitura destes grá�os é mais fáil de pereber neste ontexto, para depois ser apliada no

aso de regressões lineares múltiplas, onde a nuvem das observações deixa de ser, em geral, visualizável.

2.10.2.1 Grá�os de resíduos ei vs. valores ajustados ŷi

Um grá�o indispensável é o de Resíduos (em geral, os resíduos usuais ei, mas poderia usar-se uma das

outras variantes de resíduos) ontra os valores ajustados de Y . Neste tipo de grá�o, e quando são válidos

os pressupostos do Modelo RLS, os resíduos devem dispor-se aproximadamente numa banda horizontal

em torno de zero, sem qualquer padrão espeial. De fato, sendo válido o Modelo RLS, a orrelação entre

os valores que de�nem ada eixo são nulos: cor(Ei, Ŷi) = 0 (veja-se o Exeríio RLS 22).

No exemplo dos lírios, o grá�o em questão pode ser onstruído pelo omando seguinte, om os resultados
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apresentados na Figura 2.29. A leitura do grá�o sugere que pode haver alguma maior dispersão dos

resíduos para as observações mais à direita no grá�o (o que pode indiiar problemas om o pressuposto

de homogeneidade de variânias).

> plot(fitted(iris.lm),residuals(iris.lm))
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Figura 2.29: Grá�o de resíduos (usuais), no eixo vertial, ontra valores ajustados ŷi, no eixo horizontal,

para o exemplo dos lírios (Exeríios RLS 8 e 15). Quando se veri�am os pressupostos do modelo de

regressão linear simples, este tipo de grá�o não deve apresentar qualquer padrão espeial, devendo os

pontos apareer numa banda horizontal em torno do valor zero (o valor médio dos resíduos).

Possíveis padrões indiativos de problemas Num grá�o de Ei vs. Ŷi podem surgir alguns padrões

indiativos de problemas. Eis os prinipais:

• Curvatura na disposição dos resíduos, omo na Figura 2.30. India violação da hipótese de

linearidade entre x e y.

• Grá�o em forma de funil, omo na Figura 2.30, indiia a violação da hipótese de homogeneidade

de variânias, ou seja, sugere que as variânias dos erros aleatórios, V [ǫi], não são iguais.

• Um ou mais resíduos muito destaados, ou disposição dos resíduos em banda oblíqua.

India possíveis observações atípias. Um possível efeito da presença de observações atípias nos

dados do Exeríio RLS 9 (os dinossáurios em Animals) sobre este tipo de grá�o é ilustrado na

Figura 2.31.

2.10.2.2 Grá�os para estudar a hipótese de normalidade.

Como foi visto na Proposição 2.20, e dado o Modelo RLS, tem-se

Ei√
σ2 (1−hii)

⌢ N (0, 1).

Embora os resíduos estandardizados, Ri = Ei√
QMRE (1−hii)

não tenham exatamente a distribuição

N (0, 1), para grandes amostras desvios importantes à Normalidade neste tipo de resíduos indiiam a
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Figura 2.30: Um exemplo de resíduos em forma de funil, e sugerindo alguma urvatura na relação entre

as duas variáveis. Os dados são referentes à regressão linear da variável Area (área foliar de n=600 folhas

de videira) sobre a variável NP (omprimento da nervura prinipal das folhas). Estes dados onstam da

data frame videiras e são usados em Exeríios da Regressão Linear Múltipla.

2 4 6 8

−
4

−
3

−
2

−
1

0
1

2
3

Fitted values

R
e

s
id

u
a

ls

lm(log(brain) ~ log(body))

Residuals vs Fitted

Dipliodocus
Brachiosaurus

Triceratops

Figura 2.31: Um exemplo de resíduos em banda oblíqua, resultantes da presença de observações atípias.

Os dados são os da data frame Animals, referidos no Exeríio RLS 9.

violação do pressuposto de Normalidade dos erros aleatórios ǫi. É hábito investigar a validade do pres-

suposto de erros aleatórios Normais através de grá�os omo:

• Um histograma dos resíduos standardizados; ou

• um grá�o de quantis ontra quantis, ou qq-plot, que ompara os quantis empírios dos n resíduos

standardizados om os quantis teórios numa distribuição N (0, 1). Reorde-se que, para qualquer

onjunto de n valores (que no nosso ontexto são os n resíduos estandardizados Ri) o quantil

empírio de ordem

i
n é de�nido omo o valor que, após ordenação por ordem resente, �a na

posição i. O orrespondente quantil teório é o valor que, na distribuição N (0, 1), deixa à sua
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esquerda um intervalo de probabilidade θ = i
n .

Um qq-plot indiativo de onordânia om a hipótese de Normalidade dos erros aleatórios deverá ter os

pontos aproximadamente em ima de uma linha reta. O qq-plot da Figura 2.32 diz respeito aos dados

dos lírios onsiderados nos Exeríios RLS 8 e 15.
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Figura 2.32: Um qq-plot, omparando quantis empírios (no eixo vertial) e os quantis teórios duma

distribuição N (0, 1) (no eixo horizontal), no aso da regressão linear simples das variáveis Petal.Width

sobre Petal.Length, nos dados dos Exeríios RLS 8 e 15 (lírios). Quando os pontos resultantes se

afastam muito duma relação linear, o pressuposto de Normalidade dos erros aleatórios é questionável.

Apesar de algum afastamento na parte mais à direita, nem esse afastamento é muito aentuado, nem

afeta muitos pontos. Assim, nesta regressão a hipótese de Normalidade dos erros aleatórios paree

admissível.

2.10.2.3 Estudo de resíduos no R

No R, os três tipos de resíduos obtêm-se om outras tantas funções:

Resíduos usuais (Ei): residuals

Resíduos estandardizados (Ri): rstandard

Resíduos Studentizados (Ti): rstudent

O omando plot, apliado a uma regressão linear ajustada pelo omando lm, pode produzir até seis

grá�os, sendo os dois primeiros os grá�os referidos aima. Para o exemplo dos lírios que tem estado a

ser disutido, o seguinte omando gera esses dois grá�os, om os resultados na Figura 2.33.

> plot(iris.lm, whih=1:2)
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Figura 2.33: Os grá�os de resíduos produzidos pelo omando plot do R quando apliado a uma regressão

linear, neste aso à regressão linear simples da largura sobre os das pétalas dos n = 150 lírios (dados

na data frame iris do R, usados nos Exeríios 8 e 15). Os grá�os foram riados om o omando

plot(iris.lm, whih=(1,2)), sendo iris.lm a regressão referida. À esquerda, o grá�o de resíduos

usuais, ei, ontra valores ajustados, ŷi (whih=1). Este é o grá�o já mostrado na Figura 2.29. À direita,

o qq-plot orrespondente (whih=2). Este grá�o é o mostrado na Figura 2.32.

2.10.2.4 Grá�os para o estudo de independênia

Dependênia entre erros aleatórios pode surgir om observações que sejam sequeniais no tempo omo

resultado, por exemplo, de um �tempo de retorno� de um aparelho de medição, ou de outro fenómeno

assoiado a orrelação temporal. Pode também surgir assoiado a orrelação espaial.

Em asos onde se suspeite de orrelação no tempo, ou no espaço, será útil inspeionar um grá�o de

resíduos vs. ordem de observação ou posição no espaço, para veri�ar se existem padrões que sugiram

falta de independênia.

Este tipo de situação orresponde a uma violação do pressuposto de independênia e exige a utilização de

outros tipos de modelos, omo modelos para suessões ronológias (time series, em inglês) ou modelos

para dados espaiais, que ultrapassam o âmbito desta disiplina.

2.10.3 Outro tipo de diagnóstios

Além dos resíduos, existem outros tipos de indiadores de diagnóstio que é útil estudar numa regressão

linear simples, a �m de identi�ar eventuais observações ujo omportamento seja, de alguma forma, de

destaar. Trata-se de observações que mereem ulterior análise e que podem ter um grande impato no

ajustamento do modelo.

2.10.3.1 Observações atípias
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Nota 2.10: Observações atípias

O oneito de observações atípias (outliers em inglês) não tem uma de�nição rigorosa. Proura

designar observações que se distaniam da relação linear de fundo entre Y e a variável preditora.

Muitas vezes, observações atípias surgem assoiadas a resíduos grandes (em módulo). Em partiular,

e omo os resíduos estandardizados ou Studentizados têm distribuição aproximadamente N (0, 1) para n

grande, observações para as quais |Ri| > 3 ou |Ti| > 3 podem ser lassi�adas omo atípias.

Mas é preiso ter autela: por vezes, observações distantes da tendênia geral podem afetar de tal forma o

próprio ajustamento do modelo, que deixam de ser failmente identi�áveis a partir do valor do seu resíduo.

Pode ser o aso duma observação muito afastada da nuvem de pontos, mas numa direção diferente da

direção que arateriza a tendênia linear de fundo dos restantes pontos. Em asos extremos, essa

observação individual pode ser de tal forma importante na determinação da direção da reta ajustada,

que aaba por ter um resíduo relativamente pequeno.

2.10.3.2 O efeito alavana (leverage)

De�nição 2.15: Efeito alavana duma observação

Na Regressão Linear Simples, o efeito alavana (leverage, em inglês) assoiado à i-ésima observação

de�ne-se omo:

hii =
1

n
+

(xi − x)2

(n−1) s2x
. (2.42)

Observações om um elevado valor do efeito alavana (leverage points em inglês) são observações que

tendem a �atrair� a reta de regressão. A esolha de hii omo indiador de diagnóstio resulta da sua

presença na expressão da variânia do i-ésimo resíduo Ei (ver Proposição 2.20): V [Ei] = σ2 (1 − hii).

Assim, Se hii é elevado, a variânia do resíduo Ei é baixa, logo o resíduo tende a estar próximo do seu

valor médio (zero), ou seja, a reta de regressão tende a passar próximo desse ponto.

É evidente a partir da equação (2.42), que numa RLS, quanto mais afastado estiver o valor xi da média

x, maior será o efeito alavana. Outras propriedades úteis na interpretação dum efeito alavana na RLS

são dadas de seguida.

Proposição 2.21: Propriedades do valor do efeito alavana

Os valores do efeito alavana veri�am as seguintes propriedades:

1. Para qualquer observação i, veri�a-se:

1

n
≤ hii ≤ 1 .
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2. O valor médio das observações alavana numa regressão linear simples é a razão entre o número

de parâmetros do modelo e o número de observações:

h =
2

n
.

3. Se existirem r observações om o mesmo valor xi do preditor, o efeito alavana de qualquer

delas não pode exeder

1
r . Assim, repetir observações de Y para os mesmos valores da variável

preditora é uma forma de impedir que os efeitos alavana sejam exessivos.

Demonstração 2.18: Proposição 2.21

1. A primeira desigualdade é imediata, já que a segunda parela na de�nição (eq. 2.42) não pode

ser negativa. A segunda desigualdade tem de ser verdadeira, pois aso ontrário a variânia

do i-ésimo resíduo, V [Ei]=σ2 (1− hii) (Proposição 2.20) seria negativa, o que é impossível.

2. A soma dos n efeitos alavana é

n∑
i=1

hii =
n∑

i=1

[
1
n + (xi−x)2

(n−1) s2x

]
= 1 +

=(n−1) s2x︷ ︸︸ ︷
n
∑

i=

(xi−x)2

(n−1) s2x
= 2. Logo, a

média dos n valores hii será h = 2
n .

3. Omite-se a demonstração.

Observações om um efeito alavana elevado podem, ou não, estar dispostas om a mesma tendênia

de fundo que as restantes observações (i.e., podem, ou não, ser atípias). A forma de identi�ar estas

diferentes situações é disutida na Subseção seguinte.

2.10.3.3 Observações in�uentes.

Observações in�uentes são observações que, se retiradas do onjunto de dados, geram mudanças assina-

láveis nos parâmetros estimados, b0 e b1, e portanto na reta e nos valores ajustados de Y . A medida

mais frequente para a in�uênia da observação i é a distânia de Cook, que é uma versão normalizada

da soma de quadrados entre os valores ŷj ajustados a partir das duas retas: a reta obtida a partir das

n observações, e a reta obtida sem a observação i.

De�nição 2.16: Distânia de Cook

Di =

n∑
j=1

[
ŷj − ŷj(−i)

]2

2 ·QMRE
, (2.43)

sendo ŷj o j-ésimo valor ajustado pela reta de regressão om as n observações e ŷj(−i)
o orrespon-

dente valor, ajustado om base na reta obtida sem a observação i.
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Uma expressão equivalente para a distânia de Cook, utiliza o resíduo estandardizado Ri e o efeito

alavana hii:

Di = R2
i

(
hii

1− hii

)
1

2
. (2.44)

Quanto maior a distânia de Cook Di, maior é a in�uênia da i-ésima observação. Sugere-se Di > 0.5

omo ritério de observação in�uente. Repare-se que se Di > 0.5, a soma de quadrados no numerador da

de�nição de Di exede o Quadrado Médio Residual, ou seja, a soma de quadrados das diferenças entre

os valores ajustados ŷj , obtidos om as duas retas, é maior do que a variabilidade dos pontos em torno

da reta, estimada por QMRE.

2.10.4 Um exemplo om o auxílio do R

Observações atípias, in�uentes ou alavana, embora podendo estar relaionadas, não são o mesmo on-

eito. Por exemplo, uma observação om resíduo (internamente) estandardizado grande e hii elevado, tem

de ter uma distânia de Cook grande, logo ser in�uente. Se tiver R2
i grande e hii pequeno (ou vieversa),

pode, ou não, ser in�uente, onsoante a grandeza relativa desses dois valores.

Ilustramos essas diferenças reorrendo a um subonjunto de 23, de entre as 28 espéies animais estudadas

no Exeríio 9 de Regressão Linear Simples, a que orresponde o grá�o de log-peso do orpo vs. log-peso

do érebro dado na Figura 2.34. Como se pode observar, há duas espéies mais distantes da nuvem

de pontos, mas om um afastamento de araterístias diferentes: enquanto o rato se dispõe na mesma

tendênia de fundo, o Trieratops não.
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Figura 2.34: Grá�o de log-peso do érebro (y) ontra log-peso do orpo (x), para algumas (23 das 28)

espéies terrestres referidas na data frame Animals, do módulo MASS (usada no Exeríio RLS 9). A ruz

(x) india o entro de gravidade (x, y) da nuvem de pontos.

Foi ajustada uma regressão linear simples, e foram alulados os resíduos (internamente) estandardizados
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(Ri), as distânias de Cook (Di) e os valores do efeito alavana (hii) para este subonjunto de dados. Os

valores estão indiados de seguida. Como se pode veri�ar, a espéie rato tem uma distânia de Cook

(D18 = 0.355) bastante menor do que a espéie Trieratops (D15 = 1.431), ou seja, é menos in�uente do

que esta última espéie. Isso re�ete o fato de uma exlusão da espéie rato do onjunto de dados afetar

menos o ajustamento da reta do que a exlusão do Trieratops. No entanto, a espéie rato está assoiada

ao maior efeito alavana (h18,18 = 0.341) de qualquer das 23 espéies, era do dobro do efeito alavana

do Trieratops (h15,15 = 0.180). Isso re�ete o fato de que o log-peso do orpo dos ratos (o seu valor x∗
,

que pelo grá�o se veri�a ser próximo de −4) se afastar mais da média desses log-pesos (pelo grá�o,

próximo de 4) do que o log-peso do dinossáurio (pelo grá�o, próximo de 9). É de novo o Trieratops que

tem o maior valor absoluto de resíduo (internamente) estandardizado, Ri (|R15| = 3.610).

R_i D_i h_ii

Mountain beaver -0.547 0.018 0.109

Cow -0.201 0.001 0.068

Grey wolf 0.057 0.000 0.044

Goat 0.168 0.001 0.045

Guinea pig -0.754 0.039 0.119

Asian elephant 1.006 0.069 0.120

Donkey 0.276 0.002 0.052

Horse 0.121 0.001 0.071

Potar monkey 0.711 0.015 0.057

Cat -0.006 0.000 0.081

Giraffe 0.145 0.001 0.071

Gorilla 0.195 0.001 0.053

Human 1.850 0.078 0.044

Afrian elephant 0.688 0.046 0.163

Trieratops -3.610 1.431 0.180 <-- D_i muito grande; h_ii nem por isso

Rhesus monkey 1.306 0.058 0.064

Kangaroo -0.578 0.008 0.044

Mouse -1.172 0.355 0.341 <-- h_ii mais elevado; D_i nem por isso

Rabbit -0.519 0.013 0.089

Sheep 0.163 0.001 0.044

Jaguar -0.243 0.001 0.046

Chimpanzee 0.992 0.022 0.043

Pig -0.471 0.006 0.052

A função plot, apliada a uma regressão ajustada pelo omando lm, produz também grá�os om alguns

dos diagnóstios onsiderados aima.

A opção whih=4 gera um diagrama de barras das distânias de Cook assoiadas a ada observação. Um

exemplo destes grá�o de diagnóstio, para os dados ompletos do Exeríio 9 de Regressão Linear Simples

(Animals) é dado no grá�o da esquerda da Figura 2.35. Há uma espéie (a espéie 26, o Brahiosaurus),

uja distânia de Cook é próxima de 0.6, ou seja, exede o valor (0.5) habitualmente usado para salientar

uma observação omo sendo muito in�uente. Outra espéie de dinossáurio (a espéie 6, o Dipliodous) tem

uma distânia de Cook inferior a 0.5, mas já onsiderável (D6 ≈ 0.35). Estes valores elevados de distânia

de Cook re�etem o distaniamento das espéies de dinossáurios da tendênia geral das outras espéies,

om os efeitos estudados no Exeríio RLS 9. Mas deve ser sublinhado que no álulo das distânias de

Cook apenas se exlui uma observação, pelo que o fato de haver nestes dados três observações atípias

ISA/ULisboa � Estatístia e Delineamento � 2020-21 80



2.10. VALIDAÇ�O DO MODELO

mitiga um pouo o valor das respetivas distânias de Cook (no álulo de D26 ontinuam presentes nos

dados as duas outras espéies de dinossáurios, om o seu efeito de atração da reta ajustada).

A opção whih=5 produz um grá�o de Resíduos estandardizados (Ris) no eixo vertial ontra valores

de hii (leverages) no eixo horizontal, traçando linhas de igual distânia de Cook (para os níveis 0.5 e 1,

por omissão), que destaam eventuais observações in�uentes. Estas linhas resultam de substituir o valor

Di = 0.5 na equação 2.44, de onde resulta (após manipulação algébria) as equações Ri = ±
√

1
hii

− 1,

que orrespondem às urvas assinaladas. É visível que a observação 26 ultrapassa uma destas urvas,

re�etindo o fato de a sua distânia de Cook ser superior a 0.5. No grá�o é ainda visível que nenhum

resíduo estandardizado tem valor absoluto digno de registo (os maiores são pouo superiores a 2) e que

também os maiores valores do efeito alavana são relativamente modestos (embora dois desses valores

sejam próximos de 0.2).
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Figura 2.35: Estes grá�os foram obtidos om o omando plot(Animals.lm, whih=(4,5)), onde

Animals.lm india a regressão linear simples de log-pesos do érebro sobre log-pesos do orpo das 28

espéies do onjunto de dados Animals, do módulo MASS. À esquerda, o diagrama de barras das distânias

de Cook (whih=4). À direita, o grá�o dos resíduos estandardizados Ri ontra os valores do efeito

alavana hii (whih=5). Nos antos inferior e superior direito deste último grá�o são visíveis as urvas

orrespondentes à distânia de Cook 0.5.

2.10.5 Ainda as transformações de variáveis

Perante violações graves de pressupostos do Modelo, omo o pressuposto da Normalidade dos erros

aleatórios ou da homogeneidade de variânias, torna-se neessário ultrapassar os problemas antes de

proeder à utilização do modelo. Há muitas sugestões na literatura relativas à utilização de transformações

de variáveis om este objetivo. Algumas transformações aonselhadas para estabilizar a variânia,

quando esta é proporional a determinadas potênias do valor médio, são indiadas na tabela seguinte.
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Relação entre a variânia e a média Transformação aonselhada

var(Yi) ∝ E[Yi] Y −→
√
Y

var(Yi) ∝ (E[Yi])
2

Y −→ lnY

var(Yi) ∝ (E[Yi])
4

Y −→ 1/Y

Existe uma família inteira de poteniais transformações, a família Box-Cox de transformações, aonse-

lhada na tentativa de ultrapassar problemas om a Normalidade dos dados. A família Box-Cox de�ne-se

da seguinte forma, para qualquer valor real do parâmetro λ:

Y −→





Y λ−1
λ , λ 6= 0

ln(Y ) , λ = 0

Nota 2.11: Prevenções

A utilização de transformações, sobretudo quando afetam a variável resposta Y , deve ser feita om

autela.

• Uma transformação de variáveis também altera a relação de base entre as variáveis originais ;

• Uma transformação que �orrija� um problema (e.g., variânias heterogéneas) pode gerar outro

(e.g., não-normalidade);

• Existe o perigo de usar transformações que resolvam o problema duma amostra espeí�a,

mas não tenham qualquer generalidade.

Reomenda-se espeial atenção ao impato que a utilização de transformações de variáveis tem sobre a

relação entre x e y (já estudado em ontexto meramente desritivo � ver Subseção 2.3). Às prevenções

feitas em ontexto desritivo sobre o uso de transformações linearizantes (ou seja, o fato de os estimadores

que minimizam a soma de quadrados dos resíduos nas relações linearizadas não serem os que minimizam

a soma de quadrados de resíduos na relação não-linear original), aresentam-se mais duas prevenções,

espeí�as do ontexto inferenial agora sob onsideração:

• As transformações onsideradas em ontexto desritivo não levaram em onta os erros aleatórios.

• As hipóteses do Modelo Linear (ou seja, erros aleatórios aditivos, Normais, de variânia homogé-

nea, média zero e independentes) terão de ser válidas para as relações lineares entre as variáveis

transformadas, ou seja, aquando da apliação do Modelo Linear.
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Regressão Linear Múltipla

Um modelo linear om uma únia variável preditora pode não se mostrar adequado. Nesse aso, pode

haver interesse em onsiderar o uso demais do que uma variável preditora para modelar a variável resposta

de interesse. A esolha desses preditores adiionais pode ser feita, ou por onsiderações teórias, ou por

onsiderações empírias.

3.1 Um exemplo motivador: os dados Tinta Franisa

Num estudo sobre uma população experimental de lones da asta Tinta Franisa, realizado no Tabuaço

em 2003, foram medidos os valores das seguintes variáveis em 24 videiras:

• teor de antoianas (variável antoi, em mg/dm3
);

• teor de fenóis totais (variável fentot);

• pH (variável pH).

O teor de antoianas é uma variável de medição difíil, logo há interesse em modelar essa variável resposta,

uma vez que um bom modelo evitaria a sua medição rigorosa. O teor de fenóis totais e pH serão usadas

omo variáveis preditoras.

As n = 24 observações em três variáveis desrevem uma nuvem de 24 pontos em R3
, o que levanta

di�uldades na visualização dos dados. Com o auxílio do módulo rggobi, que permite usar o software

grá�o Ggobi a partir do R, foi onstruída essa nuvem de pontos em R3
. À primeira vista, a relação nada

tem de espeial (ver Figura 3.1, grá�o da esquerda). Utilizando a possibilidade que o software oferee

de rodar a nuvem de pontos, enontra-se um outro ângulo de visão, onde se torna evidente que os pontos

se dispersam aproximadamente em torno de um plano, ou seja, duma superfíie linear, em R3
, omo se

onstata na Figura 3.1, grá�o da direita.

Ora, qualquer plano em R3
, no sistema x0y0z, tem equação

Ax+By + Cz +D = 0 .
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Figura 3.1: Visão da nuvem de pontos a três dimensões, dos dados da Tinta Franisa, vista de dois

ângulos diferentes. A imagem da direita mostra que os pontos se dispõem aproximadamente em torno

de um plano em R3 (que se prolonga em profundidade). Os grá�os forma onstruídos om o auxílio

do módulo rggobi, que permite a interfae entre o software grá�o Ggobi e o R. É neessário instalar

previamente, quer o Ggobi, quer o módulo (pakage) do R de nome rggobi.

No nosso ontexto, e assoiando ao eixo vertial (z) a variável resposta Y ; a um dos eixos horizontais

(x), um preditor X1; ao tereiro eixo (y), o outro preditor X2, a equação �a (no aso geral de planos

não vertiais, om C 6= 0):

Ax1 +Bx2 + Cy +D = 0 ⇔ y = −D

C
− A

C
x1 −

B

C
x2

⇔ y = b0 + b1x1 + b2x2

Esta equação generaliza a equação da reta, para o aso de haver dois preditores. A Figura 3.2 representa

gra�amente a situação assoiada ao ajustamento dum plano de equação y = b0+b1x1+b2x2 num espaço

tri-dimensional R3
(x10x20y).

3.2 Regressão Linear Múltipla em ontexto desritivo

A equação do plano mostrado na Figura 3.2 pode ser ajustada pelo mesmo ritério que na Regressão

Linear Simples, ou seja, minimizar a Soma de Quadrados dos Resíduos, SQRE. O plano assim obtido

será o plano de regressão linear, ou plano de mínimos quadrados.

3.2.1 O aso geral: p preditores

Caso se pretenda modelar uma variável resposta, y, om base em p variáveis preditoras, x1, x2, ..., xp,

serão neessários n onjuntos de observações nestas p+ 1 variáveis:

{(
x1(i), x2(i), ...xp(i), yi

)}n

i=1
. (3.1)
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x1

y

x2

y = b0 + b1x1 + b2x2

Figura 3.2: Nuvem de pontos genéria em R3
, om um plano omo tendênia de fundo. A traejado

enontram-se as distânias na vertial entre valores de y observados e valores orrespondentes de y,

ajustados pelo plano de equação y = b0+ b1x1+ b2x2. Essas distânias (afetadas de sinal) orrespondem

aos resíduos ei=yi − ŷi.

A nuvem de pontos resultantes já não é visualizável. A representação grá�a usual da nuvem de n pontos

observados exige p+ 1 eixos : um para y e um para ada uma das p variáveis preditoras. Para p > 2, são

neessários mais de três eixos e a visualização torna-se impossível. Será neessário usar a nossa intuição

geométria para nos ajudar na ompreensão do que se pretende fazer. Neste ontexto, torna-se tentador

reorrer a uma forma de representação alternativa dos dados, mais adequada aos �ns estatístios em

questão, o que será feito na Subseção 3.2.2. Para já, aprofundemos alguns oneitos relativos à forma

tradiional de representar n observações em p variáveis.

A representação tradiional gera uma nuvem de n pontos num espaço de dimensão p+1, ao:

• assoiar um eixo a ada variável observada (logo, p+ 1 eixos).

• representar ada indivíduo (unidade experimental) observado por um ponto, ujas oordenadas são

os p+ 1 valores observados para esse indivíduo (ver (3.1)).

Uma generalização da equação de regressão linear simples admite que os valores de y osilam em torno

duma ombinação linear (a�m) das p variáveis preditoras :

y = b0 + b1x1 + b2x2 + ...+ bpxp . (3.2)

Trata-se da equação dum hiperplano em Rp+1
, que de�ne a relação de fundo entre a variável resposta e

os p preditores.

Sendo impossível visualizar uma nuvem de n pontos em Rp+1
, podem no entanto obter-se visões pariais,

omo sejam as nuvens de pontos de�nidas por ada par de variáveis. Por exemplo, e onsiderando os

dados dos lírios disponíveis na data frame iris, para as n = 150 observações em 4 variáveis obter-se-iam
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os grá�os dados na Figura 3.3. Estes grá�os de pares de variáveis são as projeções ortogonais da nuvem

de n pontos sobre ada plano oordenado de Rp+1
.
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Figura 3.3: Nuvens de pontos dos dados iris, em todos os possíveis pares de variáveis. Os nomes das

variáveis são indiados nos quadrados da diagonal prinipal. Em ada oluna enontram-se os grá�os

om uma mesma variável no eixo horizontal. Em ada linha enontram-se os grá�os om uma mesma

variável no eixo vertial. Cada um destes grá�os orresponde à projeção da nuvem de n=150 pontos

em R4
sobre um dos

(
4
2

)
=6 planos oordenados de�nidos por ada par de eixos (note-se que ada plano

oordenado aparee duas vezes na Figura, troando os eixos vertial e horizontal).

A projeção da nuvem de n pontos nos planos oordenados nem sempre permite veri�ar a hipótese básia

de linearidade, isto é, a hipótese de que os pontos se dispersam em torno de um hiperplano. Tal hipótese

pode ser válida, mesmo que não se veri�que linearidade em qualquer das nuvens de pontos de y ontra

um preditor individual, xj .

3.2.2 Uma representação grá�a alternativa: o espaço das variáveis

A representação grá�a em Rp+1
das n observações de Y e das p variáveis preditoras não é a únia

possível. Uma outra representação dos dados é onebível, representação que asa oneitos geométrios

e oneitos estatístios e será útil na determinação dos parâmetros ajustados.

As n observações da variável resposta y de�nem um vetor em Rn
:

~y = (y1, y2, y3, ..., yn) .

Da mesma forma, as n observações de ada variável preditora de�nem um vetor de Rn
:

~xj = (xj(1) , xj(2) , xj(3) , ..., xj(n)
) (j = 1, 2, ..., p).

Assim, todas as variáveis podem ser representadas por vetores em Rn
, pelo que se diz que esta é a

representação alternativa no espaço das variáveis. O vetor de n uns, representado por

~1n, também será

útil. Nesta representação, que é ilustrada na Figura 3.4,
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• ada eixo orresponde a um indivíduo observado;

• ada vetor orresponde a uma variável.

Ind. 2

Ind. 3

Ind. 4

...

Ind. 1 Rn

Ind n

~1n

~x1

~x3

~x2

~y

Figura 3.4: A representação de observações de p+1 variáveis sobre n indivíduos, no espaço das variáveis.

Cada eixo orresponde a um indivíduo e ada variável de�ne um vetor em Rn
.

Dada a equação do hiperplano (3.2), os valores ajustados ŷi obtêm-se usando para ada indivíduo i os

valores orrespondentes dos preditores, ou seja:

ŷi = b0 + b1x1(i) + b2x2(i) + ...+ bpxp(i)
. (3.3)

O vetor om os n valores ajustados, que designaremos por

~̂y também é um vetor de Rn
. Como se verá,

o vetor dos valores ajustados,

~̂y, é uma ombinação linear dos vetores

~1n, ~x1, ~x2, ..., ~xp:

~̂y =




ŷ1
ŷ2
ŷ3
.

.

.

ŷn




=




b0 + b1x1(1) + b2x2(1) + ...+ bpxp(1)

b0 + b1x1(2) + b2x2(2) + ...+ bpxp(2)

b0 + b1x1(3) + b2x2(3) + ...+ bpxp(3)

. . .

b0 + b1x1(n)
+ b2x2(n)

+ ...+ bpxp(n)




= b0




1

1

1
.

.

.

1



+ b1




x1(1)

x1(2)

x1(3)
.

.

.

x1(n)



+ ...+ bp




xp(1)

xp(2)

xp(3)

.

.

.

xp(n)




= b0~1n + b1~x1 + b2~x2 + ...+ bp~xp
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3.2.3 A matriz do modelo e o seu subespaço de olunas

Reordemos alguns oneitos básios de Álgebra Linear (leionados nos primeiros ilos do ISA).

• O onjunto de todas as ombinações lineares de um dado onjunto de vetores de Rn
hama-se o

subespaço gerado por esses vetores.

• Se o onjunto de vetores forem as olunas duma matriz X hamamos ao subespaço gerado por

esses vetores o subespaço das olunas da matriz X, que é representado por C(X) ⊆ Rn
.

De�nição 3.1: A matriz do modelo X e o seu subespaço das olunas C(X)

No ontexto duma regressão linear múltipla, de�ne-se:

• A matriz do modelo X, de dimensão n× (p+ 1), omo a matriz ujas p+ 1 olunas são os

vetores

~1n, ~x1, ..., ~xp.

• O subespaço das olunas C(X) é o onjunto de todas as ombinações lineares dos vetores

~1n, ~x1, ..., ~xp.

O subespaço das olunas da matriz do modelo, C(X), é de dimensão p+1 se os vetores forem linearmente

independentes, isto é, se nenhum dos vetores se puder esrever omo ombinação linear dos restantes.

O vetor

~̂y dos valores ajustados é, por de�nição, um vetor do subespaço C(X).

Um produto matriial X~a. Qualquer ombinação linear dos vetores oluna da matriz X é dada por

um produto da forma X~a, onde ~a = (a0, a1, a2, ..., ap) é o vetor dos oe�ientes que de�ne a ombinação

linear. De fato,

X~a =




1 x1(1) x2(1) · · · xp(1)

1 x1(2) x2(2) · · · xp(2)

1 x1(3) x2(3) · · · xp(3)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 x1(n)
x2(n)

· · · xp(n)







a0
a1
a2
.

.

.

ap




=




a0 + a1x1(1) + a2x2(1) + ...+ apxp(1)

a0 + a1x1(2) + a2x2(2) + ...+ apxp(2)

a0 + a1x1(3) + a2x2(3) + ...+ apxp(3)

. . .

a0 + a1x1(n)
+ a2x2(n)

+ ...+ apxp(n)




= a0~1n + a1~x1 + a2~x2 + ...+ ap~xp
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• Assim, ada esolha possível de oe�ientes
~a = (a0, a1, a2, ..., ap) orresponde a uma ombinação

linear X~a no subespaço C(X).

• Essa esolha de oe�ientes é únia aso as olunas de X sejam linearmente independentes, isto

é, se não houver dependênia linear (multiolinearidade) entre as variáveis
~x1, ..., ~xp, ~1n. Dito de

outra forma, se nenhuma oluna de X se puder esrever omo ombinação linear das restantes,

então X~a=X~b implia que
~a=~b.

• Um dos pontos/vetores do subespaço C(X) é a ombinação linear dada pelo vetor de oe�ientes

~b = (b0, b1, ..., bp) que minimiza a Soma dos Quadrados dos Resíduos:

SQRE =

n∑

i=

e2i =

n∑

i=

(yi − ŷi)
2

onde os yi são os valores observados da variável resposta e ŷi = b0 + b1 x1(i) + b2 x2(i) + ...+ bp xp(i)

os valores ajustados. É a ombinação linear que desejamos determinar.

Mas omo identi�ar esse ponto/vetor? Vamos usar argumentos geométrios, aproveitando a represen-

tação dos dados no espaço das variáveis (Rn
).

• Temos um vetor de n observações de
~y que está em Rn

mas, em geral, não está no subespaço C(X).

• Queremos aproximar esse vetor por outro vetor,

~̂y = b0~1n + b1~x1 + ...+ bp~xp que, por de�nição,

pertene ao subespaço C(X).

• Considerações meramente geométrias sugerem aproximar o vetor de observações
~y pelo vetor

~̂y

do subespaço C(X) que esteja mais próximo de
~y.

Solução: Tomar a projeção ortogonal de
~y sobre C(X): o vetor de C(X) ⊂ Rn

mais próximo dum

vetor
~y ∈ Rn

é o vetor

~̂y que resulta de projetar ortogonalmente
~y sobre C(X) (ver Figura 3.5).

C(X)

Rn
~y

~̂y = H~y

Figura 3.5: A projeção ortogonal de
~y sobre C(X). O vetor de C(X) ⊂ Rn

mais próximo dum vetor

~y ∈ Rn
é o vetor

~̂y que resulta de projetar ortogonalmente
~y sobre C(X), riando um triângulo

retângulo omo ilustrado.
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Esse ritério minimiza a Soma dos Quadrados dos Resíduos, SQRE. De fato, o vetor

~̂y que minimiza a

distânia ao vetor de observações
~y minimiza também o quadrado dessa distânia, que é dado por:

dist2(~y, ~̂y) = ‖~y− ~̂y‖2 =

n∑

i=1

(yi − ŷi)
2 = SQRE . (3.4)

Nota 3.1

Reorde-se que:

1. dado um qualquer vetor
~x ∈ Rn

, a sua norma de�ne-se omo a raíz quadrada da soma de

quadrados dos seus elementos: ‖~x‖ =

√
n∑

i=1

x2
i . A norma dum vetor é o seu omprimento.

2. dados dois quaisquer vetores,
~x, ~y ∈ Rn

, a distânia entre eles é dada por:

dist(~x, ~y) = ‖~x− ~y‖ =

√√√√
n∑

i=1

(xi − yi)2 .

Assim, o ritério geométrio de minimizar a distânia em Rn
entre

~y e

~̂y orresponde a minimizar a soma

de quadrados dos resíduos ei=yi − ŷi, omo ilustrado na Figura 3.6. Trata-se do mesmo ritério que foi

usado na Regressão Linear Simples.

C(X)

Rn
~y

√
SQRE = ‖~y − ~̂y‖

~̂y = H~y

Figura 3.6: O quadrado da distânia de
~y à sua projeção ortogonal sobre C(X), ~̂y=H~y, é SQRE, a

soma dos quadrados dos resíduos.

Vejamos agora omo proeder à projeção ortogonal dum vetor de Rn
sobre um subespaço gerado pelas

olunas duma dada matriz X.
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3.2.4 Projeções ortogonais e os parâmetros ajustados

De�nição 3.2: A matriz de projeção ortogonal sobre o subespaço C(X)

A projeção ortogonal de um vetor
~y ∈ Rn

sobre o subespaço C(X) gerado pelas olunas (line-

armente independentes) de X faz-se pré-multipliando
~y pela matriz de projeção ortogonal

sobre C(X):

H = X
(
XtX

)−1
Xt . (3.5)

Logo, o vetor dos valores ajustados,

~̂y, é gerado da seguinte forma:

~̂y = H~y

⇔ ~̂y = X (XtX)−1Xt~y︸ ︷︷ ︸
= ~b

Aabámos assim de mostrar o resultado enuniado na Proposição 3.1.

Proposição 3.1: Os parâmetros ajustados na RL Múltipla

O vetor

~b dos parâmetros que minimizam a Soma de Quadrados dos Resíduos é dado por:

~b = (XtX)−1Xt~y . (3.6)

Notas:

1. A equação (3.6) gera o vetor

~b, de dimensão p+1, ujos elementos são os parâmetros b0, b1, b2, ..., bp
resultantes do ritério de minimizar a Soma dos Quadrados Residual.

2. No aso de haver apenas um preditor (p= 1), ou seja, de estarmos perante uma regressão linear

simples, a fórmula (3.6) produz as fórmulas já estudadas no Capítulo 2, ou seja o vetor

~b=(b0, b1),

om b1=
covxy

s2 e b0=y − b1x (ver o Exeríio RLM 3).

3. Ao ontrário do que aontee na Regressão Linear Simples não é, em geral, possível desdobrar

a fórmula matriial/vetorial (3.6) em fórmulas individuais para ada bj. Apenas esta fórmula

matriial/vetorial nos permite obter os valores de ada parâmetro através do vetor

~b.

4. Os parâmetros bj obtidos de�nem, na representação tradiional dos dados em Rp+1
, o hiperplano

que melhor se ajusta à nuvem de n pontos (no sentido de minimizar SQRE).

Vejamos agora propriedades que são veri�adas por qualquer matriz de projeção ortogonal.

Proposição 3.2: Propriedades de matrizes de projeção ortogonal

Qualquer matriz de projeção ortogonal, omo é a matriz H, veri�a as seguintes propriedades:
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1. H é simétria, ou seja: Ht = H;

2. H é idempotente, ou seja: HH = H;

3. H deixa invariantes os vetores que já pertenem ao subespaço sobre o qual projeta, ou seja:

se z pertene a C(X), então Hz=z.

Demonstração 3.1: da Proposição 3.2

Consideremos a matriz de projeção ortogonal sobre C(X), dada por H = X(XtX)−1Xt
, onde X é

a matriz do modelo, de dimensão n× (p+ 1). Ora,

1. Tendo em onta que (XtX)−1
é a matriz inversa de XtX, o produto (XtX)−1XtX = Ip+1, a

matriz identidade de dimensão (p+ 1)× (p+ 1). Logo:

HH = X(XtX)−1Xt X(XtX)−1Xt = X(XtX)−1
✟✟✟XtX✘✘✘✘✘

(XtX)−1Xt = X(XtX)−1Xt = H .

2. A simetria resulta de três propriedade onheidas de matrizes: a transposta duma matriz

transposta é a matriz original ((At)t = A); a transposta dum produto de matrizes é o produto

das orrespondentes transpostas, pela ordem inversa ((AB)t = BtAt
); e a transposta duma

matriz inversa é a inversa da transposta ((A−1)t = (At)−1
). Tem-se:

Ht = [X(XtX)−1Xt]t = [Xt]t[(XtX)−1]tXt = X[(XtX)t]−1Xt = X(XtX)−1Xt = H .

3. Como foi visto na página 88, qualquer vetor do subespaço das olunas da matriz X, C(X) ⊂
Rn

, se pode esrever omo X~a, onde ~a ∈ Rp+1
é o vetor dos p+1 oe�ientes na ombinação

linear das olunas de X. Ora, a projeção ortogonal deste vetor sobre o subespaço C(X) (que

já o ontém) é dada por

HX~a = X(XtX)−1Xt(X~a) = X✘✘✘✘✘
(XtX)−1✘✘✘✘(XtX)~a = X~a .

Assim, o vetor X~a �a igual após a projeção.

3.2.5 As três Somas de Quadrados

Na Regressão Linear Múltipla de�nem-se três Somas de Quadrados, de forma idêntia ao que se fez na

Regressão Linear Simples.

De�nição 3.3: As três Somas de Quadrados

Considere uma regressão linear múltipla, ajustada om n observações {(x1(i), x2(i), ..., xp(i), yi}ni=1,

e sejam ŷi = b0 + b1 x1(i) + ... + bp xp(i) os orrespondentes valores ajustados. De�nem-as as três

Somas de Quadrados de forma análoga ao que foi visto na RLS:
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SQRE � Soma de Quadrados dos Resíduos: SQRE =
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2

SQT � Soma de Quadrados Total: SQT =
n∑

i=1

(yi − y)2

SQR � Soma de Quadrados assoiada à Regressão: SQR =
n∑

i=1

(ŷi − y)2

Nota 3.2

Como se verá na Proposição 3.4 (pg.97), também na Regressão Linear Múltipla se veri�a que os y

observados (yi) e os y ajustados (ŷi) têm a mesma média, logo que a média dos n resíduos é nula.

Isso permite re-esrever SQT e SQR duma forma que será útil adiante. Tem-se:

SQT =
n∑

i=1

(yi − y)2 =
n∑

i=1

(y2i + y2 − 2 yi y) =
n∑

o=1

y2i + n y2 − 2 y
n∑

i=1

yi

︸ ︷︷ ︸
=n y

=
n∑

i=1

y2i − ny2 (3.7)

e ainda:

SQR =

n∑

i=1

(ŷi − y)2 =

n∑

i=1

(ŷ2i + y2 − 2 ŷi y) =

n∑

i=1

ŷ2i + n y2 − 2 y

n∑

i=1

ŷi

︸ ︷︷ ︸
=n y

=

n∑

i=1

ŷ2i − ny2 (3.8)

3.2.6 Propriedades duma Regressão Linear Múltipla desritiva

3.2.6.1 O Teorema de Pitágoras e a Fórmula Fundamental da Regressão Linear

O Teorema de Pitágoras é válido em qualquer espaço eulideano, omo é o espaço das variáveis Rn
.

Como sabemos, esse Teorema a�rma que, num triângulo retângulo, o quadrado do omprimento da

hipotenusa (o lado oposto ao ângulo reto) é igual à soma dos quadrados dos omprimentos dos atetos

(os lado adjaentes ao ângulo reto). Apliado ao triângulo retângulo da Figura 3.6 (pg.90), uja

hipotenusa é dada por
~y, e que tem o ateto

~̂y em C(X) e outro ateto dado por
~y − ~̂y, produz a

relação ‖~y‖2 = ‖~̂y‖2+ ‖~y− ~̂y‖2. Como veremos na Proposição 3.3, esta igualdade equivale a a�rmar que

SQT=SQR+SQRE.

Proposição 3.3: Fórmula Fundamental da Regressão

No ontexto duma Regressão Linear Múltipla, tem-se:

SQT = SQR+ SQRE .
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Demonstração 3.2: da Proposição 3.3

Apliando o Teorema de Pitágoras ao triângulo retângulo da Figura 3.6, e tendo em onta as

expressões para SQT e SQR obtidas nas equações (3.7) e (3.8), tem-se:

‖~y‖2 = ‖~̂y‖2 + ‖~y − ~̂y‖2

⇔
n∑

i=1

y2i =

n∑

i=1

ŷ2i +

n∑

i=1

(yi − ŷi)
2

︸ ︷︷ ︸
= SQRE

⇔
n∑

i=1

y2i − ny2 =

n∑

i=1

ŷ2i − ny2 + SQRE

⇔ SQT = SQR + SQRE

Assim, a relação fundamental da Regressão Linear, SQT = SQR + SQRE, resulta duma apliação do

Teorema de Pitágoras. Mas foi neessário introduzir a subtração de ny2 dos dois lados da equação,

duma forma algo arti�ial. Um outro triângulo retângulo é estatistiamente mais interessante.

3.2.6.2 Um triângulo retângulo alternativo e o Coe�iente de Determinação R2

Vamos ontruir um novo triângulo retângulo, a partir do vetor entrado das observações de y e a sua

projeção ortogonal sobre C(X).

Considere-se o vetor entrado das observações da variável resposta, isto é, o vetor ujo elemento genério

é yi − y. Este vetor, que será representado por ~yc
, obtém-se subtraíndo a

~y o vetor que repete n vezes

a média y:

~yc =




y1 − y

y2 − y
.

.

.

yn − y


 =




y1
y2
.

.

.

yn


 −




y

y
.

.

.

y


 = ~y − y ~1n . (3.9)

A norma deste vetor é

‖~yc‖ =

√√√√
n∑

i=1

(yi − y)2=
√
SQT (3.10)

Ora, a projeção ortogonal do vetor
~yc

sobre o subespaço C(X) gera o vetor H~yc
:

H~yc = H
(
~y − y ~1n

)

⇔ H~yc = H~y − yH~1n

⇔ H~yc = ~̂y − y ~1n

já que H~1n = ~1n, pois o vetor
~1n já pertene ao subespaço C(X), logo �a invariante quando projetado

nesse mesmo subespaço (ver Proposição 3.2).
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Esta última expressão signi�a que o vetor H~yc
tem elemento genério ŷi − y:

H~yc = ~̂y − y ~1n =




ŷ1 − y

ŷ2 − y
.

.

.

ŷn − y


 (3.11)

Logo, a sua norma é:

‖H~yc‖ =

√√√√
n∑

i=1

(ŷi − y)2=
√
SQR . (3.12)

Tendo em onta as expressões para
~yc

(eq. 3.9) e H~yc
(eq. 3.11), a distânia entre o vetor

~yc
e a sua

projeção ortogonal sobre C(X) ontinua a ser

√
SQRE:

~yc −H~yc = (~y −✚
✚✚y ~1n)− (~̂y −✚

✚✚y ~1n)

⇔ ~yc −H~yc = ~y − ~̂y

pelo que

‖~yc −H~yc‖ = ‖~y − ~̂y‖ =

√√√√
n∑

i=1

(yi − ŷi)2 =
√
SQRE .

Assim, a fórmula fundamental da Regressão Linear, SQT = SQR + SQRE, é uma apliação direta do

Teorema de Pitágoras ao triângulo de�nido por
~yc

e a sua projeção ortogonal sobre C(X), omo ilustrado

na Figura 3.7.

√
SQRE = ‖~yc −H~yc‖ = ‖~y −H~y‖

Rn

C(X)

√
SQT = ‖~yc‖

√
SQR = ‖H~yc‖

~yc

H~yc

Figura 3.7: O triângulo retangulo de�nido a partir do vetor
~yc

das observações entradas de y, yi−y, e

da sua projeção ortogonal sobre C(X). A fórmula fundamental da regressão sai diretamente da apliação

do Teorema de Pitágoras a este retângulo.

Neste novo triângulo retangulo, onstruído a partir da projeção ortogonal de
~yc

sobre C(X), o Coe�i-

ente de Determinação R2= SQR
SQT também tem uma interpretação geométria evidente: é o quadrado do

osseno do ângulo entre
~yc

e H~yc
, omo ilustrado na Figura 3.8 e a�rmado na De�nição 3.4.
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De�nição 3.4

Numa Regressão Linear, o Coe�iente de Determinação R2
de�ne-se omo:

R2 =
SQR

SQT
= cos2 θ

sendo θ o ângulo, no espaço das variáveis, entre o vetor entrado das observações da variável

resposta,
~yc
, e a sua projeção ortogonal no subespaço das olunas de X, H~yc

(ver Figura 3.8).

Rn

C(X)

√
SQT = ‖~yc‖

√
SQR = ‖H~yc‖

√
SQRE = ‖~y−H~y‖

θ

~yc

H~yc

Figura 3.8: O Coe�iente de Determinação na Regressão Linear, R2= SQR
SQT , é o quadrado do osseno do

ângulo entre
~yc

e H~yc
. Ou seja, R2 = SQR

SQT = cos2 θ, sendo θ o ângulo entre
~yc

e H~yc
.

3.2.6.3 Propriedades do Coe�iente de Determinação

A abordagem geométria on�rma que, também na Regressão Linear Múltipla, são válidas as seguintes

propriedades do Coe�iente de Determinação, já onheidas da Regressão Linear Simples:

• Sendo o quadrado dum osseno, R2
toma valores entre 0 e 1.

• Quanto mais próximo de 1 estiver R2
, menor o ângulo θ, e portanto melhor será a orrespondênia

entre o vetor (entrado) das observações,
~yc
, e o seu ajustamento em C(X), ou seja, mais próximos

estarão, em geral os valores observados yi e os orrespondentes valores ajustados, ŷi.

• Se R2 ≈ 0, o vetor
~yc

é quase perpendiular ao subespaço C(X) onde se pretende aproximá-lo, e

a projeção vai quase anular todas os elementos do vetor projetado. De fato, se
~yc

fosse exa-

tamente perpendiular a C(X), a sua projeção H~yc
seria o vetor origem, om todos os elementos

iguais a zero. Isso signi�aria, pela equação 3.11, que todos os valores ajustados seriam iguais

(ŷi = y, para qualquer i). R2 ≈ 0 orresponde ao resultado ser de má qualidade, uma vez que se

perde quase toda a variabilidade nos valores ajustados de y (SQR ≈ 0).
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3.2.6.4 Propriedades do hiperplano de regressão

Numa regressão linear múltipla veri�am-se ainda as propriedades da Proposição 3.4

Proposição 3.4: Propriedades do hiperplano de regressão

Sejam dados n onjuntos de observações {(x1(i) , x2(i) , ..., xp(i)
, yi)}ni=1 e seja ajustada a Regressão

Linear Múltipla de y sobre as p variáveis preditorasX1, X2, ..., Xp, obtendo-se o hiperplano ajustado

em Rp+1
, de equação y = b0 + b1 x1 + b2 x2 + ...+ bp xp. Veri�am-se as seguintes propriedades.

1. a média dos valores observados de Y , {yi}ni=1, é igual à média dos respetivos valores ajustados,

{ŷi}ni=1.

2. O hiperplano ajustado ontém o entro de gravidade da nuvem de pontos, i.e., o ponto de

oordenadas (x1, x2, ..., xp, y).

3. os oe�ientes {bj}pj=1 que multipliam variáveis preditoras interpretam-se omo a variação

(média) em Y , assoiada a aumentar a variável preditora orrespondente em uma unidade,

mantendo os restantes preditores onstantes.

4. o valor do oe�iente de determinação R2
numa regressão múltipla não pode ser inferior ao

valor de R2
que se obteria exluindo do modelo um qualquer subonjunto de preditores. Em

partiular, não pode ser inferior ao R2
das regressões lineares simples de Y sobre ada preditor

individual.

Demonstração 3.3: da Proposição 3.4

1. A média y = 1
n

n∑
i=1

yi dos valores observados de Y pode ser esrita omo

1
n
~1n

t
~y, já que o

produto interno

~1n
t
~y alula a soma dos elementos yi do vetor

~y (on�rme). Por de�nição,

o vetor dos valores ajustados é dado por

~̂y = H~y. Ora, a média desses valores ajustados,

ŷ = 1
n

n∑
i=1

ŷi, também pode ser alulada tomando o produto interno do vetor

~1n de n uns

om o vetor

~̂y, que faz a soma dos elementos de

~̂y. Assim, a média dos valores ajustados

é ŷ = 1
n
~1n

t~̂y = 1
n
~1n

t
H~y = 1

n (H
~1n)

t~y = 1
n
~1n

t
~y, uma vez que H~1n = ~1n, omo se viu na

Proposição 3.2. Mas a expressão �nal obtida,

1
n
~1n

t
~y, é a média y dos valores observados.
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2. Partindo da igualdade da média dos valores observados e ajustados, tem-se:

y = ŷ =
1

n

n∑

i=1

ŷi =
1

n

n∑

i=1

(b0 + b1x1(i) + b2x2(i) + b3x3(i) + . . .+ bpxp(i)
)

⇔ y =
1

n

n∑

i=1

b0 +
1

n

n∑

i=1

b1x1(i) +
1

n

n∑

i=1

b2x2(i) +
1

n

n∑

i=1

b3x3(i) + . . .+
1

n

n∑

i=1

bpxp(i)

⇔ y =
1

✚n
·✚n b0 + b1

1

n

n∑

i=1

x1(i)

︸ ︷︷ ︸
=x1

+b2
1

n

n∑

i=1

x2(i)

︸ ︷︷ ︸
=x2

+b3
1

n

n∑

i=1

x3(i)

︸ ︷︷ ︸
=x3

+...++bp
1

n

n∑

i=1

xp(i)

︸ ︷︷ ︸
=xp

⇔ y = b0 + b1 x1 + b2 x2 + b3x3 + . . .+ bpxp

Esta última equação signi�a que o ponto de oordenadas (x1, x2, x3, ..., xp, y) satisfaz a equa-

ção do hiperplano, ou seja, o entro de gravidade da nuvem de pontos pertene ao hiperplano

de regressão.

3. O valor de Y no hiperplano, quando X1=x1, X2=x2, X3=x3, ... , Xp=xp (ou seja o valor

médio de y para esses valores dos preditores), é dado por y = b0+b1x1+b2x2+b3x3+...+bpxp.

O valor de Y no hiperplano, se aumentarmos um preditor, digamos X2, em uma unidade,

mantendo os restantes preditores onstantes, é y∗ = b0 + b1x1 + b2(x2 +1)+ b3x3 + ...+ bpxp.

A diferenças destes dois valores é dada por:

y∗ = ��b0 +✟✟✟b1x1+

=✘✘b2x2+b2︷ ︸︸ ︷
b2(x2 + 1) +✟✟✟b3x3 + ...+✟✟✟bpxp

− y = ��b0 +✟✟✟b1x1+ ✟✟✟b2x2 +✟✟✟b3x3 + ...+✟✟✟bpxp

y∗ − y = b2

Logo, b2 representa o arésimo em Y assoiado a aumentar X2 em uma unidade, mantendo

iguais os valores dos restantes preditores. Esta interpretação aplia-se naturalmente a um

aumento de uma unidade no valor de outro preditor qualquer (mantendo os restantes iguais).

4. A ombinação linear

~̂y = H~y = X~b = b0~1n + b1~x1 + b2~x2 + ... + bp~xp é a que minimiza

a Soma de Quadrados dos Resíduos, e por onseguinte maximiza R2
, ao longo de todas as

possíveis ombinações lineares. Entre essas possíveis ombinações lineares enontram-se as

que orrespondem a ignorar alguns dos preditores (basta assoiar a esse preditores ignorados

oe�ientes bj=0). Assim, o valor de R2
nuna pode ser inferior ao que se obteria ignorando

alguns dos preditores.

3.2.7 A Regressão Múltipla no R

Uma Regressão Múltipla no R estuda-se através do mesmo omando lm usado para a regressão linear

simples, apenas adaptando a fórmula. A fórmula através da qual se india a variável resposta y e as

variáveis preditoras x1, ..., xp deve ser esrita separando, à direita do til, os nomes das variáveis preditoras

por um sinal de adição. Por exemplo, se a variável resposta se hama y e existirem três preditores de
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nomes x1, x2 e x3, a fórmula que india a relação será:

y ∼ x1 + x2 + x3

O omando orrespondente no R será:

> lm ( y ~ x1 + x2 + x3 , data=dados)

O resultado produzido por este omando é o vetor das estimativas dos p+ 1 parâmetros do modelo, b0,

b1, ..., bp, resultante de usar a fórmula da Proposição 3.1.

Exemplo 3.1: Dados dos lírios (iris)

Exempli�que-se de novo om os dados dos lírios. Pretende-se prever a variável resposta largura da

pétala, não apenas a partir do omprimento da pétala, mas também das duas medições (largura e

omprimento) das sépalas.

> iris2.lm <- lm(Petal.Width ~ Petal.Length + Sepal.Length + Sepal.Width , data=iris)

> iris2.lm

(...)

Coeffiients:

(Interept) Petal.Length Sepal.Length Sepal.Width

-0.2403 0.5241 -0.2073 0.2228

O hiperplano ajustado, em Rp+1
tem assim a seguinte equação:

y = −0.2403+ 0.5241 x1 − 0.2073 x2 + 0.2228 x3 ,

onde y india a variável resposta Petal.Width , x1 o primeiro preditor da fórmula, Petal.Length,

x2 o segundo preditor da formula, Sepal.Length, e x3 o último preitor, Sepal.Width.

O Coe�iente de Determinação é R2 = 0.9379, só ligeiramente maior que o valor R2 = 0.9271 do

modelo RLS (ver Subseção 2.9.3).

3.3 Contexto inferenial: o Modelo RLM

Até aqui, apenas se onsiderou o problema desritivo: dados n onjuntos de observações da variável res-

posta Y e de p preditoresX1, X2, ..., Xp, ou seja as n observações {(x1(i), x2(i), ..., xp(i), yi)}ni=1, determinar

os p+ 1 oe�ientes

~b = (b0, b1, b2, ..., bp) que minimizam a soma de quadrados de resíduos

SQRE =

n∑

i=1

(yi − ŷi)
2 =

n∑

i=1

[yi − (b0 + b1x1(i) + b2x2(i) + ...+ bpxp(i))]
2.

Viu-se que a solução que minimiza SQRE é dada pelo vetor de oe�ientes

~b = (XtX)
−1

Xt~y.
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Mas, tal omo na Regressão Linear Simples, oloa-se o problema inferenial quando as n observações

representam uma amostra aleatória de uma população mais vasta. É a relação populaional entre Y e as

p variáveis preditoras que se pretende onheer. Para esse �m, será neessário admitir alguns pressupostos

adiionais.

3.3.1 O Modelo RLM para observações individuais

Vamos admitir que, na população, existe um hiperplano em Rp+1
que desreve a relação de fundo entre a

variável resposta Y e as p variáveis preditoras X1, X2, ... , Xp. A equação desse hiperplano é semelhante

à equação amostral (3.2), mas om um onjunto de parâmetros que designaremos por βj (j=0, 1, 2, ..., p):

y = β0 + β1x1 + β2x2 + ...+ βpxp . (3.13)

Admite-se ainda que as n observações da variável resposta, Yi, são aleatórias e podem ser modeladas

pela equação seguinte, que inorpora variabilidade aleatória de ada observação em torno do hiperplano

populaional:

Yi = β0 + β1x1(i) + β2x2(i) + ...+ βpxp(i) + ǫi , i = 1, ..., n

Admitem-se válidos os restantes pressupostos do modelo RLS, relativos aos erros aleatórios ǫi.

De�nição 3.5: O Modelo da Regressão Linear Múltipla - RLM

Considerem-se n observações {(x1(i), x2(i), ..., xp(i), Yi)}ni=1, em que Yi representa uma observação

da variável aleatória resposta e os restantes valores são �xados pelo experimentador. O Modelo

de Regressão Linear Múltipla (RLM) veri�a os seguintes pressupostos:

1. Yi = β0 + β1x1(i) + β2x2(i) + ...+ βpxp(i)
+ ǫi, ∀i = 1, ..., n.

2. ǫi ⌢ N (0 , σ2), ∀i = 1, ..., n.

3. {ǫi}ni=1 v.a. independentes.

Por um raioínio análogo ao da Proposição 3.4, a onstante βj (j = 1, 2, ..., p) que multiplia a variável

Xj pode ser interpretada omo a variação esperada em Y , assoiada a aumentar Xj em uma unidade,

mantendo as restantes variáveis onstantes.

A notação matriial/vetorial. As equações do modelo para as n observações podem ser esritas

omo uma únia equação utilizando notação vetorial/matriial:

Y1 = β0 + β1x1(1) + β2x2(1) + · · ·+ βpxp(1) + ǫ1
Y2 = β0 + β1x1(2) + β2x2(2) + · · ·+ βpxp(2) + ǫ2
Y3 = β0 + β1x1(3) + β2x2(3) + · · ·+ βpxp(3) + ǫ3
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Yn = β0 + β1x1(n) + β2x2(n) + · · ·+ βpxp(n) + ǫn
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As n equações orrespondem a uma únia equação matriial :

~Y = X~βββ + ~ǫǫǫ ,

onde

~Y =




Y1

Y2

Y3

.

.

.

Yn



, X =




1 x1(1) x2(1) · · · xp(1)

1 x1(2) x2(2) · · · xp(2)

1 x1(3) x2(3) · · · xp(3)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 x1(n)
x2(n)

· · · xp(n)



, ~βββ =




β0

β1

β2

.

.

.

βp



, ~ǫǫǫ =




ǫ1
ǫ2
ǫ3
.

.

.

ǫn




Nesta equação, tem-se:

~Y é um vetor aleatório das n variáveis aleatórias resposta;

X é amatriz do modelo (não aleatória) de dimensões n×(p+1) ujas olunas são dadas pelas observações

de ada variável preditora (e por uma oluna iniial de uns, assoiada a onstante aditiva do modelo);

~βββ é um vetor (não aleatório) dos p+ 1 parâmetros do modelo;

~ǫǫǫ é um vetor aleatório dos n erros aleatórios.

Representa-se um vetor de n valores observados de Y om uma letra minúsula:
~y.

Com alguns oneitos adiionais podemos esrever também os pressupostos relativos aos erros aleatórios

em notação vetorial/matriial.

3.3.2 Ferramentas para vetores aleatórios

3.3.2.1 Propriedades operatórias de vetores esperados e matrizes de (o)variânias

O vetor de n omponentes

~Y, tal omo o vetor dos n erros aleatórios,

~ǫǫǫ, onstituem vetores aleatórios.

De�nição 3.6: Vetor esperado e matriz de (o)variânias dum vetor aleatório

Para qualquer vetor aleatório

~W = (W1,W2, ...,Wk)
t
, de�ne-se:

• O vetor esperado de

~W, onstituído pelos valores esperados de ada omponente:

E[ ~W] =




E[W1]

E[W2]
.

.

.

E[Wk]


 .

• a matriz de variânias-ovariânias de

~W é onstituída pelas (o)variânias de ada par
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de omponentes:

V [ ~W] =




V [W1] Cov[W1,W2] Cov[W1,W3] . . . Cov[W1,Wk]

Cov[W2,W1] V [W2] Cov[W2,W3] . . . Cov[W2,Wk]

Cov[W3,W1] Cov[W3,W2] V [W3] . . . Cov[W3,Wk]

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Cov[Wk,W1] Cov[Wk,W2] Cov[Wk,W3] . . . V [Wk]




A matriz de (o)variânias dum vetor aleatório é neessariamente uma matriz simétria, já que para

qualquer i e j se veri�a Cov[Wi,Wj ] = Cov[Wj ,Wi].

Tal omo para o aso de variáveis aleatórias, também o vetor esperado de um vetor aleatório

~Wk×1

tem propriedades operatórias simples. A Proposição seguinte enunia essas propriedades.

Proposição 3.5: Propriedades de vetores esperados

Para qualquer vetor aleatório

~W = (W1,W2, ...,Wk)
t
veri�am-se as seguintes propriedades.

• Se α é um esalar não aleatório, E[α ~W] = αE[ ~W].

• Se
~ak×1 é um vetor não aleatório, E[ ~W + ~a] = E[ ~W] + ~a.

• Se
~ak×1 é um vetor não aleatório, E[~at ~W] = ~at E[ ~W].

• Se Bm×k é uma matriz não aleatória, E[B ~W] = BE[ ~W].

• Se

~Wk×1,
~Uk×1 são vetores aleatórios, E[ ~W + ~U] = E[ ~W] + E[~U].

Demonstração 3.4: Proposição 3.5

Tendo em onta a de�nição de vetor esperado e de matriz de variânias, bem omo as propriedades

de valores esperados, variânias e ovariânias de variáveis aleatórias unidimensionais, tem-se:

1. Por de�nição, α ~W = (αW1, αW2, ..., αWk)
t
. Logo,

E[α ~W] =




E[αW1]

E[αW2]
.

.

.

E[αWk]


 =




αE[W1]

αE[W2]
.

.

.

αE[Wk]


 = α




E[W1]

E[W2]
.

.

.

E[Wk]


 = αE[ ~W] .
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2. Por de�nição,

~W + ~a = (W1 + a1,W2 + a2, ...,Wk + ak)
t
. Logo,

E[ ~W + ~a] =




E[W1 + a1]

E[W2 + a2]
.

.

.

E[Wk + ak]


 =




E[W1] + a1
E[W2] + a2

.

.

.

E[Wk] + ak


 =




E[W1]

E[W2]
.

.

.

E[Wk]


+




a1
a2
.

.

.

ak


 = E[ ~W] + ~a .

3. O produto interno
~at ~W é, por de�nição,

~at ~W = a1W1 + a2W2 + ...+ akWk. Logo,

E[~at ~W] = E[a1W1 + a2W2 + ...+ akWk] = a1E[W1] + a2E[W2] + ...+ akE[Wk] = ~atE[ ~W] .

4. O produto matriial Bm×k
~Wk×1 é possível e resulta num vetor de dimensão m × 1. Cada

elemento desse vetor resulta do produto interno da linha i da matriz B (que designaremos

~bt
[i]) om o vetor

~W, ou seja,

~bt
[i]

~W. Pela alínea anterior, o vetor esperado de B ~W terá na

posição i o produto interno

~bt
[i]E[ ~W]. Logo, o vetor E[B ~W] = BE[ ~W].

5. Por de�nição, a soma dos vetores

~W+ ~U é um vetor (de dimensão igual à de

~W e

~U), que

resulta de somar os elementos orrespondentes de ada vetor. Logo, na posição i de ~W+ ~U

tem-se o elemento Wi + Ui. Assim,

E[ ~W+~U]=




E[W1 + U1]

E[W2 + U2]
.

.

.

E[Wk + Uk]


=




E[W1] + E[U1]

E[W2] + E[U2]
.

.

.

E[Wk] + E[Uk]


=




E[W1]

E[W2]
.

.

.

E[Wk]


+




E[U1]

E[U2]
.

.

.

E[Uk]


=E[ ~W]+E[~U] .

Na Proposição 3.6 enuniam-se algumas propriedades operatórias dasmatrizes de variânias-ovariânias

de vetores aleatórios.

Proposição 3.6: Propriedades das matrizes de (o)variânias

• Se α é um esalar não aleatório, V [α ~W] = α2 V [ ~W].

• Se
~ak×1 é um vetor não aleatório, V [ ~W + ~a] = V [ ~W].

• Se
~ak×1 é um vetor não aleatório, V [~at ~W] = ~at V [ ~W]~a.

• Se Bm×k é uma matriz não aleatória, V [B ~W] = BV [ ~W]Bt
.

• Se

~Wk×1 e

~Uk×1 forem vetores aleatórios independentes, V [ ~W + ~U] = V [ ~W] + V [~U].

Demonstração 3.5: Proposição 3.6

1. Sabemos que, para variáveis aleatórias, onstantes multipliativas saltam para fora das va-
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riânias elevadas ao quadrado (V [αX ] = α2V [X ]). Em ovariânias entre variáveis ale-

atórias, onstantes multipliativas em ada argumento saltam para fora (Cov[αX, βY ] =

αβ Cov[X,Y ]). Logo,

V [α ~W] =




V [αW1] Cov[αW1, αW2] · · · Cov[αW1, αWk]

Cov[αW2, αW1] V [αW2] · · · Cov[αW2, αWk]
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Cov[αWk, αW1] Cov[αWk, αW2] · · · V [αWk]




=




α2 V [W1] α2 Cov[W1,W2] · · · α2 Cov[W1,Wk]

α2 Cov[W2,W1] α2 V [W2] · · · α2 Cov[W2,Wk]
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

α2 Cov[Wk,W1] α2 Cov[Wk,W2] · · · α2 V [Wk]


 = α2 V [ ~W]

2. Por de�nição,

~W + ~a = (W1 + a1,W2 + a2, ...,Wk + ak)
t
. Sabemos ainda que, para a e b

onstantes, V [X + a] = V [X ] e Cov[X + a, Y + b] = Cov[X,Y ]. Logo,

V [ ~W+~a] =




V [W1+a1] Cov[W1+a1,W2+a2] · · · Cov[W1+a1,Wk+ak]

Cov[W2+a2,W1+a1] V [W2+a2] · · · Cov[W2+a2,Wk+ak]
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Cov[Wk+ak,W1+a1] Cov[Wk+ak,W2+a2] · · · V [Wk+ak]




=




V [W1] Cov[W1,W2] · · · Cov[W1,Wk]

Cov[W2,W1] V [W2] · · · Cov[W2,Wk]
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Cov[Wk,W1] Cov[Wk,W2] · · · V [Wk]


 = V [ ~W]

3. Apenas se onsidera o aso mais simples (k = 2), ou seja, dum vetor aleatório

~W =

[
W1

W2

]

e um vetor onstante
~a =

[
a1
a2

]
. Tem-se

~at ~W = a1W1 + a2W2. Logo (e omo V [X + Y ] =

V [X ] + V [Y ] + 2Cov[X,Y ]),

V [~at ~W] = V [a1W1 + a2W2] = V [a1W1] + V [a2W2] + 2Cov[a1W1, a2W2]

= a21 V [W1] + a22 V [W2] + 2 a1a2 Cov[W1,W2] .
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Mas o produto do lado direito do resultado produz a mesma expressão:

~atV [ ~W]~a = [ a1 a2 ]

[
V [W1] Cov[W1,W2]

Cov[W2,W1] V [W2]

] [
a1
a2

]

= [ a1 a2 ]

[
a1 V [W1] + a2 Cov[W1,W2]

a1 Cov[W2,W1] + a2 V [W2]

]

= a21 V [W1] + a1a2 Cov[W1,W2] + a2a1 Cov[W2,W1] + a22 V [W2]

= a21 V [W1] + a22 V [W2] + 2 a1a2 Cov[W1,W2]

.

A demonstração para o aso de vetores de dimensão k > 2 é análoga.

4. Omite-se a demonstração.

5. Por de�nição,

~W + ~U = (W1 + U1,W2 + U2, ...,Wk + Uk)
t
. Sabemos ainda que, para X e Y

variáveis aleatórias independentes, V [X + Y ] = V [X ] + V [Y ], uma vez que Cov(X,Y ) = 0.

Logo,

V [ ~W+~U] =




V [W1+U1] Cov[W1+U1,W2+U2] · · · Cov[W1+U1,Wk+Uk]

Cov[W2+U2,W1+U1] V [W2+U2] · · · Cov[W2+U2,Wk+Uk]
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Cov[Wk+Uk,W1+U1] Cov[Wk+Uk,W2+U2] · · · V [Wk+Uk]




A independênia dos vetores

~W e

~U signi�a que, para qualquer omponente i, Wi e Ui são

independentes, logo os elementos diagonais da matriz simpli�am: V [Wi+Ui]=V [Wi]+V [Ui].

Por outro lado, as expressões fora da diagonal (envolvendo as ovariânias) também se podem

simpli�ar. Apliando repetidamente a quinta propriedade da ovariânia (Subseção 2.4.2.4),

que a�rma que Cov(X + Y, Z) = Cov(X,Z) + Cov(Y, Z), tem-se:

Cov(Wi + Ui,Wj + Uj) = Cov(Wi,Wj + Uj) + Cov(Ui,Wj + Uj)

= Cov(Wi,Wj) + Cov(Wi, Uj) + Cov(Ui,Wj) + Cov(Ui, Uj)

= Cov(Wi,Wj) + Cov(Ui, Uj) ,

pois, pela independênia de

~W e

~U, Cov(Wi, Uj)=Cov(Ui,Wj)=0. Assim, V [ ~W+ ~U] �a:




V [W1]+V [U1] Cov[W1,W2]+Cov[U1, U2] · · · Cov[W1,Wk]+Cov[U1, Uk]

Cov[W2,W1]+Cov[U2, U1] V [W2]+V [U2] · · · Cov[W2,Wk]+Cov[U2, Uk]
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Cov[Wk,W1]+Cov[Uk, U1] Cov[Wk,W2]+Cov[Uk, U2] · · · V [Wk]+V [Uk]
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Donde:

V [ ~W+ ~U] =




V [W1] Cov[W1,W2] · · · Cov[W1,Wk]

Cov[W2,W1] V [W2] · · · Cov[W2,Wk]
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Cov[Wk,W1] Cov[Wk,W2] · · · V [Wk]


+

+




V [U1] Cov[U1, U2] · · · Cov[U1, Uk]

Cov[U2, U1] V [U2] · · · Cov[U2, Uk]
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Cov[Uk, U1] Cov[Uk, U2] · · · V [Uk]




= V [ ~W] + V [~U]

3.3.2.2 A distribuição Multinormal e suas propriedades

Vetores aleatórios têm também distribuições (multivariadas) de probabilidades. Para vetores aleatórios

ontínuos

~Wk×1, a distribuição é araterizada por uma função densidade onjunta, uma função real de

k variáveis: f : Rk → R. A distribuição multivariada de vetores aleatórios mais usada é a Multinormal

ou Normal multivariada, que generaliza a distribuição Normal para vetores aleatórios.

De�nição 3.7: Distribuição Normal Multivariada

O vetor aleatório k-dimensional

~W tem distribuição Multinormal, om parâmetros dados pelo

vetor

~µµµ ∈ Rk
e a matriz ΣΣΣk×k, se a sua função densidade onjunta f�r:

f(~w) =
1

(2π)k/2
√
det(ΣΣΣ)

e−
1
2 (~w−~µµµ)t ΣΣΣ−1

(~w−~µµµ) , ~w ∈ Rk. (3.14)

Se

~W tem essa distribuição Normal multivariada, esreve-se:

~W ⌢ Nk(~µµµ,ΣΣΣ).

Para um vetor aleatório om k omponentes,

~W = (W1,W2, ...,Wk)
t
, o grá�o da densidade Normal

multivariada é uma hipersuperfíie em Rk+1
(sendo neessários k eixos para indiar os k valores das

omponentes de

~W e mais um eixo para indiar o valor da função densidade onjunta nesse ponto).

Assim, apenas é possível visualizar gra�amente a densidade duma Normal bivariada, ou seja, um vetor

Multinormal om k=2 omponentes, dado por uma superfíie em R3
, que é representada na Figura 3.9.

É araterístia desta superfíie que, sendo ortada por planos vertiais, obtêm-se urvas Normais.

Enuniemos agora as propriedades fundamentais das distribuições Normais Multivariadas.

Proposição 3.7: Propriedades da Multinormal

Se

~W ⌢ Nk(~µµµ,ΣΣΣ), veri�am-se as seguintes propriedades:

ISA/ULisboa � Estatístia e Delineamento � 2020-21 106



3.3. CONTEXTO INFERENCIAL: O MODELO RLM

x

y

z

Figura 3.9: A densidade Binormal (Multinormal om k = 2).

1. O vetor esperado de

~W é E[ ~W] = ~µµµ.

2. A matriz de (o)variânias de

~W é V [ ~W] = ΣΣΣ.

3. Se duas omponentes de

~W têm ovariânia nula, são independentes: Cov[Wi,Wj ] = 0 ⇒ Wi,

Wj independentes.

4. Todas as distribuições marginais de

~W são (multi)normais. Em partiular, ada omponente

Wi é normal om média µi e variânia ΣΣΣ(i,i): Wi ⌢ N (µi,ΣΣΣ(i,i)).

5. Se
~a um vetor (não-aleatório) k × 1, então ~W + ~a ⌢ Nk(~µµµ+ ~a,ΣΣΣ).

6. Combinações lineares das omponentes dum vetor multinormal são Normais :
~at ~W = a1 W1+

a2 W2 + ...+ ak Wk ⌢ N (~at~µµµ,~atΣΣΣ~a).

7. Se B é matriz m× k (não aleatória, de araterístia m ≤ k), então B ~W ⌢ Nm(B~µµµ,BΣΣΣBt).

Notas:

1. Omite-se a demonstração.

2. Nas disiplinas introdutórias de Estatístia mostra-se que se X,Y são variáveis aleatórias inde-

pendentes, então cov[X,Y ] = 0. Agora sabemos que, quando a distribuição onjunta de X e Y é

Multinormal, tem-se também a impliação ontrária.

3. Qualquer elemento nulo numa matriz de (o)variânias duma Multinormal india que as ompo-
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nentes orrespondentes são independentes.

3.3.3 Modelo Regressão Linear Múltipla - versão matriial

De�nição 3.8: O Modelo RLM em notação matriial

Sejam dados os vetores aleatórios de observações da variável resposta,

~Y, e dos erros aleatórios,

~ǫǫǫ,

bem omo a matriz do modelo X e o vetor dos parâmetros,

~βββ, omo de�nidos na Subseção 3.3.1.

Então o Modelo RLM onsiste em admitir que:

1.

~Y = X~βββ +~ǫǫǫ.

2.

~ǫǫǫ ⌢ Nn(~0 , σ
2 In) , sendo In a matriz identidade n× n.

Na segunda destas hipóteses são feitas quatro a�rmações (tendo em onta as propriedades da Multinormal,

referidas atrás):

• Cada erro aleatório individual ǫi tem distribuição Normal.

• Cada erro aleatório individual tem média zero: E[ǫi] = 0.

• Cada erro aleatório individual tem variânia igual: V [ǫi] = σ2
.

• Erros aleatórios diferentes são independentes, porque Cov[ǫi, ǫj ] = 0 se i 6= j e, numa Multinormal,

isso implia a independênia.

3.3.3.1 A distribuição das observações

~Y da variável resposta

O seguinte Teorema é onsequênia direta de apliar as propriedades da Proposição 3.7 ao Modelo de

Regressão Linear Múltipla.

Proposição 3.8: Primeiras Consequênias do Modelo

Dado o Modelo de Regressão Linear Múltipla, tem-se:

~Y ⌢ Nn(X~βββ , σ2 In).

Demonstração 3.6: Proposição 3.8

Segundo o Modelo RLM (De�nição 3.8), o vetor aleatório

~Y das observações da variável resposta

é a soma dum vetor não aleatório (X~βββ) e um vetor aleatório dos erros (

~ǫǫǫ), sendo este último um

vetor Multinormal. Assim, tem a natureza das somas
~a+ ~W que foram estudados nas Proposições
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β
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3.5, 3.6 e 3.7 da Subseção 3.3.2.1.

Tendo em onta as propriedades da distribuição Multinormal (Proposição 3.7), ao somar um vetor

aleatório Multinormal (

~W =~ǫǫǫ) e um vetor não aleatório (
~a = X~βββ), mantém-se a Multinormali-

dade. Falta determinar os seus dois parâmetros: o vetor esperado e a matriz de (o-)variânias.

As propriedades operatórias de vetores esperados (Proposição 3.5) e matrizes de (o-)variânias

(Proposição 3.6) indiam que se tem:

E[~Y] = E[X~βββ +~ǫǫǫ] = X~βββ + E[~ǫǫǫ]︸︷︷︸
=~0

= X~βββ , (3.15)

V [~Y] = V [X~βββ +~ǫǫǫ] = V [~ǫǫǫ] = σ2I. (3.16)

Logo, �a provada a distribuição do vetor

~Y quando é válido o Modelo RLM.

Tendo em onta as propriedades da Multinormal, a Proposição 3.8 implia as seguintes onlusões:

• Cada observação individual Yi tem distribuição Normal.

• Cada observação individual Yi tem média dada pelo elemento i de X~βββ, ou seja,

E[Yi] = β0 + β1x1(i) + β2x2(i) + ...+ βpxp(i).

• Cada observação individual tem variânia igual (homogeneidade de variânias): V [Yi] = σ2
.

• Observações diferentes de Y são independentes, porque Cov[Yi, Yj ]=0 se i 6=j e numa Multinormal

isso implia a independênia.

3.4 O estimador

~̂
β
~̂
β
~̂
β dos parâmetros do modelo e a sua distribuição

Tal omo na regressão linear simples, os estimadores dos parâmetros βj (j = 0, 1, 2, ..., p) obtêm-se

adaptando a expressão matriial resultante de minimizar SQRE no ontexto desritivo (equação 3.6).

De�nição 3.9: Estimador dos parâmetros populaionais

O vetor

~̂
β
~̂
β
~̂
β que estima o vetor

~βββ dos parâmetros populaionais é dado por:

~̂
β
~̂
β
~̂
β =




β̂0

β̂1

β̂2

.

.

.

β̂p




=
(
XtX

)−1
Xt ~Y ,

onde

~Y e X são o vetor e a matriz de�nidos nas Subseções 3.2.2 e 3.2.3.

O vetor

~̂
β
~̂
β~̂β é de dimensão p+ 1. O seu primeiro elemento é o estimador de β0, o seu segundo elemento é
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o estimador de β1, e por aí fora. Assinale-se o desfasamento dos índies, resultante da presença de β0 na

primeira posição: o estimador de βj está na posição j + 1 do vetor

~̂
β
~̂
β
~̂
β.

3.4.0.1 A distribuição do vetor de estimadores

~̂
β
~̂
β
~̂
β

Qualquer inferênia sobre os parâmetros βj exige o onheimento da distribuição de probabilidades do

vetor dos respetivos estimadores. A Proposição 3.9 fornee o resultado neessário.

Proposição 3.9: Distribuição do estimador

~̂
β
~̂
β
~̂
β

Dado o Modelo de Regressão Linear Múltipla, tem-se:

~̂
β
~̂
β
~̂
β ⌢ Np+1

(
~βββ , σ2 (XtX)−1

)
.

Demonstração 3.7: Proposição 3.9

O vetor de estimadores

~̂
β
~̂
β
~̂
β resulta do produto duma matriz não aleatória, (XtX)

−1
Xt

, e um vetor

aleatório,

~Y. Assim, tem a natureza dos produtos B ~W que foram estudados nas Proposições 3.5,

3.6 e 3.7, aquando do estudo das propriedades de vetores esperados, matrizes de (o-)variânias e de

vetores Multinormais, respetivamente. Pela alínea 7 da Proposição 3.7, tem-se que a distribuição

do estimador

~̂
β
~̂
β
~̂
β = (XtX)

−1
Xt ~Y é Multinormal, om parâmetros que, apliando as propriedades

das Proposições 3.5, 3.6, 3.8 e as propriedades de produtos matriiais, são:

E[
~̂
β
~̂
β
~̂
β] = E[

(
XtX

)−1
Xt

︸ ︷︷ ︸
=“B′′

~Y︸︷︷︸
=“ ~W′′

] =
(
XtX

)−1
Xt E[~Y]︸ ︷︷ ︸

=X~βββ

=
(
XtX

)−1
(XtX)~βββ = Ip+1

~βββ = ~βββ

V [
~̂
β
~̂
β
~̂
β] = V [

(
XtX

)−1
Xt

︸ ︷︷ ︸
=“B′′

~Y︸︷︷︸
=“ ~W′′

] =
(
XtX

)−1
Xt V [~Y]︸ ︷︷ ︸

=σ2In

[
(XtX)−1 Xt

]t

= σ2
(
XtX

)−1
Xt [Xt]t

[
(XtX)−1

]t
= σ2

(
XtX

)−1
(XtX)

[
(XtX)t

]−1

= σ2 Ip+1

[
(Xt(Xt)t)

]−1
= σ2(XtX)−1 .

3.4.0.2 Propriedades de estimadores individuais, β̂j

Tendo ainda em onta as propriedades da Multinormal (Proposição 3.7), os resultados da Proposição 3.9

impliam as seguintes onlusões, relativas aos estimadores β̂j (j = 0, 1, 2, ..., p):

• Cada estimador individual β̂j tem distribuição Normal.

• Cada estimador tem média E[β̂j ] = βj , logo é um estimador entrado.
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• Cada estimador tem variânia V [β̂j ]=σ2 (XtX)
−1
(j+1,j+1) (note-se o desfasamento nos índies).

• Estimadores de diferentes parâmetros βj não são (em geral) independentes, porque a matriz (XtX)−1

não é, em geral, uma matriz diagonal. As ovariânias entre diferentes estimadores são dadas pelos

elementos não diagonais de σ2 (XtX)−1
, e onretamente, Cov[β̂i, β̂j ] = σ2 (XtX)

−1
(i+1,j+1).

Assim, tem-se, para qualquer j = 0, 1, ..., p:

β̂j ⌢ N
(
βj , σ2 (XtX)−1

(j+1,j+1)

)

⇔ β̂j − βj

σβ̂j

⌢ N (0, 1) , (3.17)

onde σβ̂j
=

√
σ2 (XtX)−1

(j+1,j+1). Este resultado generaliza os relativos à Regressão Linear Simples.

3.4.0.3 O problema de σ2
desonheido

O resultado distribuional agora obtido (equação 3.17) permitiria onstruir intervalos de on�ança ou

fazer testes a hipóteses sobre os parâmetros

~βββ, não fosse a existênia de um problema já familiar: o

desonheimento da variânia σ2
dos erros aleatórios.

Proedemos de forma análoga ao que se fez na Regressão Linear Simples:

• obtem-se um estimador para σ2
; e

• vê-se o efeito de substituir σ2
pelo seu estimador, na distribuição aima indiada.

Proposição 3.10: Resultados distribuionais de SQRE

Dado o Modelo RLM, de Regressão Linear Múltipla, tem-se:

• SQRE
σ2 ⌢ χ2

n−(p+1).

• SQRE é independente de

~̂
β
~̂
β
~̂
β.

NOTA: Omite-se a demonstração.

NOTA: Os graus de liberdade assoiados a SQRE são o número de observações (n) menos o número de

parâmetros do modelo (p+1).

Corolário 3.1

Dado o Modelo de RLM, E
[

SQRE
n−(p+1)

]
= σ2

.
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Demonstração 3.8: Corolário 3.1

Como o valor esperado duma variável aleatória om distribuição Qui-quadrado é igual ao parâmetro

(graus de liberdade) dessa distribuição, e tendo em onta que σ2
e n− (p+1) são ambas onstantes,

tem-se:

E

[
SQRE

σ2

]
= n−(p+1) ⇔ 1

σ2
E [SQRE] = n−(p+1)

⇔ 1

n−(p+1)
E [SQRE] = σ2 ⇔ E

[
SQRE

n−(p+1)

]
= σ2

O Quadrado Médio Residual na Regressão Múltipla.

De�nição 3.10: Quadrado Médio Residual

De�ne-se o Quadrado Médio Residual (QMRE) numa Regressão Linear Múltipla omo

QMRE =
SQRE

n− (p+ 1)

• O QMRE é usado na Regressão Linear omo estimador da variânia dos erros aleatórios, isto é,

toma-se σ̂2 = QMRE. A expressão agora de�nida é a expressão geral: na regressão linear simples

há um únio preditor, pelo que p=1 e tem-se a partiularização da de�nição dada naquele ontexto.

• Como se viu no aetato anterior, QMRE é um estimador entrado de σ2
.

Vejamos agora o efeito de substituir σ2
pelo estimador QMRE, na distribuição indiada no iníio desta

Subseção.

Proposição 3.11: Distribuições para a inferênia sobre βj, j = 0, 1, ..., p

Dado o Modelo de Regressão Linear Múltipla, tem-se

β̂j − βj

σ̂β̂j

⌢ tn−(p+1) ,

om σ̂β̂j
=

√

QMRE · (XtX)−1
(j+1,j+1)

.

Demonstração 3.9: Proposição 3.11
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3.5. INTERVALOS DE CONFIANÇA PARA UM βJ INDIVIDUAL

Vimos na Subseção 3.4.0.2 que ada estimador β̂j veri�a:

Z =
β̂j − βj√

σ2 · (XtX)−1
(j+1,j+1)

⌢ N (0, 1) .

Temos ainda:

W =
SQRE

σ2
⌢ χ2

n−(p+1) e Z,W v.a. independentes .

Logo (ver também a Subseção 2.5.2.1):

Z√
W/(n−(p+1))

=
β̂j − βj√

QMRE · (XtX)−1
(j+1,j+1)

⌢ tn−(p+1) .

Esta Proposição dá-nos os resultados que servem de base à onstrução de intervalos de on�ança e testes

de hipóteses para os parâmetros βj do modelo populaional.

NOTA: A quantidade fulral da Proposição 3.11 tem uma estrutura totalmente análoga aos resultados

orrespondentes na RLS. Assim, os intervalos de on�ança e testes de hipóteses a parâmetros βj individu-

ais são, na Regressão Linear Múltipla, análogos aos da regressão linear simples, dispensando a repetição

de justi�ações que são idêntias às já desritas na regressão linear simples.

3.5 Intervalos de on�ança para um βj individual

Proposição 3.12: Intervalo de Con�ança a (1 − α)× 100% para βj

Dado o Modelo de Regressão Linear Múltipla, um intervalo a (1 − α) × 100% de on�ança para o

parâmetro βj do modelo é:

]
bj − tα

2
[n−(p+1)] · σ̂β̂j

, bj + tα
2

[n−(p+1)] · σ̂β̂j

[
,

om σ̂β̂j
=
√
QMRE · (XtX)−1

(j+1,j+1), e sendo tα
2

[n−(p+1)] o valor que na distribuição tn−(p+1) deixa

à direita uma região de probabilidade

α
2 . O valor bj é o elemento j+1 do vetor das estimativas

~b

(Proposição 3.1).

NOTA: A amplitude do intervalo de on�ança aumenta om o valor de QMRE e o valor diagonal da

matriz (XtX)−1
assoiado ao parâmetro βj em questão.

3.5.1 Intervalos de on�ança para βj no R

A informação neessária para a onstrução de intervalos de on�ança para ada parâmetro βj obtém-se,

no R, a partir das tabelas produzidas pela função summary. No exemplo de regressão linear múltipla om
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os dados dos lírios (a data frame iris), já onsiderado na Subseção 3.2.7, tem-se:

> summary(iris2.lm)

Coeffiients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Interept) -0.24031 0.17837 -1.347 0.18

Petal.Length 0.52408 0.02449 21.399 < 2e-16 ***

Sepal.Length -0.20727 0.04751 -4.363 2.41e-05 ***

Sepal.Width 0.22283 0.04894 4.553 1.10e-05 ***

As estimativas bj enontram-se na oluna de nome Estimate, enquanto que os erros padrões σ̂β̂j
enontram-

se na oluna de nome Std. Error. Assim, estima-se que em média a largura da pétala diminui 0.20727cm

por ada aumento de 1 cm no omprimento da sépala (mantendo-se as outras medições onstantes). O

erro padrão assoiado a esta estimativa é 0.04751.

Como o quantil de ordem 0.975 numa distribuição t-Student om n − (p + 1)= 150 − 4= 146 graus de

liberdade é dado por t0.025(146) = 1.976346, o intervalo a 95% de on�ança para β2 é:

] (−0.20727) − (1.976346)(0.04751) , (−0.20727) + (1.976346)(0.04751) [ = ] −0.3012 , −0.1134 [

Alternativamente, é possível usar a função onfint no objeto iris2.lm, resultante de ajustar a regres-

são, para obter os intervalos de on�ança para ada βj individual:

> onfint(iris2.lm)

2.5 % 97.5 %

(Interept) -0.5928277 0.1122129

Petal.Length 0.4756798 0.5724865

Sepal.Length -0.3011547 -0.1133775

Sepal.Width 0.1261101 0.3195470

Como na regressão linear simples, é possível ontrolar o grau de on�ança assoiado ao intervalo através

do argumento level (ujos valores devem orresponder a uma proporção, entre 0 e 1). Eis os intervalos

a 99% de on�ança para os vários βj :

> onfint(iris2.lm,level=0.99)

0.5 % 99.5 %

(Interept) -0.70583864 0.22522386

Petal.Length 0.46016260 0.58800363

Sepal.Length -0.33125352 -0.08327863

Sepal.Width 0.09510404 0.35055304

3.6 Testes de Hipóteses sobre os parâmetros individuais βj

O mesmo resultado usado para onstruir intervalos de on�ança serve para onstruir testes a hipóteses

para ada βj individual, dado o Modelo de Regressão Linear Múltipla.
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3.6. TESTES DE HIPÓTESES SOBRE OS PARÂMETROS INDIVIDUAIS βJ

3.6.1 Testes bilaterais para βj

Tal omo no aso das regressões lineares simples, a natureza das hipóteses determina o tipo de Re-

gião Crítia assoiado. Comeemos por ver omo lidar om testes a que orrespondem regiões rítias

bilaterais.

Hipóteses: H0 : βj = c vs. H1 : βj 6= c

Estatístia do Teste: T =
β̂j−

= c︷︸︸︷
βj |H0

σ̂
β̂j

⌢ tn−(p+1)

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): Rejeitar H0 se |Tcalc| > tα
2

[n−(p+1)].

3.6.2 Testes unilaterais esquerdos para βj

No aso da Hipótese Alternativa ser do tipo βj < c, a região rítia deverá ser unilateral esquerda.

Hipóteses: H0 : βj ≥ c vs. H1 : βj < c

Estatístia do Teste: T =
β̂j−

= c︷︸︸︷
βj |H0

σ̂
β̂j

⌢ tn−(p+1)

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): Rejeitar H0 se Tcalc < −tα[n−(p+1)].

3.6.3 Testes unilaterais direitos para βj

Finalmente, no aso da Hipótese Alternativa ser do tipo βj > c, a região rítia será unilateral direita.

Hipóteses: H0 : βj ≤ c vs. H1 : βj > c

Estatístia do Teste: T =
β̂j−

= c︷︸︸︷
βj |H0

σ̂
β̂j

⌢ tn−(p+1)

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): Rejeitar H0 se Tcalc > tα[n−(p+1)].

Note-se que, ao estimar σ2
om base no Quadrado Médio Residual, a matriz de (o-)variânias do vetor

de estimadores

~̂
β
~̂
β
~̂
β, V [

~̂
β
~̂
β
~̂
β] = σ2 (XtX)−1

passa a ser estimada pela matriz indiada na Nota 3.3.
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Nota 3.3: Matriz estimada de (o-)variânias de

~̂
β
~̂
β
~̂
β

No estudo do modelo de regressão linear múltipla, a matriz de (o-)variânias do vetor de estima-

dores

~̂
β
~̂
β
~̂
β é estimada pela matriz:

̂
V [

~̂
β
~̂
β
~̂
β] = QMRE · (XtX)−1 . (3.18)

3.7 Inferênia sobre ombinações lineares dos parâmetros

Seja
~a = (a0, a1, ..., ap)

t
um vetor de onstantes (não aleatório) em Rp+1

. O produto interno
~at~βββ de�ne

uma ombinação linear dos parâmetros do modelo:

~at~βββ =
[
a0 a1 a2 ... ap

]




β0

β1

β2

.

.

.

βp




= a0β0 + a1β1 + a2β2 + ...+ apβp . (3.19)

Eis alguns asos partiulares importantes de ombinações lineares dos parâmetros βj (que não esgotam

todas as possibilidades de ombinações lineares):

um βj individual: se ~a = (0 0 ... 1︸︷︷︸
=aj

... 0)t é um vetor om um únio elemento não-nulo, de valor 1,

na posição j +1 (orrespondente a aj), a ombinação linear (3.19) reduz-se a um únio parâmetro,

mais onretamente βj : ~at~βββ = βj . Este aso partiular já foi onsiderado antes e não introduz

novidades.

a soma ou diferença de dois parâmetros: seja
~a = (0 0 ... 0 1︸︷︷︸

=ai

0 ... ±1︸︷︷︸
=aj

... 0)t um vetor om

apenas dois elementos não-nulos, 1 na posição i+1 e ±1 na posição j+1. Nesse aso, a ombinação

linear será a soma ou a diferença de dois parâmetros:
~at~βββ = βi ± βj.

o valor esperado de Y , para valores dados das variáveis preditoras: aso
~a = (1, x1, x2, ..., xp),

sendo xj um possível valor da variável preditora Xj , então ~at~βββ representa o valor esperado de Y

assoiado aos valores indiados das variáveis preditoras :

~at~βββ = β0 + β1x1 + β2x2 + ...+ βpxp

= E[Y |X1=x1, X2=x2, ..., Xp=xp] = µY |~x.

Na notação mais sintétia µY |~x, ~x=(x1, x2, ..., xp) é o vetor dos valores das variáveis preditoras.

Obtendo-se resultados infereniais para qualquer ombinação linear
~at~βββ dos parâmetros obtêm-se auto-

matiamente resultados infereniais para estes (e outros) asos partiulares.
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Para estimar
~at~βββ = a0β0 + a1β1 + a2β2 + ...+ apβp, usa-se o estimador:

~at
~̂
β
~̂
β
~̂
β = a0β̂0 + a1β̂1 + a2β̂2 + ...+ apβ̂p . (3.20)

Resultados infereniais sobre as ombinações lineares
~at~βββ dos parâmetros exigem o onheimento duma

distribuição de probabilidades assoiada a este estimador
~at
~̂
β
~̂
β
~̂
β.

3.7.1 Quantidade fulral para a inferênia sobre
~at~βββ

Na Proposição 3.13 tem-se o resultado que serve de base à onstrução de intervalos de on�ança e testes

de hipóteses para quaisquer ombinações lineares dos parâmetros βj do modelo.

Proposição 3.13: Distribuições para ombinações lineares dos βs

Dado o Modelo de Regressão Linear Múltipla, tem-se

~at
~̂
β
~̂
β
~̂
β − ~at~βββ

σ̂
~at~̂βββ

⌢ tn−(p+1) ,

om σ̂
~at~̂βββ

=
√
QMRE · ~at(XtX)−1~a.

Demonstração 3.10: Proposição 3.13

A multinormalidade de

~̂
β
~̂
β
~̂
β (Proposição 3.9) implia a normalidade de qualquer vetor que seja uma

ombinação linear das suas omponentes (lembrar as propriedades de vetores Multinormais, vistas

na Proposição 3.7). Assim, e tendo em onta as restantes propriedades dessa mesma Proposição,

tem-se:

• ~̂
β
~̂
β
~̂
β ⌢ Np+1

(
~βββ , σ2 (XtX)−1

)
;

• Combinações lineares de vetores Multinormais têm distribuição Normal:

~at
~̂
β
~̂
β~̂β ⌢ N (~at~βββ , σ2 ~at(XtX)−1~a );

• Subtraindo a média e dividindo pelo desvio padrão de
~at
~̂
β
~̂
β~̂β obtém-se uma Normal reduzida:

Z =
~at~̂β
~̂
β
~̂
β−~at~βββ√

σ2 ~at(XtX)−1~a
⌢ N (0, 1);

• Por um raioínio análogo ao usado aquando dos βs individuais, tem-se então

~at
~̂
β
~̂
β
~̂
β − ~at~βββ√

QMRE · ~at(XtX)−1~a
⌢ tn−(p+1) .
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NOTA: Repare-se na analogia da estrutura desta quantidade fulral om os resultados anteriores, re-

lativos a βjs individuais (Proposição 3.11): a quantidade fulral é sempre a razão entre a diferença do

estimador e a quantidade que se pretende estimar, a dividir pelo erro padrão assoiado à estimação.

Esta analogia signi�a que a forma de onstrução de intervalos de on�ança ou testes de hipóteses às

ombinações lineares
~at~βββ dos parâmetros do modelo é análoga à que foi usada na onstrução do mesmo

tipo de ferramentas infereniais, aquando do estudo dos parâmetros βj individuais.

3.7.2 Intervalos de on�ança para
~at~βββ

Comeemos por ver intervalos de on�ança para uma ombinação linear genéria,
~at~βββ = a0β0 + a1β1 +

a2β2 + ...+ apβp.

Proposição 3.14: Intervalo de Con�ança a (1 − α)× 100% para
~at~βββ

Dado o Modelo de Regressão Linear Múltipla, um intervalo a (1 − α) × 100% de on�ança para a

ombinação linear dos parâmetros,
~at~βββ = a0β0 + a1β1 + ...+ apβp, é:

]
~at~b − tα

2 [n−(p+1)] · σ̂
~at~̂βββ

, ~at~b + tα
2 [n−(p+1)] · σ̂

~at~̂βββ

[
,

om
~at~b = a0b0 + a1b1 + ...+ apbp e σ̂

~at~̂βββ
=

√
QMRE · ~at(XtX)−1~a.

Demonstração 3.11: Proposição 3.14

Vamos onstruir o intervalo de on�ança a (1−α)×100% para
~at~βββ, a partir da distribuição indiada

no enuniado. Sendo tα
2
o valor que, numa distribuição tn−(p+1), deixa à direita uma região de pro-

babilidade

α
2 , temos a seguinte a�rmação probabilístia, na qual trabalhamos a dupla desigualdade

até deixar a ombinação linear (para a qual se quer o intervalo de on�ança) isolada no meio:

P


−tα

2
<

~at~̂βββ − ~at~βββ

σ̂
at

ˆ~βββ

< tα
2


 = 1− α

P

[
−tα

2
· σ̂

at
ˆ~βββ

< ~at~̂βββ − ~at~βββ < tα
2
· σ̂

at
ˆ~βββ

]
= 1− α

P

[
tα

2
· σ̂

at
ˆ~βββ

> ~at~βββ − ~at~̂βββ > −tα
2
· σ̂

at
ˆ~βββ

]
= 1− α (multiplicando por − 1)

P

[
~at~̂βββ − tα

2
· σ̂

at
ˆ~βββ

< ~at~βββ < ~at~̂βββ + tα
2
· σ̂

at
ˆ~βββ

]
= 1− α

Assim, alulando o valor
~at~b = a0b0+a1b1+ ...+apbp do estimador

~at~̂βββ e o erro padrão σ̂
at

ˆ~βββ
, para
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a nossa amostra, temos o intervalo a (1−α)×100% de on�ança para
~at~βββ = a0β0+a1β1+ ...+apβp:

]
~at~b− tα

2 [n−(p+1)] · σ̂
at

ˆ~βββ
, ~at~b+ tα

2 [n−(p+1)] · σ̂
at

ˆ~βββ

[

3.7.3 Testes de Hipóteses sobre os parâmetros

Dado o Modelo de Regressão Linear Múltipla, tem-se:

3.7.3.1 Testes de Hipóteses bilateral para
~at~βββ

Hipóteses: H0 : ~at~βββ = c vs. H1 : ~at~βββ 6= c.

Estatístia do Teste: T =
~at~̂βββ−

= c︷ ︸︸ ︷
~at~βββ|H0

σ̂
~at

~̂
βββ

⌢ tn−(p+1) , se H0 verdade.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): Rejeitar H0 se |Tcalc| > tα
2

[n−(p+1)].

3.7.3.2 Testes de Hipóteses unilateral esquerdo para
~at~βββ

Hipóteses: H0 : ~at~βββ ≥ c vs. H1 : ~at~βββ < c.

Estatístia do Teste: T =
~at~̂βββ−

= c︷ ︸︸ ︷
~at~βββ|H0

σ̂
~at

~̂
βββ

⌢ tn−(p+1) , se H0 verdade.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): Rejeitar H0 se Tcalc < −tα[n−(p+1)].

3.7.3.3 Testes de Hipóteses unilateral direito para
~at~βββ

Hipóteses: H0 : ~at~βββ ≤ c vs. H1 : ~at~βββ > c.

Estatístia do Teste: T =
~at~̂βββ−

= c︷ ︸︸ ︷
~at~βββ|H0

σ̂
~at

~̂
βββ

⌢ tn−(p+1) , se H0 verdade.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): Rejeitar H0 se Tcalc > tα[n−(p+1)].
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3.7.4 Comentários sobre asos partiulares

Viram-se três asos partiulares importantes de ombinações lineares dos parâmetros. Eis algumas on-

siderações sobre a apliação nesses asos partiulares dos resultados infereniais gerais para ombinações

lineares dos parâmetros:

• No aso de βj individuais (~a
t~βββ = βj), os intervalos e testes aabados de enuniar são idêntios aos

dados nas Subseções 3.5 e 3.6.

• No aso de somas ou diferenças de βs individuais (~at~βββ = βj ± βj), o erro padrão pode alular-se

através duma fórmula alternativa, que tem a sua origem nas expressões para a variânia da soma ou

diferença de duas variáveis aleatórias: V [X±Y ]=V [X ]+V [Y ]±2Cov[X,Y ]. De fato, onsiderando

o erro padrão σ̂
~at~̂βββ

= σ̂β̂i±β̂j
, vem:

σ̂β̂i±β̂j
=

√
̂V [β̂i ± β̂j] =

√
V̂ [β̂i] + V̂ [β̂j]± 2 · ̂Cov[β̂i,β̂j]

=
√

QMRE·[(Xt
X)

−1
(i+1,i+1)

+(Xt
X)

−1
(j+1,j+1)

±2(Xt
X)

−1
(i+1,j+1)]

Os valores neessários para alular as três parelas debaixo da raíz quadrada enontram-se na

matriz de (o-)variânias estimada de

~̂
β
~̂
β
~̂
β, expliitada na Nota 3.3.

• No aso de
~a onter os valores das variáveis preditoras usados na i-ésima observação om que o

modelo foi ajustado, o vetor
~at será a linha i da matrix X e o vetor

~a é a oluna i da matriz Xt
.

Nesse aso,
~at(XtX)−1~a será o elemento da linha i, oluna i, da matriz de projeções ortogonal

H = X(XtX)−1Xt
, que designaremos hii. Uma inferênia sobre

~at~βββ envolvendo um tal vetor
~a

terá assim erro padrão assoiado dado por:

σ̂
~at~̂βββ

=
√
QMRE · ~at(XtX)−1~a =

√
QMRE · hii .

3.7.5 Exemplo de intervalo de on�ança para a soma de dois parâmetros

Considere-se de novo o exemplo dos lírios, já analisado nas Subseções 3.2.7 e 3.5.1. Vamos exempli�ar

a onstrução dum intervalo de on�ança para a soma β2 + β3. Partiularizando o resultado geral obtido

na Proposição 3.14 para qualquer ombinação linear dos parâmetros βj , um intervalo de on�ança para

β2 + β3 é da forma:

]
(b2 + b3) − tα

2 [n−(p+1)] · σ̂β̂2+β̂3
, (b2 + b3) + tα

2 [n−(p+1)] · σ̂β̂2+β̂3

[
(3.21)

Na listagem da Subseção 3.5.1 viu-se que b2 = −0.20727 e b3 = 0.22283. Logo b2+ b3 = −0.20727 +

0.22283 = 0.01556. Este será o ponto entral do intervalo de on�ança. Na mesma Subseção viu-se

ainda que t0.025(146) = 1.976346. Falta determinar o erro padrão estimado de β̂2 + β̂3, ou seja, σ̂β̂2+β̂3
.

Para tal, e omo se viu aima, será neessária a matriz das (o)variânias estimadas dos estimadores

~̂
β
~̂
β
~̂
β,

̂
V [

~̂
β
~̂
β
~̂
β]=QMRE · (XtX)−1

(equação 3.18). No R, esta matriz é alulada pela função vov, apliada a uma

regressão já ajustada. Assim,
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> vov(iris2.lm)

(Interept) Petal.Length Sepal.Length Sepal.Width

(Interept) 0.031815766 0.0015144174 -0.005075942 -0.002486105

Petal.Length 0.001514417 0.0005998259 -0.001065046 0.000802941

Sepal.Length -0.005075942 -0.0010650465 0.002256837 -0.001344002

Sepal.Width -0.002486105 0.0008029410 -0.001344002 0.002394932

O erro padrão estimado de β̂2 + β̂3 pode ser alulado da forma disutida na Subseção anterior:

σ̂β̂2+β̂3
=

√
̂V [β̂2] +

̂V [β̂3] + 2 ̂Cov[β̂2, β̂3]

=
√
0.002256837+ 0.002394932+ 2(−0.001344002) = 0.04431439 .

Substituindo na expressão (3.21), tem-se o seguinte intervalo a 95% de on�ança para β2 + β3:

] − 0.07202057 , 0.1031406 [ .

Entre os valores admissíveis para β2 + β3 enontra-se o valor zero, pelo que é admissível que β2=−β3.

Na próxima Seção será onsiderada a inferênia relativa a valores da variável resposta.

3.8 Inferênia sobre valores de Y

3.8.1 Intervalos de on�ança para µY |~x

Já se viu na Seção 3.7 que se
~a é um vetor ujo primeiro elemento seja 1 e os restantes sejam valores

das p variáveis preditoras, a ombinação linear
~at~βββ será a o valor esperado de Y , dado esse onjunto de

valores das variáveis preditoras: µY |~x = E[Y |X1= x1, X2 = x2, ..., Xp= xp]. Nesse aso, o intervalo de

on�ança da Subseção 3.7.2 partiulariza-se da seguinte forma:

]
µ̂Y |~x − tα

2
[n−(p+1)] · σ̂µ̂Y |~x , µ̂Y |~x + tα

2
[n−(p+1)] · σ̂µ̂Y |~x

[
(3.22)

sendo
~x = (x1, x2, ..., xp) o vetor dos valores dos preditores, e

• µ̂Y |~x = b0 + b1x1 + b2x2 + ...+ bpxp; e

• σ̂µ̂Y |~x =
√
QMRE · ~at(XtX)−1~a , om

~a = (1, x1, x2, ..., xp).

3.8.2 Intervalos de predição para observações individuais de Y

Pode também obter-se, de forma análoga ao que foi visto na regressão linear simples, um intervalo de

predição para uma observação individual de Y , assoiada aos valores X1 = x1, X2 = x2, ..., Xp = xp das

variáveis preditoras.

Tal omo se fez na regressão linear simples, a medida de variabilidade assoiada a estes intervalos é

aumentada em QMRE unidades. Conretamente, toma-se omo estimativa da variânia assoiada a uma
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observação individual de Y a soma:

σ̂2
indiv = σ̂2

µ̂Y |~x + σ̂2 = QMRE · ~at(XtX)−1~a+QMRE = QMRE ·
[
~at(XtX)−1~a+ 1

]
. (3.23)

Assim, o intervalo de predição ((1−α)× 100%) para uma observação individual de Y é:

]
µ̂Y |~x − tα

2
[n−(p+1)] · σ̂indiv , µ̂Y |~x + tα

2
[n−(p+1)] · σ̂indiv

[
(3.24)

onde
~x = (x1, x2, ..., xp)

t
india o vetor dos valores dos preditores e

• µ̂Y |~x = b0 + b1x1 + b2x2 + ...+ bpxp; e

• σ̂indiv =
√
QMRE [1 + ~at(XtX)−1~a] com ~a = (1, x1, x2, ..., xp).

3.8.3 Inferênia sobre valores de Y no R

É possível obter o intervalo de on�ança referido na Subseção 3.8.1 através do omando predit, tal

omo na regressão linear simples. No exemplo dos lírios, um intervalo a 95% de on�ança para a largura

esperada de pétalas de �ores om Petal.Length=2, Sepal.Length=5 e Sepal.Width=3.1 orresponde a

usar o vetor
~a = (1, 2, 5, 3.1)t. No R, esse intervalo de on�ança é obtido da seguinte forma:

> predit(iris2.lm, new=data.frame(Petal.Length=2, Sepal.Length=5, Sepal.Width=3.1),

+ int="onf")

fit lwr upr

[1,℄ 0.462297 0.4169203 0.5076736

O intervalo a 95% de on�ança para E[Y |X1=2, X2=5, X3=3.1] é assim ] 0.4169 , 0.5077 [.

É possível obter um intervalo de predição no R, através do omando predit usando o argumento

int=�pred�, tal omo na regressão linear simples. Eis, na regressão linear múltipla que tem estado

a ser onsiderada om os dados dos lírios, o intervalo de predição para a largura da pétala, num lírio ujo

omprimento de pétala seja 2 e om sépala de omprimento 5 e largura 3.1:

> predit(iris2.lm, new=data.frame(Petal.Length=2, Sepal.Length=5, Sepal.Width=3.1),

+ int="pred")

fit lwr upr

[1,℄ 0.462297 0.08019972 0.8443942

O intervalo de predição pedido é ] 0.0802 , 0.8444 [. Trata-se dum intervalo de enorme amplitude,

provavelmente de reduzido interesse prátio.

3.9 Avaliando a qualidade do ajustamento: o teste F global

Numa Regressão Linear Simples, se β1=0, a equação do modelo reduz-se a Y =β0+ ǫ, o hamado Modelo

Nulo. Neste aso, o onheimento do preditor X em nada ontribui para o onheimento de Y (o Modelo

Nulo não tira partido da informação do preditor).
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Numa Regressão Linear Múltipla o Modelo Nulo, de equação Yi = β0 + ǫi, orresponde a admitir que

todas as variáveis preditoras têm oe�iente βj nulo. As hipóteses que queremos testar são então:

H0 : β1 = β2 = ... = βp = 0

(Inexistênia de relação linear)

vs.

H1 : ∃ j = 1, ..., p tal que βj 6= 0

(Existênia de relação linear)

Nota 3.4

1. Repare-se que β0 não intervém nas hipóteses.

2. A Hipótese Nula exige que em simultâneo os parâmetros βj (j > 0) que multipliam variáveis

preditores sejam todos nulos. Esta hipótese não pode ser estudada através de p testes t-

Student a que ada βj seja nulo, uma vez que em ada um desses testes admite-se que os

restantes parâmetros são livres de tomar qualquer valor.

3.9.1 O Teste F de ajustamento global do Modelo

Vamos obter uma estatístia de teste para optar entre as hipóteses aima referidas. Tal omo na disussão

no ontexto da regressão linear simples, é natural sup�r que a Soma de Quadrados assoiada à Regressão,

SQR, seja útil, uma vez que se trata do numerador do Coe�iente de Determinação R2 = SQR
SQT , um

indiador que, sendo válido o Modelo Nulo, deveria tomar valores próximos de zero.

3.9.1.1 Distribuição assoiada a SQR

A Soma de Quadrados assoiada à Regressão de�ne-se omo SQR =
n∑

i=1

(Ŷi − Y )2. Tem-se o seguinte

resultado (uja demonstração se omite por exeder o âmbito da disiplina):

Proposição 3.15: Distribuição assoiada a SQR

Dado o Modelo de Regressão Linear Múltipla,

• SQR
σ2 ⌢ χ2

p , se β1 = β2 = ... = βp = 0.

• SQR e SQRE são variáveis aleatórias independentes.

Este resultado vai permitir obter a estatístia do teste para optar entre as Hipóteses formuladas no iníio

da Seção 3.9.
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3.9.1.2 A estatístia do teste F

Comeemos por de�nir o Quadrado Médio assoiado à Regressão, no ontexto duma regressão linear

múltipla.

De�nição 3.11: Quadrado Médio da Regressão

De�ne-se o Quadrado Médio assoiado à Regressão omo sendo:

QMR =
SQR

p
.

Podemos agora de�nir a estatístia do teste F de ajustamento global.

Proposição 3.16: A estatístia do teste F de ajustamento global

Seja dado o Modelo de Regressão Linear Múltipla om p variáveis preditoras e ajustada om n

observações. Se β1=β2= ...=βp=0, tem-se:

F =
QMR

QMRE
=

n−(p+1)

p
· R2

1−R2
⌢ Fp,n−(p+1) .

Demonstração 3.12: Proposição 3.16

Temos (veja também a Subseção 2.9.1), que se H0 f�r verdade, ou seja, se βj = 0 , ∀i = 1 : p,

então:

W = SQR
σ2 ⌢ χ2

p

V = SQRE
σ2 ⌢ χ2

n−(p+1)

W,V independentes





⇒ W/p

V/n−(p+1)
=

QMR

QMRE
⌢ Fp,n−(p+1) ,

sendo QMR = SQR
p e QMRE = SQRE

n−(p+1) .

A segunda expressão para a estatístia F obtém-se a partir das de�nições de ada Quadrado Médio,

seguindo passos análogos aos usados na demonstração da proposição 2.19.

Sendo válido o Modelo RLM, pode efetuar-se o seguinte Teste F de ajustamento global do modelo RLM.

3.9.1.3 Os passos do teste F de ajustamento global

A segunda expressão da estatístia F (Proposição 3.16) torna evidente que, também numa Regressão

Linear Múltipla, a estatístia F é uma função resente do Coe�iente de Determinação amostral, R2
.

Assim, quanto maior o valor de R2
, maior o valor de Fcalc, e menos plausível se torna a Hipótese Nula
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(ou seja, menos plausível é a inexistênia duma relação linear entre a variável resposta e os preditores).

Desta forma, também aqui é adequada uma Região Crítia unilateral direita. Eis os passos do teste:

Hipóteses: H0 : β1 = β2 = ... = βp = 0

vs.

H1 : ∃ j = 1, ..., p tal que βj 6= 0.

Estatístia do Teste: F = QMR
QMRE ⌢ Fp,n−(p+1) se H0.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): (Unilateral direita) Rejeitar H0 se Fcalc > fα[p,n−(p+1)].
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3.9.1.4 Formulação alternativa do Teste F de ajustamento global

As hipóteses do teste podem esrever-se usando o Coe�iente de Determinação populaional, R2
:

H0 : R2 = 0 vs. H1 : R2 > 0 .

A hipóteseH0 : R2 = 0 india ausênia de relação linear entre Y e o onjunto dos preditores. Corresponde

ao Modelo Nulo, sem qualquer papel para os preditores. A sua rejeição não garante um bom ajustamento

do modelo. Apenas permite dizer que o nosso modelo difere signi�ativamente desse Modelo Nulo.

O teste de ajustamento global pode também ser esrito usando estas formulações alternativas das hipó-

teses e/ou da estatístia do teste:

Hipóteses: H0 : R2 = 0 vs. H1 : R2 > 0.

Estatístia do Teste: F = n−(p+1)
p · R2

1−R2 ⌢ F[p,n−(p+1)] se H0.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): (Unilateral direita) Rejeitar H0 se Fcalc > fα(p,n−(p+1))

• A hipótese nula H0 : R2 = 0 a�rma que, na população, o oe�iente de determinação é nulo.

• Com esta formulação, torna-se evidente a opção por uma região rítia unilateral direita: quanto

maior o valor amostral de R2
, mais improvável se torna a hipótese nula R2=0.
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3.9.1.5 A tabela de síntese do ajustamento global

Pode sintetizar-se a informação usada num teste de ajustamento global num quadro-resumo da regressão:

Fonte graus de liberdade Somas de Quadrados Quadrados Médios Fcalc

Regressão p SQR =
∑n

i=1(ŷi − ȳ)2 QMR = SQR
p

QMR
QMRE

Resíduos n− (p+ 1) SQRE =
∑n

i=1(yi − ŷi)
2 QMRE = SQRE

n−p−1

Total n− 1 SQT =
∑n

i=1(yi − ȳ)2 � �

3.10 Modelo e Submodelos: o teste F parial

Um problema que surge em modelos de regressão linear múltipla (e que não fazia sentido nas regressões

lineares simples) é o de saber se um dado modelo que se onsidera ter um ajustamento adequado, pode

eventualmente ser simpli�ado. Reordemos o prinípio da parimónia na modelação: entre dois modelos

que desrevam adequadamente uma dada variável resposta, preferimos o que seja mais simples (mais

parimonioso).

A apliação deste prinípio no nosso ontexto traduz-se em saber se, aso se disponha de um modelo de

Regressão Linear Múltipla om um ajustamento onsiderado adequado, será possível obter um modelo

om menos variáveis preditoras, sem perder signi�ativamente em termos de qualidade de ajustamento.

Exempli�quemos a ideia partindo de um modelo de Regressão Linear Múltipla om ino variáveis pre-

ditoras. A equação de base é assim:

Y = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x3 + β4x4 + β5x5 .

Chamamos submodelo a um modelo de regressão linear múltipla ontendo apenas algumas das variá-

veis preditoras, omo seria por exemplo o seguinte modelo de regressão linear múltipla, apenas om os

preditores x2 e x5:

Y = β0 + β2x2 + β5x5 .

Note-se que se opta por manter a indexação que as variáveis preditoras tinham no modelo ompleto

original, a �m de evitar onfusões. Podemos identi�ar o submodelo através do onjunto dos índies, S,
das variáveis preditoras que pertenem ao submodelo. No exemplo aima, ter-se-ia S = {2, 5}.

O modelo ompleto e um seu submodelo são idêntios aso βj =0 para todas as variáveis preditoras Xj

ujo índie não pertença a S. Aqui, apenas se onsideram índies j maiores ou iguais a 1, que são os

índies orrespondentes a variáveis preditoras. A onstante aditiva β0 não intervem nesta disussão.

3.10.1 O teste F parial, para omparar um modelo e submodelo

Para avaliar se um dado modelo difere signi�ativamente dum seu submodelo (identi�ado pelo onjunto

S dos índies das suas variáveis), preisamos de optar entre as hipóteses:
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H0 : βj = 0 , ∀j /∈ S vs. H1 : ∃ j /∈ S tal que βj 6= 0.

(SUBMODELO = MODELO) (SUBMODELO PIOR)

Admite-se que β0 faz sempre parte dos submodelos onsiderados. Por isso, a onstante aditiva β0 não

faz parte das hipóteses em onfronto. Note-se que β0 não é relevante do ponto de vista da parimónia:

a sua presença não implia trabalho adiional de reolha de dados, nem de interpretação do modelo (ao

mesmo tempo que permite um melhor ajustamento do modelo).

3.10.1.1 Estatístia de teste para omparar modelo e submodelo

A estatístia de teste envolve a omparação das Somas de Quadrados Residuais do:

• modelo ompleto (refereniado pelo índie C e om p preditores); e do

• submodelo (refereniado pelo índie S e om k preditores).

Proposição 3.17: A estatístia do teste F parial

Seja dado um Modelo de Regressão Linear Múltipla om p preditores, e um seu submodelo om

apenas k < p preditores. Caso βj = 0, para todas as variáveis preditoras Xj não pertenentes ao

submodelo, tem-se o seguinte resultado:

F =

SQRES−SQREC

p−k

SQREC

n−(p+1)

⌢ Fp−k , n−(p+1) ,

onde SQREC e SQRES indiam as Somas de Quadrados Residuais, respetivamente, do modelo

ompleto e do submodelo.

Notas:

• Omite-se a demonstração deste resultado.

• A ondição na qual a distribuição da quantidade F é Fp−k,n−(p+1) orresponde à Hipótese Nula

aima referida.

• O denominador de F é o Quadrado Médio Residual do modelo ompleto.

• Veri�a-se neessariamente que SQRES ≥ SQREC , uma vez que a variabilidade expliada pelo

modelo ompleto nuna pode aumentar se se deixarem alguns preditores fora do modelo. Mas

enquanto as duas Somas de Quadrados Residuais forem próximas em valor (ou seja, enquanto o

valor de F f�r próximo de zero), não há razões para duvidar de que o modelo e o submodelo di�ram.

Quanto maior f�r SQRES em relação a SQREC , mais duvidosa será a Hipótese Nula. Assim, são

os valores grandes da estatístia que levantam dúvidas sobre a Hipótese Nula, H0, o que aponta

para uma região rítia unilateral direita do teste.
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Tem-se então o seguinte teste de hipóteses para omparar um modelo ompleto de regressão linear múltipla

om um seu submodelo, teste este que é onheido por teste F parial ou teste F a modelos enaixados

(nested models, em inglês).

3.10.1.2 Os passos do teste F parial

Hipóteses:

H0 : βj = 0 , ∀j /∈ S vs. H1 : ∃ j /∈ S tal que βj 6= 0.

Estatístia do Teste:

F = (SQRES−SQREC)/(p−k)
SQREC/[n−(p+1)] ⌢ Fp−k , n−(p+1), sob H0.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): (Unilateral direita) Rejeitar H0 se Fcalc > fα[p−k , n−(p+1)].
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3.10.1.3 Expressões alternativas para as Hipóteses e a estatístia do teste

A estatístia do teste F de omparação de um modelo ompleto om p preditores, e um seu submodelo om

apenas k preditores pode ser esrita numa forma alternativa, envolvendo os Coe�ientes de Determinação

amostrais do modelo ompleto (R2
C) e do submodelo (R2

S).

Assinale-se que a Soma de Quadrados Total SQT =
n∑

i=1

(Yi − Y )2 = (n−1)S2
Y não depende do modelo

ajustado, sendo assim igual para o modelo e submodelo (desde que eles sejam ajustados om as mesmas

observações da variável resposta). Esta mesma quantidade SQT é deomposta de formas diferentes no

modelo e submodelo, gerando assim também diferentes valores dos oe�ientes de determinação:

Deomposição Coe�iente de Determinação

Modelo Completo SQT = SQRC + SQREC R2
C = SQRC

SQT

Submodelo SQT = SQRS + SQRES R2
S = SQRS

SQT

Usando estas deomposições alternativas, tem-se o seguinte resultado.
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Proposição 3.18: Expressão alternativa da estatístia do teste F parial

Uma expressão alternativa da estatístia do teste F parial é dada por:

F =
n− (p+ 1)

p− k
· R

2
C −R2

S

1−R2
C

. (3.25)

Demonstração 3.13: Proposição 3.18

A estatístia do teste F parial pode ser re-esrita da seguinte forma:

F =
n− (p+ 1)

p− k

SQRES − SQREC

SQREC
=

n− (p+ 1)

p− k

(✟✟✟SQT − SQRS)− (✟✟✟SQT − SQRC)

SQT − SQRC

=
n− (p+ 1)

p− k

SQRC − SQRS

SQT − SQRC
·

1
SQT
1

SQT︸ ︷︷ ︸
=1

=
n− (p+ 1)

p− k

SQRC

SQT − SQRS

SQT

SQT
SQT − SQRC

SQT

=
n− (p+ 1)

p− k
· R

2
C −R2

S

1−R2
C

.

As hipóteses do teste também se podem esrever omo

H0 : R2
C = R2

S vs. H1 : R2
C > R2

S ,

A hipótese H0 india que o grau de relaionamento linear entre Y e o onjunto dos preditores é idêntio

no modelo e no submodelo. Juntando as hipóteses assim expressas à expressão alternativa da estatístia

(equação 3.25), tem-se a seguinte formulação alternativa do teste F parial.

Hipóteses: H0 : R2
C = R2

S vs. H1 : R2
C > R2

S .

Estatístia do Teste: F = n−(p+1)
p−k · R2

C−R2
S

1−R2
C

⌢ Fp−k , n−(p+1), sob H0.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): (Unilateral direita) Rejeitar H0 se Fcalc > fα[p−k , n−(p+1)]
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Caso não se rejeite a hipótese nula H0, os modelo e submodelo não podem ser onsiderados signi�-

ativamente diferentes. Nesse aso, o prinípio da parimónia sugere a opção pelo submodelo (mais

parimonioso). Caso se rejeite H0, o modelo deve ser onsiderado signi�ativamente melhor do que o

submodelo pelo que, do ponto de vista estatístio, é aonselhada a esolha do modelo ompleto. Como

sempre, estas onlusões podem ser ondiionadas por onsiderações de outro tipo, mas não devem ignorar

a disussão de base estatístia agora desrita.

3.10.2 O teste F parial a submodelos no R

A informação neessária para um teste F parial obtém-se no R através da função anova, om dois

argumentos: os objetos lm resultantes de ajustar o modelo ompleto e o submodelo sob omparação.

No onjunto de dados dos lírios, a omparação entre o modelo ompleto de regressão linear múltipla

ajustado na Subseção 3.2.7 e o submodelo de regressão linear simples ajustado na Subseção 2.6.2

produz os seguintes resultados:

> anova(iris.lm, iris2.lm)

Analysis of Variane Table

Model 1: Petal.Width ~ Petal.Length

Model 2: Petal.Width ~ Petal.Length + Sepal.Length + Sepal.Width

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

1 148 6.3101

2 146 5.3803 2 0.9298 12.616 8.836e-06 ***

Os valores indiados na oluna RSS orrespondem às Somas de Quadrados Residuais (Residual Sums of

Squares, em inglês) de ada modelo. À esquerda, na oluna de nome Res.Df, enontram-se os respetivos

graus de liberdade: n−(p+1) no aso do modelo ompleto e n−(k+1) no aso do submodelo. Na oluna de

nome Df enontra-se a diferença entre estes graus de liberdade (ou seja, p−k) e na oluna de nome Sum of

Sq enontra-se a diferença das Somas de Quadrados Residuais (ou seja, a diferença SQRES − SQREC).

Finalmente, na oluna de nome F está o valor da estatístia do teste F parial desrito na Subseção

3.10.1.1 e, ao lado, o respetivo valor de prova (p-value).

O valor alulado da estatístia é Fcalc = 12.616 e o respetivo p-value é p= 8.836 × 10−6
, pelo que se

rejeita a hipótese nula de igualdade de modelo e submodelo: o ajustamento do modelo ompleto deve ser

onsiderado signi�ativamente melhor do que o ajustamento do submodelo.

Deve sublinhar-se que este teste F parial não equivale a efetuar testes t-Student separados às hipóteses

de que ada preditor que distingue o modelo e o submodelo esteja individualmente assoiado a um

oe�iente βj nulo. Exempli�quemos onsiderando os dados relativos ao Exeríio RLM 2, om os dados

brix (relativos a framboesas). A tabela assoiada à regressão da variável Brix sobre as restantes é:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Interept) 6.08878 1.00252 6.073 0.000298 ***

Diametro 1.27093 0.51219 2.481 0.038030 *

Altura -0.70967 0.41098 -1.727 0.122478

Peso -0.20453 0.14096 -1.451 0.184841
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pH 0.51557 0.33733 1.528 0.164942

Auar 0.08971 0.03611 2.484 0.037866 *

Nas duas olunas �nais (de nomes t value e Pr(>|t|)) está a informação relativa aos testes t a hipóteses

do tipo βj = 0 (valor alulado da estatístia T e respetivo p-value). Essa informação pode ser usada

para identi�ar eventuais preditores que não desempenhem um papel signi�ativo na previsão da variável

resposta Y . De fato, se βj = 0 (om j ≥ 1), a parela βjxj na equação do modelo será sempre nula,

independentemente dos valores de xj . Nesse aso, a variável xj não partiipa na de�nição dos valores

da variável resposta Y . Ora, pela tabela aima, onlui-se que qualquer das variáveis preditoras Altura,

Peso ou pH pode ser individualmente exluída do modelo sem afetar de forma signi�ativa a qualidade

do modelo (os respetivos p-values são todos maiores do que os níveis usuais de α, pelo que não se

rejeita a hipótese nula βj=0). Mas não é legítimo onluir que Altura, Peso e pH são simultaneamente

dispensáveis, omo se pode veri�ar proedendo a um teste F parial omparando as regressões lineares

múltiplas om, e sem, esses preditores:

> anova(brix2.lm,brix.lm)

Analysis of Variane Table

Model 1: Brix ~ Diametro + Auar

Model 2: Brix ~ Diametro + Altura + Peso + pH + Auar

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

1 11 0.42743

2 8 0.14925 3 0.27818 4.97 0.03104 *

3.10.3 Relação entre os testes-t a parâmetros individuais e o teste F parial

Caso o modelo e submodelo di�ram num únio preditor, Xj, o teste F parial desrito nesta Seção é

equivalente ao teste t-Student às hipóteses H0 : βj = 0 vs. H1 : βj 6= 0. Nesse aso, não apenas as

hipóteses dos dois testes são iguais, omo a estatístia do teste F parial é o quadrado da estatístia do

teste t referido. Tem-se p− k = 1, e omo é sabido (ver os apontamentos da disiplina de Estatístia dos

primeiros ilos do ISA), se uma variável aleatória T tem distribuição tν , então o seu quadrado, T 2
tem

distribuição F1,ν .

Assim, o teste F parial para omparar o modelo de regressão linear múltipla da variável Brix sobre todos

os restantes preditores, om o modelo de regressão linear múltipla de Brix sobre os quatro preditores

que resultam de exluir o preditor Altura será (a menos de erros de arredondamento) Fcalc = T 2
calc =

(−1.727)2 = 2.9825. O respetivo valor de prova tem de ser igual ao do teste a que β2 = 0, ou seja,

p=0.122478. Ilustremos, ajustando esse modelo de quatro preditores e efetuando o teste F parial.

> brix4.lm <- lm(Brix ~ Diametro + Peso + pH + Auar, data=brix)

> anova(brix4.lm, brix.lm)

Analysis of Variane Table

Model 1: Brix ~ Diametro + Peso + pH + Auar

Model 2: Brix ~ Diametro + Altura + Peso + pH + Auar

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

1 9 0.20489
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2 8 0.14925 1 0.055631 2.9818 0.1225

3.10.4 Uma nota a propósito do teste F parial *

(*) A matéria desta Subseção não é avaliada

No ontexto do estudo do modelo de regressão linear múltipla, o teste F parial foi apresentado omo

ferramenta para omparar um modelo ompleto, om p variáveis preditoras, e um seu submodelo, em que

apenas se retêm k dos p preditores originais, ambos ajustados om o mesmo onjunto de n observações.

Na realidade, o teste F parial é de apliação mais geral. O teste é apliável na omparação de dois

modelos para os quais os subespaços de Rn
gerados pelas olunas das respetivas matrizes do modelo,

X, estejam ontidos um no outro. Em onreto, onsidere-se um modelo de RLM om p preditores, uja

matriz assoiada é Xc, e outro modelo, om k preditores, uja matriz assoiada é Xs. Se o espaço das

olunas deXs estiver ontido no espaço das olunas deXc, ou seja, se C(Xs) ⊂ C(Xc), então pode apliar-

se o teste F parial para testar a hipótese nula de que os dois modelos oinidem (ontra a alternativa

de que não oinidem). A estatístia do teste será dada pela mesmas expressões vistas atrás:

F =

SQREs−SQREc

p−k

SQREc

n−(p+1)

=
n− (p+ 1)

p− k
· R

2
c −R2

s

1−R2
c

.

Caso os dois modelos sejam equivalentes, esta estatístia tem uma distribuição F(p−k,n−(p+1))
1

.

No aso das olunas da matriz do modelo Xs serem um subonjunto das olunas da matriz do modelo

Xc (o aso disutido nas aulas, orrespondente a ter-se um submodelo onstituído apenas por algumas

das variáveis preditoras do modelo ompleto), a ondição C(Xs) ⊂ C(Xc) veri�a-se sempre, uma vez que

qualquer ombinação linear das olunas de Xs (Xs~a) também se pode esrever omo ombinação linear

das olunas de Xc, bastando assoiar às olunas da matriz Xc que não sejam olunas de Xs o oe�iente

zero, e às olunas omuns às duas matrizes os mesmos oe�ientes (dados pelos elementos do vetor
~a).

Mas a ondição C(Xs) ⊂ C(Xc) é de apliação mais geral, omo se verá de seguida.

Vamos exempli�ar esta generalização ilustrando uma forma alternativa de resolver a alínea f) do Exeríio

RLM 9, onde se pede para testar a igualdade de dois parâmetros βj num modelo de regressão linear

múltipla. Seguidamente, veremos omo se pode usar a mesma ideia para estudar a hipótese de igualdade

entre três ou mais parâmetros βj .

1. No Exeríio 9 de regressão linear múltipla estudam-se os dados relativos a n=600 folhas de videira,

nas quais se observam a área foliar (variável resposta, Area, em cm2
) e os omprimentos de três

nervuras (as variáveis preditoras): a nervura prinipal (NP), a nervura lateral esquerda (NLesq) e a

nervura lateral direita (NLdir), todas em cm. A equação do modelo é:

Area = β0 + β1 NP + β2 NLesq + β3 NLdir + ǫ. (3.26)

Assim, a matriz do modelo Xc é omposta por quatro olunas: uma oluna de n uns, uma oluna

om os n valores observados da variável NP, uma tereira oluna om os n valores observados de

1

Na realidade, p−k india a diferença nas dimensões dos subespaços enaixados, C(Xc) e C(Xs).
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NLesq, e uma oluna �nal om os n valores observados de NLdir. O modelo ajustado tinha um

oe�iente de determinação R2
c =0.8649.

Na alínea f) do Exeríio 9 pede-se para estudar a hipótese H0 : β2 = β3. Esse estudo foi feito

onsiderando a hipótese equivalente H0 : β2−β3=0, e utilizando os testes t relativos a ombinações

lineares
~at~βββ dos parâmetros do modelo. Usando a estatístia de teste T = (β̂2−β̂3)−0

σ̂
β̂2−β̂3

⌢ t(n−(p+1)),

obteve-se o valor alulado Tcalc = −0.3636027. O valor de prova respetivo pode ser alulado

(dado tratar-se dum teste om Região Crítia bilateral, e dum valor de Tcalc na parte esquerda da

distribuição) omo p=2× P [T596 < Tcalc]. Com o auxílio do R, obtém-se:

> 2*pt(-0.3636027, 596)

[1℄ 0.7162836

2. No entanto, poder-se-ia proeder da seguinte forma alternativa. A hipótese nula H0 : β2 = β3

orresponde ao modelo de regressão linear múltipla de equação:

Area = β0 + β1 NP + β2 (NLesq +NLdir) + ǫ. (3.27)

Trata-se dum modelo om k=2 variáveis preditoras, as variáveis NP e a soma das variáveis NLesq

e NLdir. A matriz deste modelo, Xs, tem três olunas: uma oluna de n uns, uma oluna om

os n valores observados da variável NP, e uma oluna �nal om as n somas de valores das duas

nervuras laterais, NLesq+NLdir. Ora, qualquer ombinação linear destas três olunas se pode

esrever também omo ombinação linear das quatro olunas da matriz Xc, bastando igualar, nesta

última, os oe�ientes individuais de NLesq e NLdir. Assim, o subespaço das olunas da matriz Xs

está ontido no subespaço das olunas da matriz Xc, ou seja, C(Xs) ⊂ C(Xc). Será então possível

efetuar um teste F parial para omparar os modelos (3.26) e (3.27). Com o auxílio do R, tem-se:

> videiras.lm <- lm(Area ~ NP + NLesq + NLdir, data=videiras)

> vid2Betas.lm <- lm(Area ~ NP + I(NLesq+NLdir), data=videiras)

> anova(vid2Betas.lm, videiras.lm)

Analysis of Variane Table

Model 1: Area ~ NP + I(NLesq + NLdir)

Model 2: Area ~ NP + NLesq + NLdir

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

1 597 365391

2 596 365310 1 81.001 0.1322 0.7163

Ou seja, a estatístia tem valor alulado Fcalc = 0.1322, om valor de prova p = 0.7163. Não é

uma oinidênia que o valor de prova seja o mesmo que foi obtido na resolução alternativa baseada

no teste t-Student. Tal omo não é uma oinidênia que o quadrado do valor então alulado da

estatístia T seja o valor agora alulado da estatístia F : T 2
calc=(−0.3636027)2=0.1322069. Esta

relação ilustra que também se generaliza a relação que sabíamos existir na apliação dum teste F

parial para omparar um modelo om p preditores e um seu submodelo om apenas p−1 preditores,
ou seja, resultante da exlusão dum únio preditor.

3. Consideremos agora o exemplo de se querer testar a igualdade de três ou mais oe�ientes βj num

modelo RLM. Este problema já não poderia ser estudado onsiderando a teoria de ombinações

lineares dos βj dada nas aulas. Mas pode ser abordado através dum teste F parial, de forma

ISA/ULisboa � Estatístia e Delineamento � 2020-21 133



CAPÍTULO 3. REGRESS�O LINEAR MÚLTIPLA

análoga à aima ilustrada. Continuemos om o exemplo dos dados do Exeríio 7, e onsideremos a

únia hipótese deste tipo possível, a hipótese de que, no modelo 3.26, os oe�ientes populaionais

dos omprimentos das três nervuras sejam iguais, ou seja, H0 : β1 = β2 = β3. A essa hipótese

orresponde um novo modelo, de equação:

Area = β0 + β1 (NP +NLesq +NLdir) + ǫ. (3.28)

Neste novo modelo há apenas k = 1 preditor: a soma dos omprimentos das três nervuras. A

matriz do modelo Xs orrespondente tem agora apenas duas olunas: a oluna de n uns, e a oluna

destas n somas das três nervuras. Qualquer ombinação linear destas duas olunas pode também

esrever-se omo ombinação linear das quatro olunas da matriz Xc do modelo original, bastando

usar o oe�iente de NP+NLesq+NLdir nas três olunas de Xc orrespondentes a estas três variáveis

individuais. Logo, de novo, C(Xs) ⊂ C(Xc). Podemos efetuar um teste F parial para testar a

igualdade dos modelos (3.26) e (3.28). Com o auxílio do R:

> vid3Betas.lm <- lm(Area ~ I(NP+NLesq+NLdir), data=videiras)

> anova(vid3Betas.lm, videiras.lm)

Analysis of Variane Table

Model 1: Area ~ I(NP + NLesq + NLdir)

Model 2: Area ~ NP + NLesq + NLdir

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

1 598 365766

2 596 365310 2 456.13 0.3721 0.6895

Também neste aso, não se rejeita H0 para nenhum dos níveis de signi�ânia habituais, pelo que

se onsidera admissível a hipótese β1=β2=β3.

Nota: Em todos os exemplos onsiderados, não se disute o problema da urvatura que paree existir

na relação de fundo, e que é visível nos grá�os de resíduos estudados na alínea h) do Exeríio RLM

9. Esse problema pode ser ultrapassado de várias formas. Uma envolve uma regressão linear sobre as

transformações logarítmias das variáveis, omo onsiderado nas alíneas i) e j) do Exeríio RLM 9. Outra

envolve uma regressão polinomial, omo será exempli�ado mais adiante. Esta disussão ilustra a ideia

de que podem existir diferentes modelos onorrentes para modelar um mesmo onjunto de dados.

3.11 A esolha dum submodelo

O teste F parial (teste aos modelos enaixados) permite-nos optar entre um modelo e um seu submodelo.

Por vezes, um submodelo pode ser sugerido por:

• razões de índole teória, sugerindo que determinadas variáveis preditoras não sejam, na realidade,

importantes para in�ueniar os valores de Y .

• razões de índole prátia, omo a di�uldade, usto ou volume de trabalho assoiado à reolha de

observações para determinadas variáveis preditoras.
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Nestes asos, pode ser laro que submodelo(s) se deseja testar. Veja-sa o Exeríio RLM 11 g) (dados

relativos à produção de milho) para um exemplo.

Mas em muitas situações não é evidente qual o subonjunto de variáveis preditoras que se deseja onsiderar

no submodelo. Pretende-se apenas veri�ar se o modelo é simpli�ável, e em aso a�rmativo, esolher

um submodelo mais simples uja qualidade não di�ra de forma signi�ativa da qualidade do modelo

ompleto original. Nestes asos, a identi�ação de um tal submodelo não é um problema fáil. De fato,

dadas p variáveis preditoras, o número de subonjuntos de preditores, de qualquer ardinalidade exepto

0 (onjunto vazio) e p (o modelo ompleto), que é possível esolher é dado por 2p − 2. A tabela seguinte

india o número desses subonjuntos para p = 5, 10, 15, 20, 30.

p 2p − 2

5 30

10 1 022

15 32 766

20 1 048 574

30 1 073 741 822

Para pequenos valores de p, é viável analisar todos os possíveis submodelos (ou seja, os modelos de

regressão linear om todos os possíveis subonjuntos de preditores). Com algoritmos e rotinas informátias

adequadas, essa avaliação ompleta de todos os subonjuntos ainda é possível para valores de p até p ≈ 35.

Mas para p muito grande, uma pesquisa exaustiva é omputaionalmente inviável.

Registe-se que não é legítimo usar os testes t à signi�ânia individual de ada oe�iente βj , no modelo

ompleto, para deidir sobre a exlusão de vários preditores em simultâneo, omo já se viu na Subseção

3.10.2. Os testes t aos oe�ientes individuais βj partem do prinípio que todas as restantes variáveis

pertenem ao modelo. A exlusão de um qualquer preditor altera os valores estimados bj e os respetivos

erros padrão assoiados às variáveis que permaneem no submodelo. Pode aonteer que um preditor

seja dispensável num modelo ompleto, mas deixe de o ser num submodelo, ou vieversa.

3.11.1 Algoritmos de pesquisas exaustivas

Para um número p de preditores pequeno ou médio, e dispondo de algoritmos e rotinas informátias

adequadas, é possível efetuar uma pesquisa exaustiva, que assegure a identi�ação do subonjunto de

k preditores om o maior valor de R2
(ou outro ritério de qualidade do submodelo). O algoritmo leaps

and bounds, de Furnival e Wilson

2

é um algoritmo omputaionalmente e�iente que permite identi�ar

o melhor subonjunto de preditores, de uma dada ardinalidade k.

Uma rotina implementando o algoritmo enontra-se disponível no R, num módulo (pakage) de nome

leaps (omando om o mesmo nome). Outra rotina análoga enontra-se na função eleaps do módulo

subselet.

2

Furnival, G.W and Wilson, R.W.,Jr. (1974) Regressions by leaps and bounds, Tehnometris, 16, 499-511.
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3.11.1.1 Um exemplo de pesquisa exaustiva

Aploque-se a rotina leaps, aima referida, aos dados do Exeríio RLM 2 (dados brix). O módulo do R

que ontém esta rotina (igualmente de nome leaps) terá de ter sido previamente instalado. Admitindo

que esse módulo já tenha sido instalado, eis os passos a seguir:

> library(leaps) <--- arregar o módulo (tem de estar previamente instalado)

> olnames(brix)

[1℄ "Diametro" "Altura" "Peso" "Brix" "pH" "Auar"

> leaps(y=brix$Brix, x=brix[,-4℄, method="r2", nbest=1) <--- y resposta, x preditores

$whih <--- matriz de valores lógios, indiando resultados (ada oluna um preditor,

1 2 3 4 5 ada linha uma ardinalidade de subonjunto)

1 FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE <--- k=1 ; melhor preditor individual: Auar

2 TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE <--- k=2 ; melhor par de preditores: Diametro e Altura

3 TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE <--- k=3 ; melhor trio: Diametro, Altura, Auar

4 TRUE TRUE FALSE TRUE TRUE

5 TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE

[...℄

$r2 <--- Coef. Determinação da melhor solução om o no. k=1,2,3,4,5 de preditores

[1℄ 0.5091325 0.6639105 0.7863475 0.8083178 0.8482525

Repare-se omo o melhor submodelo (R2
mais elevado) om dois preditores não é o submodelo om

os preditores Diametro e Auar, omo sugerido pelos p-values do ajustamento do modelo ompleto.

Repare-se ainda omo não é verdade que o melhor subonjunto de k preditores tenha de estar ontido no

melhor subonjunto de k + 1 preditores (veja-se para k=1).

3.11.2 Algoritmos de pesquisa sequenial

Caso não esteja disponível software apropriado, ou se o número p de preditores f�r demasiado grande,

pode reorrer-se a algoritmos de pesquisa heurístios, que simpli�am uma regressão linear múltipla sem

a garantia de obter os melhores subonjuntos, troando a garantia duma pesquisa exaustiva por tempos

omputaionais viáveis.

Considere-se um algoritmo que, em ada passo, exlui uma variável preditora, até alançar uma ondição

de paragem onsiderada adequada, ou seja, um algoritmo de exlusão sequenial (bakward elimination,

em inglês).

Eis os passos dum algoritmo de exlusão sequenial, baseado nos testes t às hipóteses de que βj=0:

1. de�nir um nível de signi�ânia α para os testes de hipóteses;

2. onsiderar iniialmente o modelo ompleto, om os p preditores;
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3. ajustar o modelo;

4. para todas as variáveis rejeita-se a hipótese βj = 0?

• Se sim, não é possível simpli�ar o modelo: passar ao ponto 5.

• Se não, qualquer das variáveis em que não se rejeita H0 : βj=0 é andidata a sair do modelo.

� se apenas existe uma variável andidata a sair, exluir essa variável;

� se existir mais do que uma variável andidata a sair, exluir a variável assoiada ao maior

p-value (isto é, ao valor da estatístia t mais próxima de zero);

Regressar ao ponto 3.

5. Quando não existirem variáveis andidatas a sair, ou quando sobrar um únio preditor, o algoritmo

pára. Tem-se então o submodelo �nal.

Existem variantes deste algoritmo, que não serão estudadas nesta disiplina, nomeadamente:

• o algoritmo de inlusão sequenial (forward seletion, em inglês), uja ideia geral é de proeder de

baixo para ima, omeçando por onsiderar a melhor regressão linear simples e depois, em passos

suessivos, avaliar se se justi�a a inlusão de algum outro preditor e, em aso a�rmativo, qual.

• algoritmos de exlusão/inlusão alternada (stepwise seletion), que ombinam, alternadamente,

passos de inlusão e de exlusão de variáveis preditoras.

3.11.2.1 Um exemplo de apliação do algoritmo de exlusão sequenial

Consideremos os dados brix, relativos a medições de 6 variáveis em 14 framboesas e desritos no enuniado

do Exeríio RLM 2. Eis o ajustamento da regressão linear múltipla da variável resposta Brix sobre os

restantes p=5 preditores.

> summary(lm(Brix ~ Diametro + Altura + Peso + pH + Auar, data=brix))

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Interept) 6.08878 1.00252 6.073 0.000298 ***

Diametro 1.27093 0.51219 2.481 0.038030 *

Altura -0.70967 0.41098 -1.727 0.122478

Peso -0.20453 0.14096 -1.451 0.184841

pH 0.51557 0.33733 1.528 0.164942

Auar 0.08971 0.03611 2.484 0.037866 *

Fixando o nível de signi�ânia α = 0.05, veri�a-se que há três variáveis preditoras para as quais o

teste t-Student não rejeita a hipótese H0 : βj = 0, nomeadamente no aso dos preditores Altura (p-

value 0.122478 > 0.05 = α), Peso (p= 0.184841) e pH (p= 0.164942). Assim, qualquer destas variáveis

preditoras poderia (individualmente!) ser exluída do modelo sem afetar signi�ativamente a qualidade

do ajustamento. No entanto, não há justi�ação estatístia para proeder à exlusão simultânea destes

três preditores, omo já se viu. Podendo exluir-se apenas um preditor, proede-se a esolher aquele para
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a qual a estatístia alulada (no teste a βj =0) está mais longe da região rítia, ou seja, tem o maior

p-value assoiado. Neste aso, trata-se da variável preditora Peso.

Proede-se então a ajustar o modelo de regressão linear múltipla resultante da exlusão do preditor Peso.

> summary(lm(Brix ~ Diametro + Altura + pH + Auar, data=brix))

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Interept) 6.25964 1.05494 5.934 0.000220 ***

Diametro 1.40573 0.53373 2.634 0.027189 *

Altura -1.06413 0.35021 -3.039 0.014050 * <-- Passou a ser signifiativo

pH 0.33844 0.33322 1.016 0.336316

Auar 0.08481 0.03810 2.226 0.053031 . <-- Deixou de ser signifiativo

O ajustamento deste submodelo tem mudanças importantes em relação ao ajustamento do modelo om-

pleto original. Todas as estimativas, quer da onstante aditiva, quer dos oe�ientes dos preditores, são

diferentes dos obtidos no modelo ompleto, tal omo os respetivos erros padrão. Em dois asos, essas

diferenças alteram qualitativamente a onlusão dos testes a βj =0 (para o nível α=0.05 onsiderado):

o preditor Altura, que era onsiderado dispensável no modelo ompleto, passou a ser onsiderado indis-

pensável após a exlusão do preditor Peso, tendo agora um p-value p=0.014050 < 0.05=α. Em sentido

ontrário foi o preditor Auar, ujo p-value (0.053031) é agora (embora muito ligeiramente) superior a

α=0.05 e que portanto, ao não se rejeitar a hipótese do seu oe�iente βj ser nulo, passa a ser onsiderado

dispensável no modelo.

Nota: Em parte, estes resultados re�etem o fato de haver relativamente pouas observações (n=14)

para o número de parâmetros a estimar. Mas o exemplo ilustra que este tipo de omportamento é possível,

sublinhando a omplexidade do problema de esolher submodelos duma regressão linear múltipla.

Com o submodelo de k=4 preditores agora ajustado, há duas variáveis preditoras uja exlusão (indivi-

dualmente) do modelo pode ser onsiderada, por terem p>α: pH e Auar. Sendo apenas possível exluir

um preditor em ada passo, proede-se à exlusão do preditor pH, ujo p-value é o mais elevado.

Ajusta-se agora o modelo om os três preditores Diametro, Altura e Auar.

> summary(lm(Brix ~ Diametro + Altura + Auar, data=brix))

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Interept) 6.97183 0.78941 8.832 4.9e-06 ***

Diametro 1.57932 0.50642 3.119 0.01090 *

Altura -1.11589 0.34702 -3.216 0.00924 **

Auar 0.09039 0.03776 2.394 0.03771 * <-- Voltou a ser signifiativo

Não havendo agora preditores para os quais a hipótese βj=0 não é rejeitada, todas as variáveis preditoras

são onsideradas indispensáveis para não piorar signi�ativamente a qualidade de ajustamento do modelo.

O algoritmo pára aqui, esolhendo este submodelo �nal om 3 preditores.

Re�ra-se que, do ponto de vista do oe�iente de determinação R2
, a simpli�ação do modelo registou

uma baixa do valor iniial R2=0.8483 no modelo om ino preditores, para um valor �nal de R2=0.7863

no modelo om três preditores. Sempre que o algoritmo envolva mais do que uma exlusão, deixa de haver
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a garantia de que o submodelo �nal e o modelo ompleto original não possam diferir signi�ativamente,

para o mesmo valor de α �xado. Caso se onsidere neessário, pode omparar-se o submodelo �nal om o

modelo ompleto, através dum teste F parial. No aso do exemplo agora onsiderado, os modelos iniial

e �nal não são onsiderados signi�ativamente diferentes para qualquer dos níveis de signi�ânia usuais:

> anova(brix3.lm, brix.lm)

Analysis of Variane Table

Model 1: Brix ~ Diametro + Altura + Auar

Model 2: Brix ~ Diametro + Altura + Peso + pH + Auar

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

1 10 0.21014

2 8 0.14925 2 0.060888 1.6318 0.2545

3.11.3 O Critério de Informação de Akaike e algoritmos om base no AIC

O R disponibiliza funções para automatizar pesquisas sequeniais de submodelos, semelhantes à que aqui

foi enuniada, mas em que o ritério de exlusão duma variável em ada passo se baseia no Critério de

Informação de Akaike (AIC).

O AIC é uma medida geral da qualidade de ajustamento de modelos, baseada no oneito de verosimi-

lhança (em inglês likelihood), que extravasa o âmbito da disiplina. Mas no ontexto duma Regressão

Linear Múltipla om k variáveis preditoras, a de�nição geral do AIC traduz-se na seguinte fórmula.

De�nição 3.12: AIC dum modelo de regressão linear múltipla

Seja dado um modelo de Regressão Linear Múltipla om k variáveis preditoras e ajustado om base

em n observações. Então, o respetivo Critério de Informação de Akaike (AIC) de�ne-se omo:

AIC = n · ln
(
SQREk

n

)
+ 2(k + 1) , (3.29)

onde SQREk é a Soma de Quadrados Residual do modelo.

Nota: O AIC pode tomar valores negativos, uma vez que SRQEk pode ser inferior ao número de obser-

vações n, em ujo aso a primeira parela é negativa.

Interpretando o AIC

• a primeira parela na de�nição do AIC é uma função resente de SQREk. Logo, é uma medida

da qualidade do ajustamento e quanto melhor o ajustamento, mais pequena a primeira parela;

• a segunda parela na de�nição do AIC é uma medida da omplexidade do modelo, uma vez que

k+1 é o número de parâmetros do modelo. Tendo em onta o prinípio da parimónia, quanto mais

pequena a segunda parela, melhor.
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Assim, o AIC mede simultaneamente a qualidade do ajustamento e a omplexidade do modelo, e quanto

menor f�r o valor do AIC, melhor. Valores do AIC para diferentes modelos de regressão linear são

omparáveis, desde que nesses modelos a variável resposta Y seja a mesma e desde que os modelos sejam

ajustados om os mesmos dados. Assinale-se que esta omparação é possível mesmo que não se trate de

modelos enaixados, ou seja, mesmo que ambos os modelos ontenham preditores que não fazem parte do

outro modelo. Também nesse aso, um modelo é onsiderado melhor que outro se tiver um AIC menor.

3.11.3.1 Algoritmos sequeniais om base no AIC

Pode de�nir-se uma variante do algoritmo de exlusão sequenial, de espírito análogo ao que já foi

onsiderado, mas om base no ritério AIC. Eis os passos deste algoritmo.

1. omeçar om o modelo ompleto.

2. ajustar o modelo e alular o respetivo AIC.

3. ajustar ada submodelo om menos uma variável e alular os respetivos AICs em ada um desses

submodelos.

• Se nenhum dos AICs dos submodelos onsiderados f�r inferior ao AIC do modelo anterior, o

algoritmo termina, sendo o modelo anterior o modelo �nal.

• Caso alguma das exlusões reduza o AIC, efetua-se a exlusão da variável preditora que mais

reduz o AIC e regressa-se ao ponto 2.

Deve assinalar-se que, ao onsiderar-se diferentes submodelos om igual número k de preditores, o submo-

delo om menor AIC será sempre aquele que tiver menor SQRE. Assim, num dado passo do algoritmo,

a omparação será sempre entre o modelo iniialmente ajustado e o submodelo (om menos um preditor)

a que orresponda o melhor ajustamento, ou seja, que tiver exluído a variável ujo teste a βj = 0 tem

maior p-value.

Assim, o algoritmo de exlusão sequenial baseado nos testes t e o algoritmo baseado no AIC oinidem

na ordenação das variáveis a exluir. Apenas podem diferir na deisão de efetuar ou não a exlusão de

um preditor, ou seja, apenas podem diferir no ritério de paragem do algoritmo.

Em geral, um algoritmo de exlusão sequenial baseado no AIC é mais 'auteloso' na deisão de exluir

um preditor do que um algoritmo baseado nos testes t, sobretudo se o valor de α usado nesses testes

t f�r baixo. A �m de ontrariar um exesso de propensão para exluir preditores, é aonselhável usar

nos algoritmos de exlusão baseados nos testes t, valores relativamente elevados de α, omo por exemplo

α = 0.10.

3.11.3.2 Algoritmos de pesquisa sequenial no R

A função step do R orre algoritmos de seleção de submodelos baseados no Critério de Informação

de Akaike (AIC). A função step permite, através do argumento dir (ou, por extenso, diretion),

indiar se se deseja um argumento de exlusão sequenial (dir="bakward"), de inlusão sequenial
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(dir="forward") ou de exlusão/inlusão alternadas (a opção por omissão, ou expliitando-se o argu-

mento dir, om a opção dir="both"). Exempli�que-se o algoritmo de exlusão sequenial, de novo

usando os dados brix do Exeríio RLM 2.

> brix.lm <- lm(Brix ~ Diametro + Altura + Peso + pH + Auar, data=brix)

> step(brix.lm, dir="bakward")

Start: AIC=-51.58

Brix ~ Diametro + Altura + Peso + pH + Auar

Df Sum of Sq RSS AIC

<none> 0.14925 -51.576

- Peso 1 0.039279 0.18853 -50.306

- pH 1 0.043581 0.19284 -49.990

- Altura 1 0.055631 0.20489 -49.141

- Diametro 1 0.114874 0.26413 -45.585

- Auar 1 0.115132 0.26439 -45.572

Os vários modelos ensaiados são ordenados por ordem resente de AIC, pelo que os melhores modelos

onsiderados em ada passo do algoritmo surgirão sempre à abeça da lista de modelos ensaiados. Neste

aso, o melhor modelo é o modelo identi�ado por <none> que orresponde ao modelo em que não se

exlui qualquer variável, ou seja ao modelo iniial. De fato, e omo se pode observar na oluna de nome

AIC, o AIC do modelo iniial é inferior ao de qualquer submodelo resultante de exluir uma variável.

Registe-se que os submodelos são identi�ados no iníio de ada linha através da indiação do nome da

variável preditora uja exlusão (sinal -) é experimentada. Assim, por exemplo, a exlusão da variável

Peso provoaria um aumento do AIC, que passaria de −51.576 para −50.306. Se, em vez do preditor

Peso fossem exluído algum outro preditor, os respetivos valores de AIC seriam sempre maiores. Assim,

om esta variante do algoritmo de exlusão sequenial baseado no Critério de Informação de Akaike, o

submodelo �nal é o modelo ompleto iniial.

Este exemplo ilustra o omentário feito aima: embora o melhor submodelo de quatro preditores orres-

ponda à exlusão do preditor Peso, que foi o preditor exluído no primeiro passo do algortimo baseado

nos testes t a que βj = 0, no aso do ritério AIC essa exlusão não hega a ser feita, obtendo-se um

submodelo �nal om mais preditores do que no aso da variante baseada nos testes t.

Uma advertênia sobre algoritmos de pesquisa heurístios (ou seja, que não garantem uma pesquisa

exaustiva entre todos os possíveis submodelos), omo é o aso do algoritmo de exlusão sequenial (nas

duas variantes agora onsideradas). Estas heurístias não garantem a identi�ação do melhor submodelo

om um dado número k de preditores. Apenas identi�am, de forma que não é omputaionalmente

muito pesada, submodelos bons.

Outra advertênia �nal, relativa a proessos de seleção de submodelos duma regressão linear múltipla:

os proessos agora desritos devem ser usados om bom senso e eventuais submodelos obtidos devem

ser ruzados om outras onsiderações (omo por exemplo, o usto ou di�uldade de obtenção de ada

variável, ou o papel que a teoria relativa ao problema em questão reserva a ada preditor).
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3.12 A Regressão Polinomial

Um aso partiular de relação não-linear, mesmo que envolvendo apenas uma variável preditora e a

variável resposta, pode ser failmente tratada no âmbito duma regressão linear múltipla: o aso de

relações polinomiais entre Y e um ou mais preditores.

Consideremos os dados do Exeríio RLM 9, relativos a medições sobre n = 600 folhas de videira, e

a relação entre a variável resposta área foliar (Area) e um únio preditor, o omprimento da nervura

prinipal (NP). A nuvem de pontos respetiva é indiada na Figura 3.10, e sobre ela foi traçada a reta

de regressão. Há urvilinearidade na nuvem de pontos, um fenómeno presente também no modelo de

regressão linear múltipla de Area sobre o omprimento das três nervuras, estudado no Exeríio RLM 9.

Poderá essa forma enurvada da nuvem de pontos ser bem desrita por uma parábola? Esta hipótese é

sugerida pela onstatação que o preditor NP é uma medida de omprimento (dimensão um), enquanto a

variável resposta é uma área (dimensão dois).
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Figura 3.10: A nuvem de pontos orrespondente às medições, sobre n= 600 folhas de videira, de duas

variáveis: área foliar (varivel Area, em cm2
), no eixo vertial e omprimento da nervura prinipal (variável

NP, em cm) no eixo horizontal. Sobre a nuvem foi traçada a reta de regressão linear. A urvilinearidade

da nuvem de pontos india que a reta está a subestimar as áreas foliares das folhas om menores, e om

maiores, omprimentos de nervura, ou seja, das folhas mais pequenas e das folhas maiores.

Qualquer parábola, om equação

Y = β0 + β1x+ β2x
2 , (3.30)

pode ser ajustada e estudada omo se se tratasse duma regressão linear entre a variável resposta Y e duas

variáveis preditoras: a variável X original, que passamos a designar omo variável X1 = X , e a variável

preditora de�nida pelos quadrados de X , que passamos a designar o preditor X2 = X2
. Ajustemos um

modelo assim de�nido aos dados do Exeríio RLM 9 (videiras). Assinale-se a utilização da função I na

fórmula assoiada ao omando lm, para inibir a interpretação do símbolo ̂ omo um operador espeial

na notação das fórmulas e obrigando à sua utilização omo de fato se pretende, ou seja, omo operador

aritmétio de álulo duma potênia.
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> summary(lm(Area ~ NP + I(NP^2), data=videiras))

Coeffiients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Interept) 7.5961 22.0431 0.345 0.731

NP -0.2172 4.0125 -0.054 0.957

I(NP^2) 1.2941 0.1801 7.187 1.98e-12 ***

---

Residual standard error: 28.86 on 597 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.8162, Adjusted R-squared: 0.8155

F-statisti: 1325 on 2 and 597 DF, p-value: < 2.2e-16

A equação da parábola ajustada resulta de utilizar os três oe�ientes ajustados pelo método de mínimos

quadrados na equação 3.30, ou seja, é dada por

y = b0 + b1x1 + b2x2 = 7.5961− 0.2172 x+ 1.2941 x2 .

A parábola ajustada pode ser vista na Figura 3.11.
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y = 7.5951 − 0.2172x + 1.2941x
2

R
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Figura 3.11: A nuvem de n=600 pontos relaionando Area e NP, om sobreposta a parábola de mínimos

quadrados, ajustada omo indiado no texto.

Repare-se que o modelo de regressão linear simples, uja equação de base é Y =β0+β1 x, é um submodelo

do modelo parabólio agora ajustado, orrespondente a ter-se β2=0 na equação 3.30. No teste t a essa

hipótese, obtém-se um valor de prova p=1.98× 10−12
, logo inferior a qualquer dos valores usuais de α,

levando assim à rejeição lara da hipótese H0 : β2=0. Pode assim a�rmar-se que esta parábola tem um

ajustamento signi�ativamente melhor que a reta de regressão linear simples de Area sobre NP, ou seja,

que o submodelo da equação 3.30 resultante de admitir que β2=0.

É legítimo a�rmar que o modelo de regressão polinomial (quadrátio) agora ajustado explia R2=81.62%

da variabilidade nas áreas foliares observadas, uma vez que não houve transformação da variável resposta

Y . Trata-se duma pequena melhoria fae ao valor (omparável) R2=0.8004 da regressão linear simples,
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mas uma diferença que é, não apenas signi�ativa (omo o teste t-Student atrás realizado on�rma), mas

sobretudo re�etindo um modelo que tende a aproximar melhor as áreas foliares de folhas de qualquer

tamanho, nomeadamente as folhas mais pequenas e maiores.

O argumento aima ilustrado é extensível a qualquer polinómio de qualquer grau, e em qualquer número

de variáveis. Consdieremos dois exemplos:

• Um polinómio de grau p numa únia variável é da forma

Y = β0 + β1 x︸︷︷︸
=x1

+β2 x2
︸︷︷︸
=x2

+β3 x3
︸︷︷︸
=x3

+...+ βp xp
︸︷︷︸
=xp

,

e pode assim ser ajustado omo se fosse uma regressão linear múltipla om p `variáveis preditoras'

(as primeiras p potênias da únia variável preditora x).

• Um polinómio de grau 2 em duas variáveis é da forma

Y = β0 + β1 x︸︷︷︸
=x1

+β2 x2
︸︷︷︸
=x2

+β3 z︸︷︷︸
=x3

+β4 z2︸︷︷︸
=x4

+β5 xz︸︷︷︸
=x5

,

e orresponderia a ajustar uma regressão linear múltipla nas ino variáveis preditoras aima indi-

adas.

3.13 O R2
modi�ado

O R2
modi�ado (adjusted R2

, em inglês) é uma variante do Coe�iente de Determinação que visa avaliar

a qualidade do ajustamento levando em onta a relação entre o número de observações disponíveis (n) e

o número (p+ 1) de parâmetros βj que é neessário estimar.

Comeemos por relembrar a de�nição do R2
usual, e por reesrevê-la om base na Soma de Quadrados

Residual:

R2 =
SQR

SQT
= 1− SQRE

SQT
.

O R2
modi�ado resulta de substituir as Somas de Quadrados, nesta última expressão, por Quadrados

Médios, omo indiado na De�nição seguinte.

De�nição 3.13: R2
modi�ado

Seja dada uma regressão linear múltipla, om p variáveis preditoras, ajustada om base em n

observações. Então de�ne-se o R2
modi�ado, R2

mod, omo sendo:

R2
mod = 1− QMRE

QMT
,

onde QMT = SQT
n−1 =s2y e QMRE= SQRE

n−(p+1) .

Esta de�nição meree várias onsiderações.
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1. Reordando que o Quadrado Médio Residual é o estimador (entrado) da variânia dos erros alea-

tórios, σ2
, que é simultaneamente a variânia das observações Yi em torno da superfíie linear que

relaiona Y e os seus p preditores, veri�a-se que o R2
mod pode ser esrito omo R2

mod = 1 − σ̂2

s2y
.

A segunda parela é a razão entre a variânia de Y em torno da superfíie linear que a relaiona

om os p preditores (σ̂2=QMRE) e a variânia das n observações de Y , sem referênia a qualquer

modelo expliativo (s2y). Assim, a fração

QMRE
QMT mede a redução na variabilidade inexpliada de

Y , antes e depois de expliar parte dessa variabilidade através da relação linear om os preditores.

O valor R2
mod=1− σ̂2

s2y
=

s2y−σ̂2

s2y
mede assim a redução relativa na variabilidade inexpliada de Y .

2. Pode ainda deduzir-se uma relação direta entre o valor de R2
mod e o valor do R2

usual:

R2
mod = 1− QMRE

QMT = 1− SQRE
SQT · n−1

n−(p+1) = 1− (1 −R2) · n−1
n−(p+1) . (3.31)

3. Tem-se sempre n−1 > n−(p+1), pelo que, a partir da relação no ponto anterior, se veri�a sempre

a seguinte relação: R2
mod < R2

.

4. Quando n ≫ p + 1 (ou seja, quando há muito mais observações que parâmetros no modelo),

o valor do fator

n−1
n−(p+1) é muito próximo de 1, pelo que as duas variantes de R2

têm valores

aproximadamente iguais: R2 ≈ R2
mod.

5. Se n é pouo maior que o número de variáveis preditoras, então

n−1
n−(p+1) é grande, e R2

mod vem

bastante inferior a R2
, exepto quando R2

f�r muito próximo de 1. Assim, o R2
mod penaliza ajus-

tamentos de modelos em que o número de observações não seja muito maior que o número de

parâmetros do modelo (exepto se o valor de R2
iniial f�r já muito próximo de 1).

6. Algumas araterístias importantes a que estamos habituados no R2
deixam de ser verdade no

R2
mod, uma das quais é o fato de R2

mod poder tomar valores negativos. No Exeríio RLM 22

mostra-se que a ondição para que isso aonteça é que o R2
usual seja inferior à razão entre o

número de variáveis preditoras (p) e o número de observações menos 1 (n− 1).

Exempli�quemos o uso do Coe�iente de Determinação modi�ado om os dados brix, introduzidos no

Exeríio RLM 2 e já onsiderados anteriormente. Trata-se dum onjunto de dados om n=14 observações

e em que a regressão linear múltipla ompleta tem p=5 variáveis preditoras e p+1=6 parâmetros. O valor

do Coe�iente de Determinação usual é R2=0.8483. Mas o fato de o número de observações não hegar

ao dobro do número de parâmetros do modelo signi�a que o fator de penalização na expressão para

R2
mod dada na equação (3.31) é

n−1
n−(p+1) =

13
8 = 1.625. Este fator vai aumentar em 62.5% a proporção

de variabilidade não expliada pelo modelo (1−R2 = 0.1517), elevando-o para 0.2465. O valor �nal de

R2
mod é a diferença deste valor para a unidade, ou seja, 1−0.2465=0.7535. Con�rmemos (sem os erros

de arredondamento), om o auxílio do R que, na penúltima linha da listagem produzida pelo omando

summary apliado a uma regressão linear, fornee os valores das duas variantes de R2
.

> summary(brix.lm)

[...℄

Multiple R-squared: 0.8483, Adjusted R-squared: 0.7534

Outra hamada de atenção importante é que, ao ontrário do que suede om o R2
usual, um submodelo

pode ter R2
mod maior do que um modelo ompleto. Ilustremos esta ideia reorrendo a outro onjunto
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de dados analisado nas aulas prátias, ou seja os dados milho do exeríio RLM 11. Aproveita-se este

exemplo para também hamar a atenção de que a já referidajá referidajá referida rotina leaps, que faz a

pesquisa exaustiva de submodelos om k < p preditores, também aeita (através do argumento method)

o R2
mod omo ritério a optimizar. Em baixo invoa-se este omando no estudo dos dados do Exeríio

RLM 11.

> library(leaps)

> leaps(y=milho$y , x=milho[,-10℄, method="adjr2", nbest=1)

[...℄

$adjr2 <--- o maior R2 modifiado é no submodelo om k=4 preditores

[1℄ 0.5493014 0.6337329 0.6544835 0.6807418 0.6798986 0.6779395 0.6745412

[8℄ 0.6633467 0.6488148

3.14 Análise de Resíduos e outros diagnóstios

Tal omo na Regressão Linear Simples, uma análise de regressão linear múltipla não �a ompleta sem o

estudo dos resíduos e de alguns outros diagnóstios. Este estudo adquire uma importânia ainda maior

na Regressão Linear Múltipla onde, em geral, deixa de ser possível visualizar a nuvem de pontos original

à proura de araterístias omo urvaturas na relação de fundo, heterogeneidade de variânias dos erros

aleatórios, et.

Grande parte do que se disse sobre resíduos na Regressão Linear Simples mantém-se válido numa Re-

gressão Linear Múltipla, havendo apenas que proeder a alguns ajustamentos de pormenor em ertas

de�nições.

Comeemos por relembrar que o objetivo fundamental do estudo de resíduos é o de validar os pressupostos

do Modelo Linear, nomeadamente a linearidade omo relação de fundo e os pressupostos relativos aos

erros aleatórios ǫi: Normalidade, média zero, variânia onstante σ2
e independênia. Tal omo na

regressão linear simples, não é possível estudar estes pressupostos diretamente sobre os erros aleatórios,

uma vez que eles não são onheíveis, mesmo após a reolha de uma amostra. De fato, e a partir da

equação do modelo (primeiro ponto na De�nição 3.5), tem-se:

ǫi = Yi − (β0 + β1x1(i) + β2x2(i) + ...+ βpxp(i)) .

Substituindo os parâmetros βj desonheidos pelos seus estimadores β̂j obtêm-se os resíduos (enquanto

variáveis aleatórias), omo indiado na De�nição seguinte.

De�nição 3.14

Seja dado o Modelo de Regressão Linear Múltipla (De�nição 3.5). De�nem-se as variáveis aleatórias

resíduos de ada observação omo sendo:

Ei = Yi − Ŷi = Yi − (β̂0 + β̂1x1(i) + β̂2x2(i) + ...+ β̂pxp(i)) .
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Após a seleção dum amostra onreta, estas variáveis aleatórias tomam os valores numérios :

ei = yi − ŷi = yi − (b0 + b1x1(i) + b2x2(i) + ...+ bpxp(i)) .

3.14.1 Propriedades dos Resíduos sob o Modelo RLM

O modelo de Regressão Linear Múltipla admite que

ǫi ⌢ N (0 , σ2) ∀ i = 1, ..., n .

Sob o modelo RLM, as variáveis aleatórias resíduos têm a seguinte distribuição:

Ei ⌢ N
(
0 , σ2 (1− hii)

)
∀i = 1, ..., n , (3.32)

onde hii é o i-ésimo elemento diagonal da matriz H = X(XtX)−1Xt
, de projeção ortogonal sobre o

subespaço C(X).

Este resultado será demonstrado determinando a distribuição, ao abrigo do Modelo RLM, do vetor dos

n resíduos, ou seja, do vetor:

~E = ~Y − ~̂
Y = ~Y −H~Y = (In −H)~Y . (3.33)

Na Proposição seguinte india-se a distribuição de probabilidades deste vetor aleatório.

Proposição 3.19: Distribuição dos Resíduos no modelo RLM

Dado o Modelo de Regressão Linear Múltipla, o vetor dos resíduos

~E = (In−H)~Y tem distribuição:

~E ⌢ Nn

(
~0 , σ2(In −H)

)
.

Demonstração 3.14: Proposição 3.19

O vetor dos resíduos

~E = ~Y− ~̂
Y = ~Y−H~Y = (In−H)~Y é o produto duma matriz não aleatória

(In−H) e um vetor aleatório (

~Y), sendo que este vetor aleatório

~Y tem distribuição Multinormal.

Assim,

~E também tem distribuiçãoMultinormal, tendo em onta a última propriedade da Proposição

3.7 (página 106). Falta determinar os dois parâmetros dessa distribuição Multinormal, ou seja, o

vetor esperado e a matriz de (o-)variânias de

~E.

O vetor esperado de

~E resulta das propriedades da Proposição 3.5 e da distribuição de

~Y (Propo-

sição 3.8):

E[~E] = E[(In −H)~Y] = (In −H)E[~Y]︸ ︷︷ ︸
=X~βββ

= (In −H)X~βββ = X~βββ −HX~βββ︸ ︷︷ ︸
=X~βββ

= X~βββ −X~βββ = ~0 ,
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pois o vetor X~βββ ∈ C(X) é uma ombinação linear das olunas de X, logo permanee invariante sob

a ação da matriz de projeção H: HX~βββ = X~βββ (veja-se também o Exeríio RLM 4).

No que respeita à matriz de (o-)variânias do vetor aleatório dos resíduos,

~E, alula-se a partir

das propriedades dessas matrizes (Proposição 3.6) e do fato de a matriz de projeção ortogonal ser

(veja-se o Exeríio RLM 4) simétria (Ht = H) e idempotente (H2 = HH = H):

V [~E] = V [(In −H)~Y] = (In −H) V [~Y]︸ ︷︷ ︸
=σ2In

(In −H)t = σ2 (In −H)In(I
t
n −Ht)

= σ2 (In −H)(In −H) = σ2(In −H−✚✚H+✘✘HH) = σ2(In −H) .

Notas:

1. Como elementos individuais dum vetor Multinormal têm distribuição Normal, está garantida a

Normalidade de ada resíduo Ei. O respetivo valor esperado tem de ser nulo (omo são todos

os elementos do vetor esperado E[~E] = ~0). A respetiva variânia é dada pelo i-ésimo elemento

diagonal da matriz de (o-)variânias de

~E, ou seja, por σ2 (1−hii). Assim, e omo indiado

iniialmente, tem-se Ei ⌢ N
(
0, σ2 (1−hii)

)
, para qualquer resíduo Ei.

2. A distribuição dos resíduos Ei é análoga à já onsiderada na regressão linear simples (embora não

haja, ao ontrário do que aonteia na regressão linear simples, uma fórmula alternativa para hii).

Assim, grande parte da disussão sobre resíduos num Regressão Linear Múltipla será análoga à que

já foi onsiderada na Regressão Linear Simples.

3. Embora no modelo RLM os erros aleatórios sejam independentes, os resíduos não são variáveis

aleatórias independentes, pois as ovariânias entre resíduos diferentes não são (em geral), nulas:

cov[Ei, Ej ] = −σ2 hij , se i 6= j ,

onde hij india o elemento da linha i e oluna j da matriz H. Reorde-se que dois elementos dum

vetor Multinormal (omo são Ei e Ej) são independentes se e só se tiverem ovariânia nula.

3.14.2 Análise dos resíduos e outros diagnóstios

3.14.2.1 Vários tipos de resíduos

Tal omo na Regressão Linear Simples, de�nem-se diferentes tipos de resíduos:

De�nição 3.15: Três tipos de resíduos

Resíduos usuais : Ei = Yi − Ŷi;

Resíduos (internamente) estandardizados : Ri =
Ei√

QMRE (1−hii)
.
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Resíduos Studentizados (ou externamente estandardizados): Ti =
Ei√

QMRE[−i] (1−hii)
, sendoQMRE[−i]

o valor de QMRE resultante de um ajustamento da Regressão exluíndo a i-ésima observação (as-

soiada ao resíduo Ei).

3.14.2.2 Prinipais grá�os de resíduos

Tal omo para a Regressão Linear Simples, também em regressões múltiplas se avalia a validade dos pres-

supostos do modelo através de grá�os de resíduos. Mas estes grá�os são agora mais importantes do que

na RLS, dada a impossibilidade de visualização de nuvens de pontos em espaços de alta dimensionalidade.

Os grá�os mais usuais são os já onsiderados na RLS e a sua leitura faz-se de forma análoga:

grá�o de Eis vs. Ŷis: os pontos devem-se dispor numa banda horizontal, entrada no valor zero, sem

outro padrão espeial. Curvaturas questionam a hipótese de linearidade e efeitos de tipo funil

questionam o pressuposto de homogeneidade de variânias.

qq-plot dos resíduos estandardizados: a linearidade neste grá�o sustenta o pressuposto de Norma-

lidade dos erros aleatórios.

grá�o de resíduos vs. ordem de observação: para investigar eventuais faltas de independênia dos

erros aleatórios.

3.14.2.3 O efeito alavana

Como na Regressão Linear Simples, outras ferramentas de diagnóstio visam identi�ar observações

individuais que mereem ulterior análise. Mas importa adaptar as de�nições ao ontexto de Regressão

Múltipla.

De�nição 3.16: Efeito alavana

Numa Regressão Linear Múltipla, o valor de efeito alavana (leverage, em inglês) é o valor hii do

elemento diagonal da matriz de projeção ortogonal H, orrespondente à observação i.

Continua a ser verdade que tem de ter-se

1
n ≤ hii ≤ 1. O oneito tem uma interpretação análoga ao que

tinha na regressão linear simples: uma vez que a variânia dum resíduo é dada por V [Ei] = σ2(1−hii)

(equação 3.32), valores de hii muito grandes (próximos de 1) indiam que os resíduos têm, além de média

zero, também variânia próxima de zero, ou seja, serão neessariamente próximos de zero. Esse fato

india que a observação i 'obriga' a superfíie ajustada a passar próximo dela. Tal fato pode ainda ser

analisado de outra forma: uma vez que o vetor dos valores ajustados de Y , é dado por ~̂y = H~y, o i-ésimo

valor ajustado é dado pelo produto interno da linha i da matriz H om o vetor das observações

~Y, ou

seja,

ŷi =

n∑

j=1

hijyj , (3.34)
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onde hij india o elemento que está na linha i, oluna j, da matriz H. Assim, ada valor ajustado de

Y é uma ombinação linear das n observações de Y . Como a soma dos oe�ientes tem de ser 1 (pois

H~1n = ~1n), valores de hii próximos de 1 signi�am que o i-ésimo valor ajustado ŷi depende sobretudo

da própria observação yi, e pouo das restantes observações. Assim, tem-se ŷi ≈ yi, impliando que para

o i-ésimo resíduo se tem ei= ŷi − yi≈0.

No entanto, a expressão do valor médio das observações alavana numa RLM é agora dado por

h =
p+ 1

n
,

ou seja, pela razão entre o número de parâmetros e o número de observações.

3.14.2.4 In�uênia

De�nição 3.17: Distânia de Cook

A distânia de Cook para avaliar a in�uênia da observação i de�ne-se agora omo:

Di =

n∑
j=1

[
ŷj − ŷj(−i)

]2

(p+ 1)QMRE
,

onde ŷj o j-ésima valor ajustado, usando o hiperplano ajustado om as n observações, e ŷj(−i)
o

valor ajustado da j-ésima observação, mas usando o hiperplano ajustado sem a observação i.

Expressão equivalente é (sendo Ri o orrespondente resíduo estandardizado) dada por:

Di = R2
i

(
hii

1− hii

)
1

p+ 1
.

Os restantes aspetos da disussão são análogos aos duma RL Simples, podendo ontruir-se grá�os om

estes diagnóstios.

3.14.2.5 Um exemplo de grá�os de diagnóstio

Um exemplo de grá�os de diagnóstios no ontexto duma Regressão Linear Múltipla pode ser dado

om os dados brix, do Exeríio RLM 2, omo mostrado na Figura 3.12. Estes grá�os foram obtidos

apliando o omando plot ao modelo de regressão linear ajustado, dando ao argumento whih os valores

4 e 5, respetivamente:

> plot(brix.lm, whih=(4,5))

Os valores muito grandes de várias distânias de Cook e efeitos alavana hii deste exemplo re�etem o

reduzido número de observações (n=14) usado para ajustar um modelo om muitos parâmetros (p+1=6).
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Figura 3.12: À esquerda, um diagrama de barras om as distânias de Cook de ada observação. À direita,

o grá�o de resíduos (internamente) estandardizados (eixo vertial) ontra valores do efeito alavana (hii)

e, nos antos do lado direito, as isolinhas orrespondentes às distânias de Cook 0.5 e 1. Repare-se nas

três observações om in�uênia muito grande (Di > 0.5) e efeito alavana elevado, fato que é também

re�exo do número relativamente pequeno de observações disponíveis para ajustar este modelo.

3.15 Advertênias �nais

Para enerrar esta disussão de Regressões Lineares Múltiplas, deixemos algumas advertênias:

1. Podem surgir problemas assoiados à multiolinearidade das variáveis preditoras, ou seja, ao fato

das olunas da matriz X serem linearmente dependentes (multiolinearidade exata) ou quase (mul-

tiolinearidade aproximada).

No aso de multiolinearidade exata nas olunas da matriz do modelo X, não existe a inversa

(XtX)−1
, que desempenha um papel fundamental na de�nição, quer da matriz de projeções or-

togonais H (logo dos valores ajustados

~̂
Y), quer do vetor de estimadores

~̂
β
~̂
β
~̂
β. Mesmo no aso de

apenas existir multiolinearidade aproximada, têm-se vários problemas:

• podem surgir problemas numérios no álulo de (XtX)−1
, logo no ajustamento do modelo e

na estimação dos parâmetros.

• haverá tendênia para a existênia de variânias muito grandes de alguns estimadores β̂is (ou

seja, de elementos diagonais grandes na matriz σ2 (XtX)−1
), o que signi�a muita inerteza

na inferênia (por exemplo, intervalos de on�ança de muito grande amplitude).

Um exemplo frequente de multiolinearidade exata surge quando se utilizam variáveis preditoras

que orrespondem a diferentes perentagens uja soma seja neessariamente 100% (omo por exem-

plo, na textura dos solos). Nesse aso, a soma das olunas da matriz X orrespondentes a esses

preditores será igual a 100~1n, pelo que existirá uma dependênia linear exata (ou aproximada, no

aso de erros de arredondamento) nas olunas de X.

É possível eliminar multiolinearidades exatas ou aproximadas entre os preditores, através da

exlusão de uma ou mais variáveis preditoras que sejam responsáveis pela dependênia linear (exata

ou aproximada) dos preditores.
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2. Tal omo na Regressão Linear Simples, podem ser usadas transformações da variável resposta e/ou

de (algumas ou todas) as variáveis preditoras. Em partiular, podem ser úteis transformações que

linearizem a relação entre Y e os preditores X1, X2, ..., Xp. Tal omo na regressão linear simples,

tais transformações linearizantes podem permitir estudar relações de tipo não-linear através de

relações lineares entre as variáveis transformadas.

Considerem-se por exemplo os dados do Exeríio RLM 15, que orrespondem a uma relação não

linear, de tipo dupla potênia, entre a variável resposta Y e dois preditores x1 e x2:

y = a xb
1 x

c
2

Logaritmizando, obtém-se uma relação linear entre y∗ = ln(y), x∗
1 = ln(x1) e x∗

2 = ln(x2) (om

b0 = ln(a), b1 = b e b2 = c):

ln(y) = ln(a) + b ln(x1) + c ln(x2) ⇔ y∗ = b0 + b1 x
∗
1 + b2 x

∗
2.

3. Não se deve onfundir a existênia de uma relação linear entre preditores X1, X2, ..., Xp e variável

resposta Y , om uma relação de ausa e efeito. Sendo possível que exista uma relação de ausa e

efeito, poderão também veri�ar-se outras situações, entre as quais:

• Uma relação de assoiação, ou seja de variação onjunta dessas variáveis, mas não de tipo

ausal. Tome-se, por exemplo, variáveis morfométrias em que é frequente que animais ou

plantas om uma medição maior numa araterístia sejam igualmente maiores nas restantes

araterístias (orrespondendo a indivíduos globalmente maiores), mas sem que se possa dizer

que um aule maior, por exemplo, provoa raízes maiores. Por vezes, quer os preditores, quer

a variável resposta, são in�ueniadas por ausas omuns subjaentes.

• Uma relação totalmente espúria, de oinidênia numéria.

A existênia duma relação ausal (ou seja, de ausa e efeito) só pode ser a�rmada om base em teoria

própria do fenómeno sob estudo, e não om base na relação linear estabeleida estatistiamente.
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Análise de Variânia

A Regressão Linear visa modelar uma variável resposta numéria (quantitativa), à usta de uma ou

mais variáveis preditoras, igualmente numérias. Mas uma variável resposta numéria pode depender

de variáveis qualitativas (ategórias), ou seja, de um ou mais fatores. A Análise de Variânia

(ANOVA) é uma metodologia estatístia para lidar om este tipo de situações. Foi desenvolvida nos

anos 30 do Séulo XX, na Estação Experimental Agríola de Rothamstead (Inglaterra), por R.A. Fisher.

4.1 Dois exemplos: os lírios por espéie

Considere-se de novo o onjunto de dados iris. Até aqui ignorou-se o fato de os 150 lírios para os quais

existem informações pertenerem a três diferentes espéies: Iris setosa, Iris versiolor e Iris virginia.

Figura 4.1: As três espéies de lírios nos dados iris: à esquerda uma Iris setosa; a meio uma Iris

versiolor ; à direita uma Iris virginia.

É natural perguntar se os valores médios de ada araterístia morfométria diferem onsoante as espé-

ies. Uma inspeção dos diagramas de extremos e quartis das variáveis morfométrias (numérias) por

espéie, pode sugerir respostas.

A Figura 4.2 sugere que a largura média das pétalas difere entre as espéies de lírios onsideradas. No que

respeita às larguras das sépalas, essas diferenças são menos pronuniadas. Mas, em qualquer aso, e uma

vez que os diagramas de extremos e quartis foram onstruídos om apenas 50 observações de ada espéie,
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Figura 4.2: Os diagramas de extremos e quartis, por espéie de lírios, nos dados iris. À esquerda,

relativos às larguras das pétalas. À direita, relativos às larguras das sépalas.

surge de forma natural um problema inferenial : pode a�rmar-se que as diferenças observadas re�etem

verdadeiras diferenças nos valores médios populaionais de ada espéie? Ou estamos perante diferenças

apenas nos valores amostrais, e que resultam da variabilidade assoiada a qualquer amostragem?

4.2 A ANOVA omo aso partiular do Modelo Linear

Embora a Análise de Variânia tenha historiamente surgido omo método autónomo, quer a Análise de

Variânia, quer a Regressão Linear, são partiularizações do Modelo Linear. Introduzir a ANOVA omo

um aso partiular do Modelo Linear permite aproveitar a teoria estudada aquando da onsideração das

Regressões Lineares. Prourar-se-á enquadrar o mais possível o estudo da ANOVA no ontexto geral

analisado anteriormente.

4.2.1 Terminologia e notação

Fixemos terminologia e notação adequada ao ontexto. Designa-se:

Variável resposta Y : uma variável numéria (quantitativa), que se pretende estudar e modelar.

Fator: uma variável preditora ategória (qualitativa);

Níveis do fator: as diferentes ategorias (�valores�) do fator.

Os níveis do fator podem ser enarados omo as diferentes situações experimentais onde se efetuam

observações de Y .
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Nos exemplos aima onsiderados, a variável resposta poderá ser a largura da pétala, ou a largura da

sépala. O fator preditor é dado pela espéie de lírios, que é um fator om k=3 níveis.

A expressão delineamento experimental designa a forma omo foi organizada a experiênia, indiando

aspetos omo o número de observações da variável resposta que orrespondem a ada nível de um dado

fator. Muitas das onsiderações que serão feitas sobre delineamentos experimentais são genérias para

qualquer experiênia que envolva a reolha de dados a serem usados em modelos estatístios. Mas algumas

onsiderações serão espeí�as das ANOVAs, razão pela qual se optou por apenas fazer a disussão deste

tema nesta parte do programa.

4.3 A ANOVA a um Fator

No mais simples de todos os modelos ANOVA, a modelação da variável resposta baseia-se numa únia

variável preditora (ategória). Esse modelo designa-se ANOVA a um Fator, ou ainda, ANOVA a 1

fator totalmente asualizado (one-way ANOVA em inglês). Designamos por k o número de níveis do

fator. No exemplo dos lírios, tem-se k=3 níveis do únio fator preditor: as espéies.

Será onveniente adequar a notação ao ontexto em apreço. Como de ostume, admitimos que existem

ao todo n observações independentes de Y , mas designaremos por ni (om i = 1, ..., k) o número de

observações orrespondentes ao nível i do fator. Logo,

k∑
i=1

ni=n.

O aso de igual número de observações em ada nível é importante e meree uma designação própria.

De�nição 4.1: Delineamento equilibrado

Um delineamento a um fator, onde existe o mesmo número de observações assoiadas a qualquer

nível do fator hama-se um delineamento equilibrado, podendo designar-se por nc o número

omum de observações em todos os níveis do fator:

n1 = n2 = n3 = · · · = nk ( = nc) .

Os delineamentos equilibrados são aonselháveis, por várias razões que adiante se disutem. Nos deline-

amentos equilibrados, existe igual quantidade de informação assoiada a ada uma das situações experi-

mentais que, no aso de um delineamento om um únio fator, orrespondem aos k níveis do fator.

4.3.1 A dupla indexação de Y

Na regressão linear indexavam-se as n observações de Y om um únio índie (i), variando de 1 a n.

Neste novo ontexto, é preferível utilizar dois índies para indexar as observações de Y :

• um primeiro índie (i) india o nível do fator a que a observação orresponde;

• um segundo índie (j) permite distinguir as observações num mesmo nível, também designadas por

repetições nesse nível.
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Assim, a j-ésima observação de Y , no i-ésimo nível do fator, é representada por Yij , (om i=1, ..., k

e j=1, ..., ni).

4.3.2 A equação do modelo ANOVA a um fator

A equação do modelo será mais simples do que na regressão, re�etindo a natureza mais pobre da

informação disponível para modelar a variável resposta Y . De fato, numa ANOVA a um únio fator,

a modelação Yij assenta apenas no fato de essa observação orresponder ao nível i do fator. Não há

informação no modelo para expliar diferentes valores de Y em repetições num mesmo nível do fator.

Assim, toda a variação de Y no seio dum dado nível será onsiderada variação aleatória, não expliada pelo

fator. Esta variação aleatória será assoiada, omo nas regressões lineares, a erros aleatórios aditivos,

que também serão indiados pela dupla indexação (ǫij) a �m de os assoiar a uma dada observação Yij .

Uma primeira equação do modelo pode ser a seguinte:

Yij = µi + ǫij , com E[ǫij ] = 0 ,

onde µi representa o valor esperado das observações Yij efetuadas no nível i do fator. Esta interpretação

de µi resulta da exigênia de que E[ǫij ] = 0, já que: µi =E[Yij ], ou seja, o valor esperado de qualquer

observação no nível i do fator.

Para poder enquadrar a ANOVA na teoria do Modelo Linear já estudada, é onveniente re-esrever as

médias de nível numa forma diferente, fazendo surgir uma onstante aditiva omum a todas as observações.

E[Yij ] = µi = µ+ αi .

O parâmetro µ é omum a todas as observações, enquanto os parâmetros αi são espeí�os para ada

nível (i) do fator. Cada αi é designado o efeito do nível i e admite-se que seja uma onstante (o que

por vezes leva a que este modelo seja hamado de efeitos �xos).

Tal omo nos modelos de regressão linear, admite-se que as observações Yij osilam aleatoriamente em

torno do seu valor médio:

Yij = µ+ αi + ǫij , (4.1)

om E[ǫij ] = 0. Nesta forma, não é imediatamente evidente que estas equações sejam um aso partiular

da equação do Modelo Linear, uma vez que não se expliitam variáveis preditoras. Mas veremos em

seguida que é possível re-esrever a equação (4.1) salientando a presença implíita de variáveis preditoras

duma natureza espeial.

4.3.2.1 As variáveis indiatrizes

A equação geral (4.1) signi�a que as n1 observações efetuadas no nível i = 1 �am:

Y1j = µ+ α1 + ǫ1j ,

as n2 observações efetuadas no nível i = 2 �am:

Y2j = µ+ α2 + ǫ2j ,
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e por aí adiante, até i=k. Este onjunto de k equações pode ser esrita omo uma únia equação geral,

introduzindo as hamadas variáveis indiatrizes de pertença duma dada observação a ada nível do

fator. De fato, de�na-se a variável IIIm (onde m ∈ {1, 2, ..., k}) que, para uma dada observação Yij toma

valor 1 se a observação foi feita no nível m do fator, e 0 aso ontrário, ou seja:

IIIm
ij

=

{
1 se i = m

0 se i 6= m
(4.2)

Com a ajuda destas variáveis indiatrizes, as equações (4.1), para qualquer nível i, podem esrever-se omo

uma únia equação, do tipo das equações do Modelo Linear, om os vetores das variáveis indiatrizes a

desempenharem o papel de variáveis preditoras:

Yij = µ+ α1III1
ij
+ α2III2ij + ...+ αkIIIk

ij
+ ǫij ,

De�nindo os vetores

~IIIm om os n valores da variável indiatriz de ada nível m do fator, pode re-

esrever-se esta equação do modelo em notação matriial/vetorial (à semelhança do que foi feito na

Regressão Linear):

~Y = µ~1n + α1
~III1 + α2

~III2 + α3
~III3 + ...+ αk

~IIIk +~ǫǫǫ (4.3)

⇔ ~Y = X~βββ + ~ǫǫǫ , (4.4)

sendo as olunas da matriz do modelo X dadas pelo vetor

~1n e os vetores das indiatrizes

~IIIm. São

estas variáveis indiatrizes que desempenham agora o papel das variáveis preditoras
~xj numa regressão

linear múltipla. A matriz do modelo X permite identi�ar as observações de ada nível do fator. O

vetor dos parâmetros

~βββ tem elementos: µ e os efeitos αi.

Exemplo Vejamos um pequeno exemplo em que se admite haver um fator om k=3 níveis e apenas

n=9 observações, assim distribuidas pelos níveis: n1 = 3, n2 = 4 e n3 = 2. Admitamos que as observações

estão agrupadas e ordenadas pelos respetivos níveis. Tem-se a seguinte equação do modelo:




Y11

Y12

Y13

Y21

Y22

Y23

Y24

Y31

Y32




︸ ︷︷ ︸
=~Y

=




1 1 0 0

1 1 0 0

1 1 0 0

1 0 1 0

1 0 1 0

1 0 1 0

1 0 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1




︸ ︷︷ ︸
=X

·




µ

α1

α2

α3




︸ ︷︷ ︸
=~βββ

+




ǫ11
ǫ12
ǫ13
ǫ21
ǫ22
ǫ23
ǫ24
ǫ31
ǫ32




︸ ︷︷ ︸
=~ǫǫǫ

(4.5)

4.3.2.2 O problema do exesso de parâmetros

Existe um problema �ténio� om a equação do modelo de�nida na equação (4.3): as olunas da matriz do

modelo X assim onstruída são linearmente dependentes, já que a soma de todas as variáveis indiatrizes
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é uma oluna de uns, ou seja a primeira oluna de X pode ser esrita omo uma soma das restantes. Esse

fato implia que a matriz XtX não é invertível, pelo que o vetor de estimadores não está bem de�nido.

Pode a�rmar-se que o modelo tem um exesso de parâmetros já que, em última análise o problema resulta

de haver k + 1 parâmetros para estimar, mas apenas k situações experimentais onde se podem estimar.

O problema pode ser resolvido de várias formas, uma vez que é possível imp�r várias restrições alternativas

que façam desapareer a dependênia linear das olunas de X. Entre as soluções possíveis para este

problema enontram-se:

Solução 1: retirar o parâmetro µ do modelo. Esta solução:

• orresponde a retirar a oluna de uns da matriz X;

• ada αi passa a ser equivalente à média do nível, µi.

Mas,

• esta solução não se pode generalizar a situações mais omplexas, om mais do que um fator;

• e esta solução é mais difíil de enaixar na teoria já dada do Modelo Linear, uma vez que

desapareeria a onstante aditiva omum a todas as observações (o parâmetro β0 dos modelos

de regressão linear).

Solução 2: imp�r uma restrição do tipo

∑k
i=1 αi = 0. Repare-se que esta equação orresponde a

reduzir o número de parâmetros αi livres, já que onheendo o valor de k−1 desses parâmetros, o

último é obrigado a tomar o valor que assegure a soma nula.

• Esta é a solução lássia, ainda hoje frequente em livros de ANOVA; mas

• é mais difíil de enaixar na teoria geral do Modelo Linear, pelo que não será utilizada.

Solução 3: tomar α1 = 0: será a solução utilizada.

• orresponde a exluir do modelo (e de X) a variável indiatriz do primeiro nível;

• permite aproveitar a teoria do Modelo Linear e é generalizável.

Cada solução tem impliações na forma de interpretar os parâmetros. Admitir a tereira opção, ou seja,

exigir que α1=0, orresponde a exluir a primeira variável indiatriz (

~III1) na equação 4.3. No exemplo

aima, a ondição α1=0 permite re-esrever a equação (4.5) da seguinte forma:































Y11

Y12

Y13

Y21

Y22

Y23

Y24

Y31

Y32































=































1 0 0

1 0 0

1 0 0

1 1 0

1 1 0

1 1 0

1 1 0

1 0 1

1 0 1



































µ

α2

α3



+































ǫ11

ǫ12
ǫ13

ǫ21

ǫ22

ǫ23
ǫ24

ǫ31

ǫ32































ISA/ULisboa � Estatístia e Delineamento � 2020-21 158



4.3. A ANOVA A UM FACTOR

Agora, o parâmetro µ é o valor médio das observações do nível i = 1 (e será doravante esrito omo

µ=µ1):

Y1j = µ+ ǫ1j ⇒ µ1 = E[Y1j ] = µ , ∀ j = 1, ..., n1

Y2j = µ1 + α2 + ǫ2j ⇒ µ2 = E[Y2j ] = µ1 + α2 , ∀ j = 1, ..., n2

Y3j = µ1 + α3 + ǫ3j ⇒ µ3 = E[Y3j ] = µ1 + α3 , ∀ j = 1, ..., n3

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Ykj = µ1 + αk + ǫkj ⇒ µk = E[Ykj ] = µ1 + αk , ∀ j = 1, ..., nk

4.3.2.3 Os efeitos de nível αi

No modelo para uma ANOVA a um fator, ada αi (i > 1) representa o arésimo que transforma a

média do primeiro nível na média do nível i:

α1 = 0

α2 = µ2 − µ1

α3 = µ3 − µ1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

αk = µk − µ1

A igualdade de todas as médias populaionais de nível µi equivale a que todos os efeitos de nível sejam

nulos: αi = 0 , ∀ i. Esta será a Hipótese Nula que vamos querer testar ontra a Hipótese Alternativa

de que exista pelo menos um nível i para o qual αi 6= 0, o que equivale a dizer que existem pelo menos

dois níveis i e i′ tais que as respetivas médias populaionais diferem: µi 6= µi′ .

4.3.2.4 Estimadores dos parâmetros

Consideremos agora os estimadores dos parâmetros µ e αi (i=2, ..., k) aima referidos. Uma vez que se

esreveu a equação do modelo na forma típia de um Modelo Linear, é possível a�rmar que o vetor om

os parâmetros ajustados pelo ritério dos Mínimos Quadrados é dado pela fórmula geral já onheida:

~̂
β
~̂
β~̂β = (XtX)−1Xt ~Y .

No entanto, e omo se viu, na ANOVA a um fator o papel das variáveis preditoras é desempenhado

pelas variáveis indiatrizes, variáveis que apenas podem tomar os valores 1 e 0. As k olunas da matriz

do modelo X são os vetores

~1n,
~III2,

~III3, ... ,
~IIIk.

Dada esta natureza espeial da matriz X, volta a ser possível (tal omo na Regressão Linear Simples,

mas ao ontrário do que aonteia na Regressão Linear Múltipla) ter fórmulas para ada estimador indi-

vidual de um dos parâmetros. As fórmulas dos parâmetros ajustados, geram estimadores dos parâmetros
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populaionais que são as quantidades amostrais análogas às que os parâmetros de�nem. Vejamos essas

fórmulas. Sendo Y i· =
1
ni

ni∑
j=1

Yij a média das ni observações de Y no nível i, tem-se:

µ1 −→ µ̂1 = Y 1·

α2 = µ2 − µ1 −→ α̂2 = Y 2· − Y 1·

α3 = µ3 − µ1 −→ α̂3 = Y 3· − Y 1·

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

αk = µk − µ1 −→ α̂k = Y k· − Y 1·

4.3.2.5 Os valores ajustados Ŷij

Do que foi visto, deorre que qualquer observação tem valor ajustado:

Ŷij = µ̂i = µ̂1 + α̂i = Y i· . (4.6)

Ou seja, os valores ajustados Ŷij são iguais para todas as observações num mesmo nível i do fator, e são

dadas pela média amostral das observações nesse nível.

Tal omo na Regressão, estes valores ajustados de Y resultam de projetar ortogonalmente o vetor

~Y

dos valores observados da variável resposta, sobre o subespaço de Rn
gerado pelas olunas da matriz X:

~̂
Y =H~Y. Numa ANOVA a um fator, o subespaço C(X) tem natureza espeial: todos os vetores de

C(X) têm de ter o mesmo valor nas posições orrespondentes a observações dum mesmo nível do fator.

a1 ~1n + a2 ~III2 + a3 ~III3 + ...+ ak ~IIIk =




a1
...

a1
a1 + a2

...

a1 + a2
a1 + a3

...

a1 + a3
(...)

a1 + ak
...

a1 + ak




O vetor

~̂
Y pertene a C(X), logo tem esta natureza. No aso do vetor

~̂
Y, o valor omum às observações

de ada nível dado pela média amostral desse nível.

4.3.3 O modelo ANOVA a um fator

Para se poder fazer inferênia no modelo ANOVA a um fator, admite-se ainda que os erros aleatórios

ǫij têm as mesmas propriedades que no modelo de regressão linear. O Modelo ANOVA a um Fator
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ompleto �a assim da seguinte forma.

De�nição 4.2: Modelo ANOVA a um fator, om k níveis

Seja dada uma variável resposta Y , que será observada de forma independente em k níveis de um

fator. Existem n observações, Yij , das quais ni estão assoiadas ao nível i (i = 1, ..., k) do fator.

Tem-se:

1. Yij = µ1 + αi + ǫij , ∀ i = 1, ..., k , ∀ j = 1, ..., ni (om a restrição α1 = 0).

2. ǫij ⌢ N (0 , σ2) , ∀ i, j

3. {ǫij}i,j v.a.s independentes.

O modelo ANOVA a um fator tem k parâmetros : a média de Y no primeiro nível do fator, µ1, e os

k − 1 arésimos αi (i > 1) que geram as médias de ada um dos k − 1 restantes níveis do fator.

4.3.4 O modelo ANOVA a um fator - notação vetorial

Alternativamente, o modelo ANOVA a um fator pode ser esrito, de forma equivalente, usando notação

vetorial. O vetor dos parâmetros do modelo é o vetor:

~βββ = (µ1 , α2 , α3 , · · · , αk)
t .

De�nição 4.3: Modelo ANOVA a um fator - notação vetorial

Seja dada uma variável resposta Y , que será observada de forma independente em k níveis de um

fator. O vetor

~Y das n observações veri�a:

1.

~Y = µ1
~1n + α2

~III2 + α3
~III3 + ...+ αk

~IIIk +~ǫǫǫ = X~βββ +~ǫǫǫ , sendo

• ~1n o vetor de n uns;

~III2,
~III3, ...,

~IIIk as variáveis indiatrizes dos níveis indiados;

• X =
[
~1n | ~III2 | ~III3 | · · · | ~IIIk

]
a matriz do modelo;

• ~βββ = (µ1, α2, α3, · · · , αk)
t
.

2. O vetor dos erros aleatórios tem distribuição

~ǫǫǫ ⌢ Nn(~0 , σ
2 In), sendo In a matriz identidade

n× n.

Trata-se dum modelo análogo a um modelo de Regressão Linear Múltipla, diferindo apenas na natureza

das variáveis preditoras, que são aqui variáveis indiatrizes dos níveis 2 a k do fator. Este fato permite

aproveitar os resultados infereniais já estudados. Mas permite igualmente onretizações espeí�as do

ontexto ANOVA, para as quais viramos agora a atenção.
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4.3.5 O teste F aos efeitos do fator

Já se viu que a hipótese de que nenhum dos níveis do fator afete a média da variável resposta orresponde

à hipótese

α2 = α3 = ... = αk = 0

⇔ µ1 = µ2 = µ3 = · · · = µk

Dado o paralelismo om os modelos de Regressão Linear, esta hipótese orresponde a dizer que todos os

oe�ientes das �variáveis preditoras� (na ANOVA, as variáveis indiatrizes

~IIIi) são nulos.

Logo, é possível testar esta hipótese, através dum teste F de ajustamento global do modelo (ver Seção

3.9). Trata-se dum aso partiular do modelo linear, mas neste ontexto há notação e fórmulas espeí�as

assoiadas a este teste.

4.3.5.1 Notação e graus de liberdade

Numa ANOVA a um fator, utilizaremos SQF em vez de SQR, para indiar a Soma de Quadrados

assoiada à variabilidade expliada pelo Modelo, ou seja, aos efeitos do Fator. A de�nição desta Soma

de Quadrados é idêntia ao visto no ontexto da regressão.

Numa ANOVA a um fator, o número de preditores do modelo (as variáveis indiatrizes dos níveis

2, 3, ..., k) é p = k−1 e o número de parâmetros do modelo é p+1 = k. Logo, os graus de liberdade

assoiados a ada Soma de Quadrados são:

SQ g.l.

SQF k − 1

SQRE n− k

Os Quadrados Médios ontinuam a ser os quoientes das Somas de Quadrados a dividir pelos respetivos

graus de liberdade:

QMF =
SQF

k − 1
; QMRE =

SQRE

n− k
. (4.7)

4.3.5.2 O Teste F

Sendo válido o Modelo de ANOVA a um fator, tem-se então o seguinte teste F à existênia de efeitos

do Fator :

Proposição 4.1: Teste F aos efeitos do fator

Hipóteses: H0 : αi = 0 , ∀ i = 2, ..., k vs. H1 : ∃i = 2, .., k t.q. αi 6= 0.
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[FACTOR N�O AFECTA℄ vs. [FACTOR AFECTA Y ℄

Estatístia do Teste: F = QMF
QMRE ⌢ F(k−1,n−k) se H0 é verdade.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): (Unilateral direita) Rejeitar H0 se Fcalc > fα(k−1,n−k)

A forma da região rítia é indiada na Figura 4.3.
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Figura 4.3: Uma região rítia unilateral direita para o teste F à existênia dos efeitos do Fator.

No ontexto duma ANOVA a um Fator, as Somas de Quadrados e Quadrados Médios têm fórmulas

espeí�as, que permitem o seu álulo a partir dos indiadores simples (médias e variânias amostrais)

das observações de ada nível do fator. Estas fórmulas são analisadas na subseção seguinte.

4.3.6 Os resíduos, SQRE e QMRE

Viu-se na equação (4.6) que os valores esperados de Y , numa ANOVA a um fator, são dados pela média

amostral das observações de Y nesse fator: Ŷij = µ̂i = Y i·. Assim, o resíduo da observação Yij é dado

pela sua diferença em relação à média amostral de nível :

Eij = Yij − Ŷij = Yij − Y i· . (4.8)

A Soma de Quadrados dos Resíduos é, omo sempre, o somatório do quadrado dos resíduos ao longo de

todas as n observações. No entanto, a nossa opção por usar uma dupla indexação para refereniar ada

observação individual implia que para alular tais somas ao longo das n observações seja neessário

usar um duplo somatório:

SQRE =
k∑

i=1

ni∑

j=1

E2
ij =

k∑

i=1

ni∑

j=1

(
Yij − Y i·

)2
=

k∑

i=1

(ni−1)S2
i , (4.9)

onde S2
i = 1

ni−1

ni∑
j=1

(Yij−Y i·)
2
é a variânia amostral das ni observações de Y no i-ésimo nível do fator.

Assim, SQRE mede a variabilidade no seio dos k níveis, variabilidade que não é expliada pelo modelo.
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O Quadrado Médio Residual é uma média ponderada das variânias amostrais de nível dos Yij , ou seja,

dos S2
i :

QMRE =
SQRE

n− k
=

k∑

i=1

ni − 1

n− k
S2
i , (4.10)

(tendo-se

k∑
i=1

(ni − 1)=n− k).

4.3.6.1 Fórmulas para SQRE e QMRE em delineamentos equilibrados

As expressões para SQRE e QMRE simpli�am ulteriormente no aso de um delineamento equilibrado,

ou seja, de um delineamento em que todos os níveis do fator têm o mesmo número nc de observações.

De fato, se n1 = n2 = ... = nk(= nc), tem-se n = nc · k, e:

SQRE = (nc−1)

k∑

i=1

S2
i

QMRE =
nc−1

n−k

k∑

i=1

S2
i =

✘✘✘nc−1

k(✘✘✘nc−1)

k∑

i=1

S2
i =

1

k

k∑

i=1

S2
i .

Assim, em delineamentos equilibrados, o Quadrado Médio Residual, QMRE, é a média simples das k

variânias de nível, nos valores da variável resposta Y .

4.3.7 A Soma de Quadrados e Quadrado Médio assoiados ao Fator

A Soma de Quadrados assoiada à Regressão toma, neste ontexto, a designação Soma de Quadrados

assoiada ao Fator e será representada por SQF . De novo, para somar os quadrados das diferenças entre

os valores ajustados de Y e a média global de todos esses valores, será neessário usar duplos somatórios.

A média da totalidade das n observações é dada por:

Y ·· =
1

n

k∑

i=1

ni∑

j=1

Yij .

A Soma de Quadrados assoiada ao Fator é dada por:

SQF =

k∑

i=1

ni∑

j=1

(
Ŷij − Y ··

)2

=

k∑

i=1

ni∑

j=1

(
Y i· − Y ··

)2

⇔ SQF =

k∑

i=1

ni

(
Y i· − Y ··

)2
.

Assim, a Soma de Quadrados assoiada ao Fator, SQF , mede variabilidade entre as médias amostrais

de ada nível.
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4.3.7.1 Fórmulas para SQF e QMF em delineamentos equilibrados

No aso de um delineamento equilibrado, om n1 = n2 = ... = nk(= nc), tem-se:

SQF = nc

k∑

i=1

(Y i· − Y ··)
2 = nc(k − 1) · S2

Y i..
,

onde S2
Y i..

= 1
k−1

k∑
i=1

(Y i· − Y ··)
2
india a variânia amostral das k médias de nível amostrais. Dividindo

SQF pelos seus graus de liberdade (k − 1), obtém-se o Quadrado Médio assoiado ao Fator:

QMF =
SQF

k − 1
= nc · S2

Y i..
.

Assim, em delineamentos equilibrados, o Quadrado Médio assoiado aos efeitos do Fator, QMF , é

proporional à variânia das k médias de nível da variável Y .

4.3.8 A relação entre Somas de Quadrados

A relação fundamental entre as três Somas de Quadrados, já estudada no ontexto geral de Modelos

Lineares, assume no aso da ANOVA a um Fator (mesmo om delineamentos não equilibrados) um

signi�ado partiular:

SQT = SQF + SQRE
k∑

i=1

ni∑
j=1

(Yij − Y ··)
2 =

k∑
i=1

ni (Y i· − Y ··)
2 +

k∑
i=1

(ni−1)S2
i .

onde:

SQT = (n−1)s2y mede a variabilidade total das n observações de Y ;

SQF mede a variabilidade entre diferentes níveis do fator (variabilidade inter-níveis);

SQRE mede a variabilidade no seio de ada nível - a variabilidade intra-níveis que não é expliada pelo

fator.

Esta é a origem história do nome Análise da Variânia: a variânia de Y é deomposta (�analisada�, no

seu signi�ado original) em parelas assoiadas a diferentes ausas. No aso duma ANOVA a um Fator,

as ausas podem ser apenas o efeito do fator, ou outras não expliadas pelo modelo (residuais).

4.3.9 A tabela de síntese da ANOVA a um Fator

É usual resumir toda esta informação numa tabela-resumo da ANOVA a um Fator :
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Fonte g.l. SQ QM fcalc

Fator k − 1 SQF =
k∑

i=1

ni · (yi· − y··)
2 QMF = SQF

k−1
QMF
QMRE

Resíduos n− k SQRE =
k∑

i=1

(ni − 1) s2i QMRE = SQRE
n−k

Total n− 1 SQT = (n− 1) s2y � �

Nota: Quer na oluna das Somas de Quadrados, quer na oluna dos graus de liberdade, o valor relativo à

linha Total é dado pela somas das orrespondentes parelas nas linhas do Fator e Residual. Esta relação

não é válida para a oluna dos Quadrados Médios.

4.3.10 A ANOVA a um Fator no R

No R de�ne-se uma estrutura de dados espeí�a para variáveis qualitativas (ategórias), designada

fator. Um fator é riado pelo omando om o mesmo nome, fator, apliado a um vetor ontendo

os nomes dos vários níveis.

Um vetor om os nomes dos níveis é frequentemente riado usando o omando rep, que repete os

elementos de um vetor de nomes, num número de vezes dado por um outro vetor de valores numérios.

Exempli�quemos a riação dum fator orrespondente às 150 observaçoes de lírios, e que india que as

primeiras 50 observações da espéie setosa, seguidas de 50 observações da espéie versiolor, e �nalmente

50 observações da espéie virginia.

> espeie <- fator( rep( ("setosa","versiolor","virginia") , (50,50,50) ) )

> espeie

[1℄ setosa setosa setosa setosa setosa setosa setosa setosa

[9℄ setosa setosa setosa setosa setosa setosa setosa setosa

[17℄ setosa setosa setosa setosa setosa setosa setosa setosa

[25℄ setosa setosa setosa setosa setosa setosa setosa setosa

[33℄ setosa setosa setosa setosa setosa setosa setosa setosa

[41℄ setosa setosa setosa setosa setosa setosa setosa setosa

[49℄ setosa setosa versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor

[57℄ versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor

[65℄ versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor

[73℄ versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor

[81℄ versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor

[89℄ versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor versiolor

[97℄ versiolor versiolor versiolor versiolor virginia virginia virginia virginia

[105℄ virginia virginia virginia virginia virginia virginia virginia virginia

[113℄ virginia virginia virginia virginia virginia virginia virginia virginia

[121℄ virginia virginia virginia virginia virginia virginia virginia virginia

[129℄ virginia virginia virginia virginia virginia virginia virginia virginia

[137℄ virginia virginia virginia virginia virginia virginia virginia virginia
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[145℄ virginia virginia virginia virginia virginia virginia

Levels: setosa versiolor virginia

A última linha mostrada aima, omeçada pela palavra Levels, é araterístia dos objetos da lasse

fator. Nessa linha, listam-se os nomes dos níveis do fator. O omando summary, apliado a um fator,

india o número de observações em ada nível do fator. Por exemplo, no objeto iris, a oluna Speies é

um fator (igual ao fator espeie aima riado), enquanto as restantes são variáveis numérias. Vejamos

omo a função summary lida om fatores:

> summary(iris)

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width Speies

Min. :4.300 Min. :2.000 Min. :1.000 Min. :0.100 setosa :50

1st Qu.:5.100 1st Qu.:2.800 1st Qu.:1.600 1st Qu.:0.300 versiolor:50

Median :5.800 Median :3.000 Median :4.350 Median :1.300 virginia :50

Mean :5.843 Mean :3.057 Mean :3.758 Mean :1.199

3rd Qu.:6.400 3rd Qu.:3.300 3rd Qu.:5.100 3rd Qu.:1.800

Max. :7.900 Max. :4.400 Max. :6.900 Max. :2.500

Para efetuar uma ANOVA a um Fator no R, os dados devem ser dados numa data.frame om duas

olunas :

1. uma oluna para os valores (numérios) da variável resposta;

2. outra oluna para o fator (om a indiação dos seus níveis); esta oluna deve ter a lasse fator.

As fórmulas usadas no R para espei�ar uma ANOVA a um fator são semelhantes às usadas na regressão

linear, mas indiando um fator omo variável preditora. Por exemplo, para efetuar uma ANOVA de

larguras das pétalas sobre espéies, nos dados dos n = 150 lírios, a fórmula é:

Petal.Width ∼ Speies

Embora seja possível usar o omando lm para efetuar uma ANOVA (a ANOVA é aso partiular do

Modelo Linear), existe outro omando que produz informação sob a forma mais tradiional numa ANOVA:

o omando aov.

O omando aov produz uma espéie de mini-tabela resumo da ANOVA (um resultado diferente do

resultado do omando lm) ontendo as Somas de Quadrados e graus de liberdade para os dois tipos de

variabilidade: a expliada pelo Fator e a Residual. A função summary, quando apliada ao resultado do

omando aov, produz o quadro-resumo ompleto da ANOVA.

Para obter as estimativas dos parâmetros µ1, α2, α3, ..., αk, pode apliar-se a função oef à ANOVA

ajustada.

As médias da variável resposta, global e por nível do fator, podem ser diretamente obtidas através da

função model.tables, om o argumento type=�means�.

Por omissão, o R ordena os níveis de um fator por ordem alfabétia, independentemente da ordem pela

qual surja a primeira instânia de ada nível no onjunto de dados.
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Ilustremos a apliação destes omandos om um exemplo.

Exemplo 4.1: ANOVA das larguras das sépalas sobre as espéies de lírios

Na Seção 4.1 (pg. 153) motivou-se a ANOVA om dois exemplos, no segundo dos quais se onsi-

deravam os diagramas de extremos e quartis das larguras das sépalas, por espéie de lírio. Vamos

agora veri�ar se as diferenças entre valores médios de largura de sépalas por espéie se podem

onsiderar signi�ativas.

A ANOVA da largura de sépalas sobre espéies para os lírios invoa-se da seguinte forma:

> aov(Sepal.Width ~ Speies, data=iris)

Call:

aov(formula = Sepal.Width ~ Speies, data = iris)

Terms:

Speies Residuals

Sum of Squares 11.34493 16.96200

Deg. of Freedom 2 147

Residual standard error: 0.3396877

O quadro de síntese ompleto desta ANOVA obtém-se om o omando summary:

> iris.aov <- aov(Sepal.Width ~ Speies , data=iris)

> summary(iris.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

Speies 2 11.35 5.672 49.16 <2e-16 ***

Residuals 147 16.96 0.115

Neste aso, rejeita-se laramente a hipótese de que os arésimos de nível, αi, sejam todos nulos,

pelo que se rejeita a hipótese de larguras médias de sépalas iguais em todas as espéies. Conlusão:

o fator (espéie) afeta a variável resposta (largura da sépala).

No exemplo dos lírios, têm-se os seguintes valores estimados dos parâmetros µ, α2 e α3:

> oef(iris.aov)

(Interept) Speiesversiolor Speiesvirginia

3.428 -0.658 -0.454

Assim:

• µ̂1 = 3.428: é a média amostral de larguras de sépalas setosa;
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• α̂2 = −0.658: é o arésimo (omo α̂2 é negativo, trata-se dum derésimo) que, somado à

média amostral das setosa, dá a média amostral das larguras de sépalas versiolor ;

• α̂3 = −0.454: é o arésimo que, somado à média amostral das setosa, dá a média amostral

das larguras de sépalas virginia.

Eis as médias da variável resposta, global e por nível do fator, obtidas om a função model.tables:

> model.tables(iris.aov , type="means")

Tables of means

Grand mean

3.057333

Speies

Speies

setosa versiolor virginia

3.428 2.770 2.974

Também é possível estudar uma ANOVA através do omando geral para os modelos lineares, o omando

lm. Este omando não produz a habitual tabela resumo das ANOVAs. Produz os resultados das listagens

já vistas aquando do estudo do Modelo Linear, mas om a importante diferença que, sendo o preditor um

fator, os parâmetros do modelo serão os indiados no modelo ANOVA (De�nição 4.2). Estes resultados

podem ser úteis para a onstrução de intervalos de on�ança ou testes de hipóteses, relativos ao parâmetro

µ1 e aos efeitos do fator, αi (i > 1). Eis um exemplo, relativo à ANOVA da largura das pétalas sobre

as espéies de lírios:

> summary(lm(Petal.Width ~ Speies , data=iris))

Call: lm(formula = Petal.Width ~ Speies, data = iris)

(...)

Coeffiients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Interept) 0.24600 0.02894 8.50 1.96e-14

Speiesversiolor 1.08000 0.04093 26.39 < 2e-16

Speiesvirginia 1.78000 0.04093 43.49 < 2e-16

---

Residual standard error: 0.2047 on 147 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9289, Adjusted R-squared: 0.9279

F-statisti: 960 on 2 and 147 DF, p-value: < 2.2e-16

Os valores estimados dos parâmetros (µ̂ = 0.246, α̂2 = 1.08 e α̂3 = 1.78) e respetivos erros padrão

podem servir para onstruir intervalos de on�ança ou efetuar testes de hipóteses relativos aos valores

populaionais dos parâmetros, ou de suas ombinações lineares, usando a teoria geral dos modelos lineares

estudada na Seção 3.3.
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4.3.11 A exploração ulterior de H1: as omparações múltiplas de Tukey

A Hipótese Nula, no teste F numa ANOVA a 1 Fator, a�rma que todos os níveis do fator têm efeito

nulo, isto é, que a média da variável resposta Y é igual nos k níveis do Fator:

α2 = α3 = ... = αk = 0

⇔ µ1 = µ2 = µ3 = · · · = µk

A Hipótese Alternativa diz que pelo menos um dos níveis do fator tem uma média µi diferente da média

µ1 do primeiro nível, ou seja, que:

∃ i tal que αi 6= 0

⇔ ∃ i tal que µ1 6= µi

Um eventual opçao por H1 india que nem todas as médias de nível de Y são iguais, mas (a não ser

no aso simples de haver apenas dois níveis, ou seja, k = 2), não expliita quais pares de médias de

nível devem ser onsiderados diferentes. Assim, a opção por H1 omporta a neessidade de aprofundar

ulteriormente a análise de preisamente quais são os pares de níveis do fator em que as médias de Y se

devem onsiderar diferentes. Mesmo om apenas k=3 níveis do fator, a rejeição de H0 pode dever-se a

situações diferentes, nomeadamente:

µ1 = µ2 6= µ3 i.e., α2 = 0 ; α3 6= 0

µ1 = µ3 6= µ2 i.e., α3 = 0 ; α2 6= 0

µ1 6= µ2 = µ3 i.e., α2 = α3 6= 0;

µi todos diferentes i.e., α2 6= α3 e α2, α3 6= 0.

Como optar entre estas diferentes alternativas? Uma possibilidade onsiste em efetuar testes aos valores

dos efeitos αi, om base na teoria já estudada anteriormente (reorde-se que um modelo ANOVA é um

modelo linear). Assim, por exemplo, um teste à Hipótese H0 : α2 =0 dir-nos-á se µ1 =µ2 é admissível.

Por outro lado, um teste à hipótese H0 : α2=α3 dir-nos-á se é admissível onsiderar que µ2=µ3.

No entanto, esta abordagem omporta um problema. Exige k− 1 testes a ada αi individual, mais(
k−1
2

)
testes a omparar pares de diferentes αis. Assim, o número total de testes a efetuar é

k(k−1)
2 , e

se o número de níveis k não f�r muito pequeno, o número de testes t-Student a efetuar será grande.

Um grande número de testes t, ada um dos quais realizados ao nível de signi�ânia α, não permite

ontrolar do nivel de signi�ânia global para o onjunto de todos os testes. Por exemplo, num fator

om k = 10 níveis, haverá 45 testes de hipóteses a realizar, e a probabilidade de no onjunto de todos

estes testes de hipóteses se ter alguma vez inorretamente rejeitado a hipótese da igualdade de médias

µi sob omparação deixa de ser apenas o valor de α om que ada teste individual foi realizado.

Prourando ultrapassar este problema, foram desenvolvidas abordagens alternativas, uja preoupação

é avaliar a igualdade de todos os

k(k−1)
2 pares de médias (µi = µj , para todos os pares (i, j) de níveis),

mas podendo no �nal a�rmar que a probabilidade de se ter rejeitado uma tal hipótese num qualquer

par, quando em todos ela era verdadeira, é um valor de signi�ânia α ontrolável pelo experimentador.
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Alternativamente, pode optar-se por onstruir um onjunto de intervalos de on�ança para todas as

diferenças de médias populaionais, µi−µj , om um grau global de on�ança 1−α em omo qualquer

todas as diferenças de médias populaionais pertenem aos respetivos intervalos. Esse tipo de abordagens

designam-se de omparações múltiplas. A mais utilizada de entre elas será estudada na próxima Subseção.

4.3.11.1 Intervalos de on�ança e testes de Tukey

As omparações múltiplas de Tukey baseiam-se num resultado inferenial geral, mas uja apliação é de

partiular utilidade neste ontexto.

Proposição 4.2: Distribuição de Tukey

Sejam {Wi}ki=1 variáveis aleatórias independentes, om distribuição Normal, e om os mesmos

parâmetros: Wi ⌢ N (µW , σ2
W ), ∀ i = 1, ..., k.

• Seja RW = max
i

Wi −min
i

Wi a amplitude total amostral.

• Seja S2
W um estimador da variânia omum σ2

W , tal que

ν S2
W

σ2
W

⌢ χ2
ν .

• Sejam Sw e Rw variáveis aleatórias independentes.

Então, a amplitude Studentizada,

RW

SW
, tem uma distribuição de Tukey, que depende de dois parâ-

metros : k (dimensão da amostra) e ν (graus de liberdade da χ2
assoiada à estimação de σ2

W ).

Notas:

1. Omite-se a demonstração.

2. Repare-se que este é um resultado relativamente geral, que permite onheer a distribuição de pro-

babilidades na amostragem duma amplitude Studentizada assoiada a qualquer amostra aleatória

(W1,W2, ...,Wk) duma (mesma) população Normal. Assim, é um resultado que pode ser apliado

em ontextos diferentes do ontexto da ANOVA, em que agora estamos interessados.

A utilidade da distribuição de Tukey para o problema da omparação múltipla de médias resulta do fato

de poder ser utilizado tomando as variáveis aleatórias NormaisWi omo sendo a diferença entre as médias

amostral e populaional para ada nível do fator. De fato, numa ANOVA a um fator, tem-se:

Y i· ⌢ N
(
µi ,

σ2

ni

)
⇔ Y i· − µi ⌢ N

(
0 ,

σ2

ni

)

Se o delineamento f�r equilibrado, isto é, n1 = n2 = ... = nk (= nc), as k diferenças Y i·−µi terão a mesma

distribuição N
(
0 , σ2

nc

)
, e podem ser onsideradas as variáveis Wi da Proposição 4.2. Para onstruir a

amplitude Studentizada destas variáveis, é neessário um estimador da variânia omum σ2/nc. Uma vez

que nc é onheido, apenas será preiso um estimador da variânia dos erros aleatórios σ2
, estimador esse

de que já dispomos: o Quadrado Médio Residual. Assim, o estimador de

σ2

nc
é dado por S2

W = QMRE
nc

.
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Figura 4.4: Densidade duma distribuição Tukey om parâmetros k=3 e ν=147.

Este estimador S2
W veri�a a exigênia da Proposição 4.2 de que

ν S2
W

σ2 tenha distribuição χ2
ν , uma vez

que sabemos (Proposição 3.10) que

SQRE
σ2 ⌢χ2

n−(p+1), logo (e tendo em onta que p+ 1=k no ontexto

da ANOVA a um fator) tem-se

(n−k) QMRE

nc

σ2

nc

=
(n−k)S2

W

σ2
W

⌢χ2
n−k. A restante ondição da Proposição 4.2

veri�a-se, pelo que a seguinte quantidade tem a distribuição de Tukey, om parâmetros k e n− k (sendo

estes últimos os graus de liberdade de QMRE )

RW

SW
=

max
i

(Y i· − µi)−min
j

(Y j· − µj)
√

QMRE
nc

⌢ Tukey(k,n−k) (4.11)

O quoiente

RW

SW
não pode ser negativo, por de�nição das quantidades envolvidas na fração.

Intervalos de Con�ança para µi − µj. Seja qα (k,n−k) o valor que numa distribuição de Tukey om

parâmetros k e n− k, deixa à direita uma região de probabilidade α. Então, por de�nição:

P

[
RW

SW
< qα (k,n−k)

]
= 1− α .

Logo, um intervalo de on�ança (unilateral) a (1− α) × 100% para a amplitude total RW é dado por:

RW < qα (k,n−k) · SW = qα (k,n−k) ·
√

QMRE

nc
.

Mas a amplitude

RW = max
i

(Y i· − µi)−min
j

(Y j· − µj)

é a maior de todas as diferenças, para qualquer i, j = 1, ..., k, do tipo:

∣∣(Y i· − µi)− (Y j· − µj)
∣∣ =

∣∣(Y i· − Y j·)− (µi − µj)
∣∣ ,
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Logo, para todos os pares de níveis i e j, tem-se, om grau de on�ança global (1− α)× 100%,

∣∣(yi· − yj·
)
− (µi − µj)

∣∣ ≤ RW < qα (k,n−k) ·
√

QMRE
nc

⇔ −qα (k,n−k)

√

QMRE
nc

< (µi−µj)−
(
yi·−yj·

)
< qα (k,n−k)

√

QMRE
nc

Assim, tem-se (1−α)× 100% de on�ança em omo todas as diferenças de médias de nível µi − µj estão

em intervalos da forma:

] (
yi· − yj·

)
− qα (k,n−k)

√

QMRE
nc

,
(
yi· − yj·

)
+ qα (k,n−k)

√

QMRE
nc

[
(4.12)

Se para qualquer par (i, j) de níveis, o intervalo orrespondente não ontém o valor zero, então µi = µj

não é admissível.

Testes de Hipóteses para µi−µj = 0 , ∀ i, j. Alternativamente, a partir do resultado da equação

(4.11) é possível testar a Hipótese Nula de que todas as diferenças de pares de médias de nível, µi−µj,

sejam nulas, em ujo aso

∣∣Y i· − Y j·

∣∣ < qα (k,n−k) ·
√

QMRE
nc

, ∀ i, j (4.13)

om probabilidade (1 − α). Assim, qualquer diferença de médias amostrais de nível, Y i· − Y j·, ujo

módulo exeda o limiar

qα (k,n−k) ·
√

QMRE
nc

(4.14)

india que, para esse par de níveis i, j, se deve onsiderar µi 6= µj . O nível (global) de signi�ânia de

todas estas omparações é α, ou seja, há probabilidade α de se onluir que µi 6= µj para algum par i, j,

se em todos os asos µi = µj .

Sintetizando o que foi dito aima, temos o Teste de Tukey às diferenças de médias de nível, numa ANOVA

a um Fator:

Proposição 4.3: Testes de Tukey às diferenças de pares de médias

Hipóteses: H0 : µi = µj , ∀ i, j vs. H1 : ∃i, j t.q. µi 6= µj .

[FACTOR N�O AFECTA℄ vs. [FACTOR AFECTA Y ℄

Estatístia do Teste:

RW

SW
⌢ Tukey(k,n−k) se H0.

Nível de signi�ânia do teste: α

Regra de rejeição: Para qualquer par (i, j), rejeita-se µi=µj se

∣∣Y i·−Y j·

∣∣ > qα (k,n−k)

√

QMRE
nc

A natureza da estatístia

R
S permite não apenas rejeitar H0 globalmente, omo identi�ar o(s) par(es)

(i, j) responsáveis pela rejeição (a diferença das orrespondentes médias amostrais exede o termo de

omparação), permitindo assim onlusões sobre diferenças signi�ativas em ada par de médias.
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4.3.12 Comparações múltiplas de médias no R

As omparações múltiplas de médias de nível, om base no resultado de Tukey, podem ser failmente

efetuadas no R. Por um lado, os valores da função distribuição umulativa e os quantis qα (k,n−k) duma

distribuição de Tukey podem ser alulados através das funções ptukey e qtukey, respetivamente. Para

se obter o termo de omparação nos testes de hipóteses a que µi − µj = 0, o quantil de ordem 1 − α na

distribuição de Tukey é obtido indiando os valores numérios de α, k e n− k no omando qtukey:

> qtukey(1-α, k, n− k)

O valor de

√
QMRE é produzido pelo omando aov, sob a designação �Residual standard error �, e o

valor de QMRE onsta da tabela de síntese da ANOVA, produzido pelo omando summary apliado a

uma ANOVA ajustada.

Pelo seu lado, o omando TukeyHSD alula os intervalos de on�ança a (1−α)× 100% para as diferenças

de médias.

Exemplo 4.2: Intervalos de on�ança de Tukey nos dados dos lírios

Voltando à ANOVA das larguras das sépalas sobre as espéies de lírios, tem-se:

> TukeyHSD(iris.aov)

Tukey multiple omparisons of means

95% family-wise onfidene level

$Speies

diff lwr upr p adj

versiolor-setosa -0.658 -0.81885528 -0.4971447 0.0000000

virginia-setosa -0.454 -0.61485528 -0.2931447 0.0000000

virginia-versiolor 0.204 0.04314472 0.3648553 0.0087802

Assim, o intervalo a 95% de on�ança (o nível de on�ança por omissão) para µ2−µ1 (versiolor-

setosa) é ] − 0.8189 , −0.4971 [. Uma vez que não inlui o valor zero, não é admissível que

µ2 − µ1 = 0, ou seja, rejeita-se a igualdade de µ2 e µ1.

Neste exemplo, nenhum dos intervalos de on�ança para diferenças de pares de médias de nível

inlui o valor zero, pelo que onsideramos que µi 6= µj , para qualquer i 6= j, ou seja, todas as

médias de espéie são diferentes entre si.

O valor de prova indiado (p adj) deve ser interpretado omo sendo o valor de α para o qual

ada diferença de médias, yi. − yj., seria, pela primeira vez, onsiderada não signi�ativa. Assim, a

diferença de médias amostrais para as espéies virginia e versiolor apenas seria onsiderada não

signi�ativa para um nível de signi�ânia α = 0.00878. Ou seja, apenas intervalos de Tukey a mais

de (1 − α)× 100% = 99.122% de on�ança, para essa diferença de médias, onteriam o valor zero.

Representação grá�a das omparações múltiplas. O R disponibiliza ainda um auxiliar grá�o

para visualizar as omparações das médias de nível, através da função plot, apliada ao resultado da
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função TukeyHSD. O resultado de apliar esse omando ao exemplo dos lírios é mostrado na Figura 4.5.
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Figura 4.5: Intervalos (a 95%) de on�ança de Tukey para as diferenças das médias populaionais de

nível, µi − µj das larguras das sépalas (dados dos lírios). Nenhum dos intervalos de on�ança ontém o

valor zero (assinalado pela linha vertial a traejado), pelo que se rejeita a hipótese de igualdade para

todos os pares de médias.

4.3.12.1 Delineamentos não equilibrados

Nota: Quando o delineamento da ANOVA a um Fator não é equilibrado (isto é, quando existe um

número diferente de observações nos vários níveis do fator), os testes ou intervalos de on�ança de

Tukey agora enuniados não são, em rigor, válidos. Mas, para delineamentos em que o desequilíbrio no

número de observações em ada nível não seja muito aentuado, é possível um resultado aproximado,

baseado no número médio de observações por nível, que a função TukeyHSD do R inorpora.

4.3.13 Análise de Resíduos e diagnóstios na ANOVA a 1 Fator

Em geral, a validade dos pressupostos do modelo estuda-se de forma idêntia ao que foi visto na Regressão

Linear. Mas há algumas partiularidades do ontexto espeí�o da ANOVA, que importa sublinhar.

Nos grá�os de resíduos usuais (eij) ontra valores ajustados de y (ŷij) para uma ANOVA a um fator,

os resíduos apareem sempre empilhados em k olunas. Tal partiularidade não é um padrão indiativo

de problemas, e resulta do fato (visto na equação 4.6) de qualquer valor ajustado ŷij = yi. ser igual para

observações num mesmo nível do fator. Assim, todos os pontos orrespondentes a um mesmo nível do

fator terão, no grá�o referido, a mesma oordenada no eixo horizontal, riando as k �olunas� referidas.

Como foi indiado, este padrão não orresponde a qualquer violação dos pressupostos do modelo e poderia

também surgir no ontexto duma Regressão Linear, aso houvesse repetições de observações om valores

idêntios nas variáveis preditoras. Este tipo de grá�o ontinua a ser útil, porque permite inspeionar

visualmente indíios de diferença na variabilidade dos resíduos em ada nível do fator. Caso essa seja
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uma araterístia evidente no grá�o, susita dúvidas sobre a validade do pressuposto de homogeneidade

de variânias dos erros aleatórios.

A Figura 4.6 ilustra este padrão de resíduos na ANOVA a 1 Fator orrespondente aos dados dos lírios,

om a variável resposta Sepal.Width e o fator preditor Speies. A semelhança na dispersão dos pontos

em ada oluna indiia que não há problemas om o pressuposto de homogeneidade de variânias dos

erros aleatórios.
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Figura 4.6: Grá�o de resíduos (usuais) ontra valores ajustados de Y , na ANOVA da largura das sépalas

sobre o fator espéies. O padrão das olunas é expetável e não indiia qualquer violação de pressupostos

do modelo. A dispersão semelhante dos pontos em ada uma das olunas é ompatível om o pressuposto

de variânias homogéneas dos erros aleatórios.

Outra partiularidade do ontexto da ANOVA a um fator diz respeito aos indiadores de diagnóstio,

e mais onretamente aos efeitos alavana. De fato, todas as observações dum mesmo nível i do fator

terão idêntio efeito alavana, igual a

1
ni
. No aso de delineamentos equilibrados, os efeitos alavana de

todas as observações serão assim iguais. Logo, os efeitos alavana deixam de ser um diagnóstio útil no

ontexto das ANOVAs. Como onsequênia evidente a partir da expressão �nal na De�nição 3.17, as

distânias de Cook são também menos úteis, re�etindo sobretudo o valor de ada resíduo estandardizado

Rij . No entanto, o limiar Dij>0.5 ontinua a ser útil na identi�ação de observações in�uentes.

Em ompensação, o ontexto espeí�o da ANOVA a um fator, om as suas ni repetições em ada

um dos k níveis do fator, permite fazer algo que não é, em geral, possível nas regressões lineares:

testar formalmente se as variânias dos erros aleatórios diferem entre os níveis do fator. Entre os testes

usualmente propostos para este �m enontram-se os testes de Bartlett ou de Levene, que no entanto não

são matéria para avaliação nesta disiplina.

4.3.13.1 Testando a homogeneidade de variânias: teste de Bartlett *

(*) A matéria desta Subseção não é avaliada

O Teste de Bartlett onfronta as hipóteses

H0 : σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
k

vs.

H1 : ∃ i, i′ t.q. σ2
i 6= σ2

i′ ,
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sendo σ2
i a variânia omum dos erros aleatórios ǫij do nível i do fator. A hipótese nula india que o

pressuposto de igualdade de todas as variânias de erros aleatórios é admissível, enquanto que a hipótese

alternativa viola esse pressuposto, uma vez que a�rma que em níveis diferentes do fator, os erros aleatórios

serão diferentes. Repare-se que em nenhum momento se onsidera a possibilidade de diferentes erros

aleatórios no seio dum mesmo nível do fator terem variânias diferentes (o que também violaria o

pressuposto do modelo sobre a existênia de homogeneidade de variânias). Nem seria possível testar

essa possibilidade (tal omo não existe um teste de hipóteses para a homogeneidade de variânias dos erros

aleatórios numa regressão linear). Mas a repetição de observações num mesmo nível permite efetuar o

teste agora indiado, o que é já um ontributo importante, tanto mais que a ausa mais plausível para

heterogeneidade nas variânias dos erros aleatórios orresponde à diferença de situações experimentais

assoiada aos níveis do fator.

A estatístia do teste de Bartlett ompara as médias aritmétia e geométria das k variânias amostrais

de nível de Y , S2
i = 1

ni−1

ni∑
j=1

(
Yij − Y i·

)2
. Vejamos de seguida a desrição dos passos num teste de

Bartlett à homogeneidade de variânias dos erros, numa ANOVA a um fator.

Hipóteses: H0 : σ2
1 = σ2

2 = ... = σ2
k vs. H1 : ∃ i, i′ t.q. σ2

i 6= σ2
i′

[Variânias homogéneas℄ vs. [Variânias heterogéneas℄

Estatístia do Teste:

K2 =

(n− k) lnQMRE −
k∑

i=1

(ni − 1) lnS2
i

C
∼ χ2

k−1
,

onde C = 1 + 1
3(k−1)

[
k∑

i=1

1
ni−1 − 1

n−k

]
.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): (Unilateral direita) Rejeitar H0 se K2
calc > χ2

α(k−1).

Duas preauções são neessárias na utilização do teste de Bartlett:

• O teste de Bartlett é fortemente dependente da Normalidade das observações subjaentes.

• A distribuição χ2
é apenas assintótia. Uma regra omum para a admissibilidade desta distribuição

assintótia é onsiderar que o teste apenas deve ser usado aso ni ≥ 5, ∀ i = 1, .., k.

O Teste de Bartlett no R. No R, o teste de Bartlett numa ANOVA a um fator é invoado pelo

omando bartlett.test, tendo por argumento uma fórmula análoga à usada no omando aov para

indiar a variável resposta e o fator. Assim, por exemplo, para pedir o teste de Bartlett na ANOVA de

Sepal.Width sobre Speies (nos dados dos lírios), utilizar-se-ia o seguinte omando:

> bartlett.test(Sepal.Width ~ Speies, data=iris)

Bartlett test of homogeneity of varianes
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data: Sepal.Width by Speies

Bartlett's K-squared = 2.0911, df = 2, p-value = 0.3515

O valor alulado da estatístia é K2
calc=2.0911, e o orrespondente p-value numa distribuição χ2

om

k−1 = 2 graus de liberdade é p = 0.3515. Assim, o teste de Bartlett india a não rejeição de H0, ou

seja, é admissível a hipótese de igualdade nas variânias em ada nível do fator. Essa onlusão permite

admitir a homogeneidade das variânias dos erros aleatórios.

4.3.13.2 Advertênias �nais

Eventuais violações aos pressupostos do modelo ANOVA a um Fator não têm sempre igual gravidade.

Estudos efetuados (desde logo, na obra lássia de She�é [6℄), permitem alguns omentários gerais a

este respeito.

• O teste F da ANOVA e as omparações múltiplas de Tukey são relativamente robustos a desvios à

hipótese de normalidade.

• As violações ao pressuposto de variânias homogéneas são em geral menos graves no aso de deli-

neamentos equilibrados, mas podem ser graves em delineamentos não equilibrados.

• A falta de independênia entre erros aleatórios é a violação mais grave dos pressupostos e deve ser

evitada, o que é em geral possível om um delineamento experimental adequado.

Re�ra-se ainda que na formulação lássia do modelo ANOVA a um Fator, e a partir da equação-base

do modelo

Yij = µ+ αi + ǫij , ∀ i, j

em vez de se impor a restrição α1 = 0 (ver Subseção 4.3.2.2), impõe-se a restrição alternativa

k∑
i=1

αi = 0.

Esta ondição alternativa:

• Também resolve o problema de exesso de parâmetros no modelo, uma vez que, além do parâmetro

µ, apenas deixa k− 1 parâmetros livres αi (o onheimento de k− 1 parâmetros αi implia o

onheimento do restante, já que têm de somar zero).

• Muda a forma de interpretar os parâmetros: µ é agora uma espéie de média geral de Y (para

qualquer nível do fator) e αi será o desvio da média do nível i em relação a essa média geral.

• Muda as fórmulas dos estimadores dos parâmetros.

• Mas não muda o resultado do teste F à existênia de efeitos do fator, nem os resultados dos testes

de omparaçãoes múltiplas de Tukey.

Assim, a formulação da restrição alternativa não afeta os resultados globais da ANOVA a um Fator, mas

apenas os aspetos ligados à interpretação, estimação e inferênia dos parâmetros do modelo. Reorde-se

que a nossa abordagem (ou seja, a restrição α1 = 0), foi introduzida pois permite aproveitar direta-

mente os resultados do Modelo Linear, já estudados no Capítulo 3. Essa vantagem ultrapassa qualquer

desvantagem que se possa apontar.
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4.4 Delineamentos e Unidades experimentais

No delineamento das experiênias para posterior análise através duma ANOVA (ou regressão linear),

as n observações da variável resposta orrespondem a n diferentes unidades experimentais (indivíduos,

parelas de terreno, loais, et.).

4.4.1 Os prinípios gerais da asualização e repetição

Prinípios gerais, já onheidos, na seleção destas unidades experimentais são:

1. a asualização, ou seja, a aleatoriedade na reolha de observações. No ontexto duma ANOVA a um

fator, essa asualização signi�a muitas vezes a asualização da esolha de diferentes tratamentos

(níveis do fator) a apliar a diferentes unidades experimentais, omo sejam parelas de terreno,

plantas, ou quantidades padronizadas de um produto (vinho, queijo, et.). Essa asualização é

fundamental para:

• se poder trabalhar om a Teoria de Probabilidades ; e

• se evitar enviesamentos (mesmo inonsientes) que muitas vezes estão assoiados a esolhas

de unidades experimentais às quais assoiar um determinado nível do fator (omo seja, um

tratamento).

2. Outro prinípio importante do delineamento, já onheido, é a repetição de observações indepen-

dentes, que é neessária para:

• estimar a variabilidade assoiada à estimação (erros padrões).

• minorar o impato duma eventual observação atípia.

Convém a este respeito distinguir entre repetições e pseudo-repetições. Exempli�quemos a diferença

entre estes dois oneitos, onsiderando um estudo sobre frutos do tomateiro. Do ponto de vista

experimental não é a mesma oisa:

• seleionar frutos dum mesmo tomateiro; ou

• seleionar frutos de tomateiros diferentes.

As repetições querem-se independentes. Mas as araterístias genotípias, fenotípias e ambientais,

são idêntias (ou muito semelhantes) para frutos duma mesma planta. Pelo que nesse aso, estamos

perante pseudo-repetições, que embora repliquem valores diferentes duma qualquer araterístia,

di�ilmente podem ser onsideradas repetições independentes. Já no aso de frutos de tomateiros

diferentes, as araterístias genotípias e fenotípias (e talvez também as ambientais) são diferentes,

havendo mais verdade no pressuposto de que se trata de observações independentes.

Pseudo-repetições podem ter utilidade. Substituindo ada grupo de pseudo-repetições por uma

únia observação média pode-se diminuir a variabilidade entre diferentes observações (ou seja,

entre as médias de grupos de pseudo-repetições), uma vez que esbate o impato de uma ou outra

observação atípia. E estas médias de pseudo-repetições já podem ser onsideradas independentes

umas das outras. A redução da variabilidade entre observações independentes torna a inferênia

mais preisa.
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4.4.2 Heterogeneidade nas unidades experimentais

Num Modelo Linear, toda a variabilidade nas unidades experimentais não atribuível aos preditores é on-

siderada variação inexpliada e ontemplada nos erros aleatórios. Assim, heterogeneidade não ontrolada

nas unidades experimentais ontribui para aumentar a variânia σ2
dos erros aleatórios, e por onse-

guinte, aumentar o valor do seu estimador, QMRE. Por sua vez, aumentar QMRE signi�a, nos testes

F , diminuir o valor alulado da estatístia F , afastando-a da região rítia. Assim, a heterogeneidade

não ontrolada nas unidades experimentais,

• numa ANOVA, ontribui para esonder a presença de eventuais efeitos do(s) fator(es) (veja-se

a Subseção 4.5.9 para um exemplo).

• numa Regressão Linear, ontribui para piorar a qualidade de ajustamento do modelo, diminuindo

o seu Coe�iente de Determinação.

Na prátia, é quase sempre impossível tornar as unidades experimentais totalmente homogéneas: a na-

tural variabilidade de plantas, animais, terrenos, loalidades geográ�as, élulas, et. signi�a que existe

variabilidade não ontrolável entre unidades experimentais. Mesmo que seja possível ter unidades experi-

mentais (quase) homogéneas, isso tem uma onsequênia indesejável: restringir a validade dos resultados

ao tipo de unidades experimentais om as araterístias utilizadas na experiênia.

Caso se saiba que existe um fator de variabilidade importante nas unidades experimentais, a melhor

forma de ontrolar os seus efeitos onsiste em ontemplar a existênia desse fator de variabilidade no

delineamento e no modelo, de forma a �ltrar os seus efeitos.

4.4.2.1 Um exemplo

Imagine-se que se pretende analisar o rendimento de 5 diferentes variedades de trigo (variável resposta).

Os rendimentos são também afetados pelos tipo de solos usados, que podem fazer os rendimentos diferir

substanialmente, mesmo numa únia variedade. Assim, admita-se que em duas parelas de terrenos

diferentes e onde se usaram variedades diferentes, se observam rendimentos muito diferentes. Fia em

aberto a dúvida se as ausas dessa variabilidade se devem ao fator variedade que se pretende estudar,

ou se resultam de terem sido observadas em terrenos de tipo diferente, havendo onfusão entre essas duas

possíveis ausas de variabilidade.

Nem sempre é possível ter terrenos homogéneos numa experiênia. Mesmo que seja possível, terá um

efeito indesejável, uma vez que as onsequênias que se poderiam retirar duma experiênia assim onebida

iriam limitar a validade dos resultados a um únio tipo de solos.

Pode lidar-se om esta situação organizando (delineando) uma experiênia em que se admite a existênia

dum fator terrenos. Assim, admita-se que estamos interessados em estudar os rendimentos em quatro

terrenos om diferentes tipos de solos. Cada terreno pode ser dividido em ino parelas viáveis para o

trigo, o que ria, ao todo, 20 unidades experimentais. Em vez de repartir aleatoriamente as 5 variedades

pelas 20 parelas, é preferível forçar ada tipo de terreno a onter uma parela om ada variedade.

Apenas dentro dos terrenos haverá asualização.

A situação agoras desrita é ilustrada da seguinte forma:
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Terreno 1 Var.1 Var.3 Var.4 Var.5 Var.2

Terreno 2 Var.4 Var.3 Var.5 Var.1 Var.2

Terreno 3 Var.2 Var.4 Var.1 Var.3 Var.5

Terreno 4 Var.5 Var.2 Var.4 Var.1 Var.3

A assoiação de variedades de terreno às 20 unidades experimentais não foi feita de forma totalmente

aleatória. Houve uma restrição à asualização total : dentro de ada terreno há asualização, mas obriga-

se ada terreno a ter uma parela assoiada a ada nível do fator variedade.

O delineamento agora exempli�ado é um aso partiular de um delineamento fatorial a dois fatores,

sendo um dos fatores a variedade de trigo e o outro o tipo de solos. Este tipo de delineamentos será

estudado na Seção seguinte.

A existênia de mais do que um fator pode resultar de:

• pretender-se estudar eventuais efeitos de mais do que um fator sobre a variável resposta; ou

• a tentativa de ontrolar a variabilidade experimental, omo no exemplo desta Subseção 4.4.2.1.

Historiamente, a segunda situação �ou assoiada à designação bloos, e na primeira fala-se apenas em

fatores, mas são situações análogas.

4.5 Delineamento fatorial a 2 fatores: modelo sem interação

Quando existem dois ou mais fatores, um delineamento experimental pode ontemplar diferentes tipos de

relações entre esses fatores. Nesta disiplina apenas estudaremos delineamentos om dois fatores, e ve-

remos dois diferentes tipos de relações entre eles: os hamados delineamento fatoriais e os delineamentos

hierarquizados.

De�nição 4.4: Delineamento fatorial (a 2 fatores)

Um delineamento fatorial a dois fatores é um delineamento om observações da variável resposta

em todas as possíveis ombinações de níveis de ada fator.

É habitual representar um delineamento fatorial através duma esquematização em grelha, omo indiado

na Figura 4.1. Sublinhe-se que essa representação não desreve a disposição no terreno duma eventual

experiênia, sendo apenas uma representação esquemátia das relaçoes entre os níveis de ada fator.
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Fator B

Níveis B1 B2 B3 . . . Bb

A1 × × × × × × × × × . . . × × ×
A2 × × × × × × × × × . . . × × ×

Fator A A3 × × × × × × × × × . . . × × ×
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Aa × × × × × × × × × . . . × × ×

Tabela 4.1: Representação esquemátia dum delineamento fatorial a dois fatores, um Fator A om a

níveis, e um Fator B om b níveis. Para o delineamento ser fatorial tem de haver observações da variável

resposta Y em todas as situações experimentais (élulas da tabela), resultantes de ruzar todos os níveis

de um e outro fator. Nesta representação sugere-se a existênia de nc = 3 observações em todas as ab

élulas, em ujo aso o delineamento é equilibrado.

4.5.1 Notação e terminologia

Fixemos alguma notação relativa aos delineamentos fatoriais a dois fatores. Admita-se a existênia de:

• uma variável resposta Y ;

• um Fator A, om a níveis ;

• Um Fator B, om b níveis ;

• n observações, om pelo menos uma em ada uma das ab situações experimentais riadas pela

ombinação de ada um dos a níveis do fator A om ada um dos b níveis do Fator B.

Cada ruzamento dum nível dum Fator om um nível doutro Fator orrespondem a uma diferente

situação experimental, ou élula. Num delineamento fatorial a dois fatores haverá assim ab diferentes

situações experimentais. Cada situação experimental (élula) pode ser identi�ada por dois índies (i, j),

onde i india o nível do fator A (a linha da grelha, na representação da Figura 4.1) e j india o nível do

fator B (oluna da grelha).

O número de observações na élula (i, j) é representado por nij . Tem-se

a∑
i=1

b∑
j=1

nij=n.

De�nição 4.5: Delineamento fatorial equilibrado

Se o número de observações f�r igual em todas as élulas, ou seja, se nij=nc , para todo i, j (sendo

nc o número omum de observações em ada élula), falamos num delineamento equilibrado.

Cada observação da variável resposta Y será agora identi�ada através de três índies (Yijk), onde:

• o primeiro índie, i, india o nível i do Fator A;
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• o segundo índie, j, india o nível j do Fator B ;

• o tereiro índie, k, india a repetição k, no seio da élula (i, j).

Nos delineamentos a um fator, estudámos um únio modelo ANOVA. Diferentemente, para delinea-

mentos fatoriais a dois fatores, onsideramos dois diferentes modelos ANOVA (two-way ANOVA em

inglês).

4.5.2 A equação do Modelo

Um primeiro modelo prevê a existênia de dois diferentes tipos de efeitos ondiionando os valores de Y :

os efeitos assoiados aos níveis do Fator A, e os efeitos assoiados aos níveis do Fator B.

Neste primeiro modelo, admite-se que o valor esperado de ada observação é da forma:

E[Yijk ] = µij = µ+ αi + βj , ∀ i, j, k .

onde µ, αi e βj são onstantes.

O parâmetro µ é omum a todas as observações. Cada parâmetro αi funiona omo um arésimo que

pode diferir entre níveis do Fator A, e é designado o efeito do nível i do fator A. Cada parâmetro βj

funiona omo um arésimo que pode diferir entre níveis do Fator B, e é designado o efeito do nível j do

fator B. Este tipo de modelos, em que os efeitos αi e βj se admitem onstantes são também onheidos

por modelos de efeitos �xos.

Tal omo em anteriores modelos lineares, admite-se que a variação de Yijk em torno do seu valor médio

é aleatória, e é representada por uma parela aditiva designada erro aleatório. Cada erro aleatório tem

a mesma tripla indexação que a observação a que orresponde, ou seja, o erro aleatório assoiado à

observação Yijk é representado por ǫijk. Assim, a equação de base para ada observação de Y é da forma:

Yijk = µ+ αi + βj + ǫijk , (4.15)

exigindo-se E[ǫijk] = 0, a �m de garantir que o valor médio de Yijk seja E[Yijk ]=µij=µ+ αi + βj .

4.5.3 A equação-base em notação vetorial

A equação de base do modelo ANOVA a dois fatores (sem interação) pode ser vista omo um aso

partiular de Modelo Linear utilizando variáveis indiatrizes de pertença a ada nível do Fator A e a

ada nível do Fator B. A ideia já foi estudada em pormenor no modelo ANOVA a um únio Fator. Será

aqui disutida onsiderando já a equação do modelo esrita na forma vetorial. Seja

~Y o vetor n-dimensional om a totalidade das observações da variável resposta;

~1n o vetor de n uns;

~IIIAi
o vetor da variável indiatriz de pertença ao nível i do Fator A;

~IIIBj
o vetor da variável indiatriz de pertença ao nível j do Fator B ;
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~ǫǫǫ o vetor dos n erros aleatórios.

Se se admitem efeitos para todos os níveis de ambos os fatores, a equação de base em notação vetorial

será:

~Y = µ~1n + α1
~IIIA1 + α2

~IIIA2 + ... + αa
~IIIAa

+ β1
~IIIB1 + β2

~IIIB2 + ... + βb
~IIIBb

+~ǫǫǫ

A matriz do modelo X de�nida om base nesta equação teria uma primeira oluna de uns, seguida de a

olunas om as indiatrizes de todos os níveis do Fator A, e �nalmente b indiatrizes de todos os níveis

do Fator B, omo ilustrado de seguida:

X =




1 1 0 ... 0 1 0 ... 0

1 1 0 ... 0 1 0 ... 0

1 1 0 ... 0 0 1 ... 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 1 0 ... 0 0 0 ... 1

1 1 0 ... 0 0 0 ... 1

−− −− −− −− −− −− −− −− −−
1 0 1 ... 0 1 0 ... 0

1 0 1 ... 0 1 0 ... 0

1 0 1 ... 0 1 0 ... 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 0 1 ... 0 0 0 ... 1

1 0 1 ... 0 0 0 ... 1

−− −− −− −− −− −− −− −− −−
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

−− −− −− −− −− −− −− −− −−
1 0 0 ... 1 1 0 ... 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 0 0 ... 1 0 0 ... 1

1 0 0 ... 1 0 0 ... 1




↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑
~1n

~III
A1

~III
A2

... ~III
Aa

~III
B1

~III
B2

... ~III
Bb

Uma tal matriz tem dependênias lineares por duas diferentes razões:

• a soma das indiatrizes

~IIIAi
do Fator A é igual à oluna dos uns,

~1n;

• a soma das indiatrizes

~IIIBj
do Fator B também dá a oluna dos uns,

~1n.

Será neessário introduzir restrições aos parâmetros, não podendo estimar-se parâmetros αi e βj para

todos os níveis de ada Fator. Mas, ao ontrário do que aonteia no delineamento a um únio fator,

há agora duas ausas de dependênia linear, sendo neessárias duas restrições. A exlusão da oluna de

n uns (ou seja, do parâmetro µ que lhe está assoiado) já não será agora su�iente para tornar as olunas
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de X linearmente independentes, uma vez que a soma das a indiatrizes do Fator A (que é o vetor dos

n uns) ontinuaria a ser igual à soma das indiatrizes dos b níveis do Fator B.

As duas restrições, neessárias para eliminar as duas dependênias lineares referidas, serão introduzidas

estendendo a ideia já usada aquando do estudo do modelo ANOVA a um únio Fator. Doravante,

admitimos que são exluídas da equação do modelo (4.15) as parelas assoiadas ao primeiro nível de

ada Fator, isto é, impõem-se as restrições:

α1 = 0 e β1 = 0 .

A equação de base vetorial do modelo ANOVA a 2 Fatores, sem interação, �a assim:

~Y = µ~1n + α2
~III
A2

+ ... + αa
~III
Aa

+ β2
~III
B2

+ ... + βb
~III
Bb

+~ǫǫǫ (4.16)

Esta opção orresponde a exluir as olunas

~IIIA1 e

~IIIB1 da matriz X, que �a om o seguinte aspeto:

X =




1 0 ... 0 0 ... 0

1 0 ... 0 0 ... 0

1 0 ... 0 1 ... 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 0 ... 0 0 ... 1

1 0 ... 0 0 ... 1

−− −− −− −− −− −− −−
1 1 ... 0 0 ... 0

1 1 ... 0 0 ... 0

1 1 ... 0 0 ... 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 1 ... 0 0 ... 1

1 1 ... 0 0 ... 1

−− −− −− −− −− −− −−
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

−− −− −− −− −− −− −−
1 0 ... 1 0 ... 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 0 ... 1 0 ... 1

1 0 ... 1 0 ... 1




↑ ↑ ↑ ↑ ↑
~1n

~III
A2

... ~III
Aa

~III
B2

... ~III
Bb

Com estas restrições, o parâmetro µ é o valor esperado das observações na primeira élula: E[Y11k] = µ11.

Por isso, daqui em diante esse parâmetro será esrito om a notação µ11.
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4.5.4 O Modelo ANOVA a dois Fatores, sem interação

Juntando os pressupostos sobre os erros aleatórios, neessários à inferênia, obtém-se o Modelo ANOVA

a dois fatores, sem interação.

De�nição 4.6: Modelo ANOVA a dois fatores, sem interação

Admitimos um delineamento fatorial a dois fatores, o Fator A om a níveis e o Fator B om b

níveis. Admite-se que existem n observações, Yijk, nij das quais assoiadas à élula (i, j) (i=1,..., a;

j=1,..., b). Tem-se:

1. Yijk = µ11 + αi + βj + ǫijk , (k=1, ..., nij) com α1=0 e β1=0.

2. ǫijk ⌢ N (0 , σ2), ∀ i, j, k.

3. {ǫijk}i,j,k é um onjunto de variáveis aleatórias independentes.

O modelo ANOVA a dois Fatores, sem interação, tem um total de a+ b− 1 parâmetros desonheidos:

• o parâmetro µ11;

• os a−1 efeitos de nível do Fator A, αi (i > 1); e

• os b−1 efeitos de nível do Fator B, βj (j > 1).

Mais adiante interpretar-se-á o signi�ado dos efeitos de nível αi e βj , de uma forma mais preisa.

4.5.5 O modelo ANOVA a dois fatores, sem interação - notação vetorial

Alternativamente, este modelo ANOVA sem efeitos de interação, pode ser esrito usando notação ve-

torial.

De�nição 4.7: Modelo ANOVA a dois fatores sem interação - notação vetorial

Seja dada uma variável resposta Y , om n observações Yijk nas ab élulas de�nidas pelo ruzamento

fatorial de dois fatores, A e B.

1. O vetor

~Y das n observações Yijk veri�a:

~Y = µ11
~1n + α2

~IIIA2 + ...+ αa
~IIIAa

+ β2
~IIIB2 + ...+ βb

~IIIBb
+~ǫǫǫ

= X~βββ +~ǫǫǫ ,

sendo

• ~1n o vetor de n uns;

~IIIAi
indiatriz do nível i nível do Fator A; e

~IIIBj
indiatriz do
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nível j do Fator B;

• X =
[
~1n | ~IIIA2 | · · · | ~IIIAa

| ~IIIB2 | · · · | ~IIIBb

]
a matriz do modelo;

• ~βββ = (µ1, α2, · · · , αk, β2, · · · , βb)
t
.

2. O vetor dos erros aleatórios tem distribuição

~ǫǫǫ ⌢ Nn(~0 , σ
2 In).

4.5.6 Os dois testes F

Um teste de ajustamento global do modelo tem omo hipótese nula que todos os efeitos, quer do fator

A, quer do Fator B, sejam simultaneamente nulos, mas não distingue entre os efeitos de ada fator.

Uma vez que se admitiu a existênia de dois diferentes fatores, será mais útil testar separadamente a

existênia dos efeitos de ada fator.

Assim, serão neessários dois testes, para duas diferentes Hipóteses Nulas:

• Teste I: H0 : αi = 0 , ∀i = 2, ..., a vs. H1 : ∃ i tal que αi 6= 0;

• Teste II: H0 : βj = 0 , ∀j = 2, ..., b vs. H1 : ∃ j tal que βj 6= 0.

4.5.6.1 O teste F aos efeitos do Fator B

Como se viu, o modelo do ANOVA a 2 Fatores, sem interação, tem equação de base (4.16) vetorial

dada por:

~Y = µ~1n + α2
~III

A2
+ ... + αa

~III
Aa

+ β2
~III
B2

+ ... + βb
~III

Bb
+~ǫǫǫ .

O fato de ser um Modelo Linear permite apliar a teoria já onheida para este tipo de modelos, para

testar as hipóteses

H0 : βj = 0 , ∀j = 2, ..., b vs. H1 : ∃ j tal que βj 6= 0 .

Uma vez que se trata duma hipótese Nula da igualdade a zero dum onjunto de parâmetros (os parâmetros

βj) que multipliam variáveis preditoras (as variáveis indiatrizes

~III
Bj
), a ferramenta neessária é um teste

F parial (Ver a Subseção 3.10.1). Conretamente, ter-se-á de omparar o modelo ompleto, de equação

~Y = µ~1n + α2
~III

A2
+ ... + αa

~III
Aa

+ β2
~III
B2

+ ... + βb
~III

Bb
+~ǫǫǫ ,

om o submodelo orrespondente a tomar todos os βj = 0, e que é o modelo a um únio Fator, A:

~Y = µ~1n + α2
~III

A2
+ ... + αa

~III
Aa

+ ~ǫǫǫ .

Podemos também esrever as equações dos modelos sem a notação vetorial. Designaremos o modelo

ompleto por Modelo MA+B:

(Modelo MA+B) Yijk = µ11 + αi + βj + ǫijk ,

e o submodelo por Modelo MA:

(Modelo MA) Yijk = µ11 + αi + ǫijk .
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Registe-se que o submodelo MA é um modelo ANOVA a 1 Fator (só om o fator A).

Os passos ompletos para a realização deste teste F parial envolvem:

• O ajustamento do modelo ompleto MA+B e do submodelo MA, om base nas respetivas matrizes

do modelo X que de�nem as duas matrizes de projeção ortogonal H, e por onseguinte, os valores

ajustados

~̂
Y=H~Y por ada um dos modelos.

• Obter as respetivas Somas de Quadrados Residuais, SQREA+B e SQREA, dados pela soma dos

quadrados dos elementos dos vetores de resíduos

~E= ~Y − ~̂
Y em ada modelo.

• Efetuar o teste F parial indiado. Repare-se que, neste aso, a diferença do número de parelas

do modelo ompleto (MA+B) e Submodelo (MA) é dado pelo número de parâmetros assoiados

aos efeitos do Fator B, ou seja (e após a restrição β1 = 0), b−1. Analogamente, os graus de

liberdade assoiados à Soma de Quadrados Residual é, omo em qualquer Modelo Linear, o número

de observações menos o número de parâmetros do modelo, ou seja n − (a + b − 1). A diferença

nas Somas de Quadrados do Submodelo e do Modelo a dois fatores, que aparee no numerador do

numerador da estatístia, ou seja SQREA − SQREA+B passa a designar-se a Soma de Quadrados

assoiada aos efeitos do Fator B, SQB:

SQB = SQREA − SQREA+B .

Assim, a estatístia de teste será da forma:

(Teste aos Efeitos Factor B) F =

=SQB︷ ︸︸ ︷
SQREA − SQREA+B

b−1
SQREA+B

n−(a+b−1)

=
QMB

QMRE
(4.17)

de�nindo o Quadrado Médio assoiado aos efeitos do Fator B,

QMB =
SQB

b−1
=

SQREA − SQREA+B

b− 1
(4.18)

O QMRE no denominador refere-se ao Quadrado Médio Residual do Modelo ompleto, MA+B.

• Tratando-se dum teste F parial, esta estatístia F tem distribuição F[ b−1 , n−(a+b−1) ] sob a Hipótese

Nula de igualdade do Modelo MA+B e o Submodelo MA, ou seja, no aso de todos os efeitos de

nível do fator B serem nulos (H0 : βj=0, ∀ j).

Coleionando os passos do teste, tem-se o Teste aos Efeitos do Fator B.

Proposição 4.4: Teste a efeitos do Fator B no modelo sem efeitos de interação

Hipóteses: H0 : βj = 0 , ∀ j = 2, ..., b vs. H1 : ∃j = 2, .., b tal que βj 6= 0.

[Fator B N�O AFECTA Y ℄ vs. [Fator B AFECTA Y ℄

Estatístia do Teste: F = QMB
QMRE ⌢ F( b−1 , n−(a+b−1) ) se H0.

Nível de signi�ânia do teste: α
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Região Crítia (Unilateral direita): Rejeitar H0 se Fcalc > fα(b−1,n−(a+b−1)).

4.5.6.2 O teste F aos efeitos do Fator A

Consideremos também um teste aos efeitos do Fator A. Este teste já não será exatamente um teste F

parial, embora a sua estatístia de teste tenha também uma distribuição F aso seja verdade a hipótese

nula. Neste teste, onsidera-se o ajustamento do Modelo apenas ao Fator A, o Modelo MA referido na

Subseção anterior, e a respetiva Soma de Quadrados do Fator, SQFA será agora designada a Soma de

Quadrados assoiada ao Fator A, SQA. De�ne-se o Quadrado Médio assoiado aos efeitos do Fator A,

de forma identia ao QMF do Modelo só om o Fator A, ou seja, dividindo SQA=SQFA por a−1 graus
de liberdade (que são número de parâmetros αi, orrespondentes aos efeitos de nível do Fator A, após

a introdução da restrição α1=0). Este Quadrado Médio do Fator A (que designaremos QMA) também

será omparado om o Quadrado Médio Residual do Modelo ompleto a dois Fatores (sem interação)

original (MA+B). Conretamente, de�nem-se:

• SQA = SQFA, a Soma de Quadrados do Fator no Modelo MA;

• QMA = SQA
a−1 , o Quadrado Médio do Fator no Modelo MA;

• As Somas de Quadrados e Quadrado Médio Residuais do modelo ompleto a dois Fatores (sem

interação), SQREA+B e QMRE = SQREA+B

n−(a+b−1) .

É possível provar que, aso todos os efeitos do Fator A no ModeloMA+B sejam nulos (αi=0, ∀i=2, ..., a),

a estatístia

F =
QMA

QMRE
=

SQA
a−1

SQREA+B

n−(a+b−1)

(4.19)

tem distribuição F(a−1,n−(a+b−1)).

Assim, sendo válido o Modelo de ANOVA a dois fatores, sem interação, tem-se o seguinte Teste F aos

efeitos do Fator A.

Proposição 4.5: Teste a efeitos do Fator A no modelo sem efeitos de interação

Hipóteses: H0 : αi=0 , ∀ i=2, ..., a vs. H1 : ∃ i=2, .., a tal que αi 6=0.

[Fator A N�O AFECTA Y ℄ vs. [Fator A AFECTA Y ℄

Estatístia do Teste: F = QMA
QMRE ⌢ F(a−1,n−(a+b−1)) se H0 verdade.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Região de Rejeição): (Unilateral direita) RejeitarH0 se Fcalc > fα(a−1,n−(a+b−1)).

Nos dois testes as regiões rítias são unilaterais direitas, omo indiado na Figura 4.7.
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Figura 4.7: Regiões rítias para os dois testes aos efeitos dos fatores num delineamento fatorial, num

modelo ANOVA sem efeitos de interação.

4.5.7 A deomposição de SQT

Tendo em onta as Somas de Quadrados aima de�nidas, tem-se uma nova deomposição da Soma de

Quadrados Total, SQT =(n−1) s2y. De fato, reorde-se as de�nições das Somas de Quadrados assoiadas

aos efeitos de ada Fator:

SQB = SQREA − SQREA+B (4.20)

SQA = SQFA = SQT − SQREA (4.21)

Somando estas Somas de Quadrados à Soma de Quadrados Residual do Modelo a dois Fatores (sem

interação), SQREA+B, obtém-se:

SQREA+B + SQB + SQA = ✭✭✭✭✭✭SQREA+B + (❳❳❳❳SQREA −✭✭✭✭✭✭SQREA+B) + (SQT −❳❳❳❳SQREA) ,

ou seja,

SQT = SQA+ SQB + SQREA+B (4.22)

que é uma nova deomposição de SQT , agora em três parelas, assoiadas ao fato de haver agora dois

fatores om efeitos previstos no modelo, e ainda a variabilidade residual.

4.5.8 ANOVA a dois Fatores sem interação no R

Para efetuar uma ANOVA a dois Fatores (sem interação) no R, onvém organizar os dados numa data

frame om três olunas:

1. uma para os valores (numérios) da variável resposta;

2. outra para o fator A (om a indiação dos seus níveis);

3. outra para o fator B (om a indiação dos seus níveis).

A fórmula utilizada no R para indiar uma ANOVA a dois Fatores, sem interação, é semelhante à usada

numa Regressão Linear om dois preditores, devendo o nome dos dois fatores (digamos fA e fB) ser

separado pelo símbolo '+':
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y ∼ fA + fB

Tal omo numa ANOVA a um Fator, desde que os preditores tenham sido de�nidos omo objeto de

lasse fator, o omando aov proede à onstrução das variáveis indiatrizes neessárias, que serão

oloadas nas olunas da matriz do modelo, X.

4.5.9 Um exemplo

Vejamos agora um exemplo lássio

1

dum modelo a dois fatores, sem efeitos de interação, e que também

ilustra omo ignorar heterogeneidade nas unidades experimentais pode esonder a existênia de efeitos

dum fator.

Exemplo 4.3: Os dados do rendimento de evada

O rendimento de ino variedades de evada (manhuria, svansota, velvet, trebi e peatland) foi

registado em seis diferentes loalidades. Em ada loalidade foi semeada uma e uma só parela om

ada variedade (havendo asualização das parelas assoiadas às variedades, em ada loalidade).

Foi ajustada uma ANOVA om a variável resposta rendimento (Y1), e os efeitos dos dois Fatores,

variedade (Var) e loalidade (Lo), que produziu a seguinte tabela de síntese.

> summary(aov(Y1 ~ Var + Lo, data=immer))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

Var 4 2756.6 689.2 4.2309 0.01214 *

Lo 5 17829.8 3566.0 21.8923 1.751e-07 ***

Residuals 20 3257.7 162.9

Num teste aos efeitos de loalidade, há uma lara rejeição de H0, enquanto que no teste aos efeitos

de variedade, há rejeição de H0 ao nível de signi�ânia α=0.05, mas não ao nível α=0.01. Assim,

há alguma indiação de efeitos signi�ativos entre variedades, e muita entre loalidades.

Vale a pena omparar estes resultados om o resultado de, aos mesmos dados, ajustar um modelo

om apenas o fator variedade (o Modelo MA aima referido), e tratando todas as parelas (quer da

mesma loalidade, quer de loalidades diferentes) omo se fossem repetições. Este modelo orres-

ponde a ignorar eventuais efeitos de loalidade (de bloo). Como se pode onstatar pelos resultados

abaixo indiados, nesse modelo os efeitos de variedade são onsiderados não signi�ativos (para

qualquer α razoável).

> summary(aov(Y1 ~ Var, data=immer))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

Var 4 2756.6 689.2 0.817 0.5264

Residuals 25 21087.6 843.5

1

Immer, Hayes e LeRoy Powers, Statistial adaptation of barley varietal adaptation, Journal of the Amerian Soiety

for Agronomy, 26, 403-419, 1934. Os dados estão disponíveis no módulo MASS do R, numa data frame de nome immer.
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Uma análise detalhada das duas tabelas de resumo das ANOVAs mostra a razão de ser deste

resultado qualitativamente diferente. É visível que a Soma de Quadrados assoiada aos efeitos

do fator variedade e respetivos graus de liberdade são iguais nas duas tabelas. Assim tinha

de ser, pela de�nição de SQA = SQFA usada no modelo a dois fatores. Uma vez que a Soma

de Quadrados Total também é igual nos dois asos (já que não depende do modelo ajustado, mas

apenas da variânias dos valores observados da variável resposta, que são os mesmos nos dois asos),

torna-se evidente que tem de ter-se SQREA = SQREA+B + SQB (numeriamente, e a menos de

arredondamentos, 21087.6= 17829.8 + 3257.7), o que on�rma numeriamente a fórmula dada na

equação (4.20). Assim, ignorar os eventuais efeitos do Fator B (Lo) equivale a torná-los efeitos não

expliados pelo modelo, logo efeitos que irão in�aionar a Soma de Quadrados Residual e (na medida

em que esse aumento é onsiderável) também o Quadrado Médio Residual, que passa de 162.9 no

modelo om os dois fatores, para 843.5 no modelo apenas om o fator Var. Esta in�ação do

Quadrado Médio Residual implia que um valor idêntio de QMA=689.2 deixa de ser onsiderado

signi�ativo (ao nível α= 0.05) e passa a ser laramente não signi�ativo. A ilação geral é a que

atrás se referiu: uma grande variabilidade inexpliada tende a masarar a importânia de eventuais

efeitos de um fator.

4.5.10 Uma deomposição alternativa de SQT

Um aspeto importante para o qual é neessário hamar a atenção diz respeito ao fato de ser possível

troar o papel dos fatores A e B (fatores que são, na realidade, arbitrários) na disussão anterior. Essa

troa de papéis levaria a de�nir as Somas de Quadrados de ada fator de forma diferente.

Designando por MB o modelo ANOVA a um fator, mas apenas om o fator que temos hamado B, é

possível onsiderar que um teste aos efeitos do Fator A orresponderia a um teste F parial omparando

os modelos MA+B e MB. Construindo uma estatístia de teste F para os efeitos do Fator B de forma

análoga ao que foi feito na Subseção 4.5.6.2 (mas troando o papel dos fatores A e B) resultaria nas

seguintes de�nições para as Somas de Quadrados assoiadas a ada Fator:

SQB′ = SQFB = SQT − SQREB

SQA′ = SQREB − SQREA+B .

Continua a ser verdade que SQT se pode deompor na forma

SQT = SQA′ + SQB′ + SQREA+B ,

embora as de�nições de SQA e SQB sejam agora diferentes. Mas as duas formas alternativas de de-

�nir SQA e SQB apenas produzem resultados iguais no aso de delineamentos equilibrados. Ou seja,

embora em ambos os asos se tem uma únia de�nição de SQREA+B, apenas no aso de delineamentos

equilibrados será verdade que:

SQFA = SQA = SQA′ = SQREB − SQREA+B

e:

SQFB = SQB′ = SQB = SQREA − SQREA+B .

Assim, só no aso de delineamentos equilibrados é que a ordem dos fatores é arbitrária. O Exeríio

ANOVA 9 ilustra esta a�rmação.
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Para delineamentos não equilibrados, a variabilidade de Y assoiada a só ter um dos fatores (por exemplo

A) não é igual à variabilidade adiional que esse mesmo Fator A explia, depois de se ter iniialmente

introduzido o Fator B.

Em todo o aso, e para qualquer deomposição, os graus de liberdade assoiados a ada uma destas Somas

de Quadrados é dado pelo número de parâmetros do tipo respetivo que sobram, após a introdução das

restrições α1 = 0 e β1 = 0, ou seja, a−1 e b−1, respetivamente, para SQA e SQB. E ontinua a

ser verdade que estatístias de teste da forma

QMxx
QMRE têm distribuição F , aso sejam verdadeiras as

respetivas hipóteses Nulas.

4.5.11 Fórmulas para delineamentos equilibrados

Também neste aso é possível obter fórmulas para os estimadores de ada parâmetro individual, embora

essas fórmulas não sejam tão simples omo no aso duma ANOVA a um Fator, razão pela qual apenas

serão onsideradas as fórmulas para o aso de delineamentos equilibrados.

Comeemos por de�nir três diferentes tipos de médias: a média global das n observações e as médias

de nível de ada Fator, ou seja, as médias de ada linha e de ada oluna na grelha que esquematiza

o delineamento fatorial (Tabela 4.1, pg. 182). Repare-se omo a tripla indexação usada neste modelo

obriga a utilizar um triplo somatório para somar ao longo de todas as observações.

Y ··· a média amostral da totalidade das n = a b nc observações: Y ··· =
1
n

a∑
i=1

b∑
j=1

nc∑
k=1

Yijk.

Y i·· a média amostral das b nc observações do nível i do Fator A: Y i·· =
1

b nc

b∑
j=1

nc∑
k=1

Yijk.

Y ·j· a média amostral das a nc observações do nível j do Fator B: Y ·j· =
1

anc

a∑
i=1

nc∑
k=1

Yijk.

A Soma de Quadrados do Fator A, de�nida na Subseção 4.5.6.2 é a Soma de Quadrados do (únio)

Fator no Modelo MA, apenas om o Fator A (SQFA). Nesse modelo, os valores ajustados são as

médias das observações no mesmo nível do Fator A. Tendo em onta a notação de tripla indexação

introduzida nos delineamentos fatoriais a dois fatores, trata-se das médias aluladas para um valor

�xo do primeiro índie (i), somando ao longo de todos os possíveis valores dos outros dois índies (j e

k), ou seja das médias Y i.. aima indiadas. Assim, os valores ajustados são da forma Ŷijk = Y i... Logo,

num delineamento equilibrado, e indiando por Y ... a média global das n observações de Y , a Soma de

Quadrados de A é sempre dada (qualquer que seja a deomposição de SQT usada) por:

SQFA =

a∑

i=1

b∑

j=1

nc∑

k=1

(Ŷijk−Y ···)
2 =

a∑

i=1

b∑

j=1

nc∑

k=1

(Y i..−Y ···)
2 = b nc ·

a∑

i=1

(Y i··−Y ···)
2 = SQA . (4.23)

Da mesma forma, num delineamento equilibrado, SQB é a Soma de Quadrados do Fator (SQFB) do

Modelo MB, apenas om o Fator B. Nesse modelo, os valores ajustados são as médias de todas as

observações no nível do Fator B orrespondente à observação, ou seja, Ŷijk=Y .j. aima indiadas. Logo,
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a Soma de Quadrados do Fator B será dada por:

SQFB =

a∑

i=1

b∑

j=1

nc∑

k=1

(Ŷijk−Y ···)
2 =

a∑

i=1

b∑

j=1

nc∑

k=1

(Y .j.−Y ···)
2 = a nc·

b∑

j=1

(Y ·j·−Y ···)
2 = SQB . (4.24)

É ainda possível mostrar que os estimadores de Mínimos Quadrados de ada parâmetro, se o delineamento

é equilibrado, ou seja, se nij = nc em todas as élulas (i, j), são os seguintes:

• µ̂11 = Y 1·· + Y ·1· − Y ···.

• α̂i = Y i·· − Y 1··.

• β̂j = Y ·j· − Y ·1·.

Tendo em onta estas fórmulas e a equação base do Modelo, tem-se que os valores ajustados de ada

observação dependem das médias dos respetivos níveis em ada fator e da média geral de todas as

observações :

Ŷijk = µ̂11 + α̂i + β̂j = Y i·· + Y ·j· − Y ··· , ∀ i, j, k .

Assim, ada resíduo é dado por:

Eijk = Yijk − Ŷijk = Yijk − (Y i·· + Y ·j· − Y ···) . (4.25)

A Soma de Quadrdados Residual é a soma dos quadrados das parelas indiadas na equação (4.25).

Aviso: Ao ontrário do que suede na ANOVA a um fator, numa ANOVA a dois Fatores, sem efeitos

de interação, os valores ajustados Ŷijk não são a média das observações de Y na mesma situação

experimental, ou seja, na élula (i, j).

Usando estas fórmulas (que onstam também do formulário da disiplina) obtém-se o quadro de síntese

da ANOVA a 2 Fatores (sem interação) para um delineamento equilibrado, que é dado na Tabela 4.2.

4.5.12 A interpretação dos parâmetros e a rigidez do modelo

O signi�ado dos parâmetros do modelo depende da onvenção usada para ultrapassar o problema da

multiolinearidade das olunas da matriz X. Vejamos a interpretação dos parâmetros resultante de usar

as restrições α1 = β1 = 0.

O parâmetro µ11 orresponde ao valor esperado da variável resposta Y na élula ujas indiatrizes foram

exluídas da matriz do delineamento. De fato, tendo em onta a expressão da equação do modelo, para

uma observação de Y efetuada na élula (1, 1), orrespondente ao ruzamento do primeiro nível de ada

fator, tem-se:

Y11k = µ11 + ǫ11k =⇒ E[Y11k] = µ11 .

Por outro lado, o parâmetro αi, que se designa o efeito do nível i do fator A, orresponde ao arésimo no

valor esperado da variável resposta Y assoiado a observações do nível i > 1 do Fator A (relativamente

às observações do primeiro nível do Fator A), quando j=1. De fato, uma observação de Y efetuada
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Fonte g.l. SQ QM fcalc

Fator A a− 1 SQA = b nc ·
a∑

i=1

(yi·· − y···)
2

QMA = SQA
a−1

QMA
QMRE

Fator B b− 1 SQB = a nc ·
b∑

j=1

(
y·j· − y···

)2
QMB = SQB

b−1
QMB
QMRE

Resíduos n−(a+b−1) SQRE=
a
∑

i=1

b
∑

j=1

nc
∑

k=1

(yijk−(yi··+y·j·−y···))
2

QMRE= SQRE
n−(a+b−1)

Total n− 1 SQT = (n−1) s2y � �

Tabela 4.2: Tabela de síntese duma ANOVA a dois Fatores, sem efeitos de interação, para um deline-

amento equilibrado.

na élula (i, 1), om i > 1, orrespondente ao ruzamento dum nível do fator A diferente do primeiro,

om o primeiro nível do Fator B (j=1) será da forma:

Yi1k = µ11 + αi + ǫi1k =⇒ µi1 = E[Yi1k] = µ11 + αi ⇐⇒ αi = µi1 − µ11 .

Esta interpretação dos parâmetros αi é sistematizada na Tabela 4.3.

Fator B

Níveis B1 B2 B3 . . . Bb

A1 µ11 µ12 µ13 . . . µ1b

A2 µ21 = µ11+α2 µ22 µ23 . . . µ2b

FACTOR A A3 µ31 = µ11+α3 µ32 µ33 . . . µ3b

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Aa µa1 = µ11+αa µa2 µa3 . . . µab

Tabela 4.3: Interpretação dos efeitos αi no modelo ANOVA a dois fatores, sem interação, om as

restrições α1 = β1 = 0.

Finalmente, o parâmetro βj orresponde ao arésimo no valor esperado da variável resposta Y assoiado

a observações do nível j do Fator B (relativamente às observações do primeiro nível do Fator B), quando

i = 1. Designa-se o efeito do nível j do fator B. De fato, uma observação de Y efetuada na élula

(1, j), om j > 1, orrespondente ao ruzamento do primeiro nível do fator A om um nível do Fator B

diferente do primeiro será da forma:

Y1jk = µ11 + βj + ǫ1jk =⇒ µ1j = E[Y1jk] = µ11 + βj ⇐⇒ βj = µ1j − µ11 .
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Esta interpretação dos parâmetros βj é sistematizada na Tabela 4.4.

Fator B

Níveis B1 B2 B3 . . . Bb

A1 µ11 µ12=µ11+β2 µ13=µ11+β3 . . . µ1b=µ11+βb

A2 µ21 µ22 µ23 . . . µ2b

FACTOR A A3 µ31 µ32 µ33 . . . µ3b

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Aa µa1 µa2 µa3 . . . µab

Tabela 4.4: Interpretação dos efeitos βj no modelo ANOVA a dois fatores, sem interação, om as

restrições α1 = β1 = 0.

Assim, já foram utilizados todos os a + b − 1 parâmetros do modelo, apenas para de�nir as médias

populaionais orrespondentes às élulas assoiadas aos primeiros níveis do Fator A e do Fator B. O

Modelo ANOVA a um Fator revela-se pouo �exível : não existem mais parâmetros e os valores esperados

nas restantes élulas já estão pré-determinados, porque essas médias populaionais das restantes élulas

dependem dos parâmetros já introduzidos. De fato, observações de Y efetuadas numa élula genéria

(i, j), om i > 1 e j > 1, orrespondente ao ruzamento de níveis diferentes do primeiro, quer no Fator

A, quer no Fator B, veri�am:

Yijk = µ11 + αi + βj + ǫijk =⇒ E[Yijk ] = µ11 + αi + βj .

Os valores esperados de Y são aresidos em relação ao valor esperado duma observação na élula de

referênia (élula (1, 1)) pelas parelas αi e βj (já disutidas), mas não há �exibilidade para desrever

situações espeí�as de élulas om i > 1 e j > 1. A impliação desse fato é que a existênia de

partiularidades assoiadas a uma ombinação de níveis dos dois fatores (om i > 1 e j > 1), omo

por exemplo a oorrênia de médias espeialmente elevadas ou baixas nessas élulas, não poderá ser

adequadamente estudada om este modelo. É esse tipo de situações que se designam interações, e a

introdução dos efeitos de interação será disutida na próxima Seção.

4.6 Delineamento fatorial a 2 fatores: modelo om interação

Um modelo ANOVA a 2 Fatores, sem interação, para um delineamento fatorial, isto é, em que se

ruzam todos os níveis de um e outro fator, foi estudado na Seção 4.5. Mas, omo se viu, trata-se

dum modelo pouo �exível, que não permite total liberdade na estimação das médias populaionais de

situação experimental (élula).

Um modelo sem efeitos de interação é utilizado sobretudo quando existe uma únia observação em ada

élula, isto é, quando nij = 1, ∀ i, j. Na presença de repetições nas élulas, a forma mais natural de

modelar um delineamento om dois fatores é a de prever a existênia de um tereiro tipo de efeitos : os

hamados efeitos de interação, espeí�os das élulas (situações experimentais).
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4.6.1 A equação do Modelo a dois fatores, om interação

A ideia é inorporar na equação base do modelo para Yijk uma parela, que denotaremos (αβ)ij , e que

permita que em ada élula haja um efeito espeí�o assoiado à ombinação dos níveis i do Fator A e

j do Fator B :

Yijk = µ+ αi + βj + (αβ)ij + ǫijk . (4.26)

Também no ontexto deste modelo torna-se neessário admitir restrições, de forma a assegurar que a

matriz do modelo X resultante não tenha dependênias lineares nas suas olunas. Vamos admitir as

seguintes restrições aos parâmetros :

α1 = 0 ; β1 = 0 ; (αβ)1j = 0 , ∀ j ; (αβ)i1 = 0 , ∀ i. (4.27)

Estas restrições podem-se sintetizar a�rmando que qualquer efeito em que pelo menos um dos seus índies

tome o valor 1 é onsiderado nulo. Registe-se que as restrições aima indiadas para os efeitos de

interação podem igualmente ser esritas omo (αβ)ij =0 se i= ou j=1.

Tem-se, a partir da equação geral (4.26) e das restrições (4.27), as seguintes expressões para as médias

de élula µij :

• Para a primeira élula (i = j = 1): µ11 = E[Y11k] = µ.

• Nas restantes élulas (1, j) do primeiro nível do Fator A: µ1j = E[Y1jk] = µ11 + βj .

• Nas restantes élulas (i, 1) do primeiro nível do Fator B : µi1 = E[Yi1k] = µ11 + αi.

• Nas élulas genérias (i, j), om i > 1 e j > 1: µij = E[Yijk ] = µ11 + αi + βj + (αβ)ij .

Como se pode onstatar, ada média populaional de élula é livre de tomar qualquer valor, uma vez que

existe pelo menos um parâmetro livre nas fórmulas de qualquer dessas médias.

Os efeitos αi e βj designam-se agora efeitos prinipais dos níveis de ada Fator, uma vez que os efeitos

de interação também são efeitos que dependem dos valores de i e j.

4.6.2 A equação vetorial do modelo

A versão vetorial do modelo om interação assoia os novos efeitos (αβ)ij a variáveis indiatrizes de

ada élula, exluíndo as élulas assoiadas ao primeiro nível de qualquer dos fatores.

A equação-base do modelo ANOVA a 2 Fatores, om interação, é:

~Y = µ~1n + α2
~IIIA2 + ... + αa

~IIIAa
+ β2

~IIIB2 + ... + βb
~IIIBb

+

+ (αβ)22~IIIA2:B2 + (αβ)23~IIIA2:B3 + ... + (αβ)ab~IIIAa:Bb
+ ~ǫǫǫ

onde

~IIIAi:Bj
representa a variável indiatriz da élula orrespondente ao nível i do Fator A e nível j

do fator B. Cada indiatriz de élula é da forma

~IIIAi:Bj
= ~IIIAi

⋆ ~IIIBj
, om o operador ⋆ a indiar uma

multipliação, elemento a elemento, entre dois vetores.

Neste modelo, que designamos modelo MA∗B, existem ao todo ab parâmetros desonheidos, que são:
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• a 1 média da élula de referênia, µ11;

• os a−1 arésimos αi (i > 1);

• os b−1 arésimos βj (j > 1); e

• os (a−1)(b−1) efeitos de interação (αβ)ij , para i > 1, j > 1.

O ajustamento deste modelo faz-se de forma análoga ao ajustamento de modelos anteriores. A matriz X

do delineamento é agora onstituída por ab olunas:

• uma oluna de uns,

~1n, assoiada ao parâmetro µ11.

• a−1 olunas de indiatrizes de nível do fator A,

~IIIAi
, (i > 1), assoiadas aos parâmetros αi.

• b−1 olunas de indiatrizes de nível do fator B,

~IIIBj
, (j > 1), assoiadas aos parâmetros βj .

• (a−1)(b−1) indiatrizes de élula, ~IIIAi:Bj
, (i, j > 1), assoiadas a efeitos de interação (αβ)ij .

Como em modelos anteriores, o vetor dos valores ajustados de Y ,

~̂
Y, é obtido pré-multipliando o

vetor dos valores observados,

~Y, pela matriz H de projeção ortogonal sobre C(X), onstruída a partir

dessa matriz do modelo:

~̂
Y = H~Y. E omo habitualmente, a Soma de Quadrados Residual é da forma:

SQREA∗B = ‖~Y − ~̂
Y‖2 =

a∑
i=1

b∑
j=1

nij∑
k=1

(Yijk − Ŷijk)
2
.

4.6.3 O modelo ANOVA a dois fatores, om interação

Juntando os pressupostos neessários à inferênia, obtém-se oModelo ANOVA a dois fatores, para

delineamentos fatoriais, om interação, que será representado em urto omo o Modelo MA∗B.

De�nição 4.8: Modelo ANOVA a dois fatores, om interação

Seja dado um delineamento fatorial om dois fatores: o Fator A om a níveis e o Fator B om

b níveis. Admite-se que existem n observações, Yijk , das quais nij orrespondem à élula (i, j)

(i = 1, ..., a; j = 1, ..., b). O Modelo ANOVA a dois fatores, om efeitos de interação, admite que:

1. Yijk = µ11 + αi + βj + (αβ)ij + ǫijk , ( i=1, ..., a ; j=1, ..., b ; k=1, ..., nij)

om as restrições α1 = 0 ; β1 = 0 ; (αβ)1j = 0 , ∀ j ; (αβ)i1 = 0 , ∀ i .

2. ǫijk ⌢ N (0 , σ2), para todo o i, j e k.

3. {ǫijk}i,j,k são um onjunto de variáveis aleatórias independentes.

4.6.4 O Modelo ANOVA a dois fatores om interação, versão vetorial

Tal omo emModelos ANOVA anteriores, pode reesrever-se o Modelo usando notação vetorial/matriial.
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De�nição 4.9: Modelo ANOVA a dois fatores om interação - notação vetorial

Seja dada uma variável resposta Y , om n observações Yijk nas ab élulas de�nidas pelo ruzamento

fatorial de dois fatores, A e B.

1. O vetor

~Y das n observações Yijk veri�a:

~Y = µ11
~1n + α2

~IIIA2 + ...+ αa
~IIIAa

+ β2
~IIIB2 + ...+ βb

~IIIBb

+ (αβ)22~IIIA2:B2 + (αβ)23~IIIA2:B3 + ... + (αβ)ab~IIIAa:Bb
+ ~ǫǫǫ

= X~βββ +~ǫǫǫ ,

sendo

• ~1n o vetor de n uns;

~IIIAi
indiatriz do nível i nível do Fator A;

~IIIBj
indiatriz do nível

j do Fator B; e

~IIIAi:Bj
a indiatriz de pertença à élula (i, j), sempre om i, j > 1.

• X =
[
~1n | ~IIIA2 | · · · | ~IIIAa

| ~IIIB2 | · · · | ~IIIBb

]
a matriz do modelo;

• ~βββ = (µ1, α2, · · · , αk, β2, · · · , βb)
t
.

2. O vetor dos erros aleatórios tem distribuição

~ǫǫǫ ⌢ Nn(~0 , σ
2 In).

4.6.5 Os três testes ANOVA

Neste modelo, em uja equação de base (4.26) existem três tipos de efeitos, desejamos fazer um teste à

existênia de ada um desses três tipos de efeitos :

Teste I: à existênia de efeitos de interação: H0 : (αβ)ij = 0 , ∀ i = 2, ..., a , ∀j = 2, ..., b ;

Teste II: à existênia de efeitos prinipais do Fator A: H0 : αi = 0 , ∀i = 2, ..., a ; e

Teste III: à existênia de efeitos prinipais do Fator B: H0 : βj = 0 , ∀j = 2, ..., b .

As estatístias de teste para ada um destes testes obtêm-se a partir da deomposição da Soma de

Quadrados Total em parelas onvenientes.

4.6.5.1 A deomposição de SQT

Para testar a existênia de efeitos de interação, om hipótese Nula orrespondente à inexistênia desses

efeitos,

H0 : (αβ)ij = 0 , ∀ i = 2, ..., a , ∀j = 2, ..., b ,

pode efetuar-se um teste F parial omparando o modelo agora onsiderado,

(Modelo MA∗B) Yijk = µ11 + αi + βj + (αβ)ij + ǫijk ,
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om o submodelo orrespondente ao Modelo a dois fatores, mas sem efeitos de interação:

(Modelo MA+B) Yijk = µ11 + αi + βj + ǫijk ,

A Soma de Quadrados assoiada à interação orresponde à diferença das Somas de Quadrados Residuais

desses dois Modelos, que surgirá no numerador da estatístia desse teste F parial:

SQAB = SQREA+B − SQREA∗B (4.28)

Para testar os efeitos prinipais do Fator B, om a Hipótese Nula H0 : βj =0 , ∀j=2, ..., b (que, mais

uma vez, orresponde à inexistênia dos referidos efeitos), pode onsiderar-se o Modelo a dois Fatores,

sem efeitos de interação, e o Modelo om um únio Fator, o Fator A, ujas equações são:

(Modelo MA+B) Yijk = µ11 + αi + βj + ǫijk

(Modelo MA) Yijk = µ11 + αi + ǫijk ,

e de�nir Somas de Quadrados assoiadas a ada um dos Fatores, de forma igual ao que foi feito aquando

do estudo do modelo sem efeitos de interação:

SQB = SQREA − SQREA+B

SQA = SQFA = SQT − SQREA

Assim, de�niram-se as três Somas de Quadrados assoiadas aos três tipos de efeitos previstos na equação

do Modelo:

SQAB = SQREA+B − SQREA∗B

SQB = SQREA − SQREA+B

SQA = SQFA = SQT − SQREA

Somando estas Somas de Quadrados à Soma de Quadrados Residual, SQREA∗B, obtém-se:

SQREA∗B + SQAB + SQA+ SQB = SQT (4.29)

Esta deomposição de SQT gera as quantidades nas quais se baseiam as estatístias dos três testes

assoiados ao Modelo MA∗B.

A ada uma das Somas de Quadrados assoiam-se graus de liberdade de aordo om as seguintes regras

(análogas às de outros modelos ANOVA):

• os graus de liberdade assoiados a ada um dos tipos de efeitos são dados pelo número de parâmetros

desse tipo, após a imposição das restrições : a−1 para os efeitos prinipais do Fator A; b−1 para

os efeitos prinipais do Fator B; e (a−1)(b−1) para os efeitos de interação.

• os graus de liberdade residuais são o número de observações (n) menos o número de parâmetros do

modelo (ab).

Como é hábito de�nem-se Quadrados Médios dividindo ada uma das Somas de Quadrados pelos respe-

tivos graus de liberdade. E, também omo noutras ANOVAs, as estatístias de ada um dos três testes

resultam de dividir o Quadrado Médio do tipo de efeito que se pretende testar, pelo Quadrado Médio

Residual. Vejamos agora em pormenor ada um dos três testes F para este Modelo.
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4.6.5.2 O Teste F aos efeitos de interação

Sendo válido o Modelo ANOVA a dois fatores, om interação, o Teste F aos efeitos de interação

é de�nido pelos seguintes passos:

Proposição 4.6: Teste F aos efeitos de interação

Hipóteses: H0 : (αβ)ij = 0 , ∀ i, j vs. H1 : ∃i, j tal que (αβ)ij 6= 0.

[N�O HÁ INTERACÇ�O℄ vs. [HÁ INTERACÇ�O℄

Estatístia do Teste: F = QMAB
QMRE ⌢ F[ (a−1)(b−1) , n−ab ] se H0.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Unilateral direita): Rejeitar H0 se Fcalc > fα( (a−1)(b−1) , n−ab )

4.6.5.3 O Teste F aos efeitos prinipais do fator A

Sendo válido o Modelo ANOVA a 2 fatores om interação, o Teste F aos efeitos prinipais do fator A

de�ne-se da forma seguinte:

Proposição 4.7: Teste F aos efeitos prinipais do Fator A

Hipóteses: H0 : αi = 0 , i = 2, ..., a vs. H1 : ∃i = 2, .., a tal que αi 6= 0.

[N�O HÁ EFEITOS DE A℄ vs. [HÁ EFEITOS DE A℄

Estatístia do Teste: F = QMA
QMRE ⌢ F( a−1 , n−ab ) se H0.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Unilateral direita): Rejeitar H0 se Fcalc > fα(a−1,n−ab)

4.6.5.4 O Teste F aos efeitos prinipais do fator B

Sendo válido o Modelo ANOVA a 2 fatores om interação, tem-se o seguinte Teste F aos efeitos

prinipais do fator B.

Proposição 4.8: Teste F aos efeitos prinipais do Fator B

Hipóteses: H0 : βj = 0 , ∀ j = 2, ..., b vs. H1 : ∃j = 2, .., b tal que βj 6= 0.

[N�O HÁ EFEITOS DE B℄ vs. [HÁ EFEITOS DE B℄

Estatístia do Teste: F = QMB
QMRE ⌢ F( b−1 , n−ab ) se H0.

Nível de signi�ânia do teste: α
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Região Crítia (Unilateral direita): Rejeitar H0 se Fcalc > fα(b−1,n−ab)

A informação relevante para esses testes pode ser oleionada num quadro-resumo, omo nos Modelos

ANOVA anteriores.

4.6.5.5 O quadro de síntese

Com base na deomposição da equação (4.29) pode-se onstruir o quadro de síntese da ANOVA a 2

Fatores, om interação, dada na Tabela 4.5

Fonte g.l. SQ QM fcalc
Fator A a− 1 SQA = SQFA QMA = SQA

a−1
QMA
QMRE

Fator B b− 1 SQB = SQREA − SQREA+B QMB = SQB
b−1

QMB
QMRE

Interação (a− 1)(b− 1) SQAB = SQREA+B − SQREA∗B QMAB = SQAB
(a−1)(b−1)

QMAB
QMRE

Resíduos n− ab SQRE = SQREA∗B QMRE = SQRE
n−ab

Total n− 1 SQT = (n− 1) s2y � �

Tabela 4.5: O quadro resumo duma ANOVA a dois fatores, om efeitos de interação, válido quer o

delineamento seja, ou não, equilibrado.

4.6.6 ANOVA a dois Fatores om interação no R

Para efetuar uma ANOVA a dois Fatores, om interação, no R, organizam-se os dados de forma igual

à usada para o modelo sem interação, ou seja, numa data.frame om três olunas:

1. uma oluna para a variável resposta;

2. outra oluna, de lasse fator, para o fator A;

3. uma tereira oluna, também de lasse fator, para o fator B.

As fórmulas utilizadas no R para indiar uma ANOVA a dois Fatores, om interação, reorrem ao

símbolo `∗' :

y ∼ fA ∗ fB

sendo y o nome da variável resposta e fA e fB os nomes dos fatores.
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Exemplo 4.4: Dietas de leitões (dados do Exeríio ANOVA 9)

Um estudo efetuado pela Seção de Produção Animal do ISA visou estudar se o Coe�iente de

Utilização Digestiva para a elulose (variável CEL) de leitões é afetado pela natureza da �bra

usada nas dietas (fator Fibra, om a=2 níveis) e pela adição, ou não, de enzimas digestivas (fator

Enzima, também om b=2 níveis). Nas ab=4 situações experimentais há nij=12 repetições (pelo

que o delineamento é equilibrado). Eis o resultado de ajustar um Modelo ANOVA a 2 fatores, om

efeitos de interação.

> leitoes.aov <- aov(CEL ~ Fibra*Enzima , data=leitoes)

> summary(leitoes.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

Fibra 1 0.0239 0.02385 1.450 0.23500

Enzima 1 0.1376 0.13760 8.364 0.00593 **

Fibra:Enzima 1 0.0257 0.02567 1.560 0.21824

Residuals 44 0.7239 0.01645

Como se onstata pelas signi�ânias assoiadas a ada teste, não são signi�ativos os efeitos prin-

ipais do fator Fibra (p= 0.235), nem os efeitos de interação (p= 0.21824). Pelo ontrário, são

signi�ativos, para os níveis de signi�ânia usuais, os efeitos assoiados à presença ou ausênia de

enzimas digestivas (p=0.00593).

Neste aso, e omo a=b=2, há apenas um efeito de ada tipo e torna-se fáil relaionar os resultados

dos três testes F om as médias populaionais das ab=4 élulas. De fato, após a imposição das

restrições, a equação (vetorial) do modelo reduz-se a:

~Y = µ~1n + α2
~IIIA2 + β2

~IIIB2 + (αβ)22~IIIA2:B2 + ~ǫǫǫ

Teste I: H0 : α2=0 p-value=0.23500 ⇒ Não rejeitar H0 : α2=0

Teste II: H0 : β2=0 p-value=0.00593 ⇒ Optar por H1 : β2 6=0

Teste III: H0 : (αβ)2,2=0 p-value=0.21824 ⇒ Não rejeitar H0 : (αβ)2,2=0

Assim, tem-se (indiando os efeitos não signi�ativos a inzento laro):

Enzima

sem om

Fibra 1 µ11 µ12=µ11 + β2

2 µ21=µ11+α2 µ22=µ11+α2 + β2+(αβ)2,2

4.6.7 A neessidade de repetições nas élulas

Para se poder estudar o modelo a dois Fatores om efeitos de interação, é neessário que haja repetições

nas élulas. Uma forma fáil de ver que assim é, onsiste em observar que os graus de liberdade do SQRE

neste modelo são n− ab. Se houver uma únia observação em ada élula, tem-se n = ab, ou seja, tantos
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parâmetros quantas as observações existentes. Nesse aso, nem sequer será possível de�nir o Quadrado

Médio Residual, QMRE, ujo denominador seria, neste aso, zero.

Assim, num delineamento om uma únia observação por élula é obrigatório optar por um modelo sem

interação, uma vez que não existe informação su�iente (ou seja, observações su�ientes) para estudar

os efeitos de interação. É sobretudo por esta razão que se justi�a o interesse no modelo a dois fatores,

sem efeitos de interação.

Havendo repetições, é mais natural onsiderar um modelo om interação e deixar que a onlusão sobre

a existênia, ou não, desse tipo de efeitos resulte do estudo do modelo. Mas a realização de repetições

pode ser demasiado dispendiosa e trabalhosa, em ujo aso um delineamento om uma únia observação

por élula pode tornar-se onvidativa e o modelo sem os efeitos de interação a únia possibilidade viável

de estudar os efeitos de ada fator em separado. Nesses asos, a eventual existênia de interação, que

não foi possível estudar no modelo, irá in�aionar a variabilidade residual, não expliada pelo modelo.

4.6.8 Algumas fórmulas de interesse

4.6.8.1 Médias de Y

Às médias já de�nidas no estudo do modelo a dois Fatores, sem efeitos de interação, ou seja as médias

global (Y ···), de ada nível do Fator A (Y i··) e de ada nível do Fator B (Y ·j·), aresentam-se agora

as médias de ada élula:

Y ij· =
1

nij

nij∑

k=1

Yijk (4.30)

4.6.8.2 Valores ajustados de Y

No modelo ANOVA a dois fator, om efeitos de interação, os valores ajustados Ŷijk são iguais para

todas as observações numa mesma élula, e são dados pela média amostral da élula:

Ŷijk = Y ij· (4.31)

4.6.8.3 Estimadores dos parâmetros

Os estimadores dos parâmetros num modelo ANOVA a 2 Fatores, om interação, são, tal omo numa

ANOVA a um Fator, as quantidades amostrais orrespondentes ao signi�ado que, na população, tem

ada um dos parâmetros. Como foi visto na Subseção 4.6.1, tem-se:

• µ11 é a média populaional para a primeira élula (i = j = 1).

• αi (om i>1) é a diferença da média populaional das élulas (i, 1) e (1, 1): αi=µi1 − µ11.

• βj (om j>1) é a diferença da média populaional das élulas (1, j) e (1, 1): βj=µ1j − µ11.

• Os efeitos de interação nas élulas genérias (i, j), om i > 1 e j > 1 podem ser esritos omo:

(αβ)ij =µij−µ11−αi−βj=µij−✟✟µ11−(µi1 −✟✟µ11)−(µ1j − µ11)=(µij+µ11)− (µi1+µ1j).
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Os estimadores de mínimos quadrados destes parâmetros resultam de substituir as médias populaionais

destas expressões pelas orrespondentes médias amostrais:

• µ̂11 = Y 11·

• α̂i = Y i1· − Y 11· (i > 1)

• β̂j = Y 1j· − Y 11· (j > 1)

• (α̂β)ij = (Y ij· + Y 11·)− (Y i1· + Y 1j·) (i, j > 1).

Intervalos de on�ança ou testes de hipóteses para qualquer dos parâmetros individuais, ou ombinações

lineares desses parâmetros, podem ser efetuados utilizando a teoria geral do Modelo Linear, ou seja,

através de testes t-Student.

4.6.8.4 A Soma de Quadrados Residual

Como os valores ajustados orrespondem às medias amostrais da élula onde se efetuaram as observações,

Ŷijk = Y ij., tem-se:

SQRE =
a∑

i=1

b∑

j=1

nij∑

k=1

(Yijk − Ŷijk)
2 =

a∑

i=1

b∑

j=1

nij∑

k=1

(Yijk − Y ij.)
2 =

a∑

i=1

b∑

j=1

(nij − 1)S2
ij , (4.32)

sendo S2
ij a variânia amostral das observações da élula (i, j).

Como a soma dos pesos na equação (4.32) é

a∑
i=1

b∑
j=i

(nij − 1) = n− ab, o Quadrado Médio Residual é uma

média ponderada das variânias de nível:

QMRE =
SQRE

n− ab
=

1

n− ab

a∑

i=1

b∑

j=1

(nij − 1)S2
ij . (4.33)

Num delineamento equilibrado, tem-se n = ncab, e o Quadrado Médio Residual será então a média simples

das variânias amostrais de élula, S2
ij :

QMRE =
SQRE

n− ab
=

✘✘✘nc − 1

ab(✘✘✘nc − 1)

a∑

i=1

b∑

j=1

S2
ij =

1

ab

a∑

i=1

b∑

j=1

S2
ij .

4.6.8.5 SQA e SQB em delineamentos equilibrados

Para delineamentos equilibrados (om nc observações por élula) é possível obter igualmente fórmulas

simples para as Somas de Quadrados assoiadas aos efeitos prinipais de ada fator. Estas fórmulas

orrespondem (tal omo no modelo sem efeitos de interação) às Somas de Quadrados assoiadas a ada
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fator, aso se ajustasse (aos mesmos dados) um modelo ANOVA apenas om esse fator:

SQA = bnc

a∑

i=1

(Y i.. − Y ...)
2

SQB = anc

b∑

j=1

(Y .j. − Y ...)
2

4.6.9 Comparações múltiplas de médias de élulas

O número potenialmente grande de omparações possíveis entre pares de médias de élula aonselha a

utilização demétodos de omparação múltipla, que permitam ontrolar globalmente o nível de signi�ânia

do onjunto de testes de hipóteses (ou grau de on�ança do onjunto de intervalos de on�ança).

O mais utilizado dos métodos de omparação múltipla está assoiado ao nome de Tukey, e foi já intro-

duzido aquando do estudo de delineamentos a um Fator. Adapta-se failmente à omparação múltipla

de médias de élulas.

Admite-se que o delineamento é equilibrado, om nc > 1 repetiçoes em todas as ab élulas. Sendo

qα (ab,n−ab) o valor que deixa à direita uma região de probabilidade α numa distribuição de Tukey om

parâmetros k = ab (o número total de médias de élula) e ν = n − ab (os graus de liberdade assoiados

ao QMRE), têm-se os seguintes resultados, relativos às abordagens alternativas via testes de hipóteses

ou intervalos de on�ança.

4.6.9.1 Testes a Hipóteses sobre µij − µi′j′

Proposição 4.9: Testes de Tukey para a omparação de médias de élula

Rejeita-se a igualdade das médias das élulas (i, j) e (i′, j′), a favor da hipótese µij 6= µi′j′ , se

|Y ij· − Y i′j′·| > qα (ab,n−ab) ·
√

QMRE

nc
, (4.34)

O nível de signi�ânia α é global, ou seja, relativo à totalidade das omparações de ada par de

níveis.

4.6.9.2 Intervalos de Con�ança para µij − µi′j′

Proposição 4.10: Intervalos de Con�ança de Tukey

Com grau de on�ança global (1 − α) × 100%, todas as diferenças de médias de pares de élulas,

µij − µi′j′ , estão em intervalos da forma:

] (
yij· − yi′j′·

)
− qα (ab,n−ab)

√

QMRE
nc

,
(
yij· − yi′j′·

)
+ qα (ab,n−ab)

√

QMRE
nc

[
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Conlui-se que duas médias populaionais de élula são diferentes, µij 6= µi′j′ , se o intervalo de

on�ança orrespondente a este par de élulas não ontém o valor zero.

4.6.9.3 Tukey no R

A obtenção dos Intervalos de Con�ança de Tukey no R, para a diferença da média de élulas, no aso de

um delineamento a dois Fatores, é análogo ao aso de um únio fator:

> TukeyHSD(aov(y ∼ fA * fB, data=dados))

O omando produz também intervalos de on�ança para as médias de nível de ada Fator isoladamente.

É possível representar gra�amente estes Intervalos de Con�ança enaixando o omando anterior na

função plot.

Alternativamente, é possível alular o termo de omparação qα (ab,n−ab)

√

QMRE
nc

usando a função qtukey

para obter o quantil da distribuição de Tukey. Ilustramos esta segunda abordagem om os dados do

Exeríio ANOVA 12.

Exemplo 4.5: Dados do sapoti (Exeríio ANOVA 12)

Na análise dos dados relativos ao teor de taninos em frutos do sapotizeiro, em função de duas

diferentes temperaturas (Fator A om a= 2 níveis) e quatro diferentes tipos de armazenamento

(Fator B, om b=4 diferentes níveis), foram enontradas as seguintes médias de élula, aluladas

om base em nc=4 repetições:

> model.tables(sapoti.aov, type="means")

[...℄

temperatura:tempo

tempo

temperatura 0 3 6 9

alta 19.50 26.85 25.97 26.40

baixa 32.22 20.80 16.00 9.40

A raíz quadrada do Quadrado Médio Residual é:

> sapoti.aov

[...℄

Residual standard error: 0.9292694

O quantil de ordem 95% da distribuição de Tukey relativa é qα(ab,n−ab) = q0.05(8,24) = 4.683752,

alulada no R om o omando:

> qtukey(0.95, 8, 24)

[1℄ 4.683752
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Assim, o termo de omparação, ao nível de signi�ânia α = 0.05, é dado por:

q0.05(8,24)

√
QMRE√

nc
= 4.683752× 0.9292694

2
= 2.176234 .

Ordenando as oito médias de élula por ordem resente, tem-se:

Célula baixa, 9 baixa, 6 alta, 0 baixa, 3 alta, 6 alta, 9 alta, 3 baixa, 0

Média 9.40a 16.00b 19.50c 20.80c 25.97d 26.40d 26.85d 32.22e

As letras assoiadas a ada média de élula indiam grupos de élulas ujas diferenças de médias

amostrais não são signi�ativas, ou seja, em que a diferença |yij.−yi′j′.| é inferior a 2.176234. Neste

aso, dá-se uma partição das élulas em ino grupos sem repetições de médias, o que pode nem

sempre ser o aso.

4.6.10 Análise dos Resíduos

A validade dos pressupostos do Modelo relativos aos erros aleatórios pode ser estudada de forma análoga

ao que foi visto para um delineamento a 1 Fator. Também neste aso, onvém sublinhar algumas

espei�dades deste estudo, para o ontexto de ANOVAs a dois Fatores, om efeitos de interação.

Os resíduos relativos a uma mesma élula apareem em ab olunas vertiais num grá�o de Eijk vs. Ŷijk.

A hipótese de heterogeneidade de variânias entre diferentes élulas pode ser testada reorrendo a testes

de hipóteses (omo o Teste de Bartlett), mas essa matéria não será leionada.

4.6.10.1 O Teste de Bartlett para delineamentos a dois fatores *

(*) O Teste de Bartlett não é avaliado

Um Teste de Bartlett visa estudar a homogeneidade de variânias em ada élula, sendo a existênia

dessa homogeneidade a Hipótese Nula do teste.

Hipóteses: H0 : σ2
11 = σ2

12 = ... = σ2
ab vs. H1 : ∃i,j,i′,j′ : σ2

ij 6= σ2
i′j′

[Variânias homogéneas℄ vs. [Variânias heterogéneas℄

Estatístia do Teste:

K2 =

(n− ab) lnQMRE −
a∑

i=1

b∑
j=1

(nij − 1) lnS2
ij

C
∼ χ2

ab−1
,

onde C = 1 + 1
3(ab−1)

[
a∑

i=1

b∑
j=1

1
nij−1 − 1

n−ab

]

Nível de signi�ânia do teste: α
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Região Crítia (Unilateral direita): Rejeitar H0 se K2
calc > χ2

α(ab−1)

Tal omo no Modelo a um Fator, a distribuição da estatístia do Teste de Bartlett é apenas assintótia,

pelo que o teste exige amostras de grande dimensão. Além disso, é um teste fortemente dependente da

Normalidade dos erros aleatórios.

4.6.11 Uma advertênia

Na formulação lássia do modelo ANOVA a dois Fatores, om interação, e a partir da equação-base

Yijk = µ+ αi + βj + (αβ)ij + ǫijk, em vez de impor as restrições α1=β1=(αβ)i1=(αβ)1j =0 (∀ i, j),
admite-se a existênia de arésimos de todos os tipos para qualquer valor de i e j e impõe-se as ondições:

• ∑
i αi = 0;

• ∑
j βj = 0;

• ∑
i (αβ)ij = 0 , ∀ j;

• ∑
j (αβ)ij = 0 , ∀ i.

Tal omo em Modelos ANOVA anteriores, estas ondições alternativas:

• mudam a forma de interpretar os parâmetros;

• mudam os estimadores dos parâmetros;

• não mudam o resultado dos testes F à existênia de efeitos.

4.6.12 Visualização grá�a de efeitos de interação

Efeitos de interação em delineamentos fatoriais a dois fatores podem ser visualizados em grá�os

designados grá�os de interação. Estes grá�os são onstruidos da seguinte forma:

• o eixo horizontal é assoiado aos níveis de um dos fatores (por exemplo, o fator fA);

• no eixo vertial são indiados os valores médios da variável resposta Y ;

• para ada élula, india-se um ponto ujas oordenadas são determinadas pelo nível do primeiro

fator e respetiva média de élula da variável resposta;

• unem-se om segmentos de reta os pontos orrespondentes a um mesmo nível do segundo fator

(por exemplo, o fator fB).

A utilização destes grá�os de interação é ilustrada na Figura 4.11.

A inexistênia de interação signi�ativa produz, nestes grá�os, linhas aproximadamente �paralelas�.

Havendo interação, as linhas estarão longe de qualquer paralelismo. A on�rmação da signi�ânia dos

efeitos de interação exige sempre que se efetue o respetivo teste F .
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Figura 4.8: Dois exemplos de grá�os de interação, orrespondentes a diferentes onjuntos de dados.

À esquerda, os segmentos de retas orrespondentes aos vários níveis do fator estão longe de qualquer

`paralelismo', pelo que há fortes indíios da existênia de efeitos signi�ativos de interação. À direita

há um maior `paralelismo', que sugere que a interação não é signi�ativa. Apenas a realização do

teste F à existênia de efeitos de interação permite tornar estes indíios em onlusões estatistiamente

sustentadas.

A ada problema orrespondem sempre dois possíveis grá�os de interação, uma vez que é arbitrária a

esolha de qual o fator assoiado ao eixo horizontal. A informação dada pelos dois grá�os é idêntia,

embora o impate visual possa ser diferente e algum aspeto da relação ser mais visível num dos dois

grá�os.

Serão em seguida estudados um tipo de delineamentos a dois fatores, mas não fatoriais.

4.7 Delineamentos hierarquizados a dois fatores

Designam-se delineamentos hierarquizados a dois fatores a delineamentos em que os níveis de um dos

fatores dependem dos níveis do outro fator.

4.7.1 Um exemplo

Considere-se o seguinte exemplo: pretende-se estudar o índie de desempenho (variável resposta), em

várias tarefas, de três diferentes modelos de tratores (fator A), ada um dos quais é onduzido por

quatro tratoristas (fator B). Se os mesmos 4 tratoristas onduzirem os 3 tipos de tratores, estamos

perante um delineamento fatorial e apliam-se os modelos onsiderados nas Seções 4.5 e 4.6. Mas se

para ada tipo de trator existir um grupo de quatro diferentes tratoristas espeializados (ao todo 12

pessoas), o delineamento não é fatorial, mas antes hierarquizado: só é possível identi�ar os tratoristas
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(níveis do fator B), após espei�ar o trator (nível do fator A). Assim, existe uma hierarquia dos

fatores: só identi�amos os níveis de um dos fatores (o fator subordinado) após ter identi�ado o nível

do outro fator (fator dominante). A situação pode ser representada esquematiamente da seguinte

forma, que utiliza um tipo de grelha semelhante às já onsideradas no estudo de delineamento fatoriais.

Trator A1 Trator A2 Trator A3

Tratorista A11 × - -

Tratorista A12 × - -

Tratorista A13 × - -

Tratorista A14 × - -

Tratorista A21 - × -

Tratorista A22 - × -

Tratorista A23 - × -

Tratorista A24 - × -

Tratorista A31 - - ×
Tratorista A32 - - ×
Tratorista A33 - - ×
Tratorista A34 - - ×

Um delineamento hierarquizado pode assim ser visto omo um delineamento fatorial muito inompleto.

Mas uma representação alternativa, em forma de dendrograma, é mais útil para transmitir a noção

da dependênia entre os níveis dos dois fatores. Essa representação alternativa, para o exemplo em

onsideração, é dada na Figura 4.12.

FACTOR A

FACTOR B

(Trator)

(Tratorista)

1 2 3 4

A1

43214321

A2

A3

Figura 4.9: Dendrograma representativo do delineamento hierarquizado relaionando tratores e tra-

toristas. Cada `folha' na ponta de ada `ramo terminal' do dendrograma orresponde a uma diferente

situação experimental.

Um tal delineamento diz-se hierarquizado (nested, em inglês). Nos delineamentos hierarquizados deixa

de fazer sentido falar em efeitos de interação entre os níveis de ada Fator, uma vez que os níveis do

fator subordinado são espeí�os de um dado nível do fator dominante. Esta questão nada tem a que

ver om o delineamento ser, ou não, equilibrado.
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Note-se que nada obriga a que o número de níveis do fator subordinado seja igual, nos vários níveis

do fator dominante. Assim, seria possível que, no exemplo aima onsiderado, houvesse um número

diferente de tratoristas a guiar dois diferentes tratores.

4.7.2 A equação do Modelo a dois fatores hierarquizados

O Fator dominante num delineamento hierarquizado a dois fatores será generiamente designado o

Fator A, om a níveis. O fator subordinado será designado Fator B. Mas, para ada nível i do fator

dominante, pode existir um número bi de níveis do fator dominado, que não tem de ser sempre igual,

para os vários valores de i.

Tal omo nos modelos para delineamentos fatoriais a dois fatores, ada observação é representada por

uma variável aleatória om três índies, Yijk:

i nível do fator A dominante (i = 1, ..., a);

j nível do fator B subordinado a A (j = 1, ..., bi);

k repetição para a situação experimental (i, j), om k = 1, ..., nij.

A equação base do modelo inlui efeitos de nível do Fator A, αi, e efeitos de nível do fator B (subor-

dinado), que serão representados por βj(i), para salientar que o nível j de B é ontado no seio do nível i

do fator dominante A. Com esta notação, a equação geral do modelo será da forma:

Yijk = µ+ αi + βj(i) + ǫijk . (4.35)

Mais uma vez, é neessário imp�r restrições, de forma a garantir que as olunas da matriz do modelo X

sejam linearmente independentes. Neste aso, além da exigênia de que seja nulo o efeito assoiado ao

primeiro nível do Fator dominante, A (α1=0), exigir-se-á que no primeiro nível do fator subordinado

(Fator B), em todos os níveis do Fator A, o efeito orrespondente seja igualmente nulo: β1(i) = 0, ∀ i,
tal omo ilustrado na Figura 4.13. Sublinhe-se que os efeitos de nível j>1 no Fator B são livres, mesmo

no primeiro nível do Fator A dominante (i= 1). Com estas restrições, a onstante omum a todas as

observações, µ, será a média orrespondente à primeira situação experimental, em que simultaneamente

i=1 e j=1, ou seja, µ = µ11.

Nos delineamentos hierarquizados, não faz sentido falar em efeitos do nível j do Fator B, sem espei�ar

qual o nível do Fator A a que nos referimos. Nem faz sentido falar em efeitos de interação.

4.7.3 Partiularidades do Modelo

4.7.3.1 Variáveis indiatrizes

Tal omo em modelos anteriores, para esrever a equação do modelo em notação vetorial, assoia-se a

ada parâmetro uma variável indiatriz das observações orrespondentes. Assim:

• o parâmetro µ11 está assoiado à oluna de uns,

~1n.
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X

X X X

FACTOR A

FACTOR B

(Trator)

(Tratorista)

1 2 3 4

A1

4214321

A2

A3

b1 = 4 b3 = 4b2 = 4

3

Figura 4.10: Dendrograma indiando as restrições num modelo para um delineamento hierarquizado. As

ruzes a vermelho indiam os ramos (terminais ou não) aos quais está assoiado um efeito nulo, por via

das restrições onsideradas no texto.

• ada um dos (a− 1) parâmetros αi está assoiado a uma indiatriz

~IIIAi
de pertença ao nível i > 1

do Fator A.

• ada um dos

a∑
i=1

(bi−1) =
a∑

i=1

bi − a parâmetros βj(i) está assoiado a uma indiatriz

~IIIBj(i)
de

pertença ao nível j > 1 do Fator B (para i=1, ..., a).

4.7.3.2 Número de parâmetros e a sua interpretação

Após a introdução das restrições α1=0 e β1(i) = 0, ∀ i, o número total de parâmetros �a igual ao número

de situações experimentais :

1 + (a− 1) +

a∑

i=1

(bi − 1) = ✁1 + (❆a− ✁1) +
a∑

i=1

bi − ❆a =

a∑

i=1

bi

No aso de haver sempre o mesmo número de níveis do Fator subordinado B, em qualquer nível i de A

(b = bi para qualquer i), haverá ab parâmetros no modelo.

As restrições impliam que os valores esperados de observações de Y em ada situação experimental

podem ser interpretadas em termos dos parâmetros, da seguinte forma:

• Para a primeira élula (i = j = 1), E[Yijk ] = µ = µ11.

• Nas restantes élulas do primeiro nível do Fator A (i = 1; j > 1), µ1j = E[Yijk ] = µ11 + βj(1).

• Nos restantes primeiros níveis do fator B (i > 1; j = 1), µi1 = E[Yijk ] = µ11 + αi.

• Nas élulas genérias (i, j), om i > 1 e j > 1, µij = E[Yijk ] = µ11 + αi + βj(i).
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Os efeitos αi e βj(i) designam-se efeitos dos níveis de ada Fator. Repare-se que ada situação experi-

mental (isto é, ada folha terminal do dendrograma) tem pelo menos um parâmetro que lhe é espeí�a,

dando assim liberdade para que em ada uma das situações experimentais haja um valor esperado livre.

4.7.4 O modelo ANOVA a dois fatores, hierarquizados.

Juntando os pressupostos neessários à inferênia, tem-se o Modelo ANOVA a dois fatores, hie-

rarquizados, que será doravante representado por Modelo MA/B.

De�nição 4.10: Modelo ANOVA a dois fatores hierarquizados

Seja A o Fator dominante (om a níveis) e B o Fator subordinado (om bi níveis subordinados

ao nível i do Fator A). Admitem-se que existem n observações, Yijk, das quais nij assoiadas à

situação experimental (i, j) (i = 1, ..., a ; j = 1, ..., bi). Tem-se:

1. Yijk = µ11 + αi + βj(i) + ǫijk , ∀ i = 1, ..., a ; j = 1, ..., bi ; k = 1, ..., nij

om as restrições α1 = 0 ; β1(i) = 0 , ∀ i.

2. ǫijk ⌢ N (0 , σ2) , ∀ i, j, k

3. {ǫijk}i,j,k variáveis aleatórias independentes.

4.7.5 O Modelo ANOVA a dois fatores hierarquizados, versão vetorial

Tal omo emModelos ANOVA anteriores, pode reesrever-se o Modelo usando notação vetorial/matriial.

De�nição 4.11: Modelo ANOVA a dois fatores hierarquizados - notação vetorial

Seja dado um delineamento a dois fatores hierarquizados, havendo n observações Yijk uma variável

resposta Y nas

a∑
i=1

bi situações experimentais de�nidas pelo delineamento.

1. O vetor

~Y das n observações Yijk veri�a a equação:

~Y = µ11
~1n + α2

~IIIA2 + ...+ αa
~IIIAa

+ β2(1)
~IIIB2(1)

+ ...+ βba(a)
~IIIBba(a)

+ ~ǫǫǫ

= X~βββ +~ǫǫǫ ,

sendo

• ~1n o vetor de n uns;

~IIIAi
indiatriz do nível i nível do Fator A; e

~IIIBj(i)
indiatriz do

nível j do Fator B, subordinado ao nível i do Fator A om j > 1.

• X =
[
~1n | ~IIIA2 | · · · | ~IIIAa

| ~IIIB2(1)
| · · · | ~IIIBba(a)

]
a matriz do modelo;

• ~βββ = (µ1, α2, · · · , αk, β2(1), · · · , βba(a))
t
.
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2. O vetor dos erros aleatórios tem distribuição

~ǫǫǫ ⌢ Nn(~0 , σ
2 In).

4.7.6 Os dois testes ANOVA

Neste aso, tal omo noutros modelos ANOVA, pretende-se testar a existênia de ada um dos dois tipos

de efeitos previstos no modelo, havendo por isso lugar a dois testes:

Teste I: aos efeitos de nível do Fator A (dominante), om H0 : αi=0 , ∀i = 2, ..., a ; e

Teste II: aos efeitos do onjunto dos níveis do Fator B (subordinado), om H0 : βj(i)=0 , ∀i=1, ..., a

e j=2, ..., bi.

As estatístias de teste para ada um destes testes obtêm-se a partir da deomposição da Soma de Quadra-

dos Total em três parelas, orrespondentes aos dois tipos de efeito e à variabilidade residual. As Somas

de Quadrados assoiadas a ada tipo de efeito de�nem-se de forma análoga à usada em delineamentos

anteriores.

4.7.6.1 A deomposição de SQT

Para efetuar a deomposição da Soma de Quadrados Total, omeçamos por de�nir a diferença nas Somas

de Quadrados do Modelo agora introduzido, e do Modelo MA a um únio Fator (o Fator A), já que

essa diferença de Somas de Quadrados Residuais apareeria num teste F parial omparando estes dois

Modelos, que serviria para estudar se os efeitos do fator subordinado são, ou não, sign�ativos (Teste

II). Assim, tomem-se os Modelos:

(Modelo MA/B) Yijk = µ11 + αi + βj(i) + ǫijk ,

(Modelo MA) Yijk = µ11 + αi + ǫijk ,

Designa-se Soma de Quadrados assoiada aos efeitos de B a

SQB(A) = SQREA − SQREA/B

e Soma de Quadrados assoiada aos efeitos de A a

SQA = SQFA = SQT − SQREA .

Juntamente om SQREA/B, tem-se:

SQT = SQA+ SQB(A) + SQREA/B .

Graus de liberdade: Os graus de liberdade assoiados a ada tipo de efeito são dados por:

• g.l.(SQA) = a− 1, o número de parâmetros assoiados aos efeitos de nível de A.

• g.l.[SQB(A)] =
a∑

i=1

(bi−1), o número de parâmetros assoiados aos efeitos de nível de B.

• g.l.(SQRE) = n−
a∑

i=1

bi, o número de observações menos o número total de parâmetros do modelo.
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4.7.6.2 Quadro-resumo da ANOVA a 2 Fatores hierarquizados

Fonte g.l. SQ QM fcalc
Fator A a− 1 SQA = SQFA = SQT − SQREA QMA = SQA

a−1
QMA
QMRE

Fator B(A)

a∑
i=1

(bi−1) SQB(A) = SQREA − SQREA/B QMB(A) = SQB(A)
a
∑

i=1

(bi−1)

QMB(A)
QMRE

Resíduos n−
a∑

i=1

bi SQRE = SQREA/B QMRE = SQRE

n−
a
∑

i=1

bi

Total n− 1 SQT = (n− 1)S2
y � �

4.7.6.3 O Teste F aos efeitos do fator A (dominante)

Sendo válido o Modelo de ANOVA a 2 fatores hierarquizados, tem-se o Teste F aos efeitos do fator A

(dominante).

Proposição 4.11: Teste F aos efeitos do fator A (dominante)

Hipóteses: H0 : αi = 0 , ∀ i = 2, ..., a vs. H1 : ∃ i = 2, .., a tal que αi 6= 0.

[FACTOR A N�O AFECTA Y ℄ vs. [FACTOR A AFECTA Y ℄

Estatístia do Teste: F = QMA
QMRE ⌢ F (a−1 , n−

∑

i bi) se H0.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Unilateral direita): Rejeitar H0 se Fcalc > fα( a−1 , n−
∑

i bi)

4.7.6.4 O Teste F aos efeitos do fator B (subordinado)

Sendo válido o Modelo de ANOVA a dois fatores hierarquizado, tem-se o Teste F aos efeitos do fator

B (subordinado).

Proposição 4.12: Teste F aos efeitos do fator B (subordinado)

Hipóteses: H0 : βj(i) = 0 , ∀ j = 2, ..., bi , i = 1, ..., a vs. H1 : ∃ i, j tais que βj(i) 6= 0.

[FACTOR B N�O AFECTA Y ℄ vs. [FACTOR B AFECTA Y ℄

Estatístia do Teste: F = QMB(A)
QMRE ⌢ F(

∑

i (bi−1) , n−
∑

i bi) se H0.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Unilateral direita): Rejeitar H0 se Fcalc > fα(
∑

i (bi−1) , n−
∑

i bi) .
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4.7.7 Algumas fórmulas

Num modelo ANOVA a dois fatores hierarquizados, o valor ajustado de ada observação orresponde ao

valor médio das observações na mesma situação experimental, ou seja,

ŷijk = yij. (4.36)

Como onsequênia, a Soma de Quadrados Residual neste modelo ANOVA pode ser esrita om base nas

variânias amostrais de Y em ada situação experimental, s2ij =
1

nij−1

nij∑
i=1

(yijk − yij.)
2
. Tem-se:

SQRE =

a∑

i=1

bi∑

j=1

nij∑

k=1

E2
ijk =

a∑

i=1

bi∑

j=1

nij∑

k=1

(Yijk − Ŷijk)
2 =

a∑

i=1

bi∑

j=1

nij∑

k=1

(Yijk − Y ij.)
2 =

a∑

i=1

bi∑

j=1

(nij − 1)S2
ij

(4.37)

De novo, o Quadrado Médio Residual é uma média ponderada das variânias amostrais de élula, S2
ij ,

om pesos nij−1. Em delineamentos equilibrados, �a uma média simples das variânias de élula.

Pela sua parte, a Soma de Quadrados assoiada aos efeitos do Fator dominante A (que é a Soma de

Quadrados do Fator, ajustando o modelo apenas om o Fator A aos dados), �a om uma expressão

análoga ao que tem nos modelos de delineamentos fatoriais, apenas om a diferença que o número de

níveis do Fator subordinado (bi) pode ser diferente em ada nível i do Fator dominante A:

SQA = bnc

a∑

i=1

(Y i.. − Y ...)
2

SQB = anc

b∑

j=1

(Y .j. − Y ...)
2

4.7.8 Comparações múltiplas de médias de élulas

O número potenialmente grande de omparações possíveis entre pares de médias de élula aonselha a

utilização demétodos de omparação múltipla, que permitam ontrolar globalmente o nível de signi�ânia

do onjunto de testes de hipóteses (ou grau de on�ança do onjunto de intervalos de on�ança).

O mais utilizado dos métodos de omparação múltipla está assoiado ao nome de Tukey, e foi já intro-

duzido aquando do estudo de delineamentos a um Fator. Adapta-se failmente à omparação múltipla

de médias de élulas.

Admite-se que o delineamento é equilibrado, om nc > 1 repetiçoes em todas as ab élulas. Sendo

qα (ab,n−ab) o valor que deixa à direita uma região de probabilidade α numa distribuição de Tukey om

parâmetros k = ab (o número total de médias de élula) e ν = n − ab (os graus de liberdade assoiados

ao QMRE), têm-se os seguintes resultados, relativos às abordagens alternativas via testes de hipóteses

ou intervalos de on�ança.
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4.7.8.1 Testes a Hipóteses sobre µij − µi′j′

Proposição 4.13: Testes de Tukey para a omparação de médias de élula

Rejeita-se a igualdade das médias das élulas (i, j) e (i′, j′), a favor da hipótese µij 6= µi′j′ , se

|Y ij· − Y i′j′·| > qα (ab,n−ab) ·
√

QMRE

nc
, (4.38)

O nível de signi�ânia α é global, ou seja, relativo à totalidade das omparações de ada par de

níveis.

4.7.8.2 Intervalos de Con�ança para µij − µi′j′

Proposição 4.14: Intervalos de Con�ança de Tukey

Com grau de on�ança global (1 − α) × 100%, todas as diferenças de médias de pares de élulas,

µij − µi′j′ , estão em intervalos da forma:

] (
yij· − yi′j′·

)
− qα (ab,n−ab)

√

QMRE
nc

,
(
yij· − yi′j′·

)
+ qα (ab,n−ab)

√

QMRE
nc

[

Conlui-se que duas médias populaionais de élula são diferentes, µij 6= µi′j′ , se o intervalo de

on�ança orrespondente a este par de élulas não ontém o valor zero.

4.7.8.3 Tukey no R

A obtenção dos Intervalos de Con�ança de Tukey no R, para a diferença da média de élulas, no aso de

um delineamento a dois Fatores, é análogo ao aso de um únio fator:

> TukeyHSD(aov(y ∼ fA * fB, data=dados))

O omando produz também intervalos de on�ança para as médias de nível de ada Fator isoladamente.

É possível representar gra�amente estes Intervalos de Con�ança enaixando o omando anterior na

função plot.

Alternativamente, é possível alular o termo de omparação qα (ab,n−ab)

√

QMRE
nc

usando a função qtukey

para obter o quantil da distribuição de Tukey. Ilustramos esta segunda abordagem om os dados do

Exeríio ANOVA 12.

Exemplo 4.6: Dados do sapoti (Exeríio ANOVA 12)

Na análise dos dados relativos ao teor de taninos em frutos do sapotizeiro, em função de duas

diferentes temperaturas (Fator A om a= 2 níveis) e quatro diferentes tipos de armazenamento

(Fator B, om b=4 diferentes níveis), foram enontradas as seguintes médias de élula, aluladas

om base em nc=4 repetições:
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> model.tables(sapoti.aov, type="means")

[...℄

temperatura:tempo

tempo

temperatura 0 3 6 9

alta 19.50 26.85 25.97 26.40

baixa 32.22 20.80 16.00 9.40

A raíz quadrada do Quadrado Médio Residual é:

> sapoti.aov

[...℄

Residual standard error: 0.9292694

O quantil de ordem 95% da distribuição de Tukey relativa é qα(ab,n−ab) = q0.05(8,24) = 4.683752,

alulada no R om o omando:

> qtukey(0.95, 8, 24)

[1℄ 4.683752

Assim, o termo de omparação, ao nível de signi�ânia α = 0.05, é dado por:

q0.05(8,24)

√
QMRE√

nc
= 4.683752× 0.9292694

2
= 2.176234 .

Ordenando as oito médias de élula por ordem resente, tem-se:

Célula baixa, 9 baixa, 6 alta, 0 baixa, 3 alta, 6 alta, 9 alta, 3 baixa, 0

Média 9.40a 16.00b 19.50c 20.80c 25.97d 26.40d 26.85d 32.22e

As letras assoiadas a ada média de élula indiam grupos de élulas ujas diferenças de médias

amostrais não são signi�ativas, ou seja, em que a diferença |yij.−yi′j′.| é inferior a 2.176234. Neste

aso, dá-se uma partição das élulas em ino grupos sem repetições de médias, o que pode nem

sempre ser o aso.

4.7.9 Análise dos Resíduos

A validade dos pressupostos do Modelo relativos aos erros aleatórios pode ser estudada de forma análoga

ao que foi visto para um delineamento a 1 Fator. Também neste aso, onvém sublinhar algumas

espei�dades deste estudo, para o ontexto de ANOVAs a dois Fatores, om efeitos de interação.

Os resíduos relativos a uma mesma élula apareem em ab olunas vertiais num grá�o de Eijk vs. Ŷijk.

A hipótese de heterogeneidade de variânias entre diferentes élulas pode ser testada reorrendo a testes

de hipóteses (omo o Teste de Bartlett), mas essa matéria não será leionada.
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4.7.9.1 O Teste de Bartlett para delineamentos a dois fatores *

(*) O Teste de Bartlett não é avaliado

Um Teste de Bartlett visa estudar a homogeneidade de variânias em ada élula, sendo a existênia

dessa homogeneidade a Hipótese Nula do teste.

Hipóteses: H0 : σ2
11 = σ2

12 = ... = σ2
ab vs. H1 : ∃i,j,i′,j′ : σ2

ij 6= σ2
i′j′

[Variânias homogéneas℄ vs. [Variânias heterogéneas℄

Estatístia do Teste:

K2 =

(n− ab) lnQMRE −
a∑

i=1

b∑
j=1

(nij − 1) lnS2
ij

C
∼ χ2

ab−1
,

onde C = 1 + 1
3(ab−1)

[
a∑

i=1

b∑
j=1

1
nij−1 − 1

n−ab

]

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Unilateral direita): Rejeitar H0 se K2
calc > χ2

α(ab−1)

Tal omo no Modelo a um Fator, a distribuição da estatístia do Teste de Bartlett é apenas assintótia,

pelo que o teste exige amostras de grande dimensão. Além disso, é um teste fortemente dependente da

Normalidade dos erros aleatórios.

4.7.10 Uma advertênia

Na formulação lássia do modelo ANOVA a dois Fatores, om interação, e a partir da equação-base

Yijk = µ+ αi + βj + (αβ)ij + ǫijk, em vez de impor as restrições α1=β1=(αβ)i1=(αβ)1j =0 (∀ i, j),
admite-se a existênia de arésimos de todos os tipos para qualquer valor de i e j e impõe-se as ondições:

• ∑
i αi = 0;

• ∑
j βj = 0;

• ∑
i (αβ)ij = 0 , ∀ j;

• ∑
j (αβ)ij = 0 , ∀ i.

Tal omo em Modelos ANOVA anteriores, estas ondições alternativas:

• mudam a forma de interpretar os parâmetros;

• mudam os estimadores dos parâmetros;

• não mudam o resultado dos testes F à existênia de efeitos.
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4.7.11 Visualização grá�a de efeitos de interação

Efeitos de interação em delineamentos fatoriais a dois fatores podem ser visualizados em grá�os

designados grá�os de interação. Estes grá�os são onstruidos da seguinte forma:

• o eixo horizontal é assoiado aos níveis de um dos fatores (por exemplo, o fator fA);

• no eixo vertial são indiados os valores médios da variável resposta Y ;

• para ada élula, india-se um ponto ujas oordenadas são determinadas pelo nível do primeiro

fator e respetiva média de élula da variável resposta;

• unem-se om segmentos de reta os pontos orrespondentes a um mesmo nível do segundo fator

(por exemplo, o fator fB).

A utilização destes grá�os de interação é ilustrada na Figura 4.11.
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Figura 4.11: Dois exemplos de grá�os de interação, orrespondentes a diferentes onjuntos de dados.

À esquerda, os segmentos de retas orrespondentes aos vários níveis do fator estão longe de qualquer

`paralelismo', pelo que há fortes indíios da existênia de efeitos signi�ativos de interação. À direita

há um maior `paralelismo', que sugere que a interação não é signi�ativa. Apenas a realização do

teste F à existênia de efeitos de interação permite tornar estes indíios em onlusões estatistiamente

sustentadas.

A inexistênia de interação signi�ativa produz, nestes grá�os, linhas aproximadamente �paralelas�.

Havendo interação, as linhas estarão longe de qualquer paralelismo. A on�rmação da signi�ânia dos

efeitos de interação exige sempre que se efetue o respetivo teste F .

A ada problema orrespondem sempre dois possíveis grá�os de interação, uma vez que é arbitrária a

esolha de qual o fator assoiado ao eixo horizontal. A informação dada pelos dois grá�os é idêntia,

ISA/ULisboa � Estatístia e Delineamento � 2020-21 221



CAPÍTULO 4. ANÁLISE DE VARIÂNCIA

embora o impate visual possa ser diferente e algum aspeto da relação ser mais visível num dos dois

grá�os.

Serão em seguida estudados um tipo de delineamentos a dois fatores, mas não fatoriais.

4.8 Delineamentos hierarquizados a dois fatores

Designam-se delineamentos hierarquizados a dois fatores a delineamentos em que os níveis de um dos

fatores dependem dos níveis do outro fator.

4.8.1 Um exemplo

Considere-se o seguinte exemplo: pretende-se estudar o índie de desempenho (variável resposta), em

várias tarefas, de três diferentes modelos de tratores (fator A), ada um dos quais é onduzido por

quatro tratoristas (fator B). Se os mesmos 4 tratoristas onduzirem os 3 tipos de tratores, estamos

perante um delineamento fatorial e apliam-se os modelos onsiderados nas Seções 4.5 e 4.6. Mas se

para ada tipo de trator existir um grupo de quatro diferentes tratoristas espeializados (ao todo 12

pessoas), o delineamento não é fatorial, mas antes hierarquizado: só é possível identi�ar os tratoristas

(níveis do fator B), após espei�ar o trator (nível do fator A). Assim, existe uma hierarquia dos

fatores: só identi�amos os níveis de um dos fatores (o fator subordinado) após ter identi�ado o nível

do outro fator (fator dominante). A situação pode ser representada esquematiamente da seguinte

forma, que utiliza um tipo de grelha semelhante às já onsideradas no estudo de delineamento fatoriais.

Trator A1 Trator A2 Trator A3

Tratorista A11 × - -

Tratorista A12 × - -

Tratorista A13 × - -

Tratorista A14 × - -

Tratorista A21 - × -

Tratorista A22 - × -

Tratorista A23 - × -

Tratorista A24 - × -

Tratorista A31 - - ×
Tratorista A32 - - ×
Tratorista A33 - - ×
Tratorista A34 - - ×

Um delineamento hierarquizado pode assim ser visto omo um delineamento fatorial muito inompleto.

Mas uma representação alternativa, em forma de dendrograma, é mais útil para transmitir a noção

da dependênia entre os níveis dos dois fatores. Essa representação alternativa, para o exemplo em

onsideração, é dada na Figura 4.12.

Um tal delineamento diz-se hierarquizado (nested, em inglês). Nos delineamentos hierarquizados deixa

de fazer sentido falar em efeitos de interação entre os níveis de ada Fator, uma vez que os níveis do
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FACTOR A

FACTOR B

(Trator)

(Tratorista)

1 2 3 4

A1

43214321

A2

A3

Figura 4.12: Dendrograma representativo do delineamento hierarquizado relaionando tratores e tra-

toristas. Cada `folha' na ponta de ada `ramo terminal' do dendrograma orresponde a uma diferente

situação experimental.

fator subordinado são espeí�os de um dado nível do fator dominante. Esta questão nada tem a que

ver om o delineamento ser, ou não, equilibrado.

Note-se que nada obriga a que o número de níveis do fator subordinado seja igual, nos vários níveis

do fator dominante. Assim, seria possível que, no exemplo aima onsiderado, houvesse um número

diferente de tratoristas a guiar dois diferentes tratores.

4.8.2 A equação do Modelo a dois fatores hierarquizados

O Fator dominante num delineamento hierarquizado a dois fatores será generiamente designado o

Fator A, om a níveis. O fator subordinado será designado Fator B. Mas, para ada nível i do fator

dominante, pode existir um número bi de níveis do fator dominado, que não tem de ser sempre igual,

para os vários valores de i.

Tal omo nos modelos para delineamentos fatoriais a dois fatores, ada observação é representada por

uma variável aleatória om três índies, Yijk:

i nível do fator A dominante (i = 1, ..., a);

j nível do fator B subordinado a A (j = 1, ..., bi);

k repetição para a situação experimental (i, j), om k = 1, ..., nij.

A equação base do modelo inlui efeitos de nível do Fator A, αi, e efeitos de nível do fator B (subor-

dinado), que serão representados por βj(i), para salientar que o nível j de B é ontado no seio do nível i

do fator dominante A. Com esta notação, a equação geral do modelo será da forma:

Yijk = µ+ αi + βj(i) + ǫijk . (4.39)

Mais uma vez, é neessário imp�r restrições, de forma a garantir que as olunas da matriz do modelo X

sejam linearmente independentes. Neste aso, além da exigênia de que seja nulo o efeito assoiado ao
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primeiro nível do Fator dominante, A (α1=0), exigir-se-á que no primeiro nível do fator subordinado

(Fator B), em todos os níveis do Fator A, o efeito orrespondente seja igualmente nulo: β1(i) = 0, ∀ i,
tal omo ilustrado na Figura 4.13. Sublinhe-se que os efeitos de nível j>1 no Fator B são livres, mesmo

X

X X X

FACTOR A

FACTOR B

(Trator)

(Tratorista)

1 2 3 4

A1

4214321

A2

A3

b1 = 4 b3 = 4b2 = 4

3

Figura 4.13: Dendrograma indiando as restrições num modelo para um delineamento hierarquizado. As

ruzes a vermelho indiam os ramos (terminais ou não) aos quais está assoiado um efeito nulo, por via

das restrições onsideradas no texto.

no primeiro nível do Fator A dominante (i= 1). Com estas restrições, a onstante omum a todas as

observações, µ, será a média orrespondente à primeira situação experimental, em que simultaneamente

i=1 e j=1, ou seja, µ = µ11.

Nos delineamentos hierarquizados, não faz sentido falar em efeitos do nível j do Fator B, sem espei�ar

qual o nível do Fator A a que nos referimos. Nem faz sentido falar em efeitos de interação.

4.8.3 Partiularidades do Modelo

4.8.3.1 Variáveis indiatrizes

Tal omo em modelos anteriores, para esrever a equação do modelo em notação vetorial, assoia-se a

ada parâmetro uma variável indiatriz das observações orrespondentes. Assim:

• o parâmetro µ11 está assoiado à oluna de uns,

~1n.

• ada um dos (a− 1) parâmetros αi está assoiado a uma indiatriz

~IIIAi
de pertença ao nível i > 1

do Fator A.

• ada um dos

a∑
i=1

(bi−1) =
a∑

i=1

bi − a parâmetros βj(i) está assoiado a uma indiatriz

~IIIBj(i)
de

pertença ao nível j > 1 do Fator B (para i=1, ..., a).
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4.8.3.2 Número de parâmetros e a sua interpretação

Após a introdução das restrições α1=0 e β1(i) = 0, ∀ i, o número total de parâmetros �a igual ao número

de situações experimentais :

1 + (a− 1) +

a∑

i=1

(bi − 1) = ✁1 + (❆a− ✁1) +
a∑

i=1

bi − ❆a =

a∑

i=1

bi

No aso de haver sempre o mesmo número de níveis do Fator subordinado B, em qualquer nível i de A

(b = bi para qualquer i), haverá ab parâmetros no modelo.

As restrições impliam que os valores esperados de observações de Y em ada situação experimental

podem ser interpretadas em termos dos parâmetros, da seguinte forma:

• Para a primeira élula (i = j = 1), E[Yijk ] = µ = µ11.

• Nas restantes élulas do primeiro nível do Fator A (i = 1; j > 1), µ1j = E[Yijk ] = µ11 + βj(1).

• Nos restantes primeiros níveis do fator B (i > 1; j = 1), µi1 = E[Yijk ] = µ11 + αi.

• Nas élulas genérias (i, j), om i > 1 e j > 1, µij = E[Yijk ] = µ11 + αi + βj(i).

Os efeitos αi e βj(i) designam-se efeitos dos níveis de ada Fator. Repare-se que ada situação experi-

mental (isto é, ada folha terminal do dendrograma) tem pelo menos um parâmetro que lhe é espeí�a,

dando assim liberdade para que em ada uma das situações experimentais haja um valor esperado livre.

4.8.4 O modelo ANOVA a dois fatores, hierarquizados.

Juntando os pressupostos neessários à inferênia, tem-se o Modelo ANOVA a dois fatores, hie-

rarquizados, que será doravante representado por Modelo MA/B.

De�nição 4.12: Modelo ANOVA a dois fatores hierarquizados

Seja A o Fator dominante (om a níveis) e B o Fator subordinado (om bi níveis subordinados

ao nível i do Fator A). Admitem-se que existem n observações, Yijk, das quais nij assoiadas à

situação experimental (i, j) (i = 1, ..., a ; j = 1, ..., bi). Tem-se:

1. Yijk = µ11 + αi + βj(i) + ǫijk , ∀ i = 1, ..., a ; j = 1, ..., bi ; k = 1, ..., nij

om as restrições α1 = 0 ; β1(i) = 0 , ∀ i.

2. ǫijk ⌢ N (0 , σ2) , ∀ i, j, k

3. {ǫijk}i,j,k variáveis aleatórias independentes.

4.8.5 O Modelo ANOVA a dois fatores hierarquizados, versão vetorial

Tal omo emModelos ANOVA anteriores, pode reesrever-se o Modelo usando notação vetorial/matriial.
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De�nição 4.13: Modelo ANOVA a dois fatores hierarquizados - notação vetorial

Seja dado um delineamento a dois fatores hierarquizados, havendo n observações Yijk uma variável

resposta Y nas

a∑
i=1

bi situações experimentais de�nidas pelo delineamento.

1. O vetor

~Y das n observações Yijk veri�a a equação:

~Y = µ11 ~1n + α2
~IIIA2 + ...+ αa

~IIIAa
+ β2(1)

~IIIB2(1)
+ ...+ βba(a)

~IIIBba(a)
+ ~ǫǫǫ

= X~βββ +~ǫǫǫ ,

sendo

• ~1n o vetor de n uns;

~IIIAi
indiatriz do nível i nível do Fator A; e

~IIIBj(i)
indiatriz do

nível j do Fator B, subordinado ao nível i do Fator A om j > 1.

• X =
[
~1n | ~IIIA2 | · · · | ~IIIAa

| ~IIIB2(1)
| · · · | ~IIIBba(a)

]
a matriz do modelo;

• ~βββ = (µ1, α2, · · · , αk, β2(1), · · · , βba(a))
t
.

2. O vetor dos erros aleatórios tem distribuição

~ǫǫǫ ⌢ Nn(~0 , σ
2 In).

4.8.6 Os dois testes ANOVA

Neste aso, tal omo noutros modelos ANOVA, pretende-se testar a existênia de ada um dos dois tipos

de efeitos previstos no modelo, havendo por isso lugar a dois testes:

Teste I: aos efeitos de nível do Fator A (dominante), om H0 : αi=0 , ∀i = 2, ..., a ; e

Teste II: aos efeitos do onjunto dos níveis do Fator B (subordinado), om H0 : βj(i)=0 , ∀i=1, ..., a

e j=2, ..., bi.

As estatístias de teste para ada um destes testes obtêm-se a partir da deomposição da Soma de Quadra-

dos Total em três parelas, orrespondentes aos dois tipos de efeito e à variabilidade residual. As Somas

de Quadrados assoiadas a ada tipo de efeito de�nem-se de forma análoga à usada em delineamentos

anteriores.

4.8.6.1 A deomposição de SQT

Para efetuar a deomposição da Soma de Quadrados Total, omeçamos por de�nir a diferença nas Somas

de Quadrados do Modelo agora introduzido, e do Modelo MA a um únio Fator (o Fator A), já que

essa diferença de Somas de Quadrados Residuais apareeria num teste F parial omparando estes dois

Modelos, que serviria para estudar se os efeitos do fator subordinado são, ou não, sign�ativos (Teste
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II). Assim, tomem-se os Modelos:

(Modelo MA/B) Yijk = µ11 + αi + βj(i) + ǫijk ,

(Modelo MA) Yijk = µ11 + αi + ǫijk ,

Designa-se Soma de Quadrados assoiada aos efeitos de B a

SQB(A) = SQREA − SQREA/B

e Soma de Quadrados assoiada aos efeitos de A a

SQA = SQFA = SQT − SQREA .

Juntamente om SQREA/B, tem-se:

SQT = SQA+ SQB(A) + SQREA/B .

Graus de liberdade: Os graus de liberdade assoiados a ada tipo de efeito são dados por:

• g.l.(SQA) = a− 1, o número de parâmetros assoiados aos efeitos de nível de A.

• g.l.[SQB(A)] =
a∑

i=1

(bi−1), o número de parâmetros assoiados aos efeitos de nível de B.

• g.l.(SQRE) = n−
a∑

i=1

bi, o número de observações menos o número total de parâmetros do modelo.

4.8.6.2 Quadro-resumo da ANOVA a 2 Fatores hierarquizados

Fonte g.l. SQ QM fcalc
Fator A a− 1 SQA = SQFA = SQT − SQREA QMA = SQA

a−1
QMA
QMRE

Fator B(A)

a∑
i=1

(bi−1) SQB(A) = SQREA − SQREA/B QMB(A) = SQB(A)
a
∑

i=1

(bi−1)

QMB(A)
QMRE

Resíduos n−
a∑

i=1

bi SQRE = SQREA/B QMRE = SQRE

n−
a
∑

i=1

bi

Total n− 1 SQT = (n− 1)S2
y � �

4.8.6.3 O Teste F aos efeitos do fator A (dominante)

Sendo válido o Modelo de ANOVA a 2 fatores hierarquizados, tem-se o Teste F aos efeitos do fator A

(dominante).
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Proposição 4.15: Teste F aos efeitos do fator A (dominante)

Hipóteses: H0 : αi = 0 , ∀ i = 2, ..., a vs. H1 : ∃ i = 2, .., a tal que αi 6= 0.

[FACTOR A N�O AFECTA Y ℄ vs. [FACTOR A AFECTA Y ℄

Estatístia do Teste: F = QMA
QMRE ⌢ F (a−1 , n−

∑

i bi) se H0.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Unilateral direita): Rejeitar H0 se Fcalc > fα( a−1 , n−
∑

i bi)

4.8.6.4 O Teste F aos efeitos do fator B (subordinado)

Sendo válido o Modelo de ANOVA a dois fatores hierarquizado, tem-se o Teste F aos efeitos do fator

B (subordinado).

Proposição 4.16: Teste F aos efeitos do fator B (subordinado)

Hipóteses: H0 : βj(i) = 0 , ∀ j = 2, ..., bi , i = 1, ..., a vs. H1 : ∃ i, j tais que βj(i) 6= 0.

[FACTOR B N�O AFECTA Y ℄ vs. [FACTOR B AFECTA Y ℄

Estatístia do Teste: F = QMB(A)
QMRE ⌢ F(

∑

i (bi−1) , n−
∑

i bi) se H0.

Nível de signi�ânia do teste: α

Região Crítia (Unilateral direita): Rejeitar H0 se Fcalc > fα(
∑

i (bi−1) , n−
∑

i bi) .

4.8.7 Algumas fórmulas

Num modelo ANOVA a dois fatores hierarquizados, o valor ajustado de ada observação orresponde ao

valor médio das observações na mesma situação experimental, ou seja,

ŷijk = yij. (4.40)

Como onsequênia, a Soma de Quadrados Residual neste modelo ANOVA pode ser esrita om base nas

variânias amostrais de Y em ada situação experimental, s2ij =
1

nij−1

nij∑
i=1

(yijk − yij.)
2
. Tem-se:

SQRE =

a∑

i=1

bi∑

j=1

nij∑

k=1

E2
ijk =

a∑

i=1

bi∑

j=1

nij∑

k=1

(Yijk − Ŷijk)
2 =

a∑

i=1

bi∑

j=1

nij∑

k=1

(Yijk − Y ij.)
2 =

a∑

i=1

bi∑

j=1

(nij − 1)S2
ij

(4.41)

De novo, o Quadrado Médio Residual é uma média ponderada das variânias amostrais de élula, S2
ij ,

om pesos nij−1. Em delineamentos equilibrados, �a uma média simples das variânias de élula.
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Pela sua parte, a Soma de Quadrados assoiada aos efeitos do Fator dominante A (que é a Soma de

Quadrados do Fator, ajustando o modelo apenas om o Fator A aos dados), �a om uma expressão

análoga ao que tem nos modelos de delinemantos fatoriais, apenas om a diferença que o número de

níveis do Fator subordinado (bi) pode ser diferente em ada nível i do Fator dominante A:

SQA =

a∑

i=1

bi∑

j=1

nij∑

k=1

(Ŷijk − Y ...)
2 =

a∑

i=1

bi∑

j=1

nij∑

k=1

(Y i.. − Y ...)
2 =

a∑

i=1

bi nij(Y i.. − Y ...)
2. (4.42)

No aso de delineamentos equilibrados, �a:

SQA = nc

a∑

i=1

bi (Y i.. − Y ...)
2. (4.43)

4.8.8 ANOVA a dois Fatores hierarquizados no R

Para efetuar uma ANOVA a dois Fatores hierarquizados no R, organizam-se os dados omo nos anteriores

modelos om dois fatores, ou seja, numa data.frame om três olunas:

1. uma oluna om a variável resposta;

2. outra oluna om o fator A;

3. uma tereira oluna om o fator B.

A fórmula utilizada no R para indiar uma ANOVA a dois Fatores hierarquizados é semelhante às

anteriores, mas om o nome dos dois fatores separado pelo símbolo `///'. Se o fator dominante tem nome

fA, a fórmula terá o seguinte aspeto:

y ∼ fA / fB

Exemplo 4.7: O exemplo dos tratores/tratoristas

No exemplo de tratores/tratoristas, a tabela-resumo produzida pelo omando aov é a seguinte:

> summary(aov(indie ~ trator/tratorista, data=tratores))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

trator 2 1696 847.8 35.92 2.90e-10 ***

trator:tratorista 9 2272 252.5 10.70 6.99e-09 ***

Residuals 48 1133 23.6

Neste aso, há efeitos signi�ativos dos diferentes tipos de tratores sobre a variável resposta, e

também efeitos signi�ativos dos tratoristas que onduzem os tratores.
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4.8.9 Comparações múltiplas de médias

Caso se onlua pela existênia de efeitos do fator subordinado, é natural querer omparar médias da

variável resposta nas

∑a
j=1 bi diferentes situações experimentais.

As omparações múltiplas de Tukey podem ser efetuadas, aso o delineamento seja equilibrado, isto é, se

houver o mesmo número nc de observações em ada situação experimental. A ideia é semelhante à das

apliações da teoria de Tukey feita em modelos anteriores.

Neste aso, os parâmetros da distribuição de Tukey serão

• o número de situações experimentais, k =
a∑

i=1

bi; e

• os graus de liberdade assoiados ao QMRE, ν = n−
a∑

i=1

bi.

Numa abordagem de tipo Testes de Hipóteses, duas médias populaionais de diferentes situações experi-

mentais, µij e µi′j′ , devem ser onsideradas diferentes aso as respetivas médias amostrais, Y ij. e Y i′j′.

di�ram em mais do que o termo de omparação, ou seja, se

|Y ij. − Y i′j′.| > q
α

(

a
∑

i=1

bi , n−
a
∑

i=1

bi

)

√
QMRE

nc
. (4.44)

Numa abordagem do tipo Intervalos de Con�ança, ada um dos intervalos é entrado na respetiva

diferença de médias amostrais, às quais se subtrai, e soma, o termo de omparação, para alançar os

extremos do intervalo.

Exemplo 4.8: Tukey no exemplo dos tratores/tratoristas

Há b1 + b2 + b3=12 situações experimentais, logo

(
12
2

)
= 66 omparações de pares de médias dessas

situações experimentais. O termo de omparação de Tukey para diferenças de médias de élula é:

q0.05 (12,48) ·
√

QMRE

nc
= 4.856029× 4.85793√

5
= 10.55 .

As médias de élula são:

> model.tables(tratores.aov, type="means")

[...℄

tratorista

trator 1 2 3 4

1 61.8 67.8 62.6 52.6

2 75.8 75.2 55.8 77.0

3 76.8 69.6 74.4 73.4

O maior índie médio de desempenho é y24. = 77.0. As médias que diferem signi�ativamente da
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maior média são as médias y11. = 61.8, y12. = 62.6, y13. = 52.6 e y23. = 55.8. Todas as outras não

diferem signi�ativamente de y24.=77.0.

4.8.10 Análise de resíduos

Também no que respeita à análise de resíduos para validar os pressupostos do modelo, a situação é

análoga à vista no estudo de anteriores modelos.

Exemplo 4.9: Validação do modelo nos exemplo dos tratores

> plot(tratores.aov, whih=(1,2))
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Não existem razões para questionar a validade dos pressupostos do modelo.

Pode efetuar-se um teste de Bartlett ou de Levine para testar a hipótese que as variânias populaionais

são iguais em ada uma das k =
a∑

i=1

bi diferentes situações experimentais. A estatístia de teste e os

graus de liberdade da respetiva distribuição assintótia são iguais aos asos anteriores, om este valor

de k. Estes testes não são matéria para avaliação.

4.9 Comentários �nais sobre ANOVA

4.9.1 ANOVAs omo omparação de k amostras

Alguns testes F ANOVA generalizam os testes t-Student de omparação de médias de duas populações,

estudados nas disiplinas introdutórias de Estatístia,

• através de amostras independentes (admitindo a igualdade de variânias); e

• om amostras emparelhadas.

Ora, veri�a-se que:
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• O quadrado da estatístia t-Student à diferença de médias, no aso de amostras independentes, é

a estatístia F do teste aos efeitos do fator, num modelo ANOVA a 1 Fator om k = 2 níveis

(orrespondentes às duas populações/amostras a omparar).

• O quadrado da estatístia t-Student à diferença de médias, no aso de amostras emparelhadas, é a

estatístia F do teste aos efeitos do Fator, num modelo ANOVA a dois fatores - um dos quais

introduzido para de�nir o emparelhamento das unidades experimentais - sem interação e om uma

únia observação por élula, quando a = 2.

4.9.2 Comparações múltiplas alternativas na ANOVA

A omparação múltipla de médias, que abordámos pela teoria de Tukey, tem numerosas alternativas.

Uma alternativa baseia-se na teoria de She�é [6℄. Tem tendênia a produzir intervalos de on�ança

maiores (ao mesmo nível (1 − α) × 100% de on�ança) do que os intervalos de Tukey. No entanto, tem

a vantagem de assentar sobre a mesma teoria que os testes F , razão pela qual as suas onlusões são

oerentes om as onlusões dos testes F .

Quer Tukey, quer She�é, podem ser generalizados para obter testes/intervalos de on�ança sobre om-

binações lineares genérias das médias de nível ou de élulas. Nesse aso, a teoria de She�é tem melhor

desempenho.

4.9.3 Delineamentos fatoriais om vários fatores

Um delineamento fatorial (isto é, om observações para todas as ombinações de níveis de ada fator)

pode ser de�nido om qualquer número de fatores.

Num delineamento fatorial a três fatores � designados por A, B e C � ada observação da variável

resposta indexa-se om quatro índies : Yijkl india a observação l no nível i do Fator A, nível j do

Fator B e nível k do Fator C. A equação de base para Yijkl prevê a existênia de sete tipos de efeitos :

• três efeitos prinipais de ada fator, αi, βj e γk.

• três efeitos de interação dupla assoiados a ada ombinação de níveis de dois Fatores diferentes:

(αβ)ij , (αγ)ik e (βγ)jk.

• um efeito de tripla interação para as élulas onde se ruzam níveis dos três fatores: (αβγ)ijk .

O modelo fatorial a três fatores tem assim a seguinte equação de base do modelo:

Yijkl = µ111 + αi + βj + γk + (αβ)ij + (αγ)ik + (βγ)jk + (αβγ)ijk + ǫijkl ,

exluíndo-se efeitos sempre que um dos índies f�r 1.

Este modelo tem um total de abc parâmetros. A Soma de Quadrados Total é agora deomposta em oito

parelas : SQA, SQB, SQC, SQAB, SQAC, SQBC, SQABC e SQRE. As sete SQs assoiadas a efeitos

são de�nidas pela diferença das Somas de Quadrados Residuais de modelos onde se vão suessivamente

omitindo os efeitos orrespondentes.
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Os graus de liberdade assoiados a ada tipo de efeito generalizam oneitos anteriores:

• Para as SQs de efeitos prinipais de fator, são os números de níveis, menos um: a−1, b−1 e c−1.

• para as interações duplas, são o produto dos graus de liberdade de ada fator: (a − 1)(b − 1),

(a− 1)(c− 1) e (b− 1)(c− 1).

• para as interações triplas, são o produto dos graus de liberdade dos três efeitos prinipais: (a −
1)(b− 1)(c− 1).

• para o residual, o número de observações menos o número de parâmetros, n− abc.

Haverá agora sete Testes de Hipóteses : um para ada tipo de efeitos. As estatístias desses sete testes

são todas do tipo

QMx
QMRE , onde x designa o tipo de efeitos em questão. As estatístias desses testes terão,

aso seja verdade a respetiva Hipótese Nula H0, distribuição F om graus de liberdade dados pelos g.l.

do numerador e do denominador, respetivamente.

4.9.4 Outros tipos de delineamentos experimentais

Apenas foi a�orada a teoria dos delineamentos experimentais. Existem numerosos outros delineamentos

mais omplexos.

Alguns delineamentos visam reduzir o número de situações experimentais que seria neessário estudar

(objetivo que também pode motivar um delineamento hierarquizado). Entre estes, re�ram-se:

• os quadrados latinos ; ou

• os delineamentos em bloos inompletos.

Outros delineamentos visam ultrapassar di�uldades prátias na exeução de uma experiênia, omo é o

aso dos delineamentos em parelas divididas (split plots, em inglês).

4.9.5 Métodos não paramétrios de tipo ANOVA

Uma forma alternativa de estudar problemas análogos aos objetivos de ANOVAs resulta da utilização

de métodos não paramétrios. Nestes métodos, não se exigem pressupostos tão fortes omo os métodos

lássios, (por exemplo, o pressuposto de normalidade). A sua maior generalidade tem omo ontrapartida

uma menor apaidade de rejeitar as hipóteses nulas aso elas sejam falsas (i.e., têm menor potênia),

quando os pressupostos adiionais dos métodos lássios são válidos.

Com grande frequênia, embora nem sempre, os métodos não paramétrios substituem os valores obser-

vados da variável resposta pelas ordens (ranks) dessas observações. As estatístias de teste são então

funções dessas ordens.

O teste de Kruskal-Wallis é uma alternativa não paramétria à ANOVA a 1 Fator, em que:

• Cada observação é substituída pela sua ordem;
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• A estatístia de teste ompara as ordens médias em ada nível do fator om a ordem média global.

• A hipótese nula é que nos vários níveis do fator as observações seguem a mesma distribuição.

• A hipótese alternativa é que a distribuição dos vários níveis difere apenas nas suas loalizações

(medianas).

O teste de Friedman é uma alternativa não paramétria à ANOVA om um fator e bloos, ou seja, a

dois fatores, sem interação, nem repetições nas élulas, em que:

• Cada observação é substituída pela sua ordem no seio do seu bloo;

• A estatístia de teste ompara as ordens médias em ada nível do fator om a ordem média global.

• A hipótese nula é que nos vários níveis do fator as observações seguem a mesma distribuição,

exepto devido a translações assoiadas a ada bloo.

• A hipótese alternativa é que a distribuição dos vários níveis difere também devido a translações

assoiadas aos níveis do fator.

Em ambos estes asos, as estatístias de teste são funções das Somas de Quadrados usuais, apliadas às

ordens, em vez de aos valores observados de Y .

Os métodos não paramétrios são uma alternativa viável quando haja violação grave dos pressupostos

dos modelos ANOVA lássios. No entanto, para delineamentos mais omplexos a existênia de métodos

não paramétrios é menos frequente.

4.9.6 Efeitos aleatórios em modelos tipo ANOVA

Nos modelos ANOVA estudados até aqui, admitiu-se sempre que as parelas de efeitos nas equações dos

modelos eram onstantes. Este tipo de modelos dizem-se de efeitos �xos. Por vezes, émais adequado

admitir que os efeitos são variáveis aleatórias, em ujo aso fala-se de efeitos aleatórios. Quando estão

presentes efeitos dos dois tipos fala-se me modelos mistos. Não sendo, em rigor, modelos lineares do tipo

onsiderado até aqui, os modelos de feitos aleatórios ou mistos têm pontos de ontato importantes, em

partiular no aso dum modelo a um únio fator om efeitos aleatórios.

Se um fator tem um número muito grande, ou mesmo uma in�nidade, de possíveis níveis, não sendo

possível estudar todos, pode optar-se por estudar apenas uma amostra aleatória de níveis do fator, na

tentativa de extrair onlusões para o fator na sua totalidade.

Esta situação surge om frequênia quando os níveis de um fator são terrenos, genótipos ou outras

entidades para as quais se admite variabilidade, mas em que não é possível estudar a totalidade dos

possíveis asos (níveis do fator). Nesses asos, os efeitos dos níveis seleionados aleatoriamente para

o estudo são melhor desritos por variáveis aleatórias, e não por onstantes. Efeitos de bloos, ou de

fatores hierarquizados subordinados são, om muita frequênia, mais orretamente desritos por efeitos

aleatórios.

Por exemplo, a equação base dum modelo a um fator om efeitos aleatórios, om k níveis do fator, será

Yij = µ+αααi + ǫǫǫij ,

ISA/ULisboa � Estatístia e Delineamento � 2020-21 234



4.9. COMENTÁRIOS FINAIS SOBRE ANOVA

sendo αααi uma variável aleatória que india o efeito do nível que vier a ser aleatoriamente seleionado

omo nível i do fator.

A existênia de novas variáveis aleatórias (além dos erros aleatórios) na equação de base de um modelo

om efeitos aleatórios exige novos pressupostos para possibilitar o estudo do modelo. Os pressupostos

usuais em modelos om efeitos aleatórios são que os efeitos aleatórios do tipo αααi:

• têm distribuição Normal;

• têm média zero;

• têm variânia σ2
α;

• são independentes entre si e independentes dos erros aleatórios.

Estas hipóteses orrespondem a admitir que a distribuição dos efeitos de nível do fator é αααi ⌢ N (0, σ2
α)

e que os níveis amostrados são seleionados de forma independente.

Um teste à existênia de efeitos do fator tem as hipóteses:

H0 : σ2
α = 0 vs. H1 : σ2

α 6= 0 .

Sendo verdade a Hipótese Nula, a variável aleatória αααi toma sempre o valor nulo, e diz-se que o Fator

A não afeta a variável resposta. Em aso de rejeição de H0, a favor de H1 : σ2
α 6= 0, a variável aleatória

αααi toma diferentes valores, e onlui-se que o fator afeta a variável resposta.

Embora este modelo a um fator não seja um Modelo Linear do mesmo tipo que o modelo de efeitos �xos

antes estudado, o teste envolve uma estatístia equivalente.
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