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2 de Maio, 2019 Teste � Modelo Linear Duração: 2h30

I [16 valores℄

A Floresta Experimental H.J. Andrews, no Estado norte-ameriano do Oregon, disponibiliza numerosos on-

juntos de dados �orestais. Um subonjunto de dados tem medições de onentração de 12 nutrientes. As

92 medições foram efetuadas em três diferentes tipos de material lenhoso de árvores, que de�nem um fator

(TYPE), om níveis identi�ados pelas siglas TB (asa), TF (folhagem) e TW (madeira). Os valores observados

das onentrações de nutrientes são identi�ados pelos seus símbolos químios. Estas onentrações são todas

medidas em mg kg−1
, exepto o arbono (C), que é dado em perentagens. Em baixo indiam-se as médias,

desvios padrão, valores mínimos e máximos de ada uma das variáveis numérias.

P K CA MG MN CU B ZN AL FE NA C

x 923.794 3633.663 7715.130 657.957 111.294 3.902 10.022 14.544 130.478 38.815 26.794 48.784

s 1149.549 3673.290 7881.323 736.304 151.833 1.562 4.622 19.417 188.951 36.020 17.379 2.405

min. 19.0 81.0 170.0 19.0 3.0 2.0 4.0 1.0 1.0 2.0 10.0 43.1

máx. 6214.0 16480.0 39600.0 3565.0 770.0 12.0 21.0 124.0 735.0 323.0 154.0 55.9

1. Pretende-se estudar a onentração de fósforo (P).

Foi iniialmente ajustada uma Regressão Linear Simples sobre

onentração de magnésio (MG), vendo-se na �gura a nuvem de

pontos e a reta de regressão respetivas. Sabe-se que o oe�iente

de orrelação entre estas duas variáveis é r=0.92633.

(a) Calule a equação da reta de regressão, e disuta breve-

mente a qualidade desse ajustamento.

(b) Calule uma estimativa da variânia σ2
dos erros aleatórios

do modelo.

() A observação que surge no anto superior direito da nuvem

de pontos é a observação 9. Calule os valores do respetivo:
(i) resíduo; (ii) efeito alavana; (iii) resíduo (internamente)

estandardizado; (iv) distânia de Cook. Comente.

(d) Indique uma araterístia expetável no grá�o de resíduos

ontra valores ajustados de y, para este modelo. Disuta as

impliações dessa araterístia.
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2. Foi efetuada uma ANOVA das onentrações de fósforo (variável P) sobre o tipo de material lenhoso

(fator TYPE). A Soma de Quadrados assoiada aos efeitos do fator é SQF =72 013 571.

(a) Construa a tabela de síntese desta ANOVA.

(b) Efetue o teste F orrespondente e omente as suas onlusões.

3. Foi seguidamente ajustado um modelo ANCOVA, para saber se seria preferível ajustar retas diferentes

de P sobre MG, para ada tipo de material. Eis alguns resultados pariais desse ajustamento:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Interept) 212.4407 98.6069 2.154 0.0340

MG 0.4492 0.1734 2.591 0.0112

TYPETF 25.5918 157.5196 0.162 0.8713

TYPETW -178.4209 152.7362 -1.168 0.2460

MG:TYPETF 0.9285 0.1911 4.859 5.26e-06

MG:TYPETW 0.1997 0.9369 0.213 0.8317

1



---

Residual standard error: 353.2 on 86 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9108,Adjusted R-squared: 0.9056

F-statisti: 175.6 on 5 and 86 DF, p-value: < 2.2e-16

(a) Esreva a equação da reta de regressão entre onentrações de fósforo e magnésio, relativa ao

material de folhagem.

(b) Calule um intervalo de on�ança (95%) adequado para dizer se é admissível onsiderar que as retas

populaionais relativas ao material de folhagem e ao material de asa são paralelas. Comente.

() Teste formalmente se este modelo tem um ajustamento signi�ativamente melhor do que o modelo

de uma únia reta de regressão para todas as observações, que foi ajustado no ponto 1.

4. Foi �nalmente ajustada uma regressão linear da onentração de fósforo sobre ino preditores: além de

MG, também as onentrações de alumínio (AL), boro (B), manganês (MN) e zino (ZN).

(a) Comente a seguinte frase: �o Quadrado Médio Residual deste modelo tem de ser mais pequeno que

o Quadrado Médio Residual do modelo de Regressão Linear Simples ajustado no ponto 1�.

(b) Na listagem produzida pelo R, resultante desse ajustamento, a linha aima do valor do oe�iente

de determinação é a seguinte:

Residual standard error: 249.7 on 86 degrees of freedom

Calule o valor do oe�iente de determinação deste modelo. Comente-o.

() Desreva, e omente, o seguinte grá�o relativo ao modelo agora ajustado.
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II [4 valores℄

Considere uma regressão linear múltipla om p preditores e n observações, matriz do modelo X, e equação

~Y=X~βββ +~ǫǫǫ. Considere o vetor usual de estimadores,

~̂
βββ=(Xt

X)−1
X

t ~Y.

1. Mostre que o vetor de valores ajustados,

~̂
Y=X

~̂
βββ, é ortogonal ao vetor dos resíduos,

~E.

2. Modi�que o Modelo Linear, admitindo agora que a distribuição do vetor dos erros aleatórios seja

~ǫǫǫ ⌢

Nn(~0,Σ), om a matriz Σ onheida (não aleatória).

(a) Diga, justi�ando, a que pressupostos orresponderia admitir que:

i. A matriz Σ seja uma matriz diagonal genéria.

ii. A matriz Σ seja uma matriz genéria, não diagonal.
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(b) Sendo Σ uma matriz de (o-)variânias genéria, determine as distribuições de probabilidades de:

i. o vetor

~Y das observações;

ii. o vetor de estimadores

~̂
βββ.

() Considere um novo vetor de estimadores dos parâmetros, dado por

~̂
βββ
∗
=(XtΣ−1

X)−1
X

tΣ−1 ~Y, om

Σ genéria. Diga justi�ando, se se trata dum vetor de estimadores entrado. Qual a respetiva

matriz de (o-)variânias?
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