INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOlV[IA
MODELOS MATEMATICOS e APLICACOES — 2020-21
Resolucgoes de exercicios de Modelo Linear

1 Regressao Linear

1. Escreva, numa sessao do R, o comando indicado no enunciado:
> Cereais <- read.csv("Cereais.csv")

Para ver o conteido do objecto Cereais acabado de criar, escrevemos o seu nome, como ilustrado
de seguida (tendo sido omitidas varias linhas do contetdo por razdes de espago):

\2

Cereais
ano area
1986 8789.69
1987 8972.11
1988 8388.94
1989 9075.35
1990 7573.48

cad)

24 2009 3398.99

25 2010 3041.18

26 2011 2830.96

A OB W N -

NOTA: O comando read.csv parte do pressuposto que o ficheiro indicado contém colunas de
dados - cada coluna correspondente a uma variavel. O objecto Cereais criado no comando
acima é uma data frame, que pode ser encarada como uma tabela de dados em que cada coluna
corresponde a uma variavel. As variaveis individuais da data frame podem ser acedidas através
duma indexacdo analoga a utilizada para objectos de tipo matriz, refereciando o nimero da
respectiva coluna:

> Cereais[,2]

[1] 8789.69 8972.11 8388.94 9075.35 7573.48 8276.47 7684.20 7217.93 6773.54
[10] 6756.57 6528.18 6902.34 5065.38 5923.45 5779.21 4927.15 5149.21 4507.98
[19] 4636.46 3893.43 3731.92 3120.99 3653.74 3398.99 3041.18 2830.96

Alternativamente, as varidveis que compoem uma data frame podem ser acedidas através do
nome da data frame, seguido dum cifrao e do nome da varidvel:

> Cereais$area

[1] 8789.69 8972.11 8388.94 9075.35 7573.48 8276.47 7684.20 7217.93 6773.54
[10] 6756.57 6528.18 6902.34 5065.38 5923.45 5779.21 4927.15 5149.21 4507.98
[19] 4636.46 3893.43 3731.92 3120.99 3653.74 3398.99 3041.18 2830.96

(a) > plot(Cereais)
O grafico obtido revela uma forte relacao linear (decrescente) entre anos e superficie agricola
dedicada & producgao de cereais.
Repare-se que o comando funciona correctamente nesta forma muito simples porque: (i) a
data frame Cereais apenas tem duas varidveis; e (ii) a ordem dessas variaveis coincide com
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1 REGRESSAO LINEAR

a ordem desejada no grafico: a primeira varidvel no eixo horizontal e a segunda no eixo
vertical.

Existe uma forma mais geral do comando que também poderia ser usada neste caso:
plot(x,y), onde x e y indicam os nomes das varidveis que desejamos ocupem, respecti-
vamente o eixo horizontal e o eixo vertical. No nosso exemplo, poderiamos escrever:

> plot(Cereais$ano, Cereais$area)

(b) O gréfico obtido na alinea anterior apresenta uma tendéncia linear descrescente, pelo que o
coeficiente de correlagdo serd negativo. A tendéncia linear é bastante acentuada, pelo que é
de supor que o coeficiente de correlacao seja proximo de —1.
O comando cor do R calcula coeficientes de correlagao. Se os seus argumentos forem dois
vectores (necessariamente de igual dimensao), é devolvido o coeficiente de correlagdo. Se o
seu argumento for uma data frame, é devolvida uma matriz de correlagdes entre todos os
pares de varidveis da data frame. No nosso caso, esta segunda alternativa produz:

> cor(Cereais)

ano area
ano 1.0000000 -0.9826927
area -0.9826927 1.0000000

O coeficiente de correlacao entre ano e area é, como previsto, muito préoximo de —1, con-
firmando a existéncia duma forte relagao linear decrescente entre anos e superficie agricola
para a produgao de cereais em Portugal, nos anos indicados.

(¢) Os parametros da recta podem ser calculados, quer a partir da sua defini¢ao, quer utilizando
o comando do R que ajusta uma regressio linear: o comando lm (as iniciais, pela ordem
em inglés, de modelo linear). Sabemos que: by = cosz;’y e bp =7y — by 7. Utilizando o R, é

possivel calcular os indicadores estatisticos nas deﬁnizf)es:

> cov(Cereais$ano, Cereais$area)
[1] -15137.48

> var (Cereais$ano)

[1] 58.5

> -15137.48/58.5

[1] -258.7603

> mean(Cereais$area)

[1] 5869.187

> mean (Cereais$ano)

[1] 1998.5

> 5869.187-(-258.7603)*1998.5
[1] 523001.6

O comando 1m devolve directamente os parametros da recta de regressao:

> Im(area ~ ano, data=Cereais)

Call:
Im(formula = area ~ ano, data = Cereais)
Coefficients:
(Intercept) ano
523001.7 -258.8

NOTA: Na formula y ~ z, a variavel do lado esquerdo do til é a variavel resposta, e a do lado
direito é a variavel preditora. O argumento data permite indicar o objecto onde se encontram as
variaveis cujos nomes sao referidos na férmula.

O resultado do ajustamento pode ser guardado como um novo objecto, que poderd ser
invocado sempre que se deseje trabalhar com a regressao agora ajustada:
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> Cereais.lm <- 1m(area ~ ano, data=Cereais)

Interpretacao dos coeficientes:

e Declive: by = —258.8 km? /ano indica que, em cada ano que passa, a superficie agricola,
dedicada a producdo de cereais diminui, em média, 258, 8 km?. Em geral (e como se
pode comprovar analisando a formula para o declive da recta de regressao), as unidades
de b; sao as unidades da variavel resposta y a dividir pelas unidades da variavel preditora
x. Fala-se em “variacdo média” porque a recta apenas descreve a tendéncia de fundo,
na relacao entre = e y.

e Ordenada na origem: by=523001.7 km?. Em geral, as unidades de by sdo as unidades da,
varidvel resposta y. A interpretacao deste valor é bizarra: a superficie agricola utilizada
na producao de cereais no ano z = 0, seria cerca de 5 vezes superior & area total do
pais, situagao claramente impossivel. A impossibilidade ilustra a ideia geral de que, na
auséncia de mais informagao, a validade duma relagdo linear nao poder ser extrapolada
para fora da gama de valores de x observada (neste caso, os anos 1986-2011).

(d) Sabe-se que, numa regressao linear simples entre varidveis = e y, o coeficiente de determina-

cdo é o quadrado do coeficiente de correlacio entre as variaveis, ou seja: R? = rgy. O valor
do coeficiente de correlacao entre x e y pode ser obtido através do comando cor:

> cor(Cereais$ano, Cereais$area)
[1]1 -0.9826927

> cor(Cereais$ano, Cereais$area) "2
[11 0.9656849

No nosso caso R? = 0.9656849, ou seja, cerca de 96,6% da variabilidade total observada
para a variavel resposta y é explicada pela regressao.

O comando summary, aplicando ao resultado da regressao ajustada, produz varios resultados
de interesse relativos a regressao. O coeficiente de determinacao pedido nesta alinea é
indicado na peniltima linha da listagem produzida:

> summary(Cereais.lm)

...
Multiple R-squared: 0.9657
...

(e) O comando abline(Cereais.lm) traga a recta pedida em cima do gréifico anteriormente
criado pelo comando plot. Confirma-se o bom ajustamento da recta & nuvem de pontos, ja
indiciado pelo valor muito elevado do R?.

Nota: Em geral, o comando abline(a,b) traca, num gréfico ja criado, a recta de equacao y = a+bx.
No caso do input ser o ajustamento duma regressao linear simples (obtido através do comando 1m
e que devolve o par de coeficientes by e b1), o resultado é o grafico da recta y = by + by .

(f) Sabemos que SQT = (n—1) 55, pelo que podemos calcular este valor através do comando:
> (length(Cereais$area)-1)*var(Cereais$area)
[1]1 101404176

(g) Sabemos que R? = 28—1;, pelo que SQR = R? x SQT:
> 0.9656849%x101404176
[1] 97924482
Alternativamente, e uma vez que SQR = (n — 1) sg, pode-se usar o comando fitted para
obter os valores ajustados de y (3;) e seguidamente obter o valor de SQR:
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1 REGRESSAO LINEAR

> fitted(Cereais.1m)
1 2 3 4 5 6 7 8
9103.691 8844.930 8586.170 8327.410 8068.649 7809.889 7551.129 7292.368
9 10 11 12 13 14 15 16
7033.608 6774.848 6516.087 6257.327 5998.567 5739.806 5481.046 5222.286
...
> (length(Cereais$area)-1)*var(fitted(Cereais.1lm))
[11 97924480

NOTA: A discrepancia nos dois valores obtidos para SQR deve-se a erros de arredondamento.

(h) O comando residuals devolve os residuos dum modelo ajustado. Logo,

> residuals(Cereais.lm)

1 2 3 4 5 6 7
-314.00068 127.17965 -197.23002 747.94031 -495.16936 466.58097 133.07131
8 9 10 11 12 13 14
-74.43836 -260.06803 -18.27770 12.09263 645.01296 -933.18670 183.64363

...

> sum(residuals(Cereais.lm)~2)
[1]1 3479697

E facil de verificar que se tem SQR 4+ SQRE = SQT:

> 97924480+3479697
[1] 101404177

(i) Com o auxilio do R, podemos efectuar o novo ajustamento. No caso de se efectuar uma
transformacao duma varidvel, esta deve ser efectuada, na formula do comando 1m, com a
proteccao I(), como indicado no comando seguinte:

> Im(I(area*100) ~ ano, data=Cereais)

Call:
Im(formula = I(area * 100) ~ ano, data = Cereais)
Coefficients:
(Intercept) ano
52300171 -25876

Comparando estes valores dos parametros ajustados com os que haviam sido obtidos inci-
almente, verifica-se que ambos os parametros ajustados foram multiplicados por 100. Nao
se trata duma coincidéncia, como se pode verificar analisando o efeito da transformacao
y — y* = cy (para qualquer constante ¢) nas formulas dos parametros da recta ajustada.
Indicando por b; e by os parametros na recta original e por b] e b os novos parametros,
obtidos com a transformacao indicada, temos (recordando que cov(x,cy) = ccov(z,y)):

«  COUgys  cov(z,cy) cov(z,y)

1 8% S% )

e (tendo em conta o efeito de constantes multiplicativas sobre a média, ou seja, y* = cy):
b=v"—biT=cy—chT=c(y—bT)=cby.

Assim, multiplicar a varidvel resposta por uma constante ¢ tem por efeito multiplicar os
dois parametros da recta ajustada por essa mesma constante c. No entanto, o coeficiente de
determinacao permanece inalterado. Esse facto, que resulta da invariancia do valor absoluto
do coeficiente de correlagao a qualquer transformacao linear de uma, ou ambas as varidveis,
pode ser confirmado através do R:
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> summary(lm(I(area*100) ~ ano, data=Cereais))

...
Multiple R-squared: 0.9657
...

(j) Nesta alinea ¢ pedida uma translacao da variavel preditora, da forma x — z* = x + a, com
a = —1985. Neste caso, e comparando com o ajustamento inicial, verifica-se que o declive
da recta de regressao nao se altera, mas a sua ordenada na origem sim:

> Im(area ~ I(ano-1985), data=Cereais)

Call:
Im(formula = area ~ I(ano - 1985), data = Cereais)
Coefficients:

(Intercept) I(ano - 1985)

9362.5 -2568.8

Inspeccionando o efeito duma translacado na variavel preditora sobre o declive da recta
ajustada, temos (tendo em conta que constantes aditivas ndo alteram, nem a variancia, nem
a covariancia):

. COUygx  cov(x,y)

S 5%

J& no que respeita & ordenada na origem, e tendo em conta a forma como os valores médios
sao afectados por constantes aditivas, tem-se:

b=7-bia*=9-01(T+a)=FH—-01T)—bra=by—ab .

Assim, a nova ordenada na origem vem b = 523001.6 — (—1985) * (—258.7603) = 9362.405.

Tal como na alinea anterior, a transformacao da variavel preditora é linear, pelo que o
coeficiente de determinacdo ndo se altera: R? = 0.9657.

2. (a) Seguindo as instrugoes do enunciado, cria-se a data frame azeite, com os dados:

> library(xlsx)
> azeite <- read.xlsx("Azeite.x1ls'", sheetIndex=1, header=TRUE)

Notas:

i. Caso o ficheiro Azeite.x1ls esteja numa directoria diferente da directoria de trabalho do R, o
nome do ficheiro deverad incluir a sequéncia de pastas e subpastas que devem ser percorridas
para chegar até ao ficheiro.

ii. O argumento header tem valor logico que indica se a primeira linha do ficheiro a ser lido
contém, ou nao, os nomes das varidveis. Por omissao o argumento tem o valor légico FALSE,
que considera que na primeira linha do ficheiro ja héa valores numéricos.

O resultado do comando pode ser visto escrevendo o nome do objecto agora lido:

> azeite

Ano Azeitona Azeite
1995 311257 477728
1996 275143 452038
1997 309090 423584
1998 225616 360948
1999 320865 512264
2000 167161 249433
2001 218522 349502

~N O O WN -
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1 REGRESSAO LINEAR

8 2002 211574 310474
9 2003 232947 364976
10 2004 300699 500658
11 2005 203909 318174
12 2006 362301 518466
13 2007 203968 352574
14 2008 336479 587422
15 2009 414687 681850
16 2010 435009 686832

(b) Quando aplicado a uma data frame, o comando plot produz uma “matriz de graficos” de cada
possivel par de variaveis (confirme!). Neste caso, nao é pedido qualquer grafico envolvendo a
primeira variavel da data frame (Ano). Existem varias maneiras alternativas de pedir apenas
o grafico das segunda e terceira varidveis, uma das quais envolve o conceito de indexagio
negativa, que tanto pode ser utilizado em data frames como em matrizes: indices negativos
representam linhas ou colunas a serem omitidas. Assim, qualquer dos seguintes comandos
(alternativos) produz o grafico pedido no enunciado:

> plot(azeite[,-1])
> plot(azeite[,c(2,3)])
> plot(azeite$Azeitona, azeite$Azeite)

(¢) O comando cor do R calcula a matriz dos coeficientes de correlagdo entre cada par de
variaveis da data frame.

> cor(azeite)

Ano Azeitona Azeite
Ano 1.0000000 0.3999257 0.4715217
Azeitona 0.3999257 1.0000000 0.9722528
Azeite 0.4715217 0.9722528 1.0000000

O valor da correlagao pedido é r;, = 0.9722528, um valor positivo muito elevado, que indica
uma relacao linear crescente muito forte, entre producao de azeitona e producao de azeite.

(d) Utilizando o comando 1m do R, tem-se:

> Im(Azeite ~ Azeitona, data=azeite)
Call: 1m(formula = Azeite ~ Azeitona, data = azeite)

Coefficients:
(Intercept) Azeitona
-5151.793 1.596

A cada tonelada adicional de producdo de azeitona oleificada corresponde um aumento
médio de 1.596 hl de producao de azeite. O valor da ordenada na origem indica uma situagao
impossivel: na auséncia de produgao de azeitona, a produgao média de azeite seria negativa
(bo=-5151.793 hl). O modelo nao deve ser usado para producoes de azeitona proximas de
zero. Como sempre, deve ser usado com cautela fora da gama de valores observados de z.

(e) “Precisio da recta” & uma designacio alternativa para o coeficiente de determinacio R2.
Sabe-se que numa regressao linear simples, R? = riy. Logo, R? =0.9722528% = 0.9452755.
Cerca de 94.5% da variabilidade na producao de azeite ¢ explicavel pela regressao linear
simples sobre a producao de azeitona.

n n n
3. () Y(x;—7) = Y ;= >. T = nz—nz = 0.
i=1 i=1 i=1
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n
(b) Por definicao, (n — 1)covyy = > (x; — T)(y; — ¥). Distribuindo o primeiro factor de cada
=1

1=
parcela pelas parcelas do segundo factor e utilizando o resultado da alinea anterior, temos:

n n n

(n—1Ncovey = > (@i =Tyi—» (@i =Ty = Y (#i Dy —Jy (0 —7) = Z(zrf)m

i=1 =1 i=1

Trocando o papel das variaveis z e y, mostra-se que (n — 1)covyy = Y xi(y; — 7).
i=1
A partir da expressao final acima, e distribuindo x; pela diferenca de cada parcela, vem:
n n n n n n
(n—1)covyy = Z(% —T)y; = Z-Tiyi — nyz = Z-Tiyi -z Zyz = Z-Tiyi —nIy .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
——

:ng

4. (a) Tendo em conta que os valores ajustados de y sao dados por g; = by + by x;, tem-se que a
meédia dos valores ajustados é dada por:

%Z?ji = Z(bo-i-bwﬁi) = %Zbo+%251$i = by+b 7.
i=1 i=1 i=1 i—1

Mas a ordenada de origem duma recta de regressao é dada por by =y — b1 =, pelo que a
ultima expressao equivale & média i dos valores observados de y.

S

(b) Tem-se, por defini¢ao, que e; = y; — 3;. Logo (e tendo em conta a alinea anterior),

1 — 1 — 1 1
e = Ezl e; = Ezl(yz_gz) = Ezyz—EZ@z =y—-y =0
i= i=

(c) Pela definigao de coeficiente de correlagao entre x e y, tem-se:

COUgy COUzy Sz
rq;y - — T = bl )

. 2
Sz Sy 55 Sy Sy

Sz

(d) Por defini¢io, R?= %. Sabemos que SQT = (n—1)s;,. Verifiquemos que SQR="b7(n—1)s?.
De facto, recordando a definicdo dos valores ajustados de y e a expressao da ordenada na
origem da recta de regressao, by, temos que §; = by + by z; =Y + by (x; — T). Logo,

n n n
SQR = > (-9 = Y [bi(xi -2 = > (1. —7)* = b} (n—1)s] .

1=1 i=1 1=1

2 L, . b2 82
Tendo também em conta o resultado da alinea anterior, tem-se R? =232 = (ry, )2,
Y

(e) Os valores ajustados g; sdo dados por uma mesma transformacao linear (afim) dos valores
do preditor: g; = by + by ;. Sdo conhecidas as propriedades destas transformagoes sobre a
covariancia e a variancia. Assim,

2 2 2 2
<Covy@> _ %ot _ (bicovy.)” W COVy _ 2 _ p2

2
vy

= = r
2,62 2. 262 2. g2 Yy

sy sbo+b1x Sy blsm %Sm : Sy

Assim, o coeficiente de determinagao duma regressao linear simples é também o quadrado do

coeficiente de correlacao linear entre valores observados e ajustados de y. Esta propriedade

estende-se as regressoes lineares miiltiplas, embora seja necessario adaptar a justificagao.

,
SySy
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1 REGRESSAO LINEAR

5. Neste exercicio é pedido para discutir a recta for¢gada & origem relacionando, nos dados iris, as
variaveis relativas as pétalas. No Exercicio 14 é considerada a recta usual destes mesmos dados.

(a) Qualquer que venha a ser o valor do parametro b, os valores ajustados serdao ¢; =bx; e os
residuos e; = y; —¢;. Logo, minimizar a Soma de Quadrados dos Residuos corresponde a

n

minimizar a fungio SQRE(b) = > (y;—bx;)?. Trata-se duma funcio duma tnica variavel
i=1

(b), e condi¢ao necesséaria para um seu ponto minimo sera anular a derivada. Tem-se:

n n n Z XTiYi
dSs ARE7 -
Q E —bx))(—z;)=0 & —E yi i +b g =0 < b:l_i
i=1 i=1 i=1 > zi

i=1

Assinale-se que na recta de regressao usual (nao forgada & origem), o declive é dado por

o > (@i—7) (yi—y)
by =—3*= — . A expressao agora obtida para o declive da recta forgada a
’ > (zi—7)?
=1

origem substitui os momentos centrados pelos correspondentes momentos nao centrados.

(b) A regressao forgada a origem pedida no enunciado é:

> irisFTO <- lm(Petal.Width ~ -1 + Petal.lLength , data=iris)
> coef (irisFTO0)
Petal.Length

0.3365109

A formula para b da alinea anterior confirma o valor obtido:

> sum(iris$Petal.Llength*iris$Petal.Width) /sum(iris$Petal.Length~2)
[1] 0.3365109
Nesta regressao:

i. A soma dos residuos nao é nula:
> sum(residuals(irisFT0))

[1] -9.79118
n n n n
De facto, > e;=> (yi—bx;)=>_ yi—b > x;=ny—bnZT. Substituindo a expressao
i=1 i=1 i=1 i=1

para b obtida na alinea anterior, obtém-se uma expressao que nao é, em geral, zero.
ii. Se janao é verdade que € seja zero, a Soma de Quadrados dos Residuos, >, e? jadnao
n
¢ igual ao numerador da variancia dos residuos, (n—1)s2= Y (e; — €)%. Confirme-se

i=1
para os dados em questao:

> sum(residuals (irisFT0) ~2)
[1] 9.865034

> 149%*var (residuals (irisFT0))
[1] 9.225919

iii. As expressoes usuais das Somas de Quadrados sao:

SQT=Y"(y:=7)? i SQR=Y_(5i-7° : SQRE=Y (y
i—1 i=1

i=1

No exemplo em apreco, tem-se:
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sqt <- 149*var(iris$Petal.Width)

sqr <- sum((fitted(irisFTO0)-mean(iris$Petal.Width))~2)
sqre <- sum((iris$Petal.Width - fitted(irisFT0))"2)
sqt

[1] 86.56993

> sqgr+sqre

[1] 63.08416

vV V V V

A principal conclusao a retirar é que as quantidades habitualmente utilizadas na regressao
linear usual ndo podem ser mecanicamente transportadas para o estudo duma recta for-
cada & origem. A igualdade SQT = SQR+SQRE estava na base da propria defini¢ao do

coeficiente de determinagao que, na regressao usual, tanto podia ser definido como % ou
pela expressao equivalente 1— SgQRTE . Numa recta forcada a origem estas duas erpressoes

nao sao equivalentes, nem € legitimo afirmar que o quociente % represente a propor¢ao

da variabilidade total explicada pela regressao, uma vez que ja nao é verdade que SQR seja
o numerador da variancia dos g; (cuja média, como se viu, ja nao ¢ g). O proprio conceito
de R? tem de ser adaptado neste contexto. Tudo isto resulta da exclusdo, que se poderia
erradamente pensar ser trivial, da constante aditiva na equacao da recta.

6. Os dados referidos no enunciado sao obtidos como se indica a seguir:

> library (MASS)
> Animals

body brain
Mountain beaver 1.350 8.1
Cow 465.000 423.0
Grey wolf 36.330 119.5
Goat 27.660 115.0
Guinea pig 1.040 5.5
Dipliodocus 11700.000 50.0
Asian elephant 2547.000 4603.0
Donkey 187.100 419.0
Horse 521.000 655.0
Potar monkey 10.000 115.0
Cat 3.300 25.6
Giraffe 529.000 680.0
Gorilla 207.000 406.0
Human 62.000 1320.0
African elephant 6654.000 5712.0
Triceratops 9400.000 70.0
Rhesus monkey 6.800 179.0
Kangaroo 35.000 56.0
Golden hamster 0.120 1.0
Mouse 0.023 0.4
Rabbit 2.500 12.1
Sheep 55.500 175.0
Jaguar 100.000 157.0
Chimpanzee 52.160 440.0
Rat 0.280 1.9
Brachiosaurus 87000.000 154.5
Mole 0.122 3.0
Pig 192.000 180.0

(a) A nuvem de pontos pedida pode ser obtida através do comando plot(Animals). Quanto
ao coeficiente de correlacao, tem-se:
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1 REGRESSAO LINEAR

> cor(Animals)

body brain
body 1.000000000 -0.005341163
brain -0.005341163 1.000000000

O valor quase nulo do coeficiente de correlagdo indica auséncia de relacionamento linear
entre os pesos do corpo e do cérebro, facto que se confirma visualmente no grafico.

(b) E pedida a nuvem de pontos das transformacdes logaritimicas das duas varidveis da data
frame Animals, que pode ser obtida duma das seguintes formas:

> plot(log(Animals))
ou, alternativamente,
> plot(log(brain) ~ log(body), data=Animals)

NOTA: Os logaritmos aqui referidos sao os logaritmos naturais, 1n. Por omissao, o comando log
do R calcula logaritmos naturais.

Os coeficientes de correlagao e de determinacgdo entre log-pesos do corpo e log-pesos do
cérebro podem ser calculados, com o auxilio do R, da seguinte forma:

> cor(log(Animals$body), log(Animals$brain)) <-- coeficiente de correlacéo
[1] 0.7794935

> cor(log(Animals$body), log(Animals$brain))~2 <-- coeficiente de determinac&o
[1] 0.6076101

Como R?=0.6076, a regressao linear entre log-peso do cérebro e log-peso do corpo explica
menos de 61% da variabilidade total dos log-pesos do cérebro observados. Este valor, aparen-
temente contraditorio com a relativamente forte relacao linear para a maioria das espécies,
é reflexo da presenca nos dados de trés espécies claramente atipicas face as restantes.

(c) Como se viu nas aulas, uma relacdo linear entre In(y) e In(x) corresponde a uma relacao
poténcia (alométrica) entre as variaveis originais: y = cz®. Neste caso, tem-se uma relacao
de tipo alométrico entre pesos duma parte do organismo (cérebro) e do todo (corpo). O
grafico indica que é aceitavel admitir uma relagdo poténcia entre o peso do cérebro e o peso
do corpo, nas espécies animais consideradas.

(d) Os comandos pedidos sao:
> Animals.loglm <- 1lm(log(brain) ~ log(body), data=Animals)

> Animals.loglm
Call: Im(formula = log(brain) ~ log(body), data = Animals)

Coefficients:
(Intercept) log(body)
2.555 0.496

> abline(Animals.loglm)

(e) O declive b} = 0.49599 da recta ajustada tem duas leituras possiveis. Na relagio entre as
variaveis logaritmizadas tem a habitual leitura de qualquer declive duma recta de regressao:
o log-peso do cérebro aumenta em média 0.49599 log-gramas, por cada aumento de 1 log-kg
no peso do corpo. Mais compreensivel é a interpretacao na relacao poténcia entre as variaveis
originais. Como se viu nas aulas teéricas, a relacdo original entre y e = é da forma y=cz?
com d=0b}=0.49599 e b =In(c) =2.555 < c=e>5%=12.871. No nosso caso, a tendéncia de
fundo na relacio entre peso do corpo () e peso do cérebro (y) é y=12.871 294999 O valor
de d muito préoximo de 0.5 permite simplificar a relacao dizendo que o ajustamento indica
que o peso do cérebro é aproximadamente proporcional & raiz quadrada do peso do corpo.
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(f) O comando identify(log(Animals)) permite, com o auxilio do rato, identificar pontos
seleccionados pelo utilizador (para terminar, clique no botao direito do rato).

NOTA: E necessério explicitar as coordenadas dos pontos no grafico que se vai aceder com o co-
mando. No nosso caso, isso significa explicitar as coordenadas dos dados logaritmizados: 1log(Animals).

O enunciado pede para identificar os pontos que se destacam da relagdo linear: os pontos
6, 16 e 26. Selecionando as linhas com esses numeros podemos identificar as espécies em
questao, e verificar que se trata de espécies de dinossaurios:

> Animals([c(6,16,26),]
body brain
Dipliodocus 11700 50.0
Triceratops 9400 70.0
Brachiosaurus 87000 154.5

(g) Utilizando a indexacdo negativa para eliminar as trés espécies de dinossaurios pode proceder-
se ao reajustamento da regressao, modificando o argumento data do comando 1m. O ajus-
tamento sem as espécies extintas produz os seguintes parametros da recta:

> Animals.loglm.sub <- Im(log(brain) ~ log(body),data=Animals[-c(6,16,26),])
> Animals.loglm.sub
Call: 1lm(formula = log(brain) ~ log(body), data = Animals[-c(6,16,26),])

Coefficients:
(Intercept) log(body)
2.1504 0.7523

Note-se como o declive da recta se altera visivelmente, crescendo para mais de 0.75. Pode-
mos analisar o efeito sobre o coeficiente de determinacao aplicando o comando summary &
regressao agora ajustada:

> summary(Animals.loglm.sub)$r.sq
[1] 0.9216991

Com a exclusao das espécies extintas, a recta de regressao passa a explicar mais de 92% da
variabilidade total nos restantes log-pesos do cérebro, a partir dos log-pesos do corpo.

Pode juntar-se a nova recta ao grafico obtido antes, através do comando abline (com um
argumento pedindo uma recta a tracejado, para melhor a distinguir da recta original):

> abline(Animals.loglm.sub), lty="dashed")

brain

body

ISA/ULisboa — Modelos Matemdticos e Aplicagoes — Prof. Jorge Cadima — 2020-21 11



1 REGRESSAO LINEAR

A exclusao das trés espécies de dinossaurios (as observacoes atipicas) permitiu que a recta
ajustada acompanhe melhor a relagao linear existente entre a generalidade das espécies do
conjunto de dados. Este exemplo ilustra que as rectas de regressio sao sensiveis a presenca
de observagoes atipicas.

(h) O significado biologico dos parametros da recta é semelhante ao que foi visto na alinea
6e). Assim, na relagdo alométrica entre peso do cérebro e peso do corpo (varidveis nao
transformadas), o expoente serd aproximadamente 0.75, ou seja, o peso do cérebro é apro-
ximadamente proporcional & poténcia 3/4 do peso do corpo.

7. (a) O comando plot(ozono) produz o gréafico pedido. Um grafico com alguns embelezamentos
adicionais é produzido pelo comando:

> plot(ozono, col="red", pch=16, cex=0.8)

150
1

100
1

Ozono
-

50

(b) A linearizacao duma relacao exponencial faz-se logaritmizando:

y=ac” < In(y) =In(a)+bx,
que ¢ uma relacao linear entre z e y* = In(y).

i. O gréfico de log-0zono contra Temp pode ser construido pelo comando:
> plot(ozono$Temp, log(ozono$0zono))
Uma tendéncia linear mais ou menos forte neste grafico indica que a relacdo exponen-
cial entre as variaveis originais é adequada. Neste caso, o grafico corresponde a um
coeficiente de correlagao entre Temp e log-0zono de 0.73.

ii. O ajustamento pedido faz-se da seguinte forma:

> 1Im(log(0zono) ~ Temp, data=ozono)
Call: 1m(formula = log(0zono) ~ Temp, data = ozono)

Coefficients:
(Intercept) Temp
0.3558 0.1203

O coeficiente de determinacdo é de cerca de R? = 0.73% = 0.53 (aplicando o comando
summary ao modelo agora ajustado verifica-se ser R? = 0.5372), o que significa que a
regressao explica pouco mais de 53% da variabilidade dos log-teores de ozono.

iii. O declive estimado da recta by = 0.1203 é o coeficiente do expoente (b), na relacao
exponencial original. A ordenada na origem da recta ajustada, by = 0.3558, corresponde
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a estimativa de In(a), pelo que a constante multiplicativa a da relagdo exponencial
original é: a = 93558 = 1.4273.
iv. a recta relaciona log-ozono com temperatura. Logo, o valor de log-ozono previsto pela

recta, para um dia com temperatura méxima de 25° é dado por: y* = In(y) = 0.3558 +
0.1203 x 25 = 3.3633. E o teor estimado de ozono (em ppm) é: 33633 = 28,8843,

(¢) Eis um comando que ajusta a curva exponencial & nuvem de pontos de ozono vs. tempera-
turas (admitindo que este grafico ainda esta activo):

> curve(1.4273%exp(0.1203*x), from=10, to=40, add=TRUE)

150
|

Ozono

15 20 25 30 35

8. (a) Com as restri¢oes indicadas no enunciado, y nao se anula e pode tomar-se o reciproco de y:

1 1
S e oyt o= bt
X a

1 b+x b

Yy ax a
comy* =1 z* =1 by = Le b} = b Assim, uma relacdo linear entre os reciprocos de y e

Y T a a

de x corresponde a uma relagao de Michaelis-Menten entre y e x.

(b) Tendo em conta os nomes indicados no enunciado, e o facto de os dados do enunciado
corresponderem apenas as 12 primeiras linhas da data frame (associadas ao valor treated
da terceira coluna, de nome state) , o modelo linearizado ajusta-se através do comando:

> Im(I(1/rate) ~ I(1/conc), data=Puromycin[Puromycin$state=="treated",])
sendo os resultados obtidos os seguintes:

Coefficients:
(Intercept) I(1/conc)
0.0051072 0.0002472

(c) Tendo em conta as relagdes vistas na alinea anterior, b§ = % = 0.0051072, tem-se a =
195.802. Por outro lado, b7 = g = 0.0002472, logo b = 0.0002472 x 195.802 = 0.04840225.
Assim, o modelo de Michaelis-Menten ajustado é: y = %. Repare-se que o limite

de y quando x tende para 400 é 195.802, que é assim a estimativa da assintota superior da

relacao de Michaelis-Menten. O grafico da relacao original sugere que se pode tratar duma
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1 REGRESSAO LINEAR

subestimacao do verdadeiro valor desta assintota horizontal. Este exemplo ilustra que pode
haver inconvenientes associados & utilizacao de transformacoes linearizantes, como indicado
nos acetatos das aulas teoricas.

9. (a) As nuvens de pontos e a matriz de correlacoes entre as varidveis da data frame brix sio:

1.7 1.9 241 8.0 8.4 8.8 20 30 40 50

Diametro *;
2l . . ]| Altura S O e
. .- A N S3
S RN Poso | Fe * ted s SRR
34 o o oo o o lo . BriX ee o . ol
- . . . A pH SRR
s . i (R T r L
o el e = el
:. R (N J eedbee © 1| <% | Acucar

o8
T T LI B B B

1.80 1.95 2.10 30 35 40 27 29 3.1

> round(cor(brix) ,d=3)
Diametro Altura Peso Brix pH Acucar

Diametro 1.000 0.488 0.302 0.557 0.411 0.492
Altura 0.488 1.000 0.587 -0.247 0.048 0.023
Peso 0.302 0.587 1.000 -0.198 0.308 0.118
Brix 0.557 -0.247 -0.198 1.000 0.509 0.714
pH 0.411 0.048 0.308 0.509 1.000 0.353
Acucar 0.492 0.023 0.118 0.714 0.353 1.000

E evidente nos graficos a pequena dimensido do conjunto de dados. Conclui-se que nio
hé relacoes lineares particularmente evidentes, facto confirmado pela matriz de correlagoes,
onde a maior correlagao ¢ 0.714 (entre Brix e Acucar).

(b) A equagao de base (usando os nomes das variaveis como constam da data frame) é:
Brix; = By + 1 Diametro; + o Altura; + B3 Peso; + 84 pH; + 55 Acucar; + ¢; |

havendo nesta equacao seis parametros (os cinco coeficientes 3;, j=1,2,3,4,5, das variaveis
preditoras e ainda a constante aditiva f3p).

(c) Recorrendo ao comando 1m do R, tem-se:
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> brix.lm <- 1Im(Brix ~ . , data=brix)

> brix.lm

Call:

Im(formula = Brix ~ Diametro + Altura + Peso + pH + Acucar, data = brix)

Coefficients:
(Intercept) Diametro Altura Peso pH Acucar

6.08878 1.27093 -0.70967 -0.20453 0.51557 0.08971

(d) Tem-se:

> X <- model.matrix(brix.lm)
> X

(Intercept) Diametro Altura Peso  pH Acucar
1 1 2.0 2.1 3.71 2.78 5.12
2 1 2.1 2.0 3.79 2.84 5.40
3 1 2.0 1.7 3.65 2.89 5.38
4 1 2.0 1.8 3.83 2.91 5.23
5 1 1.8 1.8 3.95 2.84 3.44
6 1 2.0 1.9 4.18 3.00 3.42
7 1 2.1 2.2 4.37 3.00 3.48
8 1 1.8 1.9 3.97 2.96 3.34
9 1 1.8 1.8 3.43 2.75 2.02
10 1 1.9 1.9 3.78 2.75 2.14
11 1 1.9 1.9 3.42 2.73 2.06
12 1 2.0 1.9 3.60 2.71 2.02
13 1 1.9 1.7 2.87 2.94 3.86
14 1 2.1 1.9 3.74 3.20 3.89

A matriz do modelo ¢ a matriz de dimensées n x (p+1), cuja primeira coluna ¢ uma coluna
de n uns e cujas p colunas seguintes sdo as colunas dadas pelas n observacoes de cada uma
das varidveis preditoras.

O vector b dos p+1 parametros ajustados é dado pelo produto matricial do enunciado:
b = (X!X)"!(X'y). Um produto matricial no R ¢ indicado pelo operador “%*%”, enquanto
que uma, inversa matricial é calculada pelo comando solve. A transposta duma matriz é
dada pelo comando t. Logo, o vector b obtém-se da seguinte forma:

> solve(t(X) %x% X) %x*% t(X) %x% brix$Brix

[,1]
(Intercept) 6.08877506
Diametro 1.27092840
Altura -0.70967465
Peso -0.20452522
pH 0.51556821
Acucar 0.08971091

Como se pode confirmar, trata-se dos valores ja obtidos através do comando 1m.
10. Comecemos por recordar alguns resultados ja previamente discutidos:

e Sabemos que, para qualquer conjunto de n pares de observacoes, se tem:

n

n n
(n—1)covyy = Z(mz —T)y; = szyl —-nTYy & leyz = (n—1)covyy +nzy. (1)
i=1 i=1

i=1
e Tomando y; = x;, para todo o 7, na férmula anterior, obtém-se:

n

n n
(n—l)sizZ(mi—§)2:Zx?—nE2 & Zx?z(n—l)si+n§2 (2)
i=1 i=1

i=1
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O produto de matrizes AB s6 é possivel quando o nimero de colunas da matriz A for igual
ao namero de linhas da matriz B (matrizes compativeis para a multiplicacao). Se A é de
dimensao p X ¢ e B de dimensao ¢ X r, o produto AB é de dimensao p X r.

e O elemento na linha 4, coluna j, dum produto matricial AB, é dado pelo produto interno

blj
. . . ba; a
da linha i de A com a coluna j de B: (AB)i; = (ai1 @iz ... aiq) . =3 airbk;.
: k=1
bqj

n
e O produto interno de dois vectores n-dimensionais X e ¥ ¢ dado por X'y = > z;4;. No
i=1
caso de um dos vectores ser o vector de n uns, 1,, o produto interno resulta na soma dos
elementos do outro vector, ou seja, em n vezes a média dos elementos do outro vector:

n
1X=> 2, =nT.
=1

e A matriz inversa duma matriz n x n A ¢ definida (caso exista) como a matriz (tinica) A1,
também de dimensao n x n, tal que AA~" =1,,, onde I,, é a matriz identidade de dimensao
nxn (recorde-se que uma matriz identidade é uma matriz quadrada com todos os elementos
diagonais iguais a 1 e todos os elementos nao diagonais iguais a zero).

e No caso de A ser uma matriz 2 x 2, de elementos A = [ “ d ], a matriz inversa é dada
(verifique!) por:
1 d —b
Al = 3
ad — bc [ —c a ] )

esta matriz inversa existe se e sd se o determinante ad — bc # 0.
Com estes resultados prévios, as contas do exercicio resultam de forma simples:

(a) A matriz do modelo X é de dimensao n X (p+1), que no caso duma regressao linear simples
(p=1), significa n x 2. Tem uma primeira coluna de uns (o vector 1,) e uma segunda coluna
com os n valores observados da variavel preditora x, coluna essa que designamos pelo vector
X. Logo, a sua transposta X! ¢ de dimensao 2 x n. Como o vector ¥ ¢ de dimensao n x 1,
o produto Xy é possivel e o resultado é um vector de dimensao 2 x 1. O primeiro elemento
(na posigao (1,1)) desse produto é dada pelo produto interno da primeira linha de X* com a

n

primeira e tinica coluna de y, ou seja, por 1Ly = yi = ny. O segundo elemento (posi¢ao

i=1
(2,1)) desse vector é dado pelo produto interno da segunda linha de X! e a tinica coluna de

n
¥, ou seja, por X'y = > x;y; = (n—1) covyy + nTY, tendo em conta a equagao (1).
i=1

(b) Tendo em conta que X! ¢ de dimensdo 2 x n e X é de dimensdo n x 2, o produto X!X ¢é
possivel e de dimensao 2 x 2. O elemento na posigao (1,1) é o produto interno da primeira
linha de X* (1,,) com a primeira coluna de X (igualmente 1,,), logo é¢: 111, = n. O elemento

na posicio (1,2) é o produto interno da primeira linha de X* (1,,) e segunda coluna de X (%),
n

logo ¢ 11X = >~ x; = nT. O elemento na posi¢ao (2,1) ¢ o produto interno da segunda linha
i=1

de X! (%) com a primeira coluna de X (1), logo é também nZ. Finalmente, o elemento na

posicao (2,2) é o produto interno da segunda linha de X* (X) com a segunda coluna de X

n
(X), ou seja, X!X = > z7. Fica assim provado o resultado do enunciado.
i=1
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(c) A primeira expressao da inversa dada no enunciado vem directamente de aplicar a formula
(3) & matriz (X'X) obtida na alinea anterior. Apenas h& que confirmar a expressio do
n n 2 n n
determinante ad—bc =n ) w?—(Z xl> =n Y. 2?—(nT)*=n (Z x?—nﬁ) =n(n-1)s2,
i=1 i=1 i=1 =1
tendo em conta a formula (2). Igualmente a partir da formula (2) obtém-se a expressao
alternativa do elemento na posicio (1,1), que surge na segunda expressio para (X!X)~L.
Admitindo um contexto inferencial, ao multiplicar a matriz (X*X)~! pela variancia o2 dos
erros aleatorios obtém-se a matriz

2 (n—1)s24+n7z? —fzo? 211 72 _Fo?
AXX) = |7 DR e | < [U el e ]
#(n—1)s3 #(n-1)s3 (n-1)s3 (n—1)s3

No canto superior esquerdo tem-se a expressao de V[Bo]. No canto inferior direito a expressao
de V[B1]. O elemento comum as duas posi¢oes nao diagonais é Cov|[By, f1] = Cov[B1, ol

(d) Usando as expressoes finais obtidas nas alineas (c) e (a), obtém-se

1 N2 72 =
(X'X)"IXly = (n 1)s$_+ nT nT ny -
n(n—1)s2 —nT n (n—1)covyy + nTY

1 (n—1) s2ny + 0227 — nT (n—1) covyy — 0272y
n(n—1)s2 —%—i— n(n—1) covyy, —i—g%ﬁ

n Sz y Mcovzy T y _ blj B bO
b1 b |

11. Sabemos que a matriz de projeccio ortogonal referida é dada por H = X(X'X) !X’  onde X &
a matriz do modelo, ou seja, a matriz de dimensées n x (p + 1) que tem na primeira coluna, n
uns, e em cada uma das p restantes colunas, as n observacgoes de cada variavel preditora. Ora,

(a) A idempoténcia ¢ facil de verificar, tendo em conta que (X*X)~! é a matriz inversa de X'X:
HH = X(X'X)"'X! X(X'X) ' X! = X(X'X) " XX(X% X! = X(X'X) "' X! =H .

A simetria resulta de trés propriedade conhecidas de matrizes: a transposta duma matriz
transposta é a matriz original ((Af)! = A); a transposta dum produto de matrizes é o pro-
duto das correspondentes transpostas, pela ordem inversa ((AB)! = B'A'); e a transposta
duma matriz inversa é a inversa da transposta ((A~1)! = (A*)~1). De facto, tem-se:

H! = [X(X!X) X! = X[(X!X)1]'X! = X[(X'X)] 71X = X(XIX) "' X!=H .

(b) Como foi visto nas aulas, qualquer vector do subespaco das colunas da matriz X, ou seja,
do subespago C(X) C R", se pode escrever como Xa, onde a € RP*! ¢ o vector dos p+1
coeficientes na combinagao linear das colunas de X. Ora, a projecgao ortogonal deste vector
sobre o subespago C(X) (que ja o contém) é dada por

HXa = X(X'X)"'X/(Xa) = X(X!X)(X!XJa = Xa.

Assim, o vector Xa fica igual ap6s a projeccao.
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(c¢) Por defini¢do, o vector dos valores ajustados ¢ dado por 37 = Hy¥. Ora, a média desses

n
% Z:l 7;, pode ser calculado tomando o
1=
produto interno do vector 1,, de n uns com o vector y, uma vez que esse produto interno
devolve a soma dos elementos de ¥. Assim, a média dos valores ajustados é §j = %1;9 =
11tHy = L(H1,)'¥ = 11! ¥, uma vez que H1, = 1,, ji que a projecgio ortogonal dum
vector num subespaco onde ele ja estd contido deixa esse vector invariante, e o vector 1,
pertence ao subespago C(X) sobre o qual H projecta, ji que é a primeira das colunas da
matriz X. Mas a expressao final obtida, %1';5" ¢ a média 7 dos valores observados de Y (ja
que 1% ¥ devolve a soma dos elementos do vector dessas observagoes, ¥). Assim, na regressio
linear multipla, valores observados de Y e correspondentes valores ajustados partilham o

mesmo valor médio.

valores ajustados, que podemos representar por § =

(d) O vector dos residuos é dado por € = y — § =y — Hy. A soma dos residuos resulta
do produto interno do vector € e o vector 1,. Assim, tem-se (tendo também em conta a
discussdo das alineas anteriores) 1, = 1/,(y — Hy) = 1[¥ - LHy = 1y — 1/, = 0.

12. (a) A matriz de projeccio ortogonal P = 1,,(1%1,,)" 1% ¢ de dimensdo n x n (confirme!), uma
vez que o vector 1, é n x 1. Mas o seu célculo ¢ facilitado pelo facto de que 1%1,, ¢, neste
caso, um escalar. Concretamente, 14,1, = n, pelo que (141,)"! = 1. Logo P = 11,1}, O
produto 1,1f resulta numa matriz n X n com todos os elementos iguais a 1 (ndao confundir
com o produto pela ordem inversa, 1/1,: recorde-se que o produto de matrizes nao é
comutativo). Assim,

(1011 1]

111 1
p_Lll111 1
n .
(111 1

(b) A projecgao ortogonal do vector X = (x1, x2, ..., 7,)" (cujos elementos serdo por nés encara-
dos como n observagoes duma variavel X) sobre o subespaco gerado pelo vector dos uns 1,,
é:

111 1 21 T
111 1 2 T
pg - L1 11 1 | = | 7| =71,

n . .
111 1 Tn T

3=

n
onde T = = > x; ¢ a média dos valores do vector X. Ou seja, o vector projectado é um
i=1

multiplo escalar do vector dos uns (como sdo todos os vectores que pertencem a C(1,),
uma vez que as combinacoes lineares dum qualquer vector sao sempre multiplos escalares
desse vector). Mas a constante de multiplicacao desse vector projectado tem significado
estatistico: é a média dos valores do vector X.

(c) E caracteristico da matriz identidade I que, para qualquer vector X se tem IX = X. Logo,
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tendo em conta o resultado da alinea anterior, tem-se:

T T T —T
x9 T To — T
I-P)X =IXx-PX=X-PXx= |23 | - | T | = | T3-T | = X°
| Tn | | 7T | | Tn — T |

(d) A norma do vector X¢ é, por defini¢do, a raiz quadrada da soma dos quadrados dos seus
elementos. Logo, tendo em conta a natureza dos elementos do vector X¢ (ver a alinea
anterior), tem-se:

Xl =

ou seja, a norma ¢ proporcional ao desvio padrao s, dos valores do vector X (sendo a
constante de proporcionalidade v/n—1).

(e) A situacdo considerada nas alineas anteriores tem a seguinte representacao grafica:

R?’L

X = Px|| = [|X°] = vn—1s,

P = Vn72 = V/n|z|

Nota: O subespago C(1,) é gerado por um tnico vector, 1,, pelo que em termos geométricos
¢ uma linha recta que atravessa a origem (um subespago de dimensao 1). Esse subespaco
foi representado aqui por um plano para manter coeréncia com as representacoes graficas
usadas nas aulas, salientando que se trata do mesmo conceito de projeccoes ortogonais.

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao tridngulo rectangulo indicado, tem-se:

n n
1
2 2 —2 2 2 2
Elxi = (n—1)s; +n7T° & s = p— (Elxl - nm) ,
1= 1=

que é a chamada formula computacional da varidncia.

13. Note-se que a matriz Py, referida neste exercicio (e que sera representada apenas por P no que
se segue) é a mesma que foi discutida no Exercicio 12. Assim, o vector y — Py é o vector centrado
das observacoes de y:

-9 |
Y2 — Y
y-Py = | -7 | =y
| Un — Y |
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A norma deste vector, ao quadrado, é a soma dos quadrados dos seus elementos, ou seja, SQT =
n N ~ =
S (y; —5)?. De forma aniloga, e como o vector ¥ dos valores ajustados é dado por ¥ = X8 =
i=1

X (X!X)~1X!y = Hy, temos que o vector Hy — P¥ tem como elementos §; — 7

U=y
U2 =Y
L yn_y_

n ~
pelo que o quadrado da sua norma é SQR = Y (; —7)?. Finalmente, o vector y—HYy = -y &
i=1

n
o vector dos residuos, e a sua norma ao quadrado ¢ SQRE = > (y; — ;).
i=1

Nas aulas viu-se geometricamente que o Teorema de Pitdgoras garante que SQT = SQR+SQRE.
Neste exercicio pede-se para confirmar tal facto do ponto de vista algébrico. Tendo em conta
que as Somas de Quadrados sdo os quadrados das normas acima indicados, e recordando as
propriedades de normas, temos:

SQT = |y-Py|* = (¥ - Hy) + (Hy — Py)|
= |y - Hy|* + |Hy — P¥|* + 2(¥ — Hy)|(Hy — Py)
= SQR+ SQRE +2(y — Hy)|(Hy — Py)

onde na ultima parcela surge o produto interno entre os vectores y—HY e Hy—Py. Este produto
interno tem de ser nulo, para ser verdade a relacao entre as Somas de Quadrados. Ora,

(¥ - Hy)|Hy - Py) = (¥-Hy) (Hy - Py)
= ¥'Hy - y'Py - (Hy)'Hy + (Hy)'Py
= y'Hy - y'Py - y'H'Hy + y'H'Py , (4)

tendo em conta que, em qualquer produto matricial, a transposta do produto é o produto
das transpostas pela ordem inversa ((AB)! = B!A!). Mas (tal como se viu no Exercicio 11)
H ¢ uma matriz simétrica: H! = [X(X!'X)7!X!]! = X[(X!X)"'X! = X[(X!X)}]7I1X! =
X(XtX)*IXt = H, tendo em conta que, para qualquer matriz invertivel, a inversa da transposta
¢ a transposta da inversa ((AY)~! = (A71)!), e que a transposta duma transposta é a matriz
original ((A%)! = A). Por outro lado, HH = H, porque HH = [X(X!X) ! X!][X(X!X)~!X!] =
X(XEX) XXX TX ! = X(X'X) X! = H. Logo, a terceira parcela na equacio (4) vem
igual & primeira (¥'HY), mas de sinal contrario, cancelando. Por seu lado, e de novo usando
a simetria de H, a matriz da tltima parcela em (4) vem H'P = HP = H1,(1/1,)"11}. Mas
(como se viu nas aulas tedricas) H1,, = 1,,, uma vez que o vector 1,, pertence ao subespaco C(X)
sobre o qual a matriz H projecta, e qualquer vector fica invariante quando projectado sobre
um subespaco ao qual pertence. Logo, HP = 1,(1%1,)7!1! = P. Assim, a tltima parcela da
equacio (4) vem igual & segunda (¥'P¥), mas com sinal trocado, pelo que essas duas parcelas
também cancelam e o produto interno indicado nessa equacao anula-se.

14. A informacao essencial sobre a regressao pedida pode ser obtida através do comando summary:
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> iris.Ilm <- 1lm(Petal.Width ~ Petal.Length, data=iris)
> summary(iris.lm)
Call: Im(formula = Petal.Width ~ Petal.Length, data = iris)
...
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -0.363076 0.039762 -9.131 4.7e-16 *xx*
Petal.Length 0.4157556  0.009582 43.387 < 2e-16 *x*x
...
Residual standard error: 0.2065 on 148 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9271,Adjusted R-squared: 0.9266
F-statistic: 1882 on 1 and 148 DF, p-value: < 2.2e-16

(a) As estimativas dos desvios padrao associados & estimacao de cada parametro sio indicadas
na coluna de nome Std.Error (erro padrao). O desvio padrao associado a estimacao da
ordenada na origem ¢é 630 = 0.039762. A variancia correspondente é o quadrado deste

valor, 62 =0.001581. E também possivel calcular esta variancia estimada a partir da sua
0

formula: &EO = QMRE (XtX)(*fl). Tratando-se duma regressao linear simples, é possivel
provar a seguinte féormula alternativa: 6; = QMRE [% + ﬁ], onde T e s2 indicam,
0 x

respectivamente, a média e a variancia amostral dos n valores de X observados. O valor
de QM RE pode ser obtido a partir da listagem acima: Residual standard error indica
o valor /QMRE =0.2065. Os outros valores constantes da expressao podem ser calculados
como em exercicios anteriores. O desvio padrao associado a estimagao do declive da recta é
&31 =0.009582, e o seu quadrado é a varidncia estimada de Bl: 62 =9.181472 x 107°. Este

B
valor pode ser obtido a partir da expressao 6;1 =QMRE - (XtX)(;Q). Também neste caso, e
tratando-se duma regressdo linear simples, tem-se a expressdo alternativa: 62 5= (%Mll)%SEQ

(b) Um intervalo a (1—a) x 100% de confianca para (; é: ] b1 — ta(n-2) Aﬁ b1 + te(n-2) Aﬁ [ ,
sendo neste caso a = 0.05, n = 150, b; = 0.415755, = 0.009582 e t p25(148) = 1.976122.
Logo, o IC a 95% de confianca para o declive da recta e ] 0.39682, 0.43469 [. Esta ¢ a gama
de valores admissiveis (a 95% de confianca) para o declive da recta relacionando largura e

comprimento das pétalas dos lirios (das trés espécies analisadas). Os intervalos de confian¢a
dos dois parametros da recta podem ser obtidos no R através do comando:

> confint(iris.1lm)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) -0.4416501 -0.2845010
Petal.Length 0.3968193 0.4346915

(¢) Analogamente, um IC a (1 — ) x 100% de confianga para fj é:

o~ g2y G, » Do+ b 3 |

Neste exemplo, by =—0.363076 e 650 =0.039762. O valor tabelado da distribuicao ¢, para um
intervalo a 95% de confianga, ¢ o mesmo que na alinea anterior: # go5(148) =1.976122. Logo,
o intervalo de confianga pedido é | —0.4416501, —0.2845010 [. Repare-se na maior amplitude
deste intervalo, em relacao ao IC para o declive populacional 81, o que é consequéncia directa
da maior variabilidade associada a estimagao de [y (o valor de 630 é cerca de 4 vezes o valor
de &Bl). A partir das formulas para estes dois erros padrao, é possivel verificar que este
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maior valor de &BO resulta, nao tanto da parcela adicional % (como n = 150, esta parcela
é pequena) mas sobretudo do Z2 que surge no numerador da segunda parcela. De facto, a
média das observacoes do comprimento de pétalas é aproximadamente T=3.758.

(d) A frase do enunciado traduz-se por “5; = 0.5”. Assim, faremos um teste de hipoteses desta
hip6tese nula, contra a hipotese alternativa Hy : 81 # 0.5. Os cinco passos do teste sao:

Hipodteses: Hy: 51=05 wvs. Hy: (4 #£05.
Bi1—5
Estatistica do teste: T = % Nty o
b1

Nivel de significancia: « = 0.05.
Regiﬁo Critica (Bilateral): Rejeita.r HO se ‘Tcalc’ > t%(n72) = t0.025(148) = 1.976122.

Conclusoes: O valor calculado da estatistica do teste é: T4 = % = —8.792006.
Logo, rejeita-se claramente a hipotese nula que por cada centimetro a mais no compri-

mento da pétala, é de esperar meio centimetro a mais na largura da pétala.

(e) A hipotese referida no enunciado é que f; < 0.5. Neste caso, a op¢ao entre colocar esta
hipétese em Hy ou em H; corresponde & opcao entre dar, ou nao, o beneficio da davida a
esta hipotese. Seja como for, o valor de fronteira (0.5) terda de pertencer & hipotese nula.
Vamos optar por nao dar o beneficio da duvida a hipoétese indicada no enunciado:

Hipoteses: Hy: 1 >05 vs. Hi: 51 <0.5.

Estatistica do teste: T = 31%55 N th_o

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regido Critica (Unilateral esquerda): Rej. Ho se Teae < —tom-2) = —to.05(148) =
—1.655215.

Conclusoes: O valor calculado da estatistica do teste é igual ao da alinea anterior: Ty =
% = —8.792006. Logo, rejeita-se a hipdtese nula, optando-se por H;. Pode
afirmar-se que é estatisticamente significativa a conclusao que, por cada centimetro a
mais no comprimento da pétala, em média a respectiva largura cresce menos do que

0.5em.

(f) A afirmagao do enunciado corresponde a hipotese 51 = 0. De facto, se f; = 0, a equacao
do modelo que relaciona = e Y reduz-se a Y; = [y + ¢;, ndo existindo relacao linear entre
x eY. O teste as hipoteses Hy : B4 = 0 vs. Hy : B1 # 0 pode ser feito como na alinea
14d) acima. No entanto, para o caso particular do valor do parametro 5 = 0 a informacao
relativa ao teste ja é indicada na listagem produzida pelo comando summary, nas terceira
e quarta colunas da tabela Coefficients. Neste caso, o valor calculado da estatistica
é Togie = % = 43.387. Tendo em conta que a regiao critica é igual a da alinea
14d), tem-se uma rejeicao clara da hipotese nula 81 = 0: o valor estimado b; = 0.415755
é significativamente diferente de zero (ao nivel a = 0.05), pelo que a recta tem alguma
utilidade para prever valores de y (largura da pétala) a partir dos valores de z (comprimento
da pétala). Esta conclusao também se pode justificar a partir do valor de prova (p — value)
do valor calculado da estatistica, que é muito pequeno, sendo mesmo inferior a precisao de
maquina, p < 2 x 10716, Mesmo para niveis de significancia como o = 0.01 ou « = 0.005,
a conclusao seria a de rejeicao de Hy.

Uma abordagem alternativa para a questao estudada na alinea anterior serd a de efectuar
g8 g p q
um teste de ajustamento global (teste F) & regressdo ajustada. No nosso caso, e definindo
R? como o coeficiente de determinacdo populacional, tem-se:
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Hipoteses: Hy: R =0 vs. Hi: R>>0
P . 2
Estatistica do teste: F = % =(n—2) EW N F1,n—2), sob Hy.
Nivel de significancia: « = 0.05.
Regiao Critica (Unilateral direita): Rej. Ho se Feae > fo (1,0—2) = fo.05(1,148) = 3.905.
Conclusoes: O valor calculado da estatistica é: Fl,. = 148 x % = 1882.178. Logo,
rejeita-se claramente a hipotese nula, que corresponde a hipétese dum ajustamento

inatil do modelo. A resposta é coerente com a alinea anterior.

NOTA: Repare-se que o comando summary do R, quando aplicado ao ajustamento duma regressao,
indica na tltima linha das listagens o valor da estatistica calculada Fi 4., 0s respectivos graus de
liberdade associados, e o valor de prova (p-value) correspondente.

(h) A largura esperada duma pétala cujo comprimento seja x = 4.5¢cm é dada por i = by +
b1 4.5 = —0.363076+0.415755 x 4.5 = 1.507821. No R, este resultado pode ser obtido através
do comando predict:

> predict(iris.lm, new=data.frame(Petal.Length=4.5))
1
1.507824

O intervalo de confianca para jiz—45 = E[Y|X = 4.5] é dado por:

1 —7)2 1 —_7)2
(bo+biz) —ta.n o \/QMRE [ﬁ—i—u] , (bo+biz) +tao \/QMRE [g_i_ (x —7) } [

(n=1) 53 (1) 82

em que ,& = bo + b1 4.5 = 1.507821, t%;n,Q = t0.025,148 = 1.976122, QMRE = 0.20652 (a
partir da listagem acima dada). Por outro lado, a média e variancia das n = 150 observacoes
do preditor Petal.Length podem ser calculadas e resultam ser T = 3.758 e s2 = 3.116278.
Assim, a 95% de confianca, o verdadeiro valor de p,—45 = E[Y|X = 4.5] faz parte do
intervalo |1.47166, 1.543982[. No R este intervalo de confianca pode ser obtido através do
comando

> predict(iris.lm, new=data.frame(Petal.Length=4.5), int="conf")
fit lwr upr
1 1.507824 1.471666 1.543982
Os extremos do intervalo sao dados pelos valores lwr (de lower) e upr (de upper).

(i) O intervalo de predi¢dao para o valor da variavel resposta y (largura da pétala) associada a
uma observacao com x = 4.5 é dado por:

1 (z-7)2 T (a2
(b0+b1z)7t%;n72 \/QMRE |:1+—+u:| s (b0+b1$)+t%;n72 \/QMRE |:1+_+(1' SC) :| [

no (-1 82 no (-1 82

Em relacao ao intervalo de confianca pedido na alinea anterior, apenas muda a expressao
debaixo da raiz quadrada. No R este tipo de intervalo obtém-se com um comando muito
semelhante ao anterior:

> predict(iris.lm, new=data.frame(Petal.Length=4.5), int="pred")
fit lwr upr
1 1.507824 1.098187 1.917461

Como seria de esperar, trata-se dum intervalo bastante mais amplo: ]1.098187, 1.917461 .
j) Dos graficos de residuos produzidos pelo comando
g

> plot(lm(Petal.Width ~ Petal.Length, data=iris),which=c(1,2))
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verifica-se que pode existir um problema em relacao & hipdtese de homogeneidade de vari-
ancias. O grafico da esquerda sugere que os lirios com comprimento de pétala mais pequeno
(do lado esquerdo do grafico) parecem ter menor variabilidade dos residuos do que os res-
tantes. Ja a linearidade aproximada no ¢g-plot (grafico da direita) nao indicia a existéncia
de problemas com a hipo6tese de normalidade.

Residuals vs Fitted Normal Q-Q
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Quanto aos graficos de diagnostico produzidos pelo comando
> plot(lm(Petal.Width ~ Petal.Length, data=iris),which=c(4,5))

observa-se no diagrama de barras das distancias de Cook que, apesar de haver alguma
variabilidade nos valores, em nenhum caso a distancia de Cook excede o valor (bastante
baixo) de 0.06. Assim, nenhuma observacao se deve considerar influente. De igual forma,
nao ha valores elevados do efeito alavanca (leverage), sendo o maior valor de hy; inferior a
0.03 (ver o eixo horizontal do grafico da direita). Assim, nenhuma observagao se destaca
por ter um efeito alavanca elevado.

Cook's distance Residuals vs Leverage
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(k) Nas trés subalineas, as transformagoes de uma ou ambas as variaveis sao transformagoes
afins (lineares), razdo pela qual o quadrado do coeficiente de correlagao, ou seja, o coeficiente
de determinacio R? ndo sofre alteracdo. O que pode mudar sio os parametros da recta de
regressao ajustada.

i. Neste caso, apenas a varidvel preditora sofre uma transformacao multiplicativa, da
forma z — x* = cx (com ¢ = 10). Vejamos qual o efeito deste tipo de transformacoes
nos parametros da recta de regressao. Utilizando a habitual notacao dos asteriscos
para indicar os valores correspondentes a transformagao, temos (tendo em conta que
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var(cz) = 2 var(z):

. Covgry  cov(cw,y)  1cov(z,y) 1 b -
1= 72 = 242 . 2 PR
S, ?s? c s c

e (tendo em conta o efeito de constantes multiplicativas sobre a média, ou seja, z* = ¢T):
* — * — 1 — — —
by = y—Dbiz* = y—zbl -cT = y—bix = by .
Ou seja, neste caso a ordenada na origem nao se altera, enquanto que o declive vem

multiplicado por 1—10. Confirmemos estes resultados com recurso ao R:
> 1lm(formula = Petal.Width ~ I(Petal.Lengthx10), data = iris)

Call:
Im(formula = Petal.Width ~ I(Petal.Length * 10), data = iris)
Coefficients:
(Intercept) I(Petal.Length * 10)
-0.36308 0.04158

ii. Neste caso, estamos perante uma transformacao idéntica a usada na alinea 1i), pelo que
ja sabemos que iremos encontrar, quer a ordenada na origem, quer o declive, multipli-
cados por ¢ = 10. Confirmando no R:
> Im(formula = I(Petal.Width*10) ~ Petal.Length, data = iris)

Call:
Im(formula = I(Petal.Width * 10) ~ Petal.Length, data = iris)
Coefficients:

(Intercept) Petal.Length

-3.631 4.158
iii. Finalmente, na conjugacao das duas transformacoes discutidas nas subalineas anterio-
res, e generalizando para as transformagodes multiplicativas ¢ — cx e y — dy, vem:
o COUgrye  cov(cx,dy) cd cov(z,y) d b
?

1= 2 - 2 2 -2 2 -
E c* 84 c 54 c

= d
by =y —bja" =dy——by T =d(y—bT) =db .

Como no nosso caso ¢ = d = 10, o declive ndo se deve alterar, enquanto a ordenada na
origem deverd ser 10 vezes maior do que no caso original dos dados nao transformados.

> 1Im(formula = I(Petal.Width*10) ~ I(Petal.Length*10), data = iris)

Call:
Im(formula = I(Petal.Width * 10) ~ I(Petal.Length * 10), data = iris)
Coefficients:
(Intercept) I(Petal.Length * 10)
-3.6308 0.4158
15. Seja Z = (Z1,Z3,...,2Z;)". Tendo em conta a defini¢gio de vector esperado e de matriz de

varidncias-covariancias, bem como as propriedades dos valores esperados, varidncias e covari-
ancias de variaveis aleatorias (unidimensionais) tem-se:

(a)
E[a Zl] OéE[Zl]
E[O& ZQ] OéE[ZQ]
ElaZ] = = = a E[Z]
Ela Z4] o E[Z4]
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E[Zl + al] E[Zl] + aq E[Zl] aq
E[ZQ + ag] E[ZQ] + as E[ZQ] a9
E|Z +a] = : = . = . +| . | =EZ+a
E[Zk + ak] E[Zk] + ag E[Zk] ag
(c)
Ve Z4] Covla Zy,aZs] -+ Covlae Zy, a0 Z)
Covla Za, o0 Z4] Ve Zs] o Covla Za, a0 Z)
VieZ] = : : . :
| Cov[ozZ-k,ozZl] Cov[aék,aZg] V[oz‘Zk]
a?V|[Z] a?Cov|Zy,Z5) -+ o*Cov|Zy, Zk]
a? Cov|Zy, 7] a? V[Zs)] co a? Cov|Za, Zi)
= . . . =a? V[Z]
| o? C’ov.[Zk,Zl] a? C’ov.[Zk,Zg] a? V[Zk]
(d)
[ V[Z1 + a4] CovlZy+a1,Zo+as] -+ CovlZy + a1, Zy, + a]
Cov[Za + aa, Z1 + a1 V[Za + as] <o CovlZy + ag, Zy, + ay]
V[Z+a] = . . . .
| CovZy +ay, Z1 +a1] CovlZy +ay, Za+az] - V(Zi + ai]
V[Zl] CO’U[Zl,ZQ] CO’U[Zl,Zk]
CO’U[ZQ,Zl] V[ZQ] te CO’U[ZQ,Zk]
- _ _ _ : =VI[Z]
i Cov[Zk,Zl] CO'U[Z-]C,ZQ] V[Zk]
(e)
E[Z, + U] E[Z1]) + E|U] EZ4] E|Uq)
, E[Zy + U] E[Zy] + E[U] E[Z,] E[Us]
E[Z+ U] = : = =| .|+ = E[Z] + E[U]
E[Z), + Uy] E[Zy] + E[Uy] E[Zy] E[Uy]
16. (a) Tem-se, recordando que SQRE = SQT — SQR,
QMR SQR/1 o SQR o R?
F= OMRE = SORE/(n—2) ~ =2 sor—sor ~ " AT

onde a ultima passagem resulta de dividir numerador e denominador por SQT.

(b) Como R? est4 entre 0 e 1, qualquer aumento de R? aumenta o numerador e diminui o deno-
minador, provocando um aumento da fraccio. Assim, a maiores valores de R? correspondem
maiores valores da estatistica F. Uma vez que o teste F' tem hipotese nula Hy : R? =0, é
natural que se defina uma regiao critica unilateral direita.

17. (a) Apos descarregar o ficheiro TNO25.csv para a sua area de trabalho, dé o comando:
> TN025 <- read.csv("TN025.csv")

Inspeccione a data frame TN025 como indicado no enunciado.
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(b) O melhor preditor de P sera a variavel mais fortemente correlacionada com P. Apenas faz
sentido calcular correlacoes entre varidveis numéricas, ou seja, as colunas 12 a 25. Eis as
correlagoes (arredondadas a 2 casas decimais):

> round(cor(TNO25[,12:25]), d=2)

P

K

CA
MG
MN
CU
B

ZN
AL
FE

NA.

C
N

P K CA MG MN CcU B N AL FE NA.
1.00 0.80 0.48 0.88 0.63 0.47 0.62 0.47 0.32 0.16 0.28
0.80 1.00 0.33 0.83 0.37 0.62 0.63 0.43 0.32 0.14 0.53
0.48 0.33 1.00 0.57 0.35 0.19 0.53 0.73 -0.07 -0.15 0.30
0.88 0.83 0.57 1.00 0.46 0.57 0.73 0.54 0.19 0.15 0.47
0.63 0.37 0.35 0.46 1.00 0.02 0.49 0.22 0.36 0.06 0.03
0.47 0.62 0.19 0.57 0.02 1.00 0.31 0.43 0.11 0.11 0.37
0.62 0.63 0.53 0.73 0.49 0.31 1.00 0.43 0.34 -0.01 0.42
0.47 0.43 0.73 0.54 0.22 0.43 0.43 1.00 -0.08 -0.04 0.52
0.32 0.32 -0.07 0.19 0.36 0.11 0.34 -0.08 1.00 -0.02 0.21
0.16 0.14 -0.15 0.15 0.06 0.11 -0.01 -0.04 -0.02 1.00 0.13
0.28 0.53 0.30 0.47 0.03 0.37 0.42 0.52 0.21 0.13 1.00

-0.35 -0.47 -0.39 -0.51 -0.03 -0.37 -0.30 -0.48 0.26 -0.19 -0.42
0.94 0.84 0.41 0.90 0.54 0.48 0.68 0.40 0.27 0.20 0.30
NKJ -0.42 -0.36 0.31 -0.32 -0.32 -0.05 -0.18 0.32 -0.16 -0.38 0.03

A varidvel mais fortemente correlacionada

C

.35
.47
.39
.51
.03
.37
.30
.48
.26
.19
.42
.00
.37
.02

O OO O OO OO O OO

|
= O

N

.94
.84
.41
.90
.54
.48
.68
.40
.27
.20
.30
.37
.00
-0.

57

NKJ
.42
.36
.31
.32
.32
.05
.18
.32
.16
.38
.03
.02
.67
.00

com o teor de fosforo é N, o teor de azoto.

i. Eis os resultados relativos a regressao linear simples de P sobre N. Aparentemente es-
tamos perante um bom modelo, que explica quase 88% da variabilidade dos teores de

ii.

fosforo observados.

> TNP.1m <- 1m(P ~ N , data=TN025)
> summary (TNP.1m)

[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 194.93 49.52 3.936 0.000142
N 1753.94 61.07 28.722 < 2e-16

Residual standard error: 408.9 on 115 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8777,Adjusted R-squared: 0.8766
F-statistic: 825 on 1 and 115 DF, p-value: < 2.2e-16

Eis os comandos e o grafico resultante:

> plot(P © N , data=TN025, pch=16)
> abline(TNP.1m)
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1 REGRESSAO LINEAR

E evidente a existéncia duma ‘coluna’ de pontos no canto inferior esquerdo do grafico.
Pela escala do eixo horizontal percebe-se que se trata de observacoes sem a presenca do
azoto (N). Eis o numero de observagoes nessas condigoes:

> sum(TNO25$N==0)

[1] 61

Nota: O comando TN025$N==0 produz um wvector de valores logicos TRUE/FALSE indicando
quais os elementos da coluna TNO25$N que verificam a condicao “ser igual a zero”. O comando
sum pode agir sobre vectores de valores l6gicos, uma vez que converte cada TRUE em “1” e cada
FALSE em “0”. Somando, tem-se o numero de uns, ou seja, de bacias sem azoto.

Havendo 61 bacias hidrograficas (mais de metade) sem azoto, apenas 56 observagoes
ajudam a definir a forma linear da relacao.

iii. Eis os quatro graficos de residuos e diagnodsticos referentes a estes dados:
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Os graficos nao colocam em causa os pressupostos do modelo, nem suscitam particulares
reparos, com excepc¢ao da observacao 9, que se destaca em todos. Em particular, a sua
distancia de Cook é muito elevada: cerca de 1.1, muito acima do limiar 0.5.
Para perceber o que tem de especial essa observacao, vamos ver os seus teores de fosforo
e azoto, bem como os indicadores de resumo que os permitem avaliar:
> TN025[9,c("P","N")]

P N
9 6214 2.31

> summary (TNO25[,c("P","N")])

P N
Min. : 8 Min. :0.0000
1st Qu.: 182 1st Qu.:0.0000
Median : 749 Median :0.0000
Mean :1114  Mean :0.5238
3rd Qu.:1964 3rd Qu.:0.8900
Max. 16214 Max. :2.3100
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A observacao 9 corresponde & bacia hidrografica com as maiores concentragoes de azoto
e fosforo. Esses valores sao bastante superiores & da grande maioria das observacoes,
facto confirmado pelo grafico da subalinea anterior, onde a observacao 9 aparece isolada
no canto superior direito. O respectivo valor de Cook é muito elevado: trata-se duma
observacao muito influente, no sentido que a sua exclusao iria alterar bastante a recta
ajustada (neste caso, prevé-se que o declive dessa nova recta viesse a ser menor).

(¢) Substituindo o preditor azoto pelo preditor potéssio (K), verifica-se uma espécie de ‘bi-
furcacao’ no grafico, cuja origem interessaria explorar. Inevitavelmente, o coeficiente de
determinacdo desta nova regressao tem de ser modesto (¢ R2=0.633) e a recta de regressio
resultante serd um compromisso entre os dois ‘ramos’ observaveis no grafico. Ja nao existe
uma ‘coluna’ de pontos, como no grafico da alinea anterior. Eis os comandos R e o grafico:

> plot(P ~ K , data=TN025, pch=16)
> TNK.1m <- 1m(P ~ K , data=TN025)
> abline(TNK.1lm)

> summary (TNK.1m)$r.sq

[1] 0.6331735
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(d) E pedida agora uma regressio linear simples de log-fosforo sobre log-potassio.

i. Eis a nuvem de pontos pedida (ja com a recta ajustada, s6 calculada na alinea seguinte):
> plot(log(P) ~ log(K) , data=TN025, pch=16)

log(P)
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1 REGRESSAO LINEAR

ii.

iii.

v.

O aspecto mais saliente é que a ‘bifurcagao’ visivel na escala original deixa praticamente
de ser visivel quando ambas as variaveis sao logaritmizadas. A relagao linear entre In(P)
e In(K) é clara e forte. Tudo indica que a regressao resultante seja de boa qualidade.
Eis a regressao:

> TN1nK.1lm <- 1m(log(P) ~ log(K) , data=TN025)
> summary (TN1nK.1lm)

[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -1.7604 0.2023 -8.701 2.72e-14
log(X) 1.0137 0.0254 39.906 < 2e-16

Residual standard error: 0.4242 on 115 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9326,Adjusted R-squared: 0.9321

F-statistic: 1592 on 1 and 115 DF, p-value: < 2.2e-16

O coeficiente de determinacao é elevado: a regressao explica mais de 93% da variabi-
lidade observada nos log-teores de fosforo. A transformacao logaritimica da varidvel
resposta nao permite comparar directamente este valor com o valor obtido na alinea
anterior: correspondem a percentagens de coisas diferentes.

Eis os quatro graficos usuais de residuos e diagnoésticos:

Residuals vs Fitted Normal Q-Q
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Nao hé indicios de violacao dos pressupostos do modelo. Nenhuma observacao tem
distancia de Cook ou efeito alavanca excessivo. A observacao 81 destaca-se nos qua-
tro graficos, mas sem valores probleméticos. Os valores dos seus log-teores permitem
identificd-la como a observacao que mais se distancia da recta, sensivelmente a meio da
parte inferior no gréfico original. O facto de ndo ter um valor extremo de log-K reduz a
influéncia desta observacao.
> log(TNO25[81, c("P","K")])

P K
81 3.258097 6.741701

Uma relacao linear entre duas variéveis logaritmizadas corresponde ao modelo poténcia,

y = cx? no nosso caso com ¢=e 7604 =0.17198 e d =1.0137. Esta poténcia muito
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proxima de 1 significa que o grafico da curva serd aproximadamente linear. Eis o grafico
resultante, na escala original, com a curva y = 0.17198 219137 (a s¢lido) e a recta de
regressao ajustada na alinea 17c) (a tracejado). Ao regressar para a escala original a
‘bifurcagao’ reaparece. A curva poténcia agora ajustada (que se confirma quase linear,
na gama de valores indicados) é assim necessariamente um compromisso entre os dois
‘ramos’, tal como o era a recta de regressao de P sobre K. A curva poténcia acompanha
melhor a tendéncia dos pontos correspondentes as bacias com valores baixos de P e K.

4000 5000 6000
L L

3000
L

T T T T
5000 10000 15000 20000 25000

18. Na data frame videiras, a primeira coluna indica a casta, pelo que nao serd de utilidade neste
exercicio.

(a) Eis o comando para construir as nuvens de pontos pedidas, e o seu resultado:

> plot(videiras[,-1]1, pch=16)
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Existe uma forte relagao linear entre qualquer par de varidveis, pelo que uma regressao
linear multipla de area foliar sobre varios preditores deve ter um coeficiente de determinacao
elevado. No entanto, nos graficos que envolvem a varidvel drea, existe alguma evidéncia de
uma ligeira curvatura nas relacoes com cada comprimento de nervura individual.

(b) Tem-se:
> cor(videiras[,-1])

NLesq NP NLdir Area
NLesq 1.0000000 0.8788588 0.8870132 0.8902402
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1 REGRESSAO LINEAR

NP 0.8788588 1.0000000 0.8993985 0.8945700
NLdir 0.8870132 0.8993985 1.0000000 0.8993676
Area 0.8902402 0.8945700 0.8993676 1.0000000

Os valores das correlacoes entre pares de variaveis sao todos positivos e bastante elevados,
o que confirma as fortes relacoes lineares evidenciadas nos graficos.

(c) Existem n observacoes {(w1(;), T23i), T3(i), Yi) }i= Nas quatro varidveis: a variavel resposta
area foliar (Area, variavel aleatoria Y') e as trés variaveis preditoras, associadas aos compri-
mentos de trés nervuras da folha - a principal (variavel NP, X7), a lateral esquerda (variavel
NLesq, X5) e a lateral direita (varidvel NLdir, X3). Para essas n observacoes admite-se que:

e A relacao de fundo entre Y e os trés preditores ¢é linear, com variabilidade adicional
dada por uma parcela aditiva ¢; chamada erro aleatério:
Yi = Bo + Br21@) + B2 To) + B3 x3(i) + €, para qualquer i = 1,2, ..., n;

e 0s erros aleatorios tém distribuicao Normal, de média zero e variancia constante:
e N N(0,02), Vi,

e Os erros aleatorios {¢;}7_; sdo variaveis aleatorias independentes.

(d) O comando do R que efectua o ajustamento pedido é o seguinte:

> videiras.lm <- lm(Area ~ NP + NLesq + NLdir, data=videiras)
> summary(videiras.lm)

[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -168.111 5.619 -29.919 < 2e-16 **x
NP 9.987 1.192 8.380 3.8e-16 x*x*
NLesq 11.078 1.256 8.817 < 2e-16 **x*
NLdir 11.895 1.370 8.683 < 2e-16 **x*

Residual standard error: 24.76 on 596 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8649,Adjusted R-squared: 0.8642
F-statistic: 1272 on 3 and 596 DF, p-value: < 2.2e-16

A equacao do hiperplano ajustado é assim
Area = —168.111 4 9.987 NP + 11.078 NLesq + 11.895 NLdir

O valor do coeficiente de determinacao é bastante elevado: cerca de 86,49% da variabilidade
total nas areas foliares é explicada por esta regressao linear sobre os comprimentos das trés
nervuras. Nenhum dos preditores é dispensavel sem perda significativa da qualidade do
modelo, uma vez que o valor de prova (p-wvalue) associado aos trés testes de hipoteses
Hy:B;j=0vs. Hi:p3; #0 (j =1,2,3) sao todos muito pequenos.
O teste de ajustamento global do modelo pode ser formulado assim:
Hipéteses: Hy: R>=0 vs. Hi: R>>0.

s M —(p+1) R2
Estatistica do teste: I = QQMRI} =2 (I’)’Jr ) 1?32 N Flpn—(ph1)), S0b Ho.
Nivel de significancia: « = 0.05.

Regido Critica (Unilateral direita): Rej. Ho se Feae> fo (pn—(p+1)) = f0.05(3,506) = 2.62.
Conclusoes: O valor calculado da estatistica é dado na listagem produzida pelo R (Fiq. =
1272). Logo, rejeita-se (de forma muito clara) a hipotese nula, que corresponde a
hipétese dum modelo inttil. Esta conclusao também resulta directamente da andlise
do valor de prova (p-value) associado a estatistica de teste calculada: p < 2.2 x 10716
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corresponde a uma rejeicao para qualquer nivel de significincia usual. Esta conclusao
¢ coerente com o valor bastante elevado de R?.

(e) Sao pedidos testes envolvendo a hipotese 81 = 7 (ndo sendo especificada a outra hipotese,
deduz-se que seja o complementar 31 # 7). A hipotese f; = 7 é uma hipotese simples
(um tnico valor do parametro (1), que tera de ser colocada na hipotese nula e & qual
corresponderd um teste bilateral.

Hip(‘)teses: Ho : ,31 =7 wvs. H1 : ,31 7é 7

isti .o BT
Estatistica do Teste: T = (;}Tl N Ln—(p+1)), S0b Ho.

Nivel de significancia: « = 0.01.

Regiao Critica: (Bilateral) Rejeitar Ho se [Tealc| > t0.005(506) ~ 2-584.

Conclusoes: Tem-se T, = 12%0 = 9'381257 = 2.506 < 2.584. Assim, nao se rejeita a
hipotese nula (que tem o berileficio da duvida), ao nivel de significancia de 0.01.

Se repetirmos o teste, mas agora utilizando um nivel de significincia o = 0.05, ape-
nas a fronteira da regiao critica vird diferente. Agora, a regra de rejeicao serd: rejei-
tar Ho se [Teaie] > to.025306) ~ 1.9640. O valor da estatistica de teste ndo se altera
(T.qc = 2.506), mas este valor pertence agora a regidao critica, pelo que ao nivel de sig-
nificincia a = 0.05 rejeitamos a hipotese formulada, optando antes por Hy : 1 # 7. Este
exercicio ilustra a importancia de especificar sempre o nivel de significAncia associado as
conclusoes do teste.

(f) E pedido um teste a igualdade de dois coeficientes do modelo, concretamente B = 3 <
Bo — B3 = 0. Trata-se dum teste a diferenca de dois parametros, que como foi visto nas
aulas, é um caso particular dum teste a uma combinacao linear dos parametros do modelo.
Mais em pormenor, tem-se:

Hip(‘)teses: Ho : ,32 — ,33 =0 vs. H1 : 52 — 53 7é 0
Estatistica do Teste: T = (B;*w N Ln—(p+1))» S0b Ho

Ba—P3
Nivel de significancia: a = 0.05
Regiao Critica: (Bilateral) Rejeitar Hg se [Tealc| > ta/2 (n—(p+1))

Conclusoes: Conhecem-se as estimativas bo =11.078 e b3 =11.895, mas precisamos ainda
de conhecer o valor do erro padrao associado & estimacao de 39— 33 que, como foi visto

nas aulas, é dado por &32_33 = \/\7[32—33] = \/\7[32]—1—\7[33]—200@[32,Bg]. Assim,
precisamos de conhecer as varidncias estimadas de Bg e Bg, bem como a covariancia
estimada cov[fs, B3], valores estes que surgem na matriz de (co)varincias do estimador

~

B, que é estimada por V[ﬂ] = QMRE (X'X)~!. Esta matriz pode ser calculada no R
da seguinte forma:

> vcov(videiras.1lm)

(Intercept) NP NLesq NLdir
(Intercept) 31.5707574 -1.0141321 -1.0164689 -0.9051648
NP -1.0141321 1.4200928 -0.6014279 -0.8880395
NLesq -1.0164689 -0.6014279 1.5784886 -0.7969373
NLdir -0.9051648 -0.8880395 -0.7969373 1.8764582
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1 REGRESSAO LINEAR

Assim,

65,50 = \ V13e) + V1Bs] — 2Cov(Bo, ]
= /1.5784886 + 1.8764582 — 2 x (—0.7969373) = 1/5.048821 = 2.246958,

pelo que Ty = LIBALED — —0.3636027. Como [Teaie| < to.025(506) ~ 1.9640, nio se
rejeita Hy ao nivel de significincia de 0.05, isto é, admite-se que 2 = 83. No contexto
do problema, nao se rejeitou a hipdtese que a variacao média provocada na érea foliar
seja igual, quer se aumente a nervura lateral esquerda ou a nervura lateral direita em

lem (mantendo as restantes nervuras de igual comprimento).
(g) i. Substituindo na equagdo do hiperplano ajustado, obtido na alinea 18d, obtém-se os
seguintes valores estimados:
o Folha 1: Area = —168.111+9.987x12.14+11.078x11.6+11.895x11.9 = 222.787 cm?;
o Folha 2: Area = —168.111+9.987x10.6+11.078x10.1+11.895x9.9 = 167.3995 cm?;

o Folha 3: Area = —168.111+9.987x15.1+11.078x14.9+11.895x14.0 = 314.2849 cm?;
Com recurso ao comando predict do R, estas trés areas ajustadas obtém-se da seguinte

forma:

> predict(videiras.lm, new=data.frame(NP=c(12.1,10.6,15.1), NLesq=c(11.6,10.1,14.9),

+ NLdir=c(11.9, 9.9, 14.0)))
1 2 3

222.7762 167.3903 314.2715

Novamente, algumas pequenas discrepancias nas casas decimais finais resultam de erros
de arredondamento.

ii. Estes intervalos de confianga para py|x = E[Y|X1 = 21, Xo = 29, X3 = 23] (com os
valores de x1, x9 e 3 indicados no enunciado, para cada uma das trés folhas) obtém-
se subtraindo e somando aos valores ajustados obtidos na subalinea anterior a semi-
amplitude do IC, dada por to/2(n—(p11)) " Oy, x> SENdO Gy = VOMRE - al(X!X) la
onde os vectores a sdo os vectores da forma a = (1,x1,x9,23). Estas contas, algo
trabalhosas, resultam féceis recorrendo de novo ao comando predict do R, mas desta
vez com o argumento int=*‘‘conf’’, como indicado de seguida:

> predict(videiras.lm, new=data.frame(NP=c(12.1,10.6,15.1) ,NLesq=c(11.6,10.1,14.9),

+ NLdir=c(11.9, 9.9, 14.0)), int="conf")
fit lwr upr

1 222.7762 219.1776 226.3747

2 167.3903 164.9215 169.8590

3 314.2715 308.4607 320.0823

Assim, tem-se para cada folha, os seguintes intervalos a 95% de confianca para jiy|x:
e Folha 1: |219.1776 , 226.3747 [;
e Folha 2: ] 164.9215 , 169.8590 [;

e Folha 3: ] 308.4607 , 320.0823 .

Repare-se como a amplitude de cada intervalo é diferente, uma vez que depende de
informagao especifica para cada folha (dada pelo vector a dos valores dos preditores).
iii. Sabemos que os intervalos de predicao tém uma forma anéloga aos intervalos de confi-
anca para E[Y|X], mas com uma maior amplitude, associada & variabilidade adicional
de observacoes individuais, a que corresponde &j,giv = \/ QMRE - [1 + at(XtX)~la].
De novo, recorremos ao comando predict, desta vez com o argumento int=*‘‘pred’’:
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> predict(videiras.lm, new=data.frame(NP=c(12.1,10.6,15.1) ,NLesq=c(11.6,10.1,14.9),

+ NLdir=c(11.9, 9.9, 14.0)), int="pred")
fit lwr upr

1 222.7762 174.0206 271.5318

2 167.3903 118.7050 216.0755

3 314.2715 265.3029 363.2401

Assim, tém-se os seguintes intervalos de predi¢ao a 95% para os trés valores de Y
e Folha 1: ] 174.0206 , 271.5318 |[;
e Folha 2: | 118.7050 , 216.0755 [;
e Folha 3: ] 265.3029 , 363.2401 |[.

A amplitude maior destes intervalos deve-se ao valor elevado do Quadrado Médio Re-

sidual, que estima a variabilidade das observacoes individuais de Y em torno da recta.

(h) Recorremos de novo ao R para construir os graficos de residuos. O primeiro dos dois coman-
dos seguintes destina-se a dividir a janela grafica numa espécie de matriz 2 x 2:

> par (mfrow=c(2,2))
> plot(videiras.lm, which=c(1,2,4,5))

Residuals vs Fitted 2 Normal Q-Q
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O gréfico do canto superior esquerdo é o gréafico dos residuos usuais (e;) vs. valores ajustados
(9i). Neste grafico sao visiveis dois problemas: uma tendéncia para a curvatura (ja detectado
nos graficos da variavel resposta contra cada preditor individual), que indica que o modelo
linear pode nao ser a melhor forma de relacionar area foliar com os comprimentos das
nervuras; e uma forma em funil que sugere que a hipotese de homogeneidade das variancias
dos erros aleatorios pode nao ser a mais adequada.

No canto superior direito tem-se um gg-plot, de quantis empiricos vs. quantis teéricos duma
Normal reduzida. A ser verdade a hipotese de Normalidade dos erros aleatérios, seria de
esperar uma disposicao linear dos pontos neste grafico. E visivel, sobretudo na parte direita,
do grafico, um afastamento relativamente forte de muitas observacoes a esta linearidade,
sugerindo problemas com a hipotese de Normalidade.

No canto inferior esquerdo tem-se um diagrama de barras com as distancias de Cook de
cada observacdao. Embora nenhuma observagao ultrapasse o limiar de guarda D; > 0.5,
duas observagoes tém um valor consideravel da distancia de Cook: a observagao 499, com
Dygg proximo de 0.4 e a observagao 222, com distancia de Cook proxima de 0.3. Estas
duas observacoes merecem especial atencao. Finalmente, o grafico no canto inferior direito
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relaciona residuos (internamente) estandardizados (eixo vertical) com valor do efeito ala-
vanca (eixo horizontal) e também com as distancias de Cook (sendo tragadas pelo R linhas
de igual distancia de Cook, para alguns valores particularmente elevados, como 0.5 ou 1).
Este gréfico ilustra que as duas observagdes com maior distancia de Cook (499 e 222) tém
valores relativamente elevados, quer dos residuos estandardizados, quer do efeito alavanca.
O efeito alavanca médio, neste ajustamento de n = 600 observagdes a um modelo com
p+ 1 =4 parametros é h = %O = 0.006667 e as duas observagoes referidas tém os maiores
efeitos alavanca das n = 600 observacoes, respectivamente, proximos de 0.12 e 0.08. Ja a
observagao 481, igualmente identificada no grafico, tem o maior residuo estandardizado de
qualquer observacao, mas com um valor relativamente discreto do efeito alavanca, acaba
por ndo ser uma observacao influente (como se pode confirmar no grafico anterior).

Este exemplo confirma que sao diferentes os conceitos de residuo elevado, observacao influ-
ente e elevado valor do efeito alavanca (leverage). Os valores das variaveis observadas, nas
folhas 222 e 499, revelam um desequilibrio nos comprimentos das nervuras laterais, sendo
em ambos os casos a nervura lateral direita muito mais comprida do que a esquerda. Além
disso, ambas as folhas tém uma das nervuras laterais de comprimento extremo: no caso da
folha 222 tem-se a maior nervura lateral direita de qualquer das 600 folhas, enquanto que a
folha 499 tem a mais pequena de todas as nervuras laterais esquerdas. Assim, trata-se de
folhas com formas irregulares, diferentes da generalidade das folhas analisadas.

Este exercicio visa chamar a atencao que um modelo de regressao com um ajustamento
bastante forte pode revelar, no estudo dos residuos, problemas que levantam duvidas sobre a
validade das conclusoes inferenciais (testes de hipoteses, intervalos de confianca e predigao)
obtidas nas alineas anteriores.

(i) O pedido de logaritmizar previamente as variaveis envolvidas no estudo faz sentido, tendo

em conta a curvilinearidade sugerida pelo grafico de residuos da alinea anterior (18h). Eis
o resultado do ajustamento pedido:

> videiraslog.lm <- lm(log(Area) ~ log(NP) + log(NLesq) + log(NLdir), data=videiras)
> summary(videiraslog.lm)

Call: 1lm(formula = log(Area) ~ log(NP) + log(NLesq) + log(NLdir), data = videiras)
[...]
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.40983 0.06136 6.679 5.52e-11 *xx*
log(NP) 0.72660 0.06574 11.052 < 2e-16 ***
log(NLesq) 0.57049 0.05649 10.100 < 2e-16 **x*
log(NLdir) 0.71077 0.06780 10.484 < 2e-16 **x*

Residual standard error: 0.1259 on 596 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9081,Adjusted R-squared: 0.9076
F-statistic: 1963 on 3 and 596 DF, p-value: < 2.2e-16

Nao é legitimo procurar comparar directamente o coeficiente de determinacao deste modelo,
R?=0.9081, e o coeficiente de determinacio do modelo anélogo sem a logaritmizacdo (alinea
18d), R? =0.8649), uma vez que a escala onde sio medidos os residuos sio diferentes, nos
dois casos. Apenas podemos afirmar que o modelo agora ajustado explica mais de 90% da
variancia dos valores observados das log-dreas foliares. A equacao do hiperplano ajustado
é da forma In(y) = by + by In(x1) + by In(xy) + b3 In(x3), sendo y a Area, x1 a variavel NP,
xo a varidvel NLesq, e x3 a variavel NLdir, e tendo bg=0.40983, b; =0.72660, bs =0.57049
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e b3=0.71077. Em termos das variaveis originais esta relacao corresponde a:

In(y) = bo + by In(w1) + by In(z2) + bg In(wg) <y = explotbrin(z1)tha Inlr)ths nfws)

s y= ebo ebl In(z1) ebg In(z2) eb3 In(z3)

b 3 b
s y= ebo eln(xll) eln(aﬁf) eln(x33)
bo by b3

& y=e x?l Ty Ty
Logo o modelo ajustado tem a seguinte equagao:

Area = 1.506562 NP*70%0 NLesq?5709 NLdir 71077 |

(j) Procede-se como na alinea 18h) e obtém-se:

> par (mfrow=c(2,2))
> plot(videiraslog.lm, which=c(1,2,4,5))

Residuals vs Fitted Normal Q-Q
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Os problemas identificados na alinea 18h) foram em boa medida corrigidos. Assim, a lo-
garitmizacao das quatro variaveis revelou ser uma opcao adequada. O grafico de residuos
usuais e; contra valores ajustados ¢; mostra agora uma dispersao dos pontos numa banda
horizontal em torno do valor médio zero, tendo praticamente desaparecido, quer a curvatura,
quer a forma em funil. Assim, a linearidade da relagdo entre as varidveis logaritmizadas,
bem como a homogeneidade das variancias dos respectivos erros aleatoérios sdo pressupostos
admissiveis. Da mesma forma, o qg-plot do canto superior direito mostra que (& excepgao
da observagao 499) tem-se uma boa linearidade, sustentando o pressuposto de Normalidade
dos erros aleatorios. No canto inferior esquerdo, a observagao 499 surge de novo destacada,
com uma enormissima distancia de Cook, superior a 4, e portanto muito superior ao limiar
de guarda 0.5. Assim, esta observagdo tem uma enorme influéncia na regressao ajustada, e
a sua exclusao provocaria alteragoes importantes, quer nos coeficientes ajustados b;, quer
nos valores resultantes de g;. Essa mesma indicacao é dada no quarto e ultimo gréafico, onde
(gragas ao elevadissimo valor de Dyg9) sao visiveis dois pares de isolinhas de Cook, correspon-
dentes aos limiares 0.5 e 1. Registe-se ainda, nos dois graficos da direita, como a observagao
499 tem um enorme residuo (internamente) estandardizado, com R499 > 6, bem como um
efeito alavanca razoavelmente elevado (que nenhuma outra observagao acompanha). A dis-
cordante observagao 499 (que é, simultaneamente uma observacao atipica, influente e de
valor razoavelmente elevado do efeito alavanca) ja foi discutida anteriormente. Tratando-
se de uma folha com uma muito evidente assimetria (possivelmente correspondente a um
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erro de medigdo/registo, ou entao danificada por alguma razao), havera espago para discu-
tir a sua eventual exclusao do modelo, podendo argumentar-se que o modelo destina-se a
ser usado com folhas de videira nao danificadas ou excessivamente irregulares. A titulo de
curiosidade, registe-se o resultado de reajustar o modelo, apenas com as 599 folhas restantes:

> summary (Im(log(Area) ~ log(NP) + log(NLesq) + log(NLdir), data=videiras[-499,1))

Call: lm(formula = log(Area) ~ log(NP) + log(NLesq) + log(NLdir), data = videiras[-499, 1)
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.38758 0.05912 6.555 1.2e-10 #*x*
log (NP) 0.60695 0.06553  9.262 < 2e-16 **x*
log(NLesq)  0.80654 0.06399 12.604 < 2e-16 *x*
log(NLdir)  0.60978 0.06681  9.127 < 2e-16 *x*
Residual standard error: 0.1211 on 595 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9151,Adjusted R-squared: 0.9146
F-statistic: 2137 on 3 and 595 DF, p-value: < 2.2e-16

Repare-se na alteracao substancial dos valores estimados dos quatro parametros, e em es-
pecial dos coeficientes dos log-comprimentos das nervuras, uma alteragao que confirma que
a observacao 499 era muito influente.

19. (a) Eis a regressao linear multipla de rendimento de milho sobre todos os preditores:

> summary (Im(y ~ . , data=milho))
[...]
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) 51.03036 85.73770 0.595 0.557527

x1 0.87691 0.18746  4.678 0.000104 *x**
x2 0.78678 0.43036  1.828 0.080522 .
x3 -0.46017 0.42906 -1.073 0.294617

x4 -0.77605 1.06512 -0.736 0.469464

x5 0.48279 0.57352  0.842 0.408563

x6 2.56395 1.38032 1.858 0.076089 .
x7 0.05967 0.71881  0.083 0.934556

x8 0.40590 1.03322 0.393 0.698045

x9 -0.65951 0.67034 -0.984 0.335426

Residual standard error: 7.815 on 23 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7476,Adjusted R-squared: 0.6488
F-statistic: 7.569 on 9 and 23 DF, p-value: 4.349e-05

Nao sendo um ajustamento excelente, as variaveis preditivas conseguem explicar quase 75%
da variabilidade nos rendimentos. Um teste de ajustamento global rejeita a hipdtese nula
(inutilidade do modelo) com um valor de prova p=0.00004349.

(b) O coeficiente de determinac¢ao modificado ¢ dado na listagem produzida pelo R: R?md =

0.6488. Define-se como R? _,=1 QQA]{/[RTE =1 SgQRTE . nj;_lm = 1—(1—R2)-#;1H). A diferenca

6bvia, neste exercicio, entre os valores do R? usual e de R?md resulta de termos um valor
de R? (usual) modesto e ajustado com um ntimero de observacdes (n=233) pequena face ao

namero de parametros do modelo (p4+1=10). Pela altima das expressoes acima para R?md,
vemos que o factor multiplicativo #;1“) = % =1.3913. Assim, a distancia do R? usual em

relacdo ao seu maximo (1-R?=0.2524) ¢ aumentado em cerca de 40% antes de ser subtraido
de novo ao valor maximo 1, pelo que Rfmd =1-0.2524 x 1.3913 =1 — 0.3512 = 0.6488.
Em geral, anod penaliza modelos ajustados com relativamente poucas observagoes (em
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relacio ao namero de parametros do modelo), em especial quando o valor de R? nio ¢é
muito elevado. Por outras palavras, Rfmd penaliza modelos com ajustamentos modestos,
baseados em relativamente pouca informacao, face & complexidade do modelo.

(c) Eis o resultado do ajustamento pedido, sem o preditor zy:

> summary(lm(y ~ . - x1 , data=milho))

[..

-]

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) 192.387333 109.724668 1.753 0.0923 .

x2
x3
x4
x5
x6
x7
x8
x9

0.305508 0.571461 0.535 0.5978
-0.469266  0.586748 -0.800 0.4317
-1.526474 1.426129 -1.070 0.2951
-0.133203 0.763345 -0.174 0.8629

3.312695 1.874882 1.767  0.0900 .
-1.580293 0.858146 -1.842 0.0779 .

1.239484 1.391780 0.891  0.3820
-0.008387 0.896726 -0.009  0.9926

Residual standard error: 10.69 on 24 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5074,Adjusted R-squared: 0.3432
F-statistic: 3.091 on 8 and 24 DF, p-value: 0.01524

A exclusao do preditor x1 provocou uma quebra acentuada no valor do coeficiente de deter-
minacdo, que é agora apenas R?=0.5074 (repare-se como anod:0.3432 ainda se distancia
mais do R? usual). Assim, este modelo sem o preditor x; apenas explica cerca de metade
da variabilidade nos rendimentos. Outro facto saliente é a grande perturba¢ao nos valores
ajustados dos parametros (quando comparados com o modelo com todos os preditores).

Este enorme impacto da exclusdo do preditor x; é digno de nota, porque essa variavel
preditora é apenas um contador dos anos que passam. H& dois aspectos a salientar:

e o preditor z7 funciona aqui como uma variavel substituta (prozy variable, em inglés)

para um grande numero de outras variaveis, muitas das quais de dificil quantificacao,
tais como desenvolvimentos técnicos ou tecnoldgicos associados & cultura do milho nos
anos em questao. Revela ser um indicador simples para levar em conta aspectos nao
meteoroldgicos que, nos anos em questao, tiveram grande impacto na produgao e que
nao eram contemplados pelos restantes preditores.

este exemplo ilustra como os modelos estudam associacdes estatisticas, o que nao é
sinénimo com relagoes de causa e efeito. No ajustamento do modelo com todos os
preditores, a estimativa do coeficiente da variavel x1 ¢ by = 0.87691. Tendo em conta
a natureza e unidades de medida das variaveis, podemos afirmar que, a cada ano que
passa (e mantendo as restantes variaveis constantes) o valor da produgao aumenta, em
média, 0.87691 bushels/acre. Mas nao faz evidentemente sentido dizer que cada ano
que passa provoca esse aumento na producao. Nao é a mera passagem do tempo que
causa a producao. Pode existir uma relacao de causa e efeito entre alguns preditores e
a variavel resposta, mas pode apenas existir associa¢do, como neste caso. A existéncia,
ou nao, de uma relacao de causa e efeito nunca podera ser afirmada pela via estatistica,
mas apenas com base nos conhecimentos teoricos associados aos fenémenos sob estudo.

Quanto ao estudo dos residuos, eis os gréaficos produzidos com as opgoes 1, 2, 4 e 5 do
comando plot do R:
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O grafico de residuos usuais vs. valores ajustados ¢; (no canto superior esquerdo) nao apre-
senta qualquer padrao digno de registo, dispersando-se os residuos numa banda horizontal.
Assim, nada sugere que nao se verifiquem os pressupostos de linearidade e de homgeneidade
de variancias, admitidos no modelo RLM. Analogamente, no gg-plot comparando quantis
teoricos duma Normal reduzida e quantis empiricos (canto superior direito), existe linea-
ridade aproximada dos pontos, pelo que a hipdtese de Normalidade dos erros aleatérios
também parece admissivel. J& no diagrama de barras das distancias de Cook (canto inferior
esquerdo) ha um facto digno de registo: a observagao correspondente ao ano 1947 tem um
valor elevadissimo da distancia de Cook (superior a 0.8), pelo que se trata dum ano muito
influente no ajustamento do modelo. Dado o elevado nimero de varidveis preditoras, nao
é possivel visualizar a nuvem de pontos associada aos dados, mas uma anéalise mais atenta
da tabela de valores observados (disponivel no enunciado) sugere possiveis causas para este
facto. O ano de 1947 teve uma precipitacao pré-Junho particularmente intensa, a que se
seguiu um més de Agosto anormalmente quente e seco (nas trés variaveis registam-se ob-
servagoes extremas, para os anos observados). O valor muito elevado da distancia de Cook
indica que a exclusao deste ano do conjunto de dados provocaria alteracdes importantes
no modelo ajustado. Finalmente, o grafico de residuos internamente estandardizados (R;)
vs. valores do efeito alavanca (h;) confirmam a elevada distancia de Cook da observagao
correspondente a 1947, e mostram que ela resulta dum residuo internamente estandardi-
zado relativamente grande, em valor absoluto (embora nao extraordinariamente grande),
mas sobretudo dum valor muito elevado (cerca de 0.7) do efeito alavanca. Este altimo valor
sugere que esta observacao esta a “atrair” o hiperplano ajustado, facto que ajuda a esconder
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a natureza atipica desta observacao. FEste exemplo é ainda digno de nota por outra ra-
z30: todas as observacoes tém valores relativamente elevados dos efeitos alavanca. Trata-se
duma consequéncia de se ajustar um modelo complexo (p+1 parametros) com relativamente
poucas observagoes (n=33). Assim, o valor médio dos efeitos alavanca, que numa RLM é
dada por p%l, é cerca de 0.3, existindo varias observagoes com valores superiores do efeito
alavanca.

A discussao dos residuos para o modelo sem o preditor z; é muito semelhante. A distancia
de Cook da observacao relativa a 1947 baixa um pouco, mas permanece muito elevada (cerca
de 0.6), mantendo-se os restantes aspectos ja referidos acima.

(d) O submodelo pedido aqui é o submodelo com os preditores de x1 a 5. Eis o seu ajustamento:

> summary(milhoJun.1m)
[...]
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 12.6476 50.4835 0.251 0.8041

x1 1.0381 0.1655 6.272 1.04e-06 **x*
x2 0.8606 0.4198 2.050 0.0502 .
x3 -0.5710 0.4558 -1.263 0.2210

x4 -1.4878 1.0708 -1.389 0.1761

x5 0.6427 0.5747 1.118 0.2733

Residual standard error: 8.571 on 27 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6435,Adjusted R-squared: 0.5775
F-statistic: 9.749 on 5 and 27 DF, p-value: 2.084e-05

Tratando-se dum submodelo do modelo original (com todos os preditores), pode também
aqui efectuar-se um teste F' parcial para comparar modelo e submodelo. Temos:

Hipoteses: Hy:3; =0, Vj=6,7,8,9 vs. H;:3j=6,7,89 tal que 8; #0

[modelos equivalentes] [modelos diferentes]
ou alternativamente,
Hy: R%2=R2 Vs. Hy:R2>R2
Estatistica do Teste: F' = % . 1§2_le§§ N Flpkn—(pt+1)), Sob Ho

Nivel de significancia: o = 0.05
Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feale > fa(p—kn—(p+1))

Conclusdes: Temos n =33, p=9, k=5, R? = 0.7476 e R? = 0.6435.

Logo, Feae = % X % = 2.371533 < fo.05(4,23) = 2.78. Assim, nao se rejeita

Hy, ou seja, o modelo e o submodelo nao diferem significativamente ao nivel 0.05.

Esta conclusao pode ser confirmada utilizando o comando anova do R:

> anova(milhoJun.lm, milho.1lm)

Analysis of Variance Table

Model 1: y © x1 + x2 + x3 + x4 + x5

Model 2: y 7 x1 + x2 + x3 + x4 + xb + x6 + x7 + x8 + x9
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

1 27 1983.7

2 23 1404.7 4 578.98 2.37 0.08231 .
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Apenas aceitando trabalhar com uma probabilidade de cometer o erro de Tipo I maior,
por exemplo a = 0.10, é que seria possivel rejeitar Hy e considerar os modelos como tendo
ajustamentos significativamente diferentes.

Esta conclusao sugere a possibilidade de ter, ja em finais de Junho, previsdes de producao
que expliquem quase dois tercos da variabilidade observada na producao. No entanto, deve
recordar-se que se trata dum modelo ajustado com relativamente poucas observacoes.

(e) Vamos aplicar o algoritmo de exclusao sequencial, baseado nos testes ¢ aos coeficientes f3; e
usando um nivel de significancia o = 0.10.

Partindo do ajustamento do modelo com todos os preditores, efectuado na alinea 19a),
conclui-se que héd vérias variaveis candidatas a sair (os p-values correspondentes aos testes
a (3j = 0 sdo superiores ao limiar acima indicado). De entre estas, é a variavel z7 que tem
de longe o maior p-value, pelo que é a primeira variavel a excluir.

Apos a exclusao do preditor x7 é necessario re-ajustar o modelo:

> summary(lm(y ~ . - x7, data=milho))
[...]
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 54.8704 70.6804 0.776 0.4451

x1 0.8693 0.1602 5.425 1.42e-05 **x
x2 0.7751 0.3983 1.946 0.0634 .
x3 -0.4590 0.4199 -1.093 0.2852

x4 -0.7982 0.9995 -0.799 0.4324

x5 0.4814 0.5613 0.858 0.3996

x6 2.5245 1.2687 1.990 0.0581 .
x8 0.4137 1.0074 0.411 0.6849

x9 -0.6426 0.6252 -1.028 0.3143

Residual standard error: 7.652 on 24 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7475,Adjusted R-squared: 0.6633
F-statistic: 8.882 on 8 and 24 DF, p-value: 1.38e-05

Assinale-se que o valor do coeficiente de determinacao quase nao se alterou com a exclusao de
x7. Continuam a existir varias varidveis com valor de prova superiores ao limiar estabelecido,
e de entre estas é a varidvel xg que tem o maior p-value: p = 0.6849. Exclui-se essa variavel
e ajusta-se novamente o modelo.

> summary(lm(y ~ . - x7 - x8, data=milho))
[...]
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 58.4750 68.9575 0.848 0.4045

x1 0.8790 0.1558 5.641 7.17e-06 *x*x
x2 0.8300 0.3689 2.2560 0.0335 =
x3 -0.4592 0.4128 -1.112 0.2765

x4 -0.8354 0.9787 -0.854 0.4015

x5 0.5287 0.5401 0.979 0.3370

x6 2.4392 1.2306 1.982 0.0586 .
x9 -0.7254 0.5819 -1.247  0.2240

Residual standard error: 7.523 on 25 degrees of freedom
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Multiple R-squared: 0.7457,Adjusted R-squared: 0.6745
F-statistic: 10.47 on 7 and 25 DF, p-value: 4.333e-06

O valor de R? mantem-se proximo do original e continuam a existir varidveis candidatas a
sair do modelo. De entre estas, é o preditor x4 que tem o maior p-value (p = 0.4015), pelo
que serd o proximo preditor a excluir. O re-ajustamento do modelo sem os trés preditores
ja excluidos (x7, x8 e x4) produz os seguintes resultados:

> summary(lm(y ~ . - x7 - x8 - x4, data=milho))
[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 37.9486 64.2899 0.590 0.5601

x1 0.8854 0.1548 5.718 5.11e-06 *x*x
x2 0.7685 0.3599 2.135 0.0423 =*
x3 -0.3603 0.3941 -0.914 0.3690

x5 0.6338 0.5231 1.212  0.2366

x6 2.7275 1.1772 2.317 0.0286 *
x9 -0.6829 0.5767 -1.184 0.2471

Residual standard error: 7.484 on 26 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7383,Adjusted R-squared: O0.6779
F-statistic: 12.23 on 6 and 26 DF, p-value: 1.624e-06

Apos a exclusao de trés preditores, o coeficiente de determinacdo continua proximo do
valor original: R? = 0.7383. Esta quebra pequena reflecte os valores elevados dos p-values
associados aos preditores excluidos. Mas ha mais preditores candidatos a exclusao, sendo
x3 a proxima variavel a excluir do lote de preditores (p=0.3690 > 0.10).

> summary(lm(y ~ . - x7 - x8 - x4 - x3, data=milho))
[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 39.3646 64.0755 0.614 0.5441

x1 0.8870 0.1544  5.747 4.13e-06 *xx
x2 0.7562 0.3586 2.109 0.0444 =
x5 0.4725 0.4910 0.962 0.3444

x6 2.4893 1.1445 2.175 0.0386 *
x9 -0.8320 0.5515 -1.509 0.1430

Residual standard error: 7.461 on 27 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7299,Adjusted R-squared: 0.6799
F-statistic: 14.59 on 5 and 27 DF, p-value: 5.835e-07

Hé4 ainda candidatos a exclusdo, sendo x5 a exclusdo seguinte.

> summary(lm(y ~ . - x7 - x8 - x4 - x3 - x5, data=milho))
[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 87.1589 40.4371 2.155 0.0399 *
x1 0.8519 0.1498 5.688 4.25e-06 **x*
x2 0.5989 0.3187 1.879 0.0707 .
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x6 2.3613 1.13563 2.080 0.0468 =*
x9 -0.9755 0.5302 -1.840 0.0764 .

Residual standard error: 7.451 on 28 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7206,Adjusted R-squared: 0.6807
F-statistic: 18.06 on 4 and 28 DF, p-value: 1.954e-07

Tendo em conta que fixdmos o limiar de exclusao no nivel de significancia o = 0.10, nao
ha mais variaveis candidatas & exclusao, pelo que o algoritmo termina aqui. O modelo
final escolhido pelo algoritmo tem quatro preditores (x1, x2, x6 e x9), e um coeficiente de
determinacdo R? = 0.7206. Ou seja, com menos de metade dos preditores iniciais, apenas
se perdeu 0.027 no valor de R?.

O valor relativamente alto (a = 0.10) do nivel de significincia usado é aconselhével, na
aplicacao deste algoritmo, uma vez que variaveis cujo p-value cai abaixo deste limiar podem,
se excluidas, gerar quebras mais pronunciadas no valor de R?. Tal facto é ilustrado pela
exclusao de zg (a exclusdo seguinte, caso se tivesse optado por um limiar o = 0.05):

> summary(Ilm(y ~ . - x7 - x8 - x4 - x3 - x5 - x9, data=milho))
[...]

Residual standard error: 7.752 on 29 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6869,Adjusted R-squared: 0.6545
F-statistic: 21.2 on 3 and 29 DF, p-value: 1.806e-07

Dado o numero de exclusoes efectuadas, pode desejar-se fazer um teste F' parcial, com-
parando o submodelo final produzido pelo algoritmo e o modelo original com todos os
preditores:

> anova(milhoAlgExc.lm, milho.1m)
Analysis of Variance Table

Model 1: y © x1 + x2 + x6 + x9
Model 2: y 7 x1 + x2 + x3 + x4 + xb + x6 + x7 + x8 + x9

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 28 1554.6
2 23 1404.7 5 149.9 0.4909 0.7796

O p-value muito elevado (p = 0.7796) indica que nao se rejeita a hipotese de modelo e
submodelo serem equivalentes.

Como foi indicado nas aulas, existe uma funcao do R, a funcao step, que automatiza um
algoritmo de exclusao sequencial, mas utilizando o valor do Critério de Informagcao de Akaike
(AIC) como critério de exclusao dum preditor em cada passo do algoritmo. Esta funcao
produz neste exemplo o mesmo submodelo final, como se pode constatar na parte final desta
listagem:

> step(milho.1lm)
Start: AIC=143.79
y “x1 +x2 + x3 + x4 + x5+ x6 + x7 + x8 + x9
[...]
Step: AIC=137.13
y ~ x1 + x2 + x6 + x9
Df Sum of Sq RSS AIC
<none> 1554.6 137.13
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- x9 1 187.95 1742.6 138.90
- x2 1 196.01 1750.6 139.05
- x6 1 240.20 1794.8 139.87
- x1 1 1796.22 3350.8 160.47
Call: lm(formula =y ~ x1 + x2 + x6 + x9, data = milho)

Coefficients:
(Intercept) x1 x2 x6 x9
87.1589 0.8519 0.5989 2.3613 -0.9755

Refira-se que as varidveis meteoroldgicas mais associadas & previsao da produgao sao a
precipitagao pré-Junho (z3), a precipitagao em Julho (x¢) e a temperatura em Agosto (xg).
Finalmente, refira-se que, caso esteja disponivel software adequado, pode recorrer-se a uma
pesquisa completa de todos os subconjuntos, a fim de escolher os melhores, para cada nimero
k de preditores. Como referido nas aulas, o médulo leaps do R disponibiliza um comando
de igual nome para fazer essas escolhas. FEis os comandos e a listagem produzida, para o
conjunto de dados deste Exercicio.

> library(leaps)
> leaps(y=milho$y , x=milho[,-10], method="r2", nbest=1)
$which

1 2 3 4 5 6 7 8 9
TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE
TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE
TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE TRUE
TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE
TRUE TRUE TRUE FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE
TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE
TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE TRUE TRUE
TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE
L]
$r2
[1] 0.5633857 0.6566246 0.6868757 0.7206491 0.7299145 0.7383258 0.7457353
[8] 0.7475100 0.7475856

O 00 N 0Lk WN =

m/

Na matriz de valores logicos, cada linha corresponde a uma cardinalidade (ntumero de va-
ridveis) do subconjunto preditor, e cada coluna corresponde a uma das variaveis preditoras.
As colunas que tenham o valor 16gico TRUE, na linha correspondente a k preditores, cor-
respondem a varidveis que pertencem ao melhor subconjunto de k preditores. Repare-se
como o melhor subconjunto de quatro preditores é o subconjunto x1, x2, x6 e x9, escolhido
pelo algoritmo de exclusdo sequencial (nas suas duas versoes). Alids, em todos os passos
intermédios do algoritmo, o subconjunto de k preditores escolhido acaba por revelar-se o
subconjunto 6ptimo, ou seja, o subconjunto de preditores que estd associado aos maiores
valores do Coeficiente de Determinagao.

(f) O ajustamento pedido nesta alinea produziu os seguintes resultados:

> summary (lm(I(y*0.06277) ~ x1 + I(x2%25.4) + I(x6%25.4) + I(5/9%(x9-32)), data=milho))

[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 3.5114712 1.5019053 2.338 0.0268 *
x1 0.0534744 0.0094015 5.688 4.25e-06 **x*
I(x2 * 25.4) 0.0014800 0.0007877 1.879 0.0707 .
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I(x6 * 25.4) 0.0058354 0.0028055 2.080 0.0468 =*
I(5/9 * (x9 - 32)) -0.1102213 0.0599066 -1.840 0.0764 .

Residual standard error: 0.4677 on 28 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7206,Adjusted R-squared: 0.6807
F-statistic: 18.06 on 4 and 28 DF, p-value: 1.954e-07

Comparando esta listagem com os resultados do modelo final produzido pelo algoritmo
de exclusao sequencial, nas unidades de medida originais (ver alinea 19e), constata-se que
as quantidades associadas & qualidade do ajustamento global (R2, valor da estatistica F
no teste de ajustamento global) mantém-se inalteradas. Trata-se duma consequéncia do
facto de que as transformagoes de variaveis foram todas transformagoes lineares (afins).
No entanto, e tal como sucedia na RLS, os valores das estimativas b; sao diferentes. O
facto de que a informacao relativa aos testes a 8; = 0 se manter igual, para os coeficientes
B; que multiplicam as variaveis preditoras (isto é, quando j > 0), sugere que se trata
de alteragoes que apenas visam adaptar as estimativas as novas unidades de medida, nao
alterando globalmente o ajustamento.

20. (a) i. Hipoteses: Hy: 1 =02 =0, vs. H1: f1 #0 ou pg #0.
Estatistica do teste: F' = % li{ég N Fpn—(p+1)), sob Ho.
Nivel de significancia: « = 0.05.

Regido Critica (Unilateral direita): Rejeitar Ho se Feaie > fo (pn—(p+1)) = J0.05(2,28)
~3.33 (entre 3.32 e 3.39, nas tabelas).

Conclusoes: O enunciado indica que o valor calculado da estatistica é F,.,. = 255.
Assim, rejeita-se Hy, indicando que o modelo RLM difere significativamente do
modelo nulo.

ii. Nos testes a que o coeficiente §; de cada preditor (j = 1,2) seja nulo, os valores de
prova dados no enunciado indicam que ambos sao inferiores a a=0.05, pelo que havera
rejeicao de Hy : ;=0 em ambos os casos e, ao nivel a=0.05, qualquer das regressoes
lineares simples possiveis tera uma qualidade de ajustamento significativamente pior. Ja
ao nivel a=0.01 a situagao é diferente. Enquanto o p-value para o teste a Hy : 1 =0 ¢é
p<2x10716, ou seja, indistinguivel de zero e portanto indicando com grande conviccio
que B # 0, ja o valor de prova no teste a Hy : o=0 é p=0.0145 e portanto superior
a a=0.01. Assim, e embora por pouco, nao se rejeita a hipotese Hy : S2 =0 ao nivel
de significancia a = 0.01. Como tal, uma regressao linear simples de Volume sobre
Diametro nao difere significativamente (para «=0.01) da regressao com dois preditores
ajustada no enunciado.

iii. Sabemos que numa regressao linear simples, o coeficiente de determinacao é o quadrado
do coeficiente de correlacao entre o preditor e a variavel resposta. Com base na matriz de
correlagoes disponivel no enunciado geral, temos que, na RLS de Volume sobre Diametro
o coeficiente de determinacao é R?=0.9671194%=0.9353199, enquanto que na RLS de
Volume sobre Altura o coeficiente de determinacio é R? = 0.5982497% = 0.3579027.
Estes valores sdo coerentes com os resultados da alinea anterior. Quanto aos valores
das estatisticas F' nos testes de ajustamento global, podem ser obtidos pela férmula da
RLS, F = (n—2)%. Os valores nas duas regressoes lineares simples sao (e indicando

o preditor pela sua inicial) Fp =29 x % =419.3605 e Fy =29 x % =
16.16449.
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(b) Consideremos agora o modelo com base nas transformacoes logaritmicas das trés variaveis
originais. Designaremos por y o log-volume, por x; o log-didmetro e por xo a log-altura.

i. Partindo da relagao linear entre as varidveis logaritmizadas, tem-se:

In(y) =byp+ by Inxy + by Inzy & y= gbotbrInzi+by Inzo

& y= ebo eb1 Inzy eb2 Inxo
by bo
& y= ebo elna:1 elna:2
~~
:bs

& y=byabralr

Assim, y é proporcional ao produto de poténcias de cada um dos preditores. A superficie
em R? ajustada a nuvem de pontos das observacoes originais terd, tendo em conta

1 di o iad = _ ,—6.63162 ,.1.98265 ,.1.11712
os valores disponiveis no enunciado, equacao y = e x] x5
Volume=0.001318 Diametro' 8265 Altura®1712.

ii. Esta frase baseia-se numa comparacao errada, uma vez que as escalas da variavel res-
posta y (usadas para medir, residuos e todas as Somas de Quadrados numa regressao,
logo também usadas para obter os coeficientes de determinagao e portanto também o
valor da estatistica F') sado diferentes nos dois modelos ajustados. Enquanto que na
alinea anterior o volume era medido na escala original, nesta alinea a regressao linear
usa a escala logaritmica para os volumes. Assim, o R? da alinea anterior media a pro-
porcao da variabilidade dos volumes observados que era explicada pela regressao entao
usada, nesta alinea o R? mede a variabilidade dos log-volumes observados que é expli-
cada pela nova regressao. Os SQT's de cada alinea nao sao iguais. Nao sao correctas as
comparacoes referidas na frase do enunciado.

, ou seja,

(c) A troca de varidvel resposta piorou claramente o valor de R? do ajustamento. Este resultado
pode parecer surpreendente & primeira vista, uma vez que do ponto de vista algébrico, uma
relacao da forma y = Sy + 1 x1 + B2 T2 é equivalente a x9 = y*%ﬁ% =05+ i+ 65y
(com Bf = %’ B = 75—621 e 5= %) Além disso, numa regressao linear simples, a troca do
preditor e da variavel resposta, se bem que muda a equacao da recta ajustada, ndo muda a
qualidade do ajustamento (uma vez que R? = rgy, e o coeficiente de correlacdo é simétrico

nos seus argumentos). Mas numa regressao linear multipla, permutar a variavel resposta

com um dos preditores pode, como este exemplo ilustra, gerar um modelo de qualidade

bastante diferente. O exemplo sugere a razao de ser deste facto: as varidveis Volume e

Diametro estao fortemente correlacionadas entre si. Qualquer modelo de regressao linear

que tenha uma dessas varidveis como variavel resposta, e a outra como preditor, terd de

ter R? > (0.9671194)? = 0.9353199. Mas a variavel Altura, que foi agora colocada como
varidvel resposta, nao esta fortemente correlacionada com nenhuma das duas outras. Ao

desempenhar o papel de varidvel resposta, com as outras duas varidveis como preditores, o

valor do R? resultante podera ser elevado, mas como este exemplo ilustra, podera nio o ser.

21. Vamos contruir o intervalo de confianca a (1 — a) x 100% para atB, a partir da distribuigao
indicada no enunciado. Sendo fe o valor que, numa distribuigao ¢, _(,1), deixa a direita uma
regiao de probabilidade «/2, temos a seguinte afirmagao probabilistica, na qual trabalhamos a
dupla desigualdade até deixar a combinagao linear (para a qual se quer o intervalo de confianga)

ISA/ULisboa — Modelos Matemdticos e Aplicagoes — Prof. Jorge Cadima — 2020-21 47



1 REGRESSAO LINEAR

isolada no meio:

th _
P|—ta < a'BA a’p < ta = l—«a
2 o =z 2
atB i
th t3 ] _
P|:—t% Jat5<aﬁ—aﬂ<t% UatE = l—«a
t3 3 -] _ g
P[t% G 43 > af-af > —ta Y1 e (multiplicando por — 1)
th ta t A ] _
P[a,B—t2 atE<aﬂ<aﬂ+tg 6.5 = 1—«a

Assim, calculando o valor a'b = agbg+a1b; +...+apb, do estimador at,B e o erro padrao & 5 para
a

a nossa amostra, temos o intervalo a (1—a)x100% de confianga para atﬁ = apfo+aiBi+...+apBp:

t ~ t ~
| ab—tep gy Oup » AP FTlelm—+1) 0,5

22. Parte-se duma regressao linear simples relacionando a varidvel resposta Peso e o preditor Calibre.

(a) A ordenada na origem natural é Sy = 0: a calibre nulo corresponde inexisténcia de fruto,
ou seja, peso nulo. O intervalo a 95% de confianca para a ordenada na origem ¢ dado por:

] bo—t%(n_g)-&BO , bo+t%(n_2)-&30 [

No enunciado verifica-se que by = —210.3137, com erro padrao associado &BO = 3.8078. Tem-
se ainda t g25(1271) = 1.96. Logo, o IC pedido ¢ | —217.777, —202.8504 [. Este intervalo esta
muito longe de incluir o valor natural Sy = 0, pelo que essa eventualidade pode ser excluida.
Nao sendo um resultado encorajador, a verdade é que nao faz sentido utilizar um modelo
deste tipo para frutos de calibre proximo de zero. Os calibres utilizados no ajustamento do
modelo variaram entre 53 e 79, pelo que deve evitar-se utilizar este modelo para calibres
muito distantes da gama de calibres observados.

(b) Nesta alinea ajustou-se um polinémio de segundo grau, através dum modelo de regressao
multipla em que X; = Calibre e X, = Calibre?. A equacdo de base neste modelo &
Peso = 3y + 81 Calibre + (5 Calibre?.

i. A equacio da parabola ajustada é: Peso = 72.33140—3.38747 Calibre+0.06469 Calibre?.
Observe como a ordenada na origem e o coeficiente da varidvel Calibre sao radicalmente
diferentes do que eram na regressao linear simples.

ii. O modelo linear e o modelo quadratico sao equivalentes caso fo = 0. Essa hipotese
pode ser testada como qualquer outro teste ¢ a um parametro §; individual do modelo:
Hipoteses: Ho: Bo=0 vs. Hy: B3#0.

Estatistica do teste: T = 5%;20 N e (pt1)

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regido Critica (Bilateral): Rejeitar Ho se |Teaic| > ta/2 (n—3) = to.025(1270) =~ 1.962.
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Conclusoes: O valor calculado da estatistica do teste ¢ dado no enunciado, na pe-

naltima coluna da tabela Coefficients: Toqe = 8:8%2? = 6.064. Logo, rejeita-se
claramente a hipotese nula S = 0, pelo que o modelo polinomial (quadratico) tem
um ajustamento significativamente melhor que o modelo linear. Repare-se como
este resultado estd associado a um aumento bastante pequeno do coeficiente de de-
terminacio R? (de 0.8638 para 0.8677). Este facto est4, mais uma vez, associado
a grande dimensao da amostra (n = 1273), que permite considerar significativas

diferencas tao pequenas quanto estas.

23. (a) O modelo de regressao linear multipla relaciona uma variavel resposta Y com p variaveis
preditoras X1, Xo, ..., X;,. Designando por Y o vector das n observacoes da varidvel resposta

Y, € o vector dos n erros aleatorios correspondentes, 8 o vector dos p + 1 parametros do
modelo, By, f1, ..., Bp, € X a matriz n x (p + 1), cuja primeira coluna é constituida por n
uns e cada uma das restantes p colunas contém as n observacoes duma varidvel preditora,

tem-se:
Y Loaygy oy, 0 Tpg, Bo €1
Ys Lorgy Tany o Tpg, b1 €2
Y=| ¥ | x=|1 %15, %2u, - Tpy | f=| P2 | e=| €
Y Loy, @2, o0 Tpg, Bp €n

O modelo de regressao linear multipla é entao dado por:

i, Y=XB+¢

ii. €N N0, o21,),
sendo 0 o vector de n zeros e I,, a matriz identidade n x n. Na segunda condic¢ao, indica-se
que o vector dos erros aleatorios segue uma distribuigao Multinormal, com vector médio
dado pelo vector de zeros (ou seja, cada erro aleatorio individual tem valor esperado zero)
e matriz de varidncias-covariancias diagonal, com os elementos diagonais todos iguais a
0%, Uma vez que, numa matriz de (co-)variancias os elementos diagonais representam as
variancias de cada componente do vector, esta condicio indica que V]e] =02, Vi. O facto
de os elementos ndo diagonais da matriz 0?1, serem todos nulos equivale a dizer que a
covariancia entre elementos diferentes do vector aleatorio dos erros é sempre nula (ou seja,
Covle;, €;]=0, sempre que i#j) e, como sabemos, numa distribuicdo Multinormal tal facto
implica a independéncia desses elementos.

—

(b) O vector B = (BO,BL ...,Bp)t dos estimadores dos p + 1 parametros dum modelo linear é

dado (ver formulério) por B = (X!X)~!X*Y. Mas, pelo modelo, tem-se Y = Xf + €.
Substituindo, tem-se:

B = (XIX)'X{XB+6&) = (XIX)IX'XB+ (XIX)'Xfe = B+ (X'X)'X'E,
| S —
=1
como se pedia para mostrar.

(¢) A expressao da alinea anterior é a soma dum vector nao aleatorio, 8, com um vector aleato-
rio, (X!X)~!X’€. Ora, para qualquer vector aleatério W e vector nio aleatorio a verifica-se

—

E[W +a] = E[W] + a. Logo, no nosso caso, tem-se: E[8] = E[f + (X!X) 1X'g] =
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B+ E[(X!'X)"!X%]. A segunda parcela ¢ o vector esperado dum vector que resulta de
multiplicar uma matriz ndo aleatéria ((X‘X)~!X*) por um vector aleatério (€). Por outra
propriedade operatoria dos vectores esperados, tem-se E[BW] BE[W], onde B é uma

matriz niio aleatoria. Assim, E[f] =B+ E[(X!X) 1X€|=B+(X!X) X! E[¢] = f+0=2.
—
=0
Por outro lado, tendo em conta a propriedade operatoria geral de matrizes de (co-)variancias,
VW + a] = V[W], tem-se V[,B] VB + (X'X)~ !X = V[(X!X) 'X'€]. Outra proprie-
dade operatoria de matrizes de (co-)variancias diz-nos que V[BW] = BV[W]B!, para uma
matriz ndo aleatoria B. Logo (e sendo no nosso caso B = (X!X)~!X"), tem-se:

VB = VI(X'X)'XE = (XIX)" X Ve [(xtx)~' X!’

= (X'X)'X'0%L, X [(XIX) T = XK [(XIX)] T = 2(XX) L

24. O R? modificado definiu-se como Rm a=1— QQ%RTE onde QMT = SQT 33.

SQRE
_ QMRE 1) —1 SQRE SQRE _ SQT—-SQR 2
(a) Tem-se Rmod 1— ONT =1- SC% —1—n_"(p+1) X o Mas SoT = s07 =1-R?.

Substituindo na expressdo anterior, tem-se o resultado pretendido: R? ,=1—-(1-R?)

n—1
n—(p+1)"

(b) Por defini¢do, a estatistica do teste F' de ajustamento global tem valor F.,. = QMR

QMRE
n—(p+1) = _R? 2
— T =R —14(1-

RE) ity = (1R [0+ ety | = (- R [FREEEE | = (0= By Lomo,

Ora, usando a expressdo da alinea anterior, tem-se R%— Rmod

(p+1) —(p+1)

R _ R? _ n—(p+1) R _ :
PR, )Ly b X o = Fuc, como se queria mostrar.

n—1

—(p+1)
(1-R?)- n(lerl) - (pH) <1-R?’& R*<1 - an = 2= /{ 7’{“’ /1/:—1 como se pedia
para mostrar. Se esta condl(;ao se verifica, tem-se, a partir da expressao da alinea anterior,
que F,q. terd valor inferior a 1. Uma rapida vista de olhos pelas tabelas da distribuicao F
mostra que valores de Fy inferiores a 1 nunca conduzem (para os niveis de significancia
usuais) a rejeicao da Hy, pelo que o modelo ajustado ndo passa o teste de ajustamento
global. Assim, ajustamentos de modelos em que p seja pouco menor do que n—1 podem

nao passar o teste de ajustamento global, mesmo com valores relativamente elevados de RZ.

(¢) Usando os resultados da primeira alinea, tem-se R2, <0 < 1—(1—R?)~ <0&1<

2 Analise de Variancia

1. (a) Trata-se dum delineamento a um tnico factor (as variedades de tomate), sendo a variavel
resposta Y a resisténcia da pelicula (em ¢f). Em cada um dos k=6 niveis do factor ha
ne=3 repeti¢oes (as parcelas). O numero igual de repeti¢des nas 6 situacoes experimentais
significa que o delineamento é equilibrado. O modelo ANOVA a um factor corresponde a:

i. A resisténcia Yj;, na j-ésima parcela (j=1,2,3) associada a variedade i (1=1,...,6), é
dada por:
Yij=m +o;+e€;5, Vi, j,
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sendo p a resisténcia esperada da primeira variedade; o; = pu; —pq o efeito (acréscimo
a resisténcia média da primeira variedade) da variedade i (com «; =0); e €; o erro
aleatorio da observacao Y;. Iremos (tal como o programa R) admitir que as variedades
estao ordenadas por ordem alfabética, com os nomes de nivel numéricos a cabega, pelo
que a primeira variedade acima referida é a variedade 18.

ii. Admite-se que os erros aleatorios sao todos Normais, de média zero e variancias homo-
géneas, ou seja, para qualquer i, j:

€ij ﬁN(0,0’z) .

iii. Admite-se que os erros aleatorios €;; sao independentes.

(b) A tabela-resumo tera apenas duas linhas (além da linha correspondente aos Totais), asso-
ciadas respectivamente aos efeitos do Factor e & variabilidade Residual.

i. Sabemos que os graus de liberdade dos efeitos do factor sao k—1=5 e que os graus de
liberdade residuais sdo n—k=18—6 =12. As féormulas para as Somas de Quadrados

k
sao dadas no formuldrio. A Soma de Quadrados Residual ¢ SQRE = > (n; —1)s?
i=1
e, tratando-se dum delineamento equilibrado com n. = 3 repeticoes em cada nivel,
k
tem-se SQRE = (n.—1) Y. s?. Usando as variancias amostrais de nivel dadas no
i=1

enunciado, vem SQRE =2 x (14713.08 + 367.9434 + 5881.921 + 33132.64 + 5.414433 +
47.11163) = 108296.2. E possivel calcular SQF através da sua férmula, uma vez que
sao disponibilizadas as médias amostrais de nivel e globais. Mas é mais simples obter
esse valor constatando que, numa ANOVA a um factor, se tem SQF =SQT—-SQRE.
No nosso caso SQT = (n— 1)33 =17 x 34517.82 =586 802.9. Logo, SQF =478 506.7.
Dividindo estas Somas de Quadrados pelos graus de liberdade antes referidos obtém-se
os Quadrados Médios, e dividindo QM F por QM RE obtem-se o valor calculado da
estatistica do teste F' aos efeitos do factor. Eis a tabela-resumo:
‘ g.l. ‘ SQs ‘ Quadrados Médios ‘ Foe
5 ‘ 478506.7 | AB206T =05 701.35 | Flye = o = 210135 — 10.6044

Factor QMRE — 9024.685
. 108296.2 _ _
Residual | 12 | 108296.2 | 1082962 — 9024685

ii. Usando o R, confirmamos a tabela-resumo agora obtida:

> tomate.aov <- aov(res.pel ~ variedade , data=tomate)
> summary (tomate.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
variedade 5 478507 95701 10.6 0.000448
Residuals 12 108296 9025

(c) Eis o teste aos efeitos do factor (variedade):
Hipoteses: Hy : «; =0, Vi vs. Hy : Jital que «; # 0.
Estatistica do Teste: F' = % N Flp1,nt)» SOb Ho.
Nivel de significancia: « = 0.05.
Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feare > fo.05(5,12) =3-11.

Conclusoes: Como F,. = 10.6044 > 3.11, rejeita-se Hy, concluindo-se que existem de
efeitos de variedade (ao nivel @ = 0.05), o que corresponde a afirmar que existem
variedades de tomate cujas peliculas tém resisténcia média diferentes de outras.
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2 ANALISE DE VARIANCIA

(d) O valor de prova (p-value) associado ao valor calculado da estatistica de teste é p=0.000448.
Pela propria definicao de p-value, esta é a adrea a direita de Fi4.=10.6044, numa distribuigao
F5,19)- Logo, seria preciso fazer um teste de hipoteses com nivel de significancia a=0.000448

ou inferior) para que F,,. nao pertencesse a Regiao Critica e a conclusao do teste pudesse
g
ser a de nao rejeitar Hy.

(e) Tal como nas regressoes lineares, a primeira coluna da matriz X é uma coluna de uns.
No contexto duma ANOVA a um factor, as restantes colunas sao varidveis indicatrizes
de pertenca de cada observacao a um dos niveis do factor, ou seja, colunas com apenas
dois valores: “1” associado a observagoes que pertencem ao nivel do factor em causa, e “0”
associado a observacoes associadas a outros niveis do factor. A restri¢do imposta no modelo
(a1 =0) implica que nao hé indicatriz do primeiro nivel do factor, neste caso, o nivel “18”.
Assim, neste caso teremos uma primeira coluna de n =18 uns e cinco colunas indicatrizes
dos segundo, terceiro, quarto, quinto e sexto niveis do factor (Zy, Zs, Z4, Z5 e Zg), como se
pode confirmar através do comando referido no enunciado:

> model.matrix(tomate.aov)
(Intercept) variedade28 variedade29 variedade40C variedadeAce variedadeRoma

1 1 0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0 0
3 1 0 0 0 0 0
4 1 1 0 0 0 0
5 1 1 0 0 0 0
6 1 1 0 0 0 0
7 1 0 1 0 0 0
8 1 0 1 0 0 0
9 1 0 1 0 0 0
10 1 0 0 1 0 0
11 1 0 0 1 0 0
12 1 0 0 1 0 0
13 1 0 0 0 0 1
14 1 0 0 0 0 1
15 1 0 0 0 0 1
16 1 0 0 0 1 0
17 1 0 0 0 1 0
18 1 0 0 0 1 0

A ordem dos niveis do factor no R é, por omissao, a ordem alfabética dos nomes dos niveis.
Mas essa pode nao ser a ordem pela qual as observagoes surgem nas linhas da data frame
com os dados. Neste exemplo, a variedade Roma surge como tltimo nivel (altima coluna
de X), mas as observagoes dessa variedade nao estao nas linhas finais da data frame, razao
pela qual as duas colunas finais de X parecem ’trocadas’.

(f) Os valores ajustados ffij, numa ANOVA a um factor, sao as médias amostrais do nivel a
que cada observacao pertence. Assim, tem-se:

> fitted(tomate.aov)
1 2 3 4 5 6 7 8
560.6433 560.6433 560.6433 241.4833 241.4833 241.4833 290.9500 290.9500
9 10 11 12 13 14 15 16
290.9500 705.7800 705.7800 705.7800 332.1067 332.1067 332.1067 377.2533
17 18
377.2533 377.2533

Estas sdo as médias de variedade dadas no enunciado (arredondadas a uma casa decimal).
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(g) O facto dos residuos se encontrarem ‘empilhados’ em seis colunas é o reflexo natural do
facto, referido na alinea anterior, de apenas haver seis diferentes valores ajustados nesta
ANOVA: as seis médias amostrais de cada variedade, 9;; = 7; (j =1,2,3). Este facto
ajuda a identificar as observagoes associadas aos residuos de maior magnitude. Assim, por
exemplo, o maior residuo (em modulo) corresponde ao ponto no canto inferior direito. Por
estar associado a uma média y; de aproximadamente 700, tem de corresponder a variedade
40C. Por ser um residuo negativo, tem de corresponder a uma observac¢ao com valor inferior
a média dessa variedade, o que apenas acontece com a primeira das trés observacoes desse
nivel. Assim, a observacao a que corresponde o referido residuo é a observacao 4,1 =>503.51.
Embora o nimero de repeti¢oes em cada nivel (n.=3) seja muito baixo, e portanto suscepti-
vel de gerar impressoes enganadoras, o grafico sugere alguma heterogeneidade nas variancias
de Yj; em cada nivel. Os valores das variancias amostrais de nivel indicam que ha variedades
com muito pouca variabilidade nas resisténcias observadas (como a Ace, com s2 =5.414433)
e outras com uma variabilidade muito maior (como a 29, com sg =5881.921, mais de cem
vezes maior).

2. Neste exercicio sobre os estomas das folhas de café, nao estao disponiveis os dados originais.
Apenas se conhece a tabela dos valores médios e varidncias amostrais de cada variedade.

(a) A variavel resposta Y é o comprimento médio dos estomas das folhas duma planta. Para
explicar a variabilidade dos valores desta variavel, apenas se dispoe de um factor: o factor
variedade, com k=3 niveis (as trés variedades indicadas no enunciado). O modelo ANOVA
¢ assim o modelo a um factor, semelhante ao do primeiro exercicio. E um delineamento
equilibrado, pois existem n; =12 observagoes para qualquer variedade (i=1, 2, 3), perfazendo
um total de n=3 x 12=36 observacoes Y;;. Eis o modelo:

LYj=m+a+e;, V=123, ,757=12,..,12, com a; =0, onde
e Y;; indica o comprimento médio dos estomas das folhas da planta j da variedade ¢;

e 1 indica o comprimento médio populacional dos estomas das folhas de plantas da
primeira variedade (i = 1) que &, por ordem alfabética, a variedade CA;
e «; indica o efeito (acréscimo em rela¢ao a média da variedade CA) da variedade i; e
e ¢;; indica o erro aleatério associado a observagao Yj;.
ii. €; N N(0,0%), Vi,j.
iii. {€;;}i; constitui um conjunto de variéveis aleatérias independentes.
(b) Comecemos pelo célculo das Somas de Quadrados. Uma vez que o delineamento é equlibrado
(igual nimero de observagoes em cada nivel), a média global da totalidade das 36 observagoes
(7 ) ¢ amédia simples das trés médias de nivel dadas na tabela: 7 =(22.85833+419.49333 +

25.31583)/3 =22.55583. Tendo em conta as férmulas vistas nas aulas teoricas e os valores
dados no enunciado, temos:

SQRE = (n.—1) > s} = 11x (13.69303 + 2.725424 + 9.388936) = 284.1983 ;
i=1

3
SQF = neY (@ —-7.)
i=1

= 12 x ((22.85833—22.55583)% + (19.49333 —22.55583)2 4 (25.31583 —22.55583)?)
= 205.0561,
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2 ANALISE DE VARIANCIA

Logo, tem-se a seguinte tabela-resumo:

Fonte gl SQ QM Fcalc

Factor k=1=2 | SQF =205.0561 | QMF =397 =102.5281 | % = 11.90516

Residuos | n—k = 33 | SQRE = 284.1983 | QM RE = 29EE — 8 61207

(c) Neste caso, e uma vez que nao sao conhecidas as observagoes individuais, apenas é possivel
calcular a variancia da totalidade das n = 36 observacgoes recorrendo & decomposicao da
Soma de Quadrados Total correspondente a esta ANOVA:

9 SQT SQF + SQRE 205.0561 + 284.1983 489.2544

_ _ _ _ — 13.9787 .
v T 1 n—1 35 35

Repare-se que este valor nao ¢ a média das varidncias amostrais de nivel.

(d) Embora se possa escrever as hipoteses do teste com base nos efeitos «; do factor (como se fez
no exercicio anterior), nas ANOVAs a um tunico factor é equivalente formular as hipoteses em
termos das médias populacionais (valores esperados das observagoes E[Y;;] = p; = p1 + o)
em cada nivel do factor. Eis o teste com « = 0.05:

Hipoteses: Hy: pp = o = pg vs. Hy: 3i,i’ tal que p; # pyr.

Estatistica do teste: F' = % N Fr—1,n—k), sob Ho.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regido Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feae > foos(2,33) ~ 3.30 (entre
os valores tabelados 3.23 e 3.32).

Conclusoes: O valor da estatistica do teste foi calculado na alinea anterior: Fiy . =
11.90516. E um valor significativo ao nivel a = 0.05 e rejeita-se Hy a favor da hipotese
de que existem efeitos do factor, ou seja, de que o comprimento médio dos estomas das
folhas nao é igual em todas as variedades.

O valor de prova associado & estatistica calculada é (tendo em conta a natureza unilateral

direita do teste) P[F{(233) > Frale] = P[F{(2,33) > 11.90516]. Nio ¢ possivel obter este valor
nas tabelas, mas pode calcular-se essa probabilidade com o auxilio do R:

> 1-pf(11.90516, 2,33)
[1] 0.000128065

Assim, tem-se p = 0.000128065.

(e) [Material Complementar| Sabemos que duas médias de nivel p; e i devem ser consi-
deradas diferentes caso as respectivas médias amostrais difiram (em moédulo) mais do que

QMRE

Ne

o termo de comparagao qu(knk) , onde gq(kn k) corresponde ao valor que deixa a

sua direita uma regiao de probabilidade o numa distribuicao de Tukey de parametros k e
n—=k, e n. indica o nimero comum de observacoes em cada nivel do factor (o resultado que
sustenta o teste de Tukey parte do pressuposto que o delineamento é equilibrado). No nosso
caso tem-se k = 3 e n = 36. Trabalhando (como pedido no enunciado) com « = 0.05, e
recorrendo as tabelas da distribui¢do de Tukey (tabelas especificas, disponiveis na pégina
web da disciplina), tem-se 0.05(3,33) = 3-47. Um valor mais preciso pode ser obtido atraveés
do comando gtukey do R:
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> qtukey(0.95, 3, 33)
[1]1 3.470189

Sabemos pela alinea (b) que QM RE = 8.61207 e também que n. = 12. Logo, o termo de
comparagao é dado por qu(k,nk) W/QMRE 3.470189 x \/%2207 = 2.490459. Calculando

Ne =
as diferencas entre as médias amostrais de cada variedade, obtém-se a seguinte tabela:

Wi — Y| | CA (i’=1) CL (i'=2) PR (i'=3)
CA (i=1) - 3.3650 2.4575
CL (i=2) | 3.3650 - 5.8225
PR (i=3) | 24575 5.8225 -

Assim, ao nivel de significancia o = 0.05, o comprimento médio dos estomas de folhas da
variedade CL ¢é diferente, quer do comprimento médio da variedade CA, quer do comprimento
meédio da variedade PR. No entanto, nao se pode considerar (por pouco) significativamente
diferentes os comprimentos médios dos estomas de folhas das variedades CA e PR.

Existem duas formas frequentes de representar esta conclusao, sendo usual em ambas orde-
nar os niveis do factor por ordem crescente das respectivas médias, e:

i. sublinhando-se com tragos os grupos de niveis cujas médias nao diferem significativa-
mente o que, nesta alinea (ao nivel «=0.05) produz o seguinte resultado:
CL CA PR
19.49333 22.85833 25.31583
ii. ou colocando uma mesma letra ao lado das variedades cujas médias nao se consideram
significativamente diferentes, por exemplo:
CL CA PR
19.49333%  22.85833" 25.31583°
Assim, a média de CL é significativamente diferente das médias, quer de CA, quer de PR
(com quem nao partilha letras em comum), mas ja a média da variedade CA nao difere
significativamente da média de PR (uma vez que partilham a mesma letra).

3. A variavel resposta Y &, neste caso, a varia¢ao de massa (coluna variacao.massa na data frame).
Existem ao todo n = 50 observacoes.

(a) Para estudar este problema através duma ANOVA, ignora-se os valores numeéricos das con-
centracoes de dioxido de carbono, tratando cada diferente concentracao apenas como um
diferente tratamento. Assim, o factor C'Oy terd k=5 niveis, havendo (n; =10=n.) observa-
¢oes para cada concentracao de C'Oy (nivel do factor). O modelo ANOVA associado a este
delineamento é o seguinte:

LY = p1 + o + €, Vi=1,2,3,4,5, j=1,2,...,10 , com a1 = 0, onde
e V; indica a variacao de massa para a j-ésima repeticao associada a i-ésima concen-
tragao de COs;
e 4 indica o variacdo de massa média (populacional) na auséncia de COs (i = 1);

e «; indica o efeito (acréscimo em relacao a média populacional do primeiro nivel) da
i-ésima, concentracao de didxido de carbono, isto é, a; = p; — p1; e

e ¢;; indica o erro aleatério associado a observagao Yj;.
ii. €; N N(0,0%), Vi,j.

iii. {€;;}i; constitui um conjunto de variaveis aleatorias independentes.
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2 ANALISE DE VARIANCIA

Constroéi-se a tabela-resumo da ANOVA com o auxilio do R (dados disponiveis na data
frame C02, com os valores da varidvel resposta na coluna variacao.massa e os niveis de
CO3 no factor C02.factor):

> summary(aov(variacao.massa ~ C02.factor, data=C02))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
C02.factor 4 11274 2818.6 101.6 <2e-16 ***
Residuals 45 1248 27.7

O teste I desta ANOVA diz respeito a possivel existéncia de efeitos do Factor, ou seja,

Hipoteses: Hy: o, =0,V i=2,3,4,5 vs. Hy: 3i=2,3,4,5 tal que o; # 0.
Estatistica do teste: F' = % ~ Fl—1,n—k), sob Ho.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regido Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feae > fo.05(445 =~ 2.58.

Conclusoes: O valor da estatistica do teste é F.,. = 101.6, um valor claramente signifi-
cativo ao nivel @ = 0.05. Rejeita-se Hg a favor da hipdtese de que existem efeitos do
Factor, ou seja, que as concentragdes de COs estao associadas a diferentes variagoes
médias na massa das culturas do Pseudomonas fragi.

2

Como em qualquer modelo linear, o residuo é a diferenca entre cada valor observado da
variavel resposta e o correspondente valor ajustado pelo modelo, ou seja, e usando a notacao
da ANOVA a 1 Factor, e;; = y;; — 5. Sabe-se que, num modelo ANOVA a um factor, o
valor ajustado duma dada observacao corresponde & média amostral das observacoes no
mesmo nivel do factor: §;; = 7; . Assim, todas as observacoes do primeiro grupo tém valor
ajustado igual a g1; = 7;. = 59.14. O residuo da primeira observa¢ao do primeiro grupo
serd e;; = 62.6 —59.14 = 3.46 e o da segunda observacao desse grupo é ejo = 59.6 —59.14 =
0.46. De forma analoga, os valores ajustados de qualquer observagao no segundo grupo sao
dados por §jz; = 7y = 46.04. O residuo da terceira observagao do segundo grupo é assim
€23 = Y23 — Yo = 47.5 —46.04 = 1.46. Para calcular a totalidade dos residuos podemos
recorrer ao R (arredondando a trés casas decimais):

> round(residuals(C02.aov), d=3)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
3.46 0.46 5.36 0.16 -0.54 5.46 -8.24 -2.94 -6.84 3.66 4.86 -1.74 1.46
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
3.46 2.46 4.36 -10.84 3.86 -3.44 -4.44 9.05 4.65 -6.65 1.85 3.76 2.05
27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
-6.26 -9.45 3.55 -2.65 4.03 -2.67 -6.27 -4.87 3.73 -1.37 -2.87 7.23 -1.07
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

4.13 8.46 0.76 -8.64 -5.94 1.36 5.66 6.16 0.36 -0.54 -7.64

Com o auxilio do R, podemos obter os dois gréaficos de residuos ja considerados no estudo
dos modelos de Regressao Linear, através do comando:

> plot(C02.aov, which=c(1,2), pch=16, col="blue")
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O grafico da esquerda é o gréfico de residuos usuais (no eixo vertical) vs. valores ajustados da
variavel resposta (eixo horizontal). O facto de os residuos surgirem “empilhados” em colunas
resulta do ja referido facto de todas as observacoes dum dado nivel terem o mesmo valor
ajustado §;; = ¥, , logo, a mesma coordenada no eixo horizontal. Neste caso, observam-
se k = 5 colunas. Nao parece existir problema com a hipdtese de homogeneidade das
variancias, uma vez que a variabilidade dos residuos nao parece diferir muito nos cinco niveis
do factor. O gg-plot (gréafico a direita) nao indicia problemas graves com a Normalidade,
dada a disposi¢cao aproximadamente linear dos pontos.

Os restantes diagnosticos que foram considerados aquando do estudo da regressao (disténcias
de Cook, efeito alavanca) sdo geralmente de menor utilidade no contexto duma ANOVA.
Para as distancias de Cook sabe-se de antemao qual o efeito de retirar uma observagao:
além de desequilibrar um delineamento equilibrado, afectard a média das observacoes no
mesmo nivel do factor (ou seja, os valores ajustados ¢ nesse nivel). Assim valores elevados
da distancia de Cook correspondem a observagoes atipicas (outliers) no seio dum dado nivel.
Mas para identificar tais observagoes, basta o grafico usual de residuos contra g. E é possivl
mostrar que o efeito alavanca de qualquer observagao y;; numa ANOVA a um factor é dada
por nli, onde n; indica o numero de observacoes no nivel ¢ da observacao. Em delineamentos
equilibrados, esse valor é igual para todas as observacoes (no nosso caso, todas teriam
efeito alavanca igual a 1—10) O grafico obtido no R com a opcao which=5 é diferente do
obtido numa regressao linear: no eixo horizontal indicam-se apenas os diferentes niveis do
factor (ordenados por ordem crescente das médias ¥; ), uma vez que um gréfico anélogo ao
construido na regressao linear apenas empilharia todos os residuos numa tnica coluna.
Nesta alinea pede-se para aproveitar os valores das concentragoes de C'Os utilizadas, e tratar
essa variavel preditora como uma varidvel numérica, estudando a regressao linear simples de
variacao.massa sobre C02.numerico. O grafico pedido pode ser construido com o seguinte
comando do R. O resultado é mostrado na alinea seguinte.

> plot(variacao.massa ~ C02.numerico, data=C02, pch=16)
A regressao linear correspondente é dada por:

> C02.1m <- 1m(variacao.massa ~ C02.numerico, data=C02)
> summary (C02.1m)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 52.849 1.408 37.52 <2e-16 *xx*
C02.numerico -46.569 3.030 -15.37 <2e-16 ***
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2 ANALISE DE VARIANCIA

Residual standard error: 6.637 on 48 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8312,Adjusted R-squared: 0.8276
F-statistic: 236.3 on 1 and 48 DF, p-value: < 2.2e-16

A nuvem de pontos pedida, ja com a recta de regressao (tragada com o comando abline(C02.1m))

2

e:

60
|
e ew oo

variacao.massa

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

CO2.numerico

Apesar de alguma tendéncia para uma relacao curvilinear, uma regressao linear simples pode
constituir uma modelacao aproximada da relagdo entre concentracoes de dioxido de carbono
e variacao na massa das culturas de Pseudomonas fragi (repare-se como seria impossivel tirar
esta ilacao se o numero de niveis fosse mais pequeno, e.g., k = 3). O valor do coeficiente de
determinacdo é claramente significativo (p < 2.2 x 10719) e bastante elevado (R? = 0.8312),
explicando mais de 83% da variabilidade total observada na variavel resposta. Os testes F' de
ajustamento global do contexto regressao linear simples e do contexto ANOVA a um factor,
nao sao os mesmos. Como se viu nas aulas tedricas, a ANOVA a um factor pode ser vista
como um modelo linear, mas em que as variaveis preditoras sao as indicatrizes dos niveis
(excepto o primeiro) do factor. Assim, a informacao disponivel para prever os valores da
variavel resposta €, no caso da regressao considerada nesta alinea, a varidvel C02.numerico,
com valores numeéricos diferentes em cada nivel (embora repetidos para as observac¢oes dum
mesmo nivel). No caso da ANOVA a um factor, é o conjunto das indicatrizes de nivel
e o vector dos n uns. Sendo diferente a informacao preditora, serao diferentes os valores
ajustados e os valores dos respectivos Fiq. e coeficientes de determinacao. Em relagao a
este ultimo, e embora nao seja habito utiliza-lo no contexto duma ANOVA a um factor, o
seu valor ¢ aqui R? = 0.9003, superior ao que se obteve na regressio (R? = 0.8312), como
se pode constatar através do ajustamento obtido utilizando simultaneamente o comando 1m
e o factor preditor C02.factor:

> summary(lm(variacao.massa ~ C02.factor, data=C02))
...

Residual standard error: 5.266 on 45 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9003,Adjusted R-squared: 0.8915
F-statistic: 101.6 on 4 and 45 DF, p-value: < 2.2e-16

Repare-se como o valor da estatistica calculada, F.y,. = 101.6, é o que foi obtido usando o
comando aov. Um comentério final: 0 modelo ANOVA nao permite, ao contrario da regres-
sao, fazer previsoes sobre as variacoes de massa com concentragoes de C'Oy nao observadas

ISA/ULisboa — Modelos Matemdticos e Aplicagoes — Prof. Jorge Cadima — 2020-21 o8



na experiéncia, uma vez que os niveis do factor COs nao tém escala (sdo apenas categorias
diferentes).

4. Trata-se dum delineamento factorial a dois factores (terreno e variedade), mas com uma tnica
observagao em cada célula (em cada terreno, apenas h& uma parcela com cada variedade). Logo,
86 é possivel ajustar um modelo a dois factores sem interaccao.

(a) A tabela-resumo correspondente é:

> terrenos.aov <- aov(rend ~ variedade + terreno, data=terrenos)
> summary (terrenos.aov)
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
variedade 3 1.799 0.5997 6.145 0.00175 *x*
terreno 12 2.407 0.2006 2.056 0.04737 *
Residuals 36 3.513 0.0976

Desta tabela depreende-se que, aos niveis de significAncia usuais, deve considerar-se a exis-

téncia de efeitos do factor variedade:

Hipoéteses: Hp: o; =0,V i=2,3,4 vs. Hy: Ji=2,3,4 tal que oy # 0.

Estatistica do teste: F = % N Fla—1,n—(a+b-1)), SOb Ho.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regiao Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feae > fo.05(3,36) ~ 2.87.

Conclusoes: F_,. = 6.145, um valor significativo mesmo ao nivel a = 0.005. Logo, rejeita-
se Hy a favor da hipotese de que existem efeitos do factor. Assim, é de concluir que
diferentes variedades estejam associadas a diferentes rendimentos médios.

(b) Um teste aos efeitos do factor terreno permite tirar a conclusdo que os efeitos deste factor
sao menos importantes que os efeitos do factor variedade, embora ao nivel de significAncia
a = 0.05 sejam (por pouco) significativos. Assim,

Hipoteses: Hp: 3; =0,V j=2,.,13 vs. Hy:3j=2,..,13 tal que 3; #0.

Estatistica do teste: F' = % N Fy—1,n—(a+b—1)), S0b Ho.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regido Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feae > fo.05(12,36) ~ 2.04.

Conclusoes: F,;. = 2.056, um valor significativo (por muito pouco) ao nivel a = 0.05.
Logo, rejeita-se Hy a favor da hipdtese de que existem efeitos do factor terreno.

NOTA: Num caso como este, em que a conclusdo dependende do nivel de significAncia usado, é
especialmente importante que eventuais fontes de variabilidade, exteriores ao factor sob estudo,
mas que afectem a variavel resposta, sejam tidas em conta, de forma a reduzir a variabilidade nao
explicada pelo modelo, isto é, o valor de QM RE.

5. (a) Trata-se dum delineamento factorial a dois factores, sendo a variavel resposta Y a altura
aos dois anos (em cm) dos pinheiros; o primeiro factor (A) a proveniéncia, com a = 5 niveis
e o segundo factor (B) o local do ensaio (com b = 2 niveis). O delineamento é equilibrado,
uma vez que em cada uma das ab = 10 células (situacoes experimentais) existem n. =6
observagoes, num total de n=n.ab=060 observagoes. Existem repeticoes nas células, logo é
possivel (e desejavel) estudar a existéncia de eventuais efeitos de interacgao.
O modelo ajustado &€ o modelo ANOVA a dois factores, com efeitos de interacgao. Admite-se
que os niveis de cada factor estao ordenados por ordem alfabética (que corresponde & ordem
em que aparecem no enunciado). Eis o modelo:
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2 ANALISE DE VARIANCIA

o Yijr = pii+a;+p5i+(af)ij+eijk, para qualquer i=1,2,3,4,5, j=1,2e k=1,2,3,4,5,6,
sendo p11 a altura esperada (aos dois anos) dos pinheiros gregos em Sines; «; o efeito
principal (acréscimo a altura) associado a proveniéncia i (com a restricao oy =0); f3;
o efeito principal (acréscimo & altura) associado a j = 2 (dada a restrigdo (1 = 0);
(aB)ij o efeito de interacgdo, isto é, o acréscimo na altura especifico da combinagao
da proveniéncia ¢ com o local j. Dadas as restri¢oes (af);; =0se i=1e/ou j=1, o
modelo apenas prevé efeitos de interaccao nas situacdes experimentais correspondentes
a Tavira (j =2) e para proveniéncias diferentes da Grécia (i >1). Finalmente € é o
erro aleatorio da observacao Yy

e Admite-se que os erros aleatorios sao todos Normais, de média zero e variancias homo-
géneas: €, NN (0,0?), para qualquer i, j, k.

e Admite-se que os erros aleatorios €;;, sao independentes.

(b) Tratando-se dum modelo ANOVA factorial, a dois factores com interaccao, a tabela-resumo
terd de ter quatro linhas, correspondentes aos trés tipos de efeitos previstos (principal de
cada factor e de interac¢ao), bem como a variabilidade residual e, opcionalmente, uma
quinta linha associada & variabilidade total. A tabela tera as habituais colunas de graus
de liberdade, Somas de Quadrados, Quadrados Médios e valor das estatisticas F'. Vejamos
como se pode preencher esta tabela.

Sabemos que, neste tipo de modelo, os graus de liberdade associados a QMRE sao dados
por n—ab, onde n=060 é o niimero total de observacoes e ab=10 é o nimero de parametros
existentes no modelo. Assim, g.l.(SQRE)=>50. Sabemos ainda que, para os vérios tipos de
efeitos, os graus de liberdade sao dados pelo nimero de parcelas de cada tipo de efeito, apos
a introducdo das restri¢oes, ou seja, associado a SQA ha a—1=4 g.1., associado a SQB ha
b—1=1 g.l., e associado a SQAB ha (a—1)(b—1)=4 graus de liberdade.

No enunciado é dada a Soma de Quadrados associada ao que foi designado factor A, tendo-
se SQA = 280.61, donde se conclui que QM A = ‘fﬁf = % = 70.1525. No enunciado

¢ também dado o Quadrado Médio Residual, tendo-se QM RE = 16.59, donde SQRE =
QMRE x (n — ab)=16.59 x 50=829.50. Ora, sabemos pelo formulario que:

2
SQB = ancy (7, -7.)
j=1
= 5x6x[(28.14 — 31.76298) + (35.38 — 31.76298)?] = 786.2645 .

Donde QM B = ‘SI;C_Q—? = 786.2645. O enunciado refere ainda a varidncia da totalidade das
60 observagoes, 532/ = 34.49584, donde se pode concluir que a Soma de Quadrados Total
e SQT =(n—1) sz =59 x 34.49584 = 2035.255. Uma vez que sabemos que esta Soma
de Quadrados Total se pode decompor como SQT = SQA + SQB + SQAB + SQRE,
torna-se possivel calcular SQAB=SQT — (SQA + SQB + SQRE)=2035.255 — (280.61 +
786.2645 + 829.50) = 138.8801. Assim, o Quadrado Médio associado a interaccao é dado por

__SQAB _ 138.8801 __
QMAB = S3aE - = 1388501 34 7200,

Finalmente, os valores das estatisticas F' sao dados, para os trés tipos de efeitos, pela razao
entre o Quadrado Médio do referido tipo de efeito e QM RE. A tabela completa fica assim:
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g.l.  Soma de Quadrados Quadrado Médio F

Proveniéncia 4 280.61 70.1525 4.229
Local 1 786.2645 786.2645 47.394
Interaccao 4 138.8801 34.7200 2.093
Residual 50 829.50 16.59 -

(¢) Vai-se efectuar em pormenor o teste aos efeitos principais do Factor A (proveniéncia dos
pinheiros), e descrever sinteticamente os testes aos efeitos principais do Factor B (local) e

aos efeitos de interaccao.

Hipoteses: Hy : a; =0, Vi vs. Hp : Ji tal que oy # 0.
Estatistica do Teste: F4 = % N Fla—1,n—ap]; sob Ho.
Nivel de significancia: o = 0.05.

Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Fiae > foos54,50) = 2-57 (entre os
valores tabelados 2.53 e 2.61).
Conclusoes: Como F,,. = % =4.229 > 2.57, rejeita-se Hy, sendo possivel concluir

pela existéncia de efeitos principais de proveniéncia (ao nivel a = 0.05).

No teste aos efeitos principais do factor local do estudo, as hipdteses do teste podem ser
escritas apenas como Hg : B2 =0 vs. Hi : 570, uma vez que apds a imposi¢ao da restri¢ao
(1 =0, apenas sobra um efeito deste tipo, o efeito [y associado a Tavira. O valor calculado
da estatistica de teste é muito grande (Fiq. =47.394) deixando antever a rejeicao de Hy,
facto que é confirmado determinando nas tabelas o limiar da regido critica unilateral direita:
fo.05(1,50) = 4.04 (entre os valores tabelados 4.00 e 4.08). Assim, conclui-se claramente pela
existéncia de efeitos principais de localidade, o que neste caso significa que existe um efeito
associado a passagem do local de plantacao de Sines para Tavira. Uma rapida inspeccao
das médias de local sugere que se trata dum maior crescimento dos pinheiros em Tavira,
pelo que se deduz que By terd um valor positivo.

No teste aos efeitos de interaccao, com hipoteses Hy : (of3);; =0, para todo o i e j, contra
a hipotese alternativa de que existe pelo menos uma célula (4, j) onde (af);; # 0, o valor
calculado da estatistica de teste é F.q;.=2.093, inferior ao limiar da regido critica, que é (por
coincidéncia) igual ao do teste aos efeitos do factor A, fy 5(4,50) = 2.57. Logo, nio se rejeita
H (para «=0.05), e conclui-se pela inexisténcia de efeitos significativos de interaccao.

(d) [Material Complementar]| Nesta alinea é pedido para verificar se o facto da maior altura
média amostral de Sines (31.16, para pinheiros provenientes de Marrocos) ser menor que a
mais baixa altura média amostral em Tavira (33.56, para pinheiros da segunda proveniéncia
italiana) é uma relagao que se possa estender & populagao. Vamos responder efectuando,
como solicitado no enunciado, um teste de Tukey, e usando a = 0.05. Ora, o termo de
comparagao é (como indicado no formulério e usando as tabelas da distribui¢ao de Tukey):

QMRE 16.59

= 40.05(10,50) 5 4.68 x 1.662829 = 7.782039 .

Ora, a diferenca entre as médias amostrais das duas células referidas acima é apenas
|31.16 — 33.56| =2.40, logo inferior ao termo de comparagao, pelo que nao é uma diferenca
significativa (ao nivel «=0.05). Assim, ndo é possivel afirmar que as médias populacionais
em Tavira sejam sempre maiores as de Sines, independentemente das proveniéncias. Alguns
pares de médias populacionais podem ser consideradas diferentes (por exemplo, o cresci-
mento médio dos pinheiros gregos em Sines e em Tavira), mas serd preciso levar em conta
as proveniéncias, e nao apenas o local da realizacao do estudo.

qo(abn—ab) n
¢
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2 ANALISE DE VARIANCIA

6. (a) Trata-se dum delineamento factorial a dois factores: localidade (Factor A, com a = 4 niveis)
e cultivar (Factor B, com b = 9 niveis). Existem n;; = 4 = n. repeti¢des em todas as ab = 36
situacoes experimentais (células), pelo que se trata dum delineamento equilibrado. Existem
ao todo n = abn, = 144 observacoes da variavel resposta Y (rendimento, em kg/ha). O
modelo ANOVA adequado é o modelo ANOVA a dois factores, com interacgao, dado por:

i. }/Z]k_/j/ll—i_al—i_ﬁ] (aﬁ)lj+62jk7 VZ—l 34 3_1727“ 9 k_17273747
com oy =0, f1 =0, (aff)1; = 0 para qualquer j, e (aﬁ)ll = 0 para qualquer i, onde

Y, indica o rendimento na k-ésima parcela da localidade 7, associada a cultivar j;

p11 indica o rendimento médio (populacional) da cultivar Celta, em Elvas;
e «; indica o efeito principal da localidade i;

Bj indica o efeito principal da cultivar j;

(aB);; indica o efeito de interaccao entre a localidade 7 e a cultivar j; e
e ¢;ji; indica o erro aleatorio associado a observacao Yjjy.

ii. % NN(0,0%), Vi,j,k.

iii. {€jjk}sj,% constitui um conjunto de varidveis aleatorias independentes.

(b) 1. Os nove valores em falta na tabela sao dados por:
e g.l.(SQA)=a—-1=3,
o g.l.(SQB) =b—1=8;
e g.l.(SQAB)=(a—1)(b—1) =3 x 8 =24;
o g.l.(SQRE) =n — ab = 144 — 36 = 108;
e SQB=QMB (b—1)=964060 x 8 = 7712480;
e SQAB = SQT — (SQA+ SQB + SQRE) = (n— 1) s, — 219628472 =
=143 x 1714242 — 219628472 = 25508 134,
o QMA =594 — 183750916 _ g1 253 305,

_ SQAB _ 25508134 __ .
o QMAB = 5358 — 25813 — 1062839;

_ QMB _ 964060 __
* I'p= QMRE — 260704 — 3.69791.

ii. Em qualquer modelo linear (regressio ou ANOVA), a variancia dos erros aleatorios
do modelo (V[e;] = 0?) é estimado pelo Quadrado Médio Residual. No nosso caso,
a estimativa de o2 é dada no enunciado: QMRE = 260704. O valor muito elevado
nada indica de especial, uma vez que a sua interpretacao tem de levar em conta as
unidades de medida dos dados, que sio (kg ha=1)2. De facto sabemos pelo enunciado
que as unidades de medida da variavel resposta sao kg/ha. Sabemos que os residuos
(e; =y; — ¥;) tém as mesmas unidades de medida que a varidvel resposta. Sabemos
que o QMRE ¢é a Soma de Quadrados dos Residuos a dividir pelos graus de liberdade
associados, pelo que as unidades de medida do QMRE sao o quadrado das unidades
de medida da variavel resposta. Bastava que os valores da varidvel resposta tivessem
sido medidos em toneladas por hectare, para que o Quadrado Médio Residual viesse

m (t ha=!)?, ou seja, que fosse um milhdo de vezes inferior ao valor acima indicado:
QMRE = 0.260704. Mas isso nao altera os dados, nem a significincia de cada tipo
de efeitos previsto no modelo. Assim, ndo é possivel avaliar a estimativa de o apenas
olhando para o valor absoluto de QM RE: é essencial ter em conta as unidades de
medida associadas.

iii. Pedem-se os trés testes F' para cada tipo de efeitos previstos no modelo. Efectuemos
em pormenor o teste & existéncia de efeitos de interaccao entre localidade e cultivar:
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Hipoteses: Hp: (aff);; =0,V i=2,3,4 ej=2,3,..,9 [nao ha interaccao]
vs. Hy:3i=2,3,4, j=2,3,..,9 tais que (af);; # 0 [ha interaccao.

Estatistica do teste: F = gﬁgg N Fla—1)(b-1),n—ab]> S0b Ho.

Nivel de significancia: « = 0.01.

Regido Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Frae > fo.01(24,108) = 1.97.
Conclusoes: O valor da estatistica do teste foi calculado na alinea anterior: F,.,. =

4.0768. E um valor significativo ao nivel @ = 0.01, rejeitando-se Hy a favor da

hipotese alternativa de que existem efeitos de interaccao entre localidade e cultivar.
No que respeita ao teste para os efeitos principais do factor localidade, as hipoteses em
confronto sdo Hp: o; =0, V i =234 vs. Hy: 3di=234, tal que oy # 0.
A Regido Critica ¢ agora dada pela rejeicao de Ho caso Feae > fo.01(3,108) = 3.97. O
valor elevadissimo da estatistica calculada Fi,;. = 234.9531 leva a rejeicao clara de Hy,
concluindo-se pela existéncia de importantes efeitos de localidade, nos rendimentos.
Finalmente, no teste aos efeitos principais do factor cultivar, as hipoteses em confronto
sao Ho: B;=0,V j=2,3,..,9 vs. Hy:3j5=2,3,...,9, tal que 3; # 0. A Regiao
Critica é agora dada pela rejeicao de Hy caso Fiqe > fo.01(3,108) =~ 2.68. O valor da
estatistica calculada Fiq. = 3.698 pertence a Regiao Critica, levando a rejeicao de Hy,
concluindo-se também pela existéncia de efeitos de cultivar sobre os rendimentos.
Assim, conclui-se pela existéncia dos trés tipos de efeitos, ao nivel o = 0.01, com
destaque para a existéncia clara de efeitos de localidade.

iv. Pede-se para discutir o efeito sobre a tabela resultante de dividir a varidvel resposta
por mil (passando o rendimento a ser expresso em t/ha). Os graus de liberdade nao
sdo, naturalmente, afectados. O mesmo nio se passa com as Somas de Quadrados. A
nova variavel Y* = Y/1000 corresponderdao novas médias de nivel, de célula e global,
que também resultam de dividir por mil (para ficarem em ¢/ha). Tendo em conta que

~

no modelo em questao, as médias de célula definem os valores ajustados, tem-se YZ’]‘ =

Y@'jk /1000. Assim, as novas Somas de Quadrados resultam de dividir as suas congéneres
originais por 10002, ou seja, por um milhdo. De facto, SQT* = > Z(Yzjk — Yfk__)2 =
i j ok

32003 (Vik/1000 = Y. _/1000)* = SQT/(1000%). Também SQRE* = 3333 (Yyi —
1]k 1]k

V)2 = 303 3 (Yir/1000 — Yi5,/1000)* = SQRE/(1000%). De forma ansloga, e

i j ok
utilizando as férmulas para delineamentos equilibrados,

a a

SQA* = ey (Y, -Y )? = bney (V,./1000 — Y. /1000)* = SQA/(1000%)
i=1 =1
b b
SQB* = an.y (Y; =Y )* = ancy (Y ;/1000 =Y _/1000)* = SQB/(1000%) .
j=1 j=1

Por diferenca, tem igualmente de verificar-se SQAB* = SQAB/(1000?). Assim, toda
a coluna de Somas de Quadrados na tabela serd dividida por um milhdo. Essa mesma
transformacao aplica-se & coluna de Quadrados Médios (que resulta de dividir Somas
de Quadrados por graus de liberdade). Mas na coluna final, correspondente aos valores
calculados das estatisticas F', o quociente de Quadrados Médios mantém-se inalterado (a
transformacao multiplicativa de numerador e denominador ¢ igual). Logo, as conclusoes
de todos os testes (incluindo os respectivos p-values) mantém-se inalterados.
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2 ANALISE DE VARIANCIA

v. [Material Complementar] Os dois graficos de interacgao reflectem a mesma infor-
macao, embora de formas diferentes. No grafico da esquerda, as quatro localidades
definem posicoes no eixo horizontal. Por cima de cada localidade encontram-se nove
pontos, associados as nove cultivares. A ordenada de cada um desses nove pontos é dada
pelo rendimento médio das parcelas correspondentes a essa combinacao de localidade
e cultivar. Os segmentos de recta unem os pontos correspondentes a cada cultivar (se-
gundo a legenda indicada no gréfico). Embora haja algum paralelismo nas nove curvas
seccionalmente lineares, para as trés primeiras localidades, os rendimentos na Revi-
lheira sugerem a existéncia de efeitos de interac¢ao. Por exemplo, a cultivar TE9110,
que regista o rendimento mais baixo em Elvas (facto que se pode confirmar na tabela
de médias dada na alinea ¢) tem o segundo mais elevado rendimento na Revilheira.
Também a cultivar Celta, cujo rendimento em Benavila é o terceiro mais baixo, regista
o segundo maior rendimento em Elvas. Assim, ha cultivares que manifestam “preferén-
cias” ou “aversoes” por diferentes localidades, reflectindo efeitos de interaccao. O teste
a interaccao efectuado na alinea anterior confirma que esses efeitos sao significativos,
ao nivel a = 0.01.

O gréfico da direita d4, como se disse, uma perspectiva diferente sobre a mesma, infor-
magao. Agora, sdo as cultivares que definem nove posigoes no eixo horizontal. Por cima
de cada uma dessas posi¢oes (cultivares) h& quatro pontos, com ordenadas dadas pelos
rendimentos médios da referida cultivar, nas quatro localidades consideradas no ensaio.
Segmentos de recta unem os pontos correspondentes a uma mesma localidade. Neste
grafico torna-se evidente que os rendimentos sao sempre bastante superiores em Elvas
(no grafico da esquerda, esse facto reflectia-se no “pico” por cima de Elvas). Essa sera
a principal razao pela clara rejeicao da hipotese nula no teste a existéncia de efeitos
principais de localidade. Por outro lado, os efeitos de interaccao reflectem-se na mais
visivel auséncia de paralelismo, nomeadamente nos tracos correspondentes a Elvas e
Revilheira, que para varias cultivares parecem ter comportamentos quase antagonicos.

7. (a) Trata-se dum delineamento factorial a dois factores: Temperatura de conservagio (Factor
A), com a = 2 niveis, e Tempo de armazenamento (Factor B), com b = 4 niveis. Para
modelar a variavel resposta Y (altera¢oes no contetido em taninos das polpas de sapoti),
utiliza-se um modelo ANOVA a dois factores, com interacciao. E possivel estudar a interac-
¢ao devido a presenca de repeticoes nas 2 x 4 = 8 células. Sempre que possivel, é desejavel
considerar este modelo para delineamentos factoriais a dois factores, deixando que sejam
os dados a sugerir se se deve admitir a existéncia desse tipo de efeitos. O delineamento é
equilibrado, uma vez que todas as células tém o mesmo niimero de repeticoes: n;; = 4 = n,
(Vi,7), para um total de n = 8 x 4 = 32 observagoes. O modelo ¢ dado por:

i }/Z]k = P11 + o +/8] + (aﬁ)lj +€ijk7 Vi= 172 ) j = 1727374 ) k= 17273747
com o1 =0, 51 =0, (af)1; = 0 para qualquer j, e (of);1 = 0 para qualquer ¢, onde
e Y indica a k-ésima observacao (repeticao) na célula definida pelo nivel i do Factor
A e o nivel j do Factor B;

e 11 indica a média (populacional) das observacoes na célula (1,1), ou seja, com
temperatura alta e 0 dias de armazenamento;

e «; indica o efeito do nivel ¢ do Factor A (Temperatura);

e (3; indica o efeito do nivel j do Factor B (Tempo de armazenamento),

(aB);5 indica o efeito de interaccao na célula (i,7); e
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e ¢;j; indica o erro aleatorio associado a observacao Yjjy.
ii. €5 NN(0,0%), Vi,j,k.
iii. {€;jx}ijk constituem um conjunto de varidveis aleatérias independentes.

(b) A tabela-resumo desta ANOVA tera trés linhas associadas a cada tipo de efeitos previsto no
modelo (ou seja, efeitos principais do Factor A, efeitos principais do Factor B e efeitos de
interacgao) e ainda uma linha para o residual (podendo também incluir-se a linha associada &
variabilidade Total). Como em qualquer modelo ANOVA, a tabela-resumo tem as seguintes
colunas: Somas de Quadrados, graus de liberdade correspondentes, Quadrados Médios e
estatisticas F'. Os graus de liberdade sao dados por:

e Factor A: a—1=1;
e Factor B: b—1 = 3;
e Interaccao: (a—1)(b—1)=3;

e Residual: n—ab =32 -8 = 24.

Para calcular as Somas de Quadrados, registamos que no enunciado é dada a Soma de
Quadrados Residual SQRE = 20.72. E igualmente dado o Quadrado Médio do Factor
B, e multiplicando pelos respectivos graus de liberdade obtém-se SQB = QMB (b — 1) =
96.01x3 = 288.03. A Soma de Quadrados Total também pode ser calculada facilmente, uma
vez que no enunciado 4 dada a varidncia da totalidade das observagoes de Y, 532/ = 47.83222, e
SQT = (n—1) 813 = 31 x 47.83222 = 1482.799. Assim, faltam as duas Somas de Quadrados
relativas aos efeitos principais do factor A (SQA) e aos efeitos de interaccao (SQAB).
Utilizando a expressao para SQA, no caso de delineamentos equilibrados (disponivel no
formulario) e os valores das médias de nivel do factor A e da média geral (disponiveis no

a p— p—
enunciado), tem-se SQA = bn. > (Y; — Y )% = 16[(24.681 — 22.14375)2 + (19.606 —
i=1
22.14375)2] = 16 x 12.87781 = 206.045. A dltima Soma de Quadrados em falta (SQAB)
pode ser calculada a partir das restantes quatro: SQAB = SQT —(SQA+SQB+SQRE) =
1482.799 — (206.045 + 288.03 4 20.72) = 968.004. Assim,

Variacio | g.l. SQs QMs Feaic
Factor A | 1 [ 206.045 QMA = 292 = 206.045 F = S5 = 238.6622
Factor B | 3 | 288.03 QMB = 592 = 96.01 F =S5 =111.2085

Interaccio | 3 | 968.004 | QMAB = 22585 = 322.668 | F = SiRE = 373.7467

R
Residual | 24 | 20.72 QMRE = 59RE _ (8633333 -

n—ab

Total 31 | 1482.799 - -

(¢) De acordo com o modelo, a influéncia do Factor B nos valores da variavel resposta pode
resultar de dois tipos de efeitos: os efeitos principais do Factor B (os ;) ou os efeitos
de interaccao (os (af3);j). Efectuaremos estes dois testes, comecando pelo dos efeitos de
interaccao. Neste exemplo, e como o Factor A apenas tem dois niveis, o indice i nos efeitos
de interaccao apenas toma o valor ¢ = 2.

Hipoteses: Hy: (af)2; =0,V j=2,3,4 vs. Hi:3j=2,3,4 tal que (aff)2; # 0.
I MAB

Estatistica do teste: F = gMRE N Fla—1)(b-1),n—ab]> S0b Ho.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regiao Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Fiqe > fo.05(3,24) = 3.01.

Conclusoes: O valor da estatistica do teste foi calculado na alinea anterior: Fi.y . =
373.7467. E um valor claramente significativo e rejeita-se H a favor da hipotese alter-
nativa de que existem efeitos de interaccao.
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2 ANALISE DE VARIANCIA

Ja é possivel responder afirmativamente: o Factor B tem efeitos sobre os valores médios de
Y. No entanto, efectuaremos também o teste aos efeitos principais do Factor B:

Hipoteses: Hy: 3 =0,V j=2,3,4 vs. Hy:3j=2,3,4 tal que 3; #0.
Estatistica do teste: F = % N Fp—1,n—ab); S0b Ho.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regido Critica (Unilateral Direita): Rejeitar Ho se Feae > fo.05(3,24) = 3-01.
Conclusoes: O valor da estatistica do teste foi calculado na alinea anterior: F,. . =

111.2085. E um valor claramente significativo e rejeita-se Hy a favor da hipotese de que
existem efeitos principais do Factor B.

Assim, quer pela via dos efeitos principais, quer pela via dos efeitos de interaccao, o Factor
B (tempo de armazenamento) afecta os conteidos médios de taninos nos sapotis.

8. (a) Trata-se dum delineamento a dois factores, o factor casta (factor A), e o factor gendtipo

(factor B). O objectivo do estudo é avaliar os eventuais efeitos destes factores sobre a variavel
resposta (rendimento). Pela propria natureza dos factores em questao, o delineamento deve
ser considerado hierarquizado, com gendtipos subordinados a castas. Nao faria sentido
considerar o delineamento factorial: nao ha cruzamentos entre cada um dos oito gendtipos
e cada uma das duas castas, ja que um gendtipo apenas faz sentido quando referido a sua
casta.
Assim, temos a =2 castas (niveis do factor A) e, para o factor subordinado genotipos, ha
by = 4 genotipos para a casta 1 (Antdo Vaz) e by =4 gendtipos para a casta 2 (Malvasia
Fina). Ao todo hé by + by =8 situacoes experimentais, e n.=8 repeticoes em cada uma das
situacoes experimentais, num total de n =64 observacoes. O modelo mais adequado sera o
modelo hierarquizado:

o Yijr = i1 + i + By + €ijk, Vi, 5, k, onde Yj indica o rendimento da repeticao k
(k = 1,2,...,8) do gendtipo j (j = 1,2,3,4) da casta i (¢ = 1,2). Impdem-se as
restrigoes a1 = 0, By;) = 0 para ¢ = 1,2. Com estas restri¢oes, o pardmetro py; € o
rendimento médio populacional do primeiro genotipo da casta 1, isto é, do gendtipo
AN105 da casta Antdo Vaz; ag ¢ o efeito da casta Malvasia Fina; ;) (j = 2,3,4) ¢
o efeito do genotipo j na casta i = 1,2, e €, € o erro aleatorio associado & observacao
Yijk, que corresponde a variabilidade nao explicada pelos efeitos previstos no modelo.

e ¢ NN(0,0%), para qualquer i, j, k.

e Os erros aleatorios €;j;, sao independentes.

(b) Sabemos que os graus de liberdade na tabela-resumo da ANOVA sao dados por: a—1 =1
para o efeitos de castas; (by —1) + (ba—1) = 6 para os efeitos do factor subordinado,
genotipos; e n—(b1+be) = 64—8 = 56 para o residual. Por outro lado, conhecemos a partir do
enunciado a Soma de Quadrados do Factor A (castas), SQA = 79.73597 e o Quadrado Médio
Residual, QM RE = nf%% = 2.873782, de onde ¢é possivel obter a Soma de Quadrados
Residual SQRE = 2.873782 x 56 = 160.9318. A Soma de Quadrados associada ao factor
subordinado (geno6tipos) pode ser obtida pela diferenca da soma das outras SQs ja calculadas
em relagdo & Soma de Quadrados Total, que sai do conhecimento da varidncia amostral da
totalidade das 64 observacdes. Assim, SQT = (n—l)sz = 63 x 5.389415 = 339.5331,
logo SQB(A) = SQT — (SQA + SQRE) = 339.5331 — (79.73597 + 160.9318) = 98.86533.
Os Quadrados Médios restantes obtém-se dividindo Somas de Quadrados pelos respectivos
graus de liberdade e os valores das duas estatisticas F' resultam de dividir o correspondente
quadrado médio pelo QM RE. Os valores resultantes sao sintetizados na tabela em baixo.

ISA/ULisboa — Modelos Matemdticos e Aplicagoes — Prof. Jorge Cadima — 2020-21 66



Variac¢ao gl SQs QMs F
Casta (A) 1 79.73597 79.73597  Fu = g%ég;;; = 27.74601
Genotipo [B(A)] | 6 98.86533 16.47755 Fp(a) = sxreras = b.733751
Residual 56 160.9318 2.873782 -
Total 63 339.5331 5.389415 -
(n=1)  (SQT) (3) -

(c) Para responder serd necessario efectuar um teste F' aos efeitos do factor subordinado (ge-
notipos), cuja hipotese nula corresponde a inexisténcia desse tipo de efeitos.

Hipoteses: Hy : B;;) =0, Vi,j vs. Hp: 3i,j tal que B;;) # 0.

Estatistica do Teste: FB(A) = QQMT%S) N F[(b1—1)+(b2—1),n—(b1+b2)}7 sob HO.

Nivel de significancia: O enunciado pede o nivel a«=0.05.

Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feaie > fo.05(6,56) due, pelas tabelas é
um valor entre os valores tabelados 2.25 e 2.34.

Conclusoes: Como F,u. = 5.733751 > 2.34, rejeita-se Hp, o que corresponde a admitir a
existéncia de efeitos de genotipos.

Assim, foi importante prever este tipo de efeitos. Ignorar a existéncia de efeitos de genotipos
iria inflaccionar a Soma de Quadrados Residual, o que poderia mascarar a existéncia de
efeitos do outro factor (casta), mesmo que eles existam.

(d) Um teste analogo, mas aos efeitos do factor dominante (casta) tera como hipoteses Hy : ag =
0 (uma vez que apenas existem duas castas e impos-se a restri¢gio ay =0) vs. Hy : ag #0.
A regido critica deste teste (igualmente unilateral direita) & foo5(1,56), um valor entre os
valores tabelados 4.00 e 4.08. Como Fy. = 27.746 > 4.08, rejeita-se a hipotese nula. Assim,
conclui-se (ao nivel de significancia o = 0.05) que o efeito ay # 0, ou seja que, para além de
existirem efeitos de gendtipos, hd um efeito significativo de casta, e havendo apenas duas
castas, pode-se afirmar que os rendimentos da casta Malvasia Fina sao significativamente
diferentes dos da casta Antao Vaz.

(e) [Material Complementar] O genotipo MF201 referido no enunciado tem o maior rendi-
mento médio amostral 7, 4 = 7.678 (ordenando os genotipos como o R). Pretende-se saber
que outras médias amostrais y;; diferem significativamente de ¥, 4. Utilizaremos as compa-
racoes miltiplas de Tukey ao nivel global & = 0.05. O termo de comparacao correspondente

& Ga(brtbon—(br+bs) \) PEE = g 05(s,56) |/ 2222 & 4.45 x 0.5993519 = 2.667. Qualquer

média amostral de rendimento de gendtipo inferior a 7.678 — 2.667 = 5.011 deverd assim
ser considerada significativamente diferente da média do gen6tipo MF201. H4 apenas dois
geno6tipos que nao tém rendimentos significativamente diferentes, ambos da casta Malva-
sia Fina: MF1420 e MF1426. Assim, nao se rejeitam as hipoteses i, 00, = Masriaz0 €
Hospoor = Maspiass- OS trés gendtipos em questao sao da casta Malvasia Fina, o que é coe-
rente com a conclusao da alinea anterior: para além de efeitos de gendtipo, é possivel falar
de efeitos de casta, sendo os rendimentos da casta Malvasia Fina globalmente superiores.

9. (a) Pede-se para mostrar que a soma dos n; residuos e;;, correspondentes ao nivel ¢ do Factor
(i1 =1,2,....,k), numa ANOVA a 1 Factor, é nula. Sabemos que, neste tipo de delineamento,
os valores ajustados de cada observacao correspondem & média amostral das n; observacoes
no nivel ¢ do Factor em que essa observacao foi efectuada. Assim,

Yo =Y wi—9y) = > (Wi —) =0,

j=1 j=1 j=1
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3 ANALISE DE COVARIANCIA

uma vez que se trata duma soma de desvios dum conjunto de observacoes em relacao a sua
média (ou seja, do tipo Y .=, (z; — T), estudada no Exercicio 3 da Regressdo Linear) que
tem sempre soma zero.

(b) Trata-se duma situacao analoga a da alinea anterior. Num modelo ANOVA a dois factores,
com efeitos de interacgao, sabemos que os valores ajustados §;;; correspondem as médias
;. das observagoes da célula da referida observagdo. Assim, a soma dos residuos das n;
observagoes efectuadas na célula (7, 5) é dada por:

ek = > Wik — k) = Y Wik —Ti) = 0.
k=1 k=1 k=1

3 Analise de Covariancia

1. Neste exercicio consideram-se os dados da data frame videiras. A variavel resposta é, em todas
as alineas, o comprimento da nervura lateral direita (NLdir) e o preditor, o comprimento da
nervura principal (NP).

(a) Os comandos R para obter a nuvem de pontos pedida, e o respectivo resultado, sao:

> plot(NLdir ~ NP, col=Casta, data=videiras, pch=16)
> legend(4,15,legend=levels(videiras$Casta), £ill=1:3)
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Alternativamente, podemos também querer construir um grafico com, nao apenas cores
diferentes, mas também simbolos diferentes para cada casta. Eis uma forma possivel de
construir um tal grafico no R, usando os simbolos a que correspondem os codigos 16 (circu-
los), 17 (triangulos) e 18 (losangos), como indicado na legenda.

> plot(NLdir ~ NP, col=as.numeric(Casta), pch=as.numeric(Casta)+15, data=videiras)
> legend(4,14,levels(videiras$Casta),col=1:3, pch=16:18)

ISA/ULisboa — Modelos Matemdticos e Aplicagoes — Prof. Jorge Cadima — 2020-21 68



o _]
— * °
L]
<+ | %wee ¢
- o
e Agua Santa Iy oo
[
A Fernao Pires ° A;@ “,.?:..
g + Vital ® AVeha Tl o
- A © g @
®
= '
3 o A ¢
z - .
A
A
© 3
o' £ A
Lol N
© ~m§."
. ,‘o’:‘ A
.
*
< 4
T T T T T T T
4 6 8 10 12 14 16

A nuvem de pontos sugere a existéncia duma rela¢do linear bastante intensa, que podera ser
a mesma nas trés castas consideradas. A nuvem sugere também que podera haver dispersoes
maiores das observacoes, em torno da recta de fundo, para as folhas de maior dimensao.

(b) Eis os comandos R necessarios, e os resultados numéricos correspondentes:

> videirasN.1lm <- 1m(NLdir ~ NP, data=videiras)
> summary(videirasN.1lm)
L...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.96218 0.18309 5.255 2.06e-07 *xx*
NP 0.80841 0.01607 50.314 < 2e-16 **x
Residual standard error: 0.8339 on 598 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8089,Adjusted R-squared: 0.8086
F-statistic: 2532 on 1 and 598 DF, p-value: < 2.2e-16

Assim, a recta de regressao y = 0.96218 + 0.80841 x explica cerca de 81% da variabilidade
observada nas nervuras laterais direitas, para o conjunto das n = 600 observagoes. Trata-
se duma aproximagao razoavelmente boa (como se pode constatar no grafico), que explica
cerca de 81% da variabilidade observada nas nervuras laterais direitas. Como seria de
esperar, o modelo ajustado difere significativamente do modelo nulo, tendo a estatistica
calculada no teste F' de ajustamento global um valor F.,. = 2532, cuja significincia (p-
value) correspondente é inferior & precisdo de méquina, logo indistinguivel de zero.

> abline(videirasN.1lm)
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(c) Eis os comandos R necessarios, e os resultados numéricos correspondentes ao modelo AN-
COVA pedido:

> videirasNCasta.lm <- 1lm(NLdir ~ NP*Casta, data=videiras)
> summary(videirasNCasta.lm)

[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1.39812 0.32102 4.355 1.57e-05 ***
NP 0.77780 0.02654 29.305 < 2e-16 *x*x*
CastaFernao Pires -0.43069 0.48897 -0.881 0.379
CastaVital -0.66120 0.43788 -1.510 0.132
NP:CastaFernao Pires 0.03395 0.04253 0.798 0.425
NP:CastaVital 0.04100 0.03798 1.079 0.281

Residual standard error: 0.8316 on 594 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8112,Adjusted R-squared: 0.8096
F-statistic: 510.5 on 5 and 594 DF, p-value: < 2.2e-16

A recta para a casta Agua Santa (a casta correspondente ao primeiro nivel do factor,
o nivel de referéncia, logo nao explicitada na listagem de resultados) tem equacao y =
1.39812 + 0.77780 . Para obter a equacao correspondente & casta Fernao Pires, serd neces-
sario acrescentar a ordenada na origem o acréscimo estimado &g.2 = —0.43069 e ao declive, o
respectivo acréscimo estimado, é&q.0 = 0.03395. De forma anéloga, obtém-se a recta ajustada
para a casta Vital. Eis as equagoes das trés rectas ajustadas:

Casta Agua Santa  y = 1.39812+ 0.77780
Casta Fernao Pires y = (1.39812 — 0.43069) + (0.77780 + 0.03395) z = 0.96743 4+ 0.81175 =

Casta Vital y = (1.39812 — 0.66120) + (0.77780 + 0.04100) x = 0.73692 + 0.81880 x
Para tracar as rectas de cada casta na nuvem de pontos jé criada, podem usar-se os seguintes
comandos:

> coefVidCasta <- coef(videirasNCasta.lm)

> coefVidCasta

(Intercept) NP CastaFernao Pires CastaVital NP:CastaFernao Pires NP:CastaVital
1.39811600 0.77779606 -0.43068514 -0.66119902 0.03394865 0.04100268
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> abline(coefVidCastal[c(1,2)], col=1, 1lty=2) <-- recta casta Agua Santa
> abline(coefVidCastalc(1,2)]+coefVidCastalc(3,5)],col=2,1ty=3) <-- recta casta Fern3o Pires
> abline(coefVidCastalc(1,2)]+coefVidCastalc(4,6)],col=3,1ty=4) <-- recta casta Vital

Apesar das equagoes diferentes, as quatro rectas sao dificeis de distinguir no grafico.
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(d) A equagao do modelo ANCOVA ajustado pode escrever-se da seguinte forma, utilizando a
notacao vectorial:

¥ = Bo+ PR+ anelo+ apsls+oroToxR+apsls«X+E,

sendo .’fl a variavel indicatriz das observagoes da casta i =2,3 (Fernao Pires e Vital, res-
pectivamente) e ;,; 0 acréscimo no parametro [; (em relacdo a casta de referéncia, a
Agua Santa), resultante de estarmos na casta i = 2,3. O simbolo * indica um produto
elemento a elemento entre dois vectores de igual dimensao. O modelo linear ajustado acima
pode agora ser visto como um submodelo deste modelo ANCOVA, associado a hipotese
.0 = .3 = 1.0 = 1.3 = 0. Vamos efectuar um teste F' parcial para testar a equivaléncia
de modelo e submodelo.

Hipoteses: Hy : oj,; =0,V =0,1;0=2,3 vs. Hy : 35 =0,1;¢ = 2,3 tal que a;;; # 0.

Estatistica do Teste: (na forma mais adequada & informacao disponivel)
F = RZ-R: n—(p+1)

— 1-RZ T p—k
Nivel de significancia: « = 0.05.

N F(pfk,nf(erl))a sob Hy.

Regido Critica: (unilateral direita) Rejeitar Ho se Feae > fo.05(4,504) = 2.39.

Conclusao: Temos Fiy. = W . % = 1.809. Logo, nao rejeitamos Hy, isto é, nao
se pode dizer que o modelo ANCOVA se ajuste de forma significativamente diferente do
modelo RLS com uma tinica recta para as trés castas. Assim, nao se justifica abandonar

o modelo RLS, que é mais parcimonioso e tem um ajustamento considerado adequado.

Este teste F' parcial, comparando o modelo ANCOVA ajustado na alinea anterior com o
submodelo ajustado na alinea 1b (recta tnica para a totalidade das observagoes) obtém-se
no R com o comando anova:
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> anova(videirasN.lm, videirasNCasta.lm)
Analysis of Variance Table
Model 1: NLdir ~ NP
Model 2: NLdir ~ NP * Casta

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 598 415.80
2 594 410.81 4 4.9948 1.8055 0.1262

NOTA: A pequena discrepancia no valor calculado da estatistica de teste resulta de, na nossa
resolucdo anterior, terem sido usados valores de R? arredondados a 4 casas decimais.

(e) Eis os trés ajustamentos “mono-casta” pedidos.

i. Tendo em atencdo que as n; =200 observacoes da casta Agua Santa estdo nas linhas
401 a 600 da data frame, tem-se:

> summary (lm(NLdir ~ NP, data=videiras[401:600,]))
[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 1.39812 0.33349 4.192 4.16e-05 *x*x
NP 0.77780 0.02757 28.210 < 2e-16 *x*x
Residual standard error: 0.8639 on 198 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8008,Adjusted R-squared: 0.7998
F-statistic: 795.8 on 1 and 198 DF, p-value: < 2.2e-16

A recta de regressao obtida (y = 1.39812+4-0.77780 z) é a mesma que no modelo completo
(modelo ANCOVA) considerado acima. O valor do coeficiente de determinacio (R?=
0.8008) ¢é muito proximo do valor obtido com a recta tnica para a totalidade das n=600
observacoes, facto que nao era possivel prever a partir dos ajustamentos anteriores.
ii. As ny=200 observacoes da casta Fernao Pires estdo nas 200 primeiras linhas do objecto
videiras. Assim,
> summary(1lm(NLdir ~ NP, data=videiras[1:200,]))
[...]
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 0.96743 0.34914 2.771 0.00612 *x*
NP 0.81174 0.03146 25.801 < 2e-16 **x*

Residual standard error: 0.7872 on 198 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7708,Adjusted R-squared: 0.7696
F-statistic: 665.7 on 1 and 198 DF, p-value: < 2.2e-16

2

Também neste caso, e como teria de ser, a recta obtida (y = 0.96743 + 0.81174 z) é,

a menos de erros de arredondamento, a recta obtida ao ajustar o modelo ANCOVA.

Também neste caso, o coeficiente de determinacdo R? = 0.7708 é proximo do valor

obtido para a recta tnica, embora neste caso nao tenha necessariamente de ser assim.
iii. Para as restantes observacoes, relativas & casta Vital, tem-se:

> summary (lm(NLdir ~ NP, data=videiras[201:400,]))

[...]

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 0.73692 0.30147 2.444 0.0154 =
NP 0.81880 0.02751 29.769 <2e-16 ***
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Residual standard error: 0.8418 on 198 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8174,Adjusted R-squared: 0.8164
F-statistic: 886.2 on 1 and 198 DF, p-value: < 2.2e-16

Confirma-se a recta de regressio y = 0.73692 + 0.8188 x, e mais uma vez o valor R?=
0.8174 é proximo do obtido com uma tnica recta de regressao para as trés castas, o que
é, como para as outras castas, uma particularidade deste exemplo, associada ao facto
de as trés nuvens de pontos serem de configuragao semelhante.

(f) O tnico modelo que nao é de RLS é o modelo completo de ANCOVA, e serd o tnico cuja

matriz do modelo é aqui considerada. A fim de poupar no espaco, apenas se mostram as
linhas correspondentes as trés primeiras observacoes de cada casta. Recorde-se que a casta
de referéncia (que, uma vez que o R ordena os niveis do factor por ordem alfabética, é a Agua
Santa) correspondem as ultimas 200 linhas da matriz. As restantes castas estdo indicadas
nos nomes de coluna.

> model.matrix(videirasNCasta.lm)
(Intercept) NP CastaFernao Pires CastaVital NP:CastaFernao Pires NP:CastaVital

1 113.8 1 0 13.8 0.0
2 1 9.1 1 0 9.1 0.0
3 114.5 1 0 14.5 0.0
[...]

201 111.7 0 1 0.0 11.7
202 110.6 0 1 0.0 10.6
203 111.0 0 1 0.0 11.0
[...]

401 115.7 0 0 0.0 0.0
402 111.7 0 0 0.0 0.0
403 110.2 0 0 0.0 0.0
[...]

2. Neste exercicio a variavel resposta é Area e a variavel preditora é NP.

(a) O grafico (obtido de forma anédloga ao que foi visto no Exercicio la) torna evidente a
existéncia duma curvatura na relacao entre area foliar e comprimento da nervura principal.
esta curvatura nao é de estranhar, uma vez que a area é uma caracteristica bi-dimensional,
enquanto que o comprimento é unidimensional, sugerindo que a area seja aproximadamente
proporcional ao quadrado do comprimento da nervura.
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3 ANALISE DE COVARIANCIA

(b) Com a dupla logaritmizacao pedida no enunciado obtém-se uma relagdo mais proxima da
linearidade. Assim, a logaritmizagao de area foliar e de comprimento da nervura principal
é uma boa transformacao linearizante.
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(¢) O modelo pedido tem o seguinte ajustamento.

> vid.Anc2.1lm <- 1lm(log(Area) ~ log(NP), data=videiras)
> summary(vid.Anc2.1lm)
[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.57869 0.07703 7.513 2.12e-13 ***
log(NP) 1.87642 0.03203 58.579 < 2e-16 ***

Residual standard error: 0.1597 on 598 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8516,Adjusted R-squared: 0.8513
F-statistic: 3431 on 1 and 598 DF, p-value: < 2.2e-16

A recta ajustada, as varidveis logaritmizadas ¢ In(Area) = 0.57869 + 1.87642 In(NP). Em
termos das variaveis originais (ndo logaritmizadas), esta rela¢do corresponde a uma rela-
cio poténcia Area = 957869 NP18T642 (ver acetatos das aulas relativos as transformacdes
linearizantes).

(d) O modelo ANCOVA agora pedido tem o seguinte ajustamento:

> vid.Anc2d <- 1lm(log(Area) ~ log(NP)*Casta, data=videiras)
> summary(vid.Anc2d)

[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.33820 0.13050 2.592 0.009791 **
log(NP) 1.99648 0.05294 37.711 < 2e-16 ***
CastaFernao Pires 0.62328 0.19914 3.130 0.001834 *x*
CastaVital 0.39524 0.17007 2.324 0.020463 *
log(NP) :CastaFernao Pires -0.31298 0.08232 -3.802 0.000158 **x*
log(NP) :CastaVital -0.17654 0.07025 -2.513 0.012232 *

Residual standard error: 0.1482 on 594 degrees of freedom
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Multiple R-squared: 0.8731,Adjusted R-squared: 0.872
F-statistic: 817.4 on 5 and 594 DF, p-value: < 2.2e-16

O valor do coeficiente de determinacio deste modelo (R? = 0.8731) é comparavel com o
do modelo de regressio linear simples ajustado na alinea anterior (R? = 0.8516), uma vez
que em ambos os casos a escala da varidvel resposta é a de log-areas. O coeficiente de
determinacao aumentou com o modelo ANCOVA (como tem de ser, uma vez que o modelo
de uma tnica recta de regressao ¢ um submodelo do modelo ANCOVA), mas o aumento nao
é muito acentuado (pouco mais de 2%), pelo que é legitima a davida se o aumento obtido
com o modelo ANCOVA compensa a maior complexidade do modelo.

(e) Tendo em conta a natureza destes parametros estimados, resultam as seguintes relacoes

para cada casta:

Agua Santa  In(Area) = 0.33820 + 1.99648 In(NP) &  Area = 033820 yp1.99648

Fernio Pires In(Area) = 0.96148 + 1.6835 In(NP) <  Area = 096148 Nyp1.6835

Vital In(Area) = 0.73344 + 1.81994 In(NP) <& Area = 073314 yp1.81994
Em todos os casos, a area foliar ¢ modelada como proporcional a uma poténcia do compri-
mento da nervura principal, poténcia essa que varia entre 1.68 e 2. Uma relacio Area = NP?
corresponderia a folhas de forma quadrada, com lado igual a NP. A forma irregular da folha
justifica as poténcias menores que 2 e as constantes de proporcionalidade, que oscilam entre
1.40 (no caso da casta Agua Santa) e 2.62 (casta Ferndo Pires).

(f) Uma vez que os modelos das alineas (c¢) e (d) sdo modelos encaixados, é possivel usar um
teste [' parcial para estudar se o respectivo ajustamento é significativamente diferente. A
equacao do modelo ANCOVA ¢ da forma

¥ = Bo+BiR+ ey +apsls+aroLy«X+ajslsxX+€E,

sendo f, a variavel indicatriz das observagoes da casta i =2,3 (Fernao Pires e Vital, res-
pectivamente) e o, 0 acréscimo no parametro 3; (em relacao a casta de referéncia, a
Agua Santa), resultante de estarmos na casta i = 2,3. O simbolo x indica um produto
elemento a elemento entre dois vectores de igual dimensao. O modelo linear ajustado acima
pode agora ser visto como um submodelo deste modelo ANCOVA, associado & hipotese
Qo2 =0ap:3=a1.2=01:3=0.

Hipéteses: Hy : a;; =0,Vj =0,1;0=2,3 vs. Hy : 3j =0,1;7 = 2,3 tal que aj;; # 0.

Estatistica do Teste: (na forma mais adequada & informagcao disponivel)
Fo— BiZRI n-(pt1)

~ 1-R? p—Fk
Nivel de significancia: « = 0.05.

N F(p—k,n—(p—i—l))a sob Ho.

Regiao Critica: (unilateral direita) Rejeitar Ho se Fiaie > fo.05(4,504) = 2-39.

Conclusao: Temos Fi,. = % . % = 25.15957. Logo, neste caso rejeita-se clara-

mente Hy, isto é, conclui-se que o ajustamento do modelo ANCOVA é significativamente
diferente do ajustamento do modelo RLS com uma tinica recta para as trés castas. As-
sim, do ponto de vista estatistico justifica-se a utilizacdo do modelo ANCOVA, com
rectas/curvas diferentes para cada casta.

O recurso ao comando anova do R confirma o valor calculado da estatistica (arredondamentos
aparte) e o valor quase nulo do p-value correspondente.

> anova(vid.Anc2.1m, vid.Anc2d)
Analysis of Variance Table
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3 ANALISE DE COVARIANCIA

Model 1: log(Area) ~ log(NP)
Model 2: log(Area) ~ log(NP) #* Casta
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 598 15.248
2 594 13.037 4 2.2102 25.174 < 2.2e-16 ***

(g) O grafico pedido é indicado em baixo, sendo a recta tnica para a totalidade das n = 600
observacoes indicada a tracejado. O grafico foi construido com os seguintes comandos do R:

plot(log(Area)~log(NP),col=as.numeric(Casta) ,pch=as.numeric(Casta)+15,data=videiras)
abline(vid.Anc2.1lm, col="blue", lty="dotted")

abline(0.33820, 1.99648, col="black")

abline(0.33820+0.62328, 1.99648-0.31298, col="red")

abline(0.33820+0.39524, 1.99648-0.17654, col="green")

legend(1.25,5.5, levels(videiras$Casta), £ill=1:3)

V V V V V V
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Confirma-se o maior declive da recta associada & casta Agua Santa, e o menor associado
a casta Fernao Pires. Em comparagdo com a relacao analoga estudada no Exercicio 1, é
visivel uma maior distingao das trés rectas ajustadas, que foi reflectida no facto de o teste
F parcial ter considerado que o modelo ANCOVA e o modelo de regressao linear simples
para as trés castas em conjunto serem significativamente diferentes.

NOTA: Convém acrescentar que a signficincia do teste F' parcial resulta também do ntumero bas-
tante elevado de observagoes usado para ajustar estes modelos (n = 600). Quanto mais informagao
estiver disponivel na amostra, mais facilmente as diferencas sao consideradas significativas.

(h) O gréfico para as variaveis nao logaritmizadas é o seguinte.
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Foi produzido com os comandos:

plot(Area ~ NP, col=as.numeric(Casta), pch=as.numeric(Casta)+15, data=videiras)
curve(exp(0.5787)*x~(1.8764), from=0, to=18, col="blue", lty="dotted", add=TRUE)
curve (exp(0.3382) *x~(1.9965), from=0, to=18, add=TRUE)

curve (exp(0.3382+0.6233) *x~ (1.9965-0.3130), from=0, to=18, col="red", add=TRUE)
curve (exp(0.3382+0.3952) *x~(1.9965-0.1765) , from=0, to=18, col="green", add=TRUE)
legend (4,350, levels(videiras$Casta), £ill=1:3)

V V V V V V

Nas escalas originais (nio logaritmizadas) as diferencas entre as castas Agua Santa e Ferndo
Pires é mais visivel. A casta Vital tem um comportamento muito préoximo do comporta-
mento conjunto das trés castas, sendo a sua curva ajustada quase indistinguivel da curva
Unica para as trés castas (representada a ponteado).

3. Neste exercicio, consideram-se as n = 150 observacoes sobre lirios, com varidvel resposta dada
pela largura das pétalas (variavel Petal.Width) e preditor numérico comprimento das pétalas
(Petal.Length). Sera considerado também o factor espécie (Species), havendo n; =50 observa-
¢oes de cada espécie.

(a) O grafico pedido é obtido com os comandos seguintes. A nuvem é prometedora para uma
relacao linear global.

> plot(Petal.Width ~ Petal.Length, col=Species, data=iris, pch=16)
> legend(1,2.5, legend=levels(iris$Species), £ill=1:3)

25
I
.
H

W setosa c°
B versicolor
B virginica o000 o .

2.0

Petal.Width
15

.

o

.

1.0

0.5

Petal.Length

ISA/ULisboa — Modelos Matemdticos e Aplicagoes — Prof. Jorge Cadima — 2020-21 7



3 ANALISE DE COVARIANCIA

(b) Tem-se:

> iris.lm <- lm(Petal.Width ~ Petal.Length, data=iris)
> summary(iris.1lm)
[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -0.363076 0.039762 -9.131 4.7e-16 *xx*
Petal.Length 0.415755  0.009582 43.387 < 2e-16 *x**
Residual standard error: 0.2065 on 148 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9271,Adjusted R-squared: 0.9266
F-statistic: 1882 on 1 and 148 DF, p-value: < 2.2e-16

A recta y = —0.363076 + 0.415755 x explica quase 93% da variabilidade observada nas
larguras das pétalas, para o conjunto das trés espécies de lirios.

(c) O modelo completo, cruzando o preditor numérico Petal.Length com o factor Species é:

> irisSpecies.lm <- Im(Petal.Width ~ Petal.Length*Species, data=iris)
> summary(irisSpecies.1lm)

[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -0.04822 0.21472 -0.225 0.822627
Petal.Length 0.20125 0.14586 1.380 0.169813
Speciesversicolor -0.03607 0.315638 -0.114 0.909109
Speciesvirginica 1.18425 0.33417  3.544 0.000532 **x
Petal.Length:Speciesversicolor 0.12981 0.155560 0.835 0.405230
Petal.Length:Speciesvirginica -0.04095 0.15291 -0.268 0.789244

Residual standard error: 0.1773 on 144 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9477,Adjusted R-squared: 0.9459
F-statistic: 521.9 on 5 and 144 DF, p-value: < 2.2e-16

i. As trés rectas de regressao, para cada espécie individual sao: y=—0.04822 + 0.20125 x
para a espécie setosa, y=—0.08429 4+ 0.33106 = para a espécie versicolor, e y=1.1360
0.1603 x para a espécie wvirginica. O valor do coeficiente de determinacdo do modelo
ANCOVA, R? =0.9477 é naturalmente maior do que o R? do submodelo constituido
por uma tunica recta de regressao. Mas o seu valor nao é de interpretagao imediata,
como se viu nas aulas e como se verd nas alineas seguintes. Para tracar estas trés rectas
por espécie individual em cima da nuvem de pontos ja anteriormente obtida, podem
dar-se os seguintes comandos:

coefIrisSpecies <- coef(irisSpecies.lm)
abline(coefIrisSpecies[c(1,2)], col=1, lty=2)
abline(coefIrisSpecies[c(1,2)]+coefIrisSpecies[c(3,5)], col=2, lty=2)
abline(coefIrisSpecies[c(1,2)]+coefIrisSpecies[c(4,6)], col=3, lty=2)

vV V V V

Os resultados obtidos, juntamente com a recta tnica obtida para a totalidade das n =150
observagoes (a azul, em traco continuo), sao indicados no grafico seguinte.
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Como se pode constatar, a situagao ¢ bem mais confusa do que no exercicio 1, com duas
das rectas (das espécies setosa e virginica) com declives bastante diferentes em relagdo
aos da recta global e da recta da espécie wversicolor. No entanto, as rectas das espécies
setosa e virginica parecem ser aproximadamente paralelas, sendo os declives ajustados
(0.20125 e 0.1603) proximos. No modelo completo discutido nas aulas, o declive da
recta para a espécie de referéncia (setosa) é o parametro 31. O declive da recta para
a espécie wvirginica é a soma de (57 com o acréscimo especifico do declive da espécie
virginica, ou seja, com o acréscimo «i.3. A hipotese de que essas duas rectas sejam
paralelas corresponde & hipotese de Hy : «1.3=0. Esta hipotese corresponde a um teste
a um parametro individual num modelo linear (ou seja, corresponde aos testes ¢ usados
na regressao linear para aferir possiveis valores de cada ;). A informacgao necessaria
para efectuar esse teste estd disponivel na listagem de resultados obtida acima para
o modelo irisSpecies.lm. Em particular, a estimativa desse acréscimo é —0.04095,
com um erro padrao associado de 64,,, = 0.15291. Tendo em conta a hipotese nula
referida, a estatistica ¢ do teste também é dada na listagem e tem valor T,,;.=—0.268,
a que corresponde um valor de prova p=0.789244. Sendo assim, esta-se muito longe de
rejeitar a hipotese nula Hy : «q.3=0, para qualquer nivel de significancia usual. Assim,
nao se rejeita que essas duas rectas de espécie sao paralelas.

(d) Os trés modelos individuais de espécie, ajustados apenas usando as n; =50 observagoes de
cada espécie tém os coeficientes de determinacao indicados de seguida:

irisSetosa.lm <- Im(Petal.Width ~ Petal.Length, data=iris[1:50,])
irisVersi.lm <- 1m(Petal.Width ~ Petal.Length, data=iris[51:100,])
irisVirgi.lm <- 1lm(Petal.Width ~ Petal.Length, data=iris[101:150,])
summary (irisSetosa.lm)$r.sq

[1]1 0.1099785

> summary(irisVersi.lm)$r.sq

[1] 0.6188467

> summary(irisVirgi.lm)$r.sq

[1]1 0.1037537

>
>
>
>

Assim, em todos o0s casos, estes R? por espécie individual sdo muito mais baixos que o R?
global correspondente ao modelo ANCOVA completo. Como se discutiu nas aulas, tal facto
corresponde a uma situacao em que uma ANOVA da variavel resposta Petal.Width sobre
um unico factor Species tem um valor elevado da Soma de Quadrados correspondente ao
ajustamento do modelo, ou seja, SQF elevado. Por outras palavras, o valor elevado de
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3 ANALISE DE COVARIANCIA

R? = 0.9477 no modelo ANCOVA resulta do facto de ao factor espécie corresponderem
larguras médias das pétalas bastante diferentes, e ndo tanto ao valor preditivo do preditor
numérico Petal.Length. A traducdo pratica desse facto é visivel na nuvem de pontos
original, se repararmos que a forte relacao linear global tem sobretudo a que ver com a
separagao entre os trés grupos de observagoes correspondentes a cada espécie, e ndo tanto
com relacoes lineares fortes entre as duas medicoes das pétalas no seio de cada espécie.
Por outras palavras, a relagao linear tdo prometedora que parece existir entre largura e
comprimento das pétalas, na nuvem da totalidade das n = 150 observacoes, é em certo
sentido uma ilusao resultante de se ter considerado em conjunto as trés espécies.

(e) Nas aulas foi vista a férmula que relaciona o valor de R? global do modelo ANCOVA com
os R? e as Somas de Quadrados Totais para cada subconjunto de observacoes (por espécie),
bem como o valor de SQF na ANOVA a um factor relacionando Petal.Width e o factor
Species. A formula é

S R2SQT: + SQF
=1

R* =
> SQT; + SQF
=1

O valor de SQF pode obter-se da seguinte forma:

> summary(aov(Petal.Width ~ Species, data=iris))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Species 2 80.41 40.21 960 <2e-16 **x
Residuals 147 6.16 0.04

Por outro lado, os valores de SQT; podem ser obtidos como o numerador das variancias dos
valores observados das larguras de pétalas em cada espécie. Tem-se SQT} = 49 x s2 =

Y1
0.5442; SQT, = 49 x 57, = 1.9162 e SQT3 = 49 x 52, = 3.6962. Logo,

2 (0.1099785 x 0.5442) + (0.6188467 x 1.9162) + (0.1037537 x 3.6962) + 8041 _ o
B (0.5442 + 1.9162 + 3.6962) + 80.41 e '

Como se pode constatar, o valor de SQF sobrepoe-se ao das restantes parcelas, quer no
numerador, quer no denominador, gerando um valor muito elevado do coeficiente de de-
terminacdo global do modelo ANCOVA, que nao corresponde a valores elevados de R? em
nenhuma, das regressoes individuais de cada espécie. Confirma-se que a interpretacao dos
valores de R? em modelos ANCOVA deve ser feita com cuidado.
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