Instituto Superior de Agronomia
Modelos Matematicos — 2017/2018

Toépicos de uma resolugao do Teste do Mdédulo 1 14 de Marco de 2018

1. a)

b)

)

Vamos entdo indicar os valores em falta no oufput (vale a pena introduzir no @ e tentar
executar os comandos, para ver e compreender os resultados)

A  (ponto médio da classe 1) 7.5

B 7.26
C Aqui obtém-se uma sub-vector da variavel fat, quando chd toma o valor O;

tem 291 observagdes
D 337-291=46

Note-se que este histograma tem classes de amplitude diferente, pelo que a altura das classes
¢ dada em density=frequéncia relativa/amplitude.

Histogram of diet$fat
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Para construir o bozplot devem calcular-se as barreiras superiores e inferiores, para se fazer
uma pesquisa de candidatos a outliers.

Bl = Q1 — 15(@3 - Ql) BS =Qs3+ 15(@3 — Ql), como @1 = 11.12, @3 = 14.01 tem-se
BI = 6.785 e BS = 18.345, portanto ndo hé valores observados inferiores & barreira inferior
(logo nao ha outliers na cauda esquerda), mas os valores supriores a 18.345 sao todos candidatos
a outliers. Ver abaixo o bozplot.

Verifica-se que os boxplots de fat como fun¢do do job todos apresentam outliers, mas ainda
assim alguma homogeneiddade. Nos boxplots de weight como fungao do job verifica-se que para
o Conductor 0s pesos sao mais baixos, para Driver ha maior dispersao e nao héa ocorréncia de
outliers. E em Bankworker que surgem mais outliers.



e)

Uma estimativa da proporcao de individuos em que nao tera havido ocorréncia de doenca
coronéria é dada por p* = 291/337 = 0.8635

Como n = 337 é grande, podemos considerar o intervalo de confianca assintético a 95% para a
proporc¢ao, p, de individuos em que nao terd havido ocorréncia de doenca coronéria,

5 5 0.8635 x 0.1365
D= 2o\ L < p < P zap ) > 0.8635 — 1.96\/ X < p < 0.8635 +
n n

337

0.8635 x 0.1365

1.
96\/ 337

donde o IC a 95% para p &  ]0.8268462, 0.9001568|

Como se observou que a média de fat é 12.88791 para o ‘group 0’ e para ‘group 1’ é 11.844;
faz sentido averiguar as seguintes hipoteses:

Hy:po =1 VS Hyo:opo > p, onde pg designa o valor médio de fat no grupo em
que chd = 0 e u1, o valor médio de fat no grupo em que chd = 1. Vamos considerar o nivel de
significancia o = 0.05

Como as amostras tém dimensao ‘grande’;, ng = 291 e n; = 46 podemos considerar boa a
aproximacao pela normal. As amostras sdo independentes.

Nota: Os testes

> shapiro.test(diet$fat[diet$chd==0])
Shapiro-Wilk normality test

data: diet$fat[diet$chd == 0]
W = 0.9757, p-value = 7.604e-05

> shapiro.test(diet$fat[diet$chd==1])
Shapiro-Wilk normality test

data: diet$fat[diet$chd == 1]
W = 0.9743, p-value = 0.3947

levariam & rejeicao da hipétese da normalidade de fat, quando chd=0, mas como ng é muito
grande, podemos usar o teste baseado na apoximacao pela normal (a ndo verificagdo da nor-
malidade é de esperar para amostras desta dimensao). Aqui podemos considerar o comando e
respectivo output

> t.test(fat"chd,data=diet,alternative="greater")
Welch Two Sample t-test

data: fat by chd
t = 2.9536, df = 62.484, p-value = 0.002211
alternative hypothesis: true difference in means is greater than O
95 percent confidence interval:
0.4537988 Inf
sample estimates:
mean in group O mean in group 1
12.88791 11.84400



Como p — value = 0.00221, é inferior aos nivel «, somos levados a rejeitar Hg, portanto com
aquele p-value podemos dizer que se verifica em média maior valor de fat no grupo que nao
teve doencas coronarias.

2. Seja X a v.a que designa o peso de cada vagem de pimenta verde; X —~ Normal(48, ). Nao é dado
0. Sabe-se que P[X < 45] = 0.13

a)

X —48 45-48 45 — 48
Ora P[X < 45| = 0.13 < P < =0.13 —= <I>< > =013 <~
o o
-3 -3
d () = (.13, portanto — & o quantil de probabilidade 0.13, na normal standard, ver
o o
figura
0.1
-3/c 0

Uma maneira seria fazer no

— = gqnorm(0.13) = —1.126391 <= 0 = 2.6634 gramas
o

Pretende-se agora que P[X < 45] = 0.05, supondo o = 2.6 e agora alterando o valor médio,

X - 45 — 45 —
portanto p desconhecido, i.e., P K < ) 0.05 <= & ) 0.05 <=
2.6 2.6 2.6
45 — p — [
56 = gnorm(0.05) <= 58 —1.645 <= p = 49.277 gramas.

Temos entdo uma amostra de n = 25 pimentas verdes de uma variedade cujo peso X —~
Normal(50,2.5). Tem-se para a média do peso das 25 pimentas X —~ Normal(50,2.5/v/25),
i.e. X —~ Normal(50,0.5)

Pede-se P[X < 49] = pnorm(49, 50,0.5) = 0.02275
Temos § >1e E[X|=60e Var[X]|=0(0—1).

O método dos momentos estabelece que um estimador é a solugido de

E[X]:ZXU:sz

n

Entao o estimador é ©* = X

Um estimador T' de 6 é centrado se e s6 se E[T] = 6.
Sabemos que E[©*] = E[X] = u = 0, portanto ©* & estimador centrado de 6.

Se um estimador é centrado o seu Erro Quadratico Médio, EQM[0*] = Var[©*], pois no viés
¢é nulo.

Ora se ©* = X entdo Var[©*] = Var[X] = Var[X]/n=0(0—1)/n

Para obter o Estimador de Méxima Verosimilhanca é preciso escrever a funcio de verosimi-

lhanca:
1 , 1 zi—1 B 1 n , } S xi—n
0 0 \f 0

O logaritmo da verosimilhanga é

log L(0|x1,...,2,) =nlog(1/0) + (le - n) log <1 - ;)

=1

LO|z1, ... ,xn) =111,




Calculando a derivada:

e agora igualando a zero:

n " 1
_n o - (-1 E = 0l iT—1 = =7
9+<;:1 T; n) 50— 1) 0= —n@-1)+» z;—n=0<+<= —0+1+x 0= 0=7

Logo o estimador de méaxima verosiminhanca ¢ © = X
d) i) Como os dois estimadores sdo iguais uma estimativa de 6 com base na amostra observada
é 0" =7=38

1 1
ii) Como temos a formula de calculo da probabilidade tem-se P[X = 2| = ) (1 - 9>.

Atendendo a propriedade referida, uma estimativa de maxima verosimilhanca de P[X = 2]

61 <1 - l), ie. P[X =2] =0.1939
6 6

4. a) A afirmagao é Falsa.

Se X —~ Poisson(10) para calcularmos P[X > 8|=ppois(8,10,lower.tail=FALSE)
= 1-ppois(8,10).
O comando dado, dpois(8,10), calcula P[X = 8].

b) Suponha que Y —~ Binomial(n, p). Entdo P[0 <Y < n] = 1. E Verdadeira, pois significa a
soma da probabilidade de todos os valores possiveis para X, logo igual a 1.

c) Seja X ~ N(1,2) eY —~ N(1,1), com X e Y independentes.
2X —Y sera de facto normal; o valor médio ¢: 2x1—1 = 1 e a variancia ¢ 4Var[ X|+Var[Y] =
4x4+1 =17, O parametro que aparece na lei de 2X —Y ¢ o desvio padrio que seria v/17 # 3.
Logo é Falsa.

d) Seja (X1,..., X)) € uma amostra aleatoria de tamanho n, proveniente de uma populagdo com
valor médio x4 e variancia 0% < +o0o e n suficientemente elevado, pelo Teorema Limite Central
Sp ~ N(nu,o+/n), portanto P[S, < nu|~1/2 é Verdadeira.

5. X concentragao de dioxido de enxofre (SO2) com uma distribui¢do gama , com o« = 1/2 e > 0
desconhecido, cuja fun¢do densidade é entao:

L
falp) =4 Bz © r>0

0 <0

(X1, ..., X;) uma amostra aleatoria de tamanho n,

a) Sabemos que se X —~ Gama(a, ) se tem p = E[X] = af e 02 = Var[X] = a?. Entdo neste
caso u = E[X] = /2 e 0 = Var[X] = 5?/2.

Pelo Teorema Limite Central X ~ Normal(u,o/\/n) <= X ~ Normal(8/2,3/V?2n) <

X —B/2

B/V?2n

b) Aplicando a sugestdo de V'~ Normal(0,1) entdo P[—1.96 <V < 1.96] ~ 0.95 a variavel
definida atras temos:

~ Normal(0,1).

X —3/2 X —03/2
P|—1.96 < i < 1.96] ~ 095 <= P [—1.96 <V2n i < 1.96| ~ 0.95
B/V2n B



-1.96 X 1.96 —1.96 X 196
Pl—<—=-12< —| =095 <<= P +1/2< —<—+1/2| =0.95
V2n B / \/271] [ V2n / B V2n /
X X
Pl—/—<B8<—+——| =095
1.96 +1/2 —1.96 +1/2
V2n V2n
portanto um intervalo assintotico a 95% de confianca para o parametro 3 é:
xT xT
[ B < -
1.96 —1.96
—+1/2 —+1/2
V2n / V2n /



