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I1.2. Regresséo Linear Mdultipla

Por vezes, é necessaria mais do que uma variavel preditora para modelar
adequadamente a variavel resposta de interesse.

Exemplo: teor de antocianas

Num estudo sobre uma populagéo experimental de clones da casta Tinta
Francisca, realizado no Tabuago em 2003, foram medidos os valores das
seguintes variaveis para 24 videiras:

@ teor de antocianas (variavel antoci, em mg/dm?);
@ fenois totais (varidvel fentot);

@ pH (variavel pH).

Ha interesse em estudar a relagéo entre o teor de antocianas (variavel
resposta) e o teor de fendis totais e pH.
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A nuvem de pontos - uma perspectiva

Exemplo antocianas (cont.)

n=24 observagdes em 3 variaveis definem uma nuvem de 24 pontos em RS,
A visualizagéo de nuvens de pontos em R? exige software especifico.

Neste angulo de visdo, a nuvem de pontos ndo parece ter relagdo especial:

File Edges Options
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A nuvem de pontos - outra perspectiva

Exemplo antocianas (cont.)

Noutro angulo de visdo vé-se que os pontos se dispersam aproximadamente
em torno de um plano:

File Edges Options
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Plano em R3

Qualquer plano em R3, no sistema x0y0z, tem equacéo
Ax+By+Cz+D=0.

No nosso contexto, e colocando:

@ no eixo vertical (z) a variavel resposta Y/

@ noutro eixo (x) um preditor Xj;

@ no terceiro eixo (y) o outro preditor Xo,
A equacéo fica (no caso geral de planos néo verticais, com C # 0):
b A _B
c c' ¢
< y=Dby+bixy+ boxo

Axi+Bxo+Cy+D=0 & y=-— Xo

Esta equacgéo generaliza a equacgao da recta, para o caso de haver dois
preditores.
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Regressao Mdltipla - representacao grafica (p = 2)

Y = by + b1 X1+ baxo

y = bo + by xq + boxo € a equagao dum plano em R3 (x;0x20y).
Pode ser ajustado pelo mesmo critério que na RLS: minimizar SQRE.
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O caso geral: p preditores

Para modelar uma variavel resposta Y com base numa regresséao linear

sobre p variaveis preditoras, X1, X, ..., Xp, admite-se que os valores de Y

oscilam em torno duma combinagéo linear (afim) das p variaveis preditoras:
y = bg+ bix1+ boxo+ ...+prp .

Trata-se da equacao dum hiperplano em RPt', que define a relacéo de fundo
entre y e os p preditores.

Tal como na Regresséao Linear Simples, admite-se que dispomos de n
conjuntos de observacdes para ajustar este hiperplano:

{(X100y Xeiys -+ Xp(iy: Vi) oy -

Nao é possivel visualizar a nuvem de pontos das observagdes se p > 2.
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O caso geral: valores ajustados e residuos

O hiperplano y = by + by x1 + baXo + ... + bpX,, Serve para obter valores
ajustados j;, para cada uma das n observagoes:

Vi = bo + by X1 (jy 4+ baXo(jy + ... + BpXp(iy

Definem-se de forma igual os residuos associados a cada observacgao:

A

€ = Yi—V

A Soma de Quadrados dos Residuos também se define de forma idéntica:

SQRE =

(vi—9i)?

N

e =

n
=1 i

I
N

Os parametros b; do hiperplano ajustado deverdo minimizar SQRE.
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As dificuldades na representacao grafica

A representacao grafica usual da nuvem de n pontos observados exige p+ 1
eix0s: um para y e um para cada um dos p preditores.

Para p > 2, sdo necessarios mais de trés eixos e a visualizacao torna-se
impossivel.
As caracteristicas fundamentais da representagao usual sdo:

@ p+ 1 eixos —um para cada variavel em questao.

@ npontos — um para cada individuo (unidade experimental) observado.

@ Tem-se uma nuvem de n pontos num espago (p+ 1)-dimensional.

Mas esta representacao grafica em RP! das n observacées nao é a Gnica
possivel.
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Outra representacao grafica

Ha outra representacao possivel dos dados, que casa conceitos
geométricos e conceitos estatisticos e é Util na determinagéo dos
parametros ajustados.

As n observacoes de y definem um vector em R":

S? - (J/1>_V2>_VB> "'7}07) .

Da mesma forma, as n observagoes de cada variavel preditora
definem um vector de R".

Xj = Xy Koy Xy -+ X)) U =1,2,.05P).

Podemos representar todas as variaveis por vectores em R”.
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A representacao em R, o espaco das variaveis

@ cada eixo corresponde a um individuo observado;
@ cada vector corresponde a uma variavel.
O vector de n uns, representado por 1, também é util.

“Ind. 4
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Vantagens da representacao grafica alternativa

Os nvalores ajustados j; também definem um vector de R" que é uma
combinagao linear dos vectores 1,, X1, X, ..., Xp:

}:/1 b0+b1X1 +b2X2 ...+prp(1)
. ¥2 bo + by X1 +b2X2 +prp(2)
gl = ¥3 = b0+b1 X1 —|—b2X2 —|—...+pr’0(3)
Vn bg + by X1 () + b2X2 ot bPXP(n)

X X2 Xpu)

Xi(2) X22) Xpee)

= by 1 +by | Ko | +bo | X2 + ... +bp Xpe)

Xp

_k
S

= b01_‘n—|—b1)ﬂ(1 +b27(2+ +bpip

¥ & uma combinacdo linear dos p+1 vectors 1y, X1, Xo, ..., Xp.
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A matriz do modelo X

@ O conjunto de todas as combinagdes lineares dos vectores 1, X1, ..., Xp
chama-se o subespaco gerado por esses vectores
Recordar: UC Algebra Linear dos primeiros ciclos do ISA.

@ O vector § pertence ao subespaco gerado pelos vectores 1y, X1, ..., Xp.

@ Define-se a matriz do modelo X como a matriz cujas colunas séo os
vectores 1y, X1, ..., Xp.

T Xy X Xp)

T X Xy Xp2)

X = 1 X1 X2 Xp(a)
L1 X, X Xp(n) |

E uma matriz de dimenséo nx (p+1).
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O subespaco de colunas de X

@ O subespaco gerado pelos vectores colunas da matriz do modelo X
chama-se o subespago das colunas de X e representa-se por ¢ (X).

@0 vectorf? pertence ao subespacgo % (X)
(as colunas de X séo os vectores 1y, X1, ..., Xp).

@ ¥(X) é um subespago de R” (¢ (X) C R"), mas de dimensao p+ 1
(se as colunas de X forem linearmente independentes, isto €, se nenhum vector
se puder escrever como combinagao linear dos restantes).

@ Qualquer combinagéo linear das colunas da matriz X, ou seja, qualquer
elemento de %' (X) se pode escrever como Xa, onde
a=(ap,as,ap,....,ap) € o vector dos coeficientes da combinagao linear.
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Um produto matricial Xa

Xy Xewy o Xop ao

T X X 0 Xog a

Xa = |1 X Xg 0 X &
a

L X X Xp(n) P
a0+a1x1 +a2x2(1)+...+apxp(1)

dp + a4 X1 —|— 82X2(2) +...+ apo(z)

= ap+ a4 X1 + 62X2(3) + ...+ apo(3)

i ao+a1x1 +62X2 - +...+apo(n)

= aofn+a1f(1 +a2Y(2+...+apf(p S %J(X)
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Os parametros

@ Cada escolha possivel de coeficientes @ = (ag, a1, @, ..., ap) corresponde

a um ponto/vector no subespago ¢'(X).

@ Essa escolha de coeficientes € Unica caso as colunas de X sejam

linearmente independentes, isto é, se nao houver dependéncia linear

(multicolinearidade) entre as variaveis X1, ..., Xp, 1n.

@ Um dos pontos/vectores do subespaco é a combinacéo linear dada pelo

vector de coeficientes b = (bo, by, ..., bp) que minimiza:
n n R
SQRE = Y & = Y(yi-m)?

i= i=

onde os y; s&o os valores observados da variavel resposta e
Vi = bo + by Xq(jy + b2 Xo(j) + ... + bp Xp(jy 0S valores ajustados. E a
combinagao linear que desejamos determinar.

Como identificar esse ponto/vector?
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Geometria

Vamos usar argumentos geométricos.

@ Dispomos de um vector de n observacoes de y que estd em R"
mas, em geral, nao esta no subespaco % (X).

@ Queremos aproximar esse vector por outro vector,
Y = boly + bi%q + ... + bp¥p, que esté no subespago ¢ (X).

@ Vamos aproximar o vector de observagdes Y pelo vector \?( do
subespago ¢ (X) que esteja mais proximo de y.

SOLUCAO:

<>l
Il
I

<!

Tomar a projecgao ortogonal de y sobre %' (X) :
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A projecgao ortogonal de y sobre %' (X)

Rn

B

O vector de ¢ (X) C R™ mais préximo dum vector y € R" é o vector \7
que resulta de projectar ortogonalmente y sobre ¢ (X).
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O critério minimiza SQRE

O vector y que minimiza a distancia ao vector de observagoes y
minimiza também o quadrado dessa distancia, que é dado por:

2
1= =

-

Il
N

(vi—¥)? = SQRE .

<>l

dist?(y,y) = |V —

Ou seja, o critério minimiza a soma de quadrados dos residuos.

Trata-se do mesmo critério que foi usado na Regresséo Linear
Simples.
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SQRE na projeccéao ortogonal

n -
R vV

O quadrado da distancia de y a i“} € SQRE, a soma dos quadrados
dos residuos.
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A projeccao ortogonal

Um vector y € R" projecta-se ortogonalmente sobre o subespago %' (X)
pré-multiplicando y pela matriz de projeccéo ortogonal sobre ' (X):

H = X(X'X) ' X |
Logo, temos:
y = Hy
&y = XXX Xy
f
=b

A combinagéo linear dos vectores 1#,1,)”(1 ,...,Xp que gera o vector mais
proximo de y tem coeficientes dados pelos elementos do vector b:

Os parametros ajustados na RL Mdltipla
b = (X'X) "Xy . J
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As trés Somas de Quadrados
Na Regressao Linear Mdltipla definem-se trés Somas de Quadrados, de
forma idéntica ao que se fez na Regressao Linear Simples:

SQRE - Soma de Quadrados dos Residuos (ja definida):

n

SQRE = Y (yi—3)? .
i=1

SQT - Soma de Quadrados Total:

n

n
SQT = Y. (yi-¥)? = Y y?—ny?.
i=1 i=1

SQR - Soma de Quadrados associada a Regresséo:

n
SQR = Y (1i-y)? =

i=1 i=1

~D

y2 —ny? .

M=

Nota: Também na RL Multipla os y observados (y;) e os y ajustados (¥;) tém
a mesma média (ver Exercicio RLM 4).
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Pitdgoras e a Regressao

O Teorema de Pitagoras aplica-se em qualquer espaco euclideano R".
Aplicado ao triangulo rectangulo do acetato 160 tem-se:

=2 22 — 22
Iyll= = lyl=+Ily—yl
n 2 n 2 n
R" y And Zy,' = Z%’*‘Z(}’/—
i=1 i=1 i=1
VSQRE = |y - ¥ _ SORE

92— ny* + SQRE

(>
3
!
M=

3

x
]
4
]
4

& SQT = SQR+SQRE
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Revisitando Pitagoras

A relagédo fundamental da Regressao Linear (SQT = SQR + SQRE) resulta
da aplicacdo do Teorema de Pitagoras. Mas foi necessario subtrair n}72.
Um outro tridngulo rectangulo é estatisticamente mais interessante.

Seja y° o vector centrado das observagdes da variavel resposta, isto é, o

vector de elemento genérico y;—y:

Y=Y Y, y
Y, Y Ve y
Vo= | YV | = || - |V =y-yi,
yn_.7 yn .7
n
A norma deste vector € |y°|| =,/ ¥ (i—¥)? = VSQT.

—_

=
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Revisitando Pitdgoras (cont.)

A projecgao ortogonal do vector y°¢ sobre o subespago %'(X) gera o vector:

Hy® = H(y-yT,)
& HY® = Hy-yH1,

&  Hy° = y-yi,

ja que H1, = 1,, pois o vector 1, pertence ao subespago ¢'(X), logo fica
invariante quando projectado nesse mesmo subespaco (Exercicio RLM 4b).

O vector Hy® tem elemento genérico y; —y , e a sua norma é
n

IHYC| =/ Y (i —-¥)2=VSQR.

i=1
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Revisitando Pitdgoras (cont.)

A distancia entre o vector y° e a sua projecgédo ortogonal sobre ¢'(X)

continua a ser v SQRE:
VO-HY® = (V- pTn) - (- 7h)

T
<!
|

My = §-§

7\_\ n
[y¢ —Hy°|| =y - Y| =,/Z —i)2 =V SQRE .

pelo que
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Revisitando Pitdgoras (cont.)

Rn

VSQRE = |[y° — Hy°|| = [ly — Hy]|

VSQR = |[Hy’|

A férmula fundamental da Regresséao Linear, SQT = SQR + SQRE,
€ uma aplicagao directa do Teorema de Pitadgoras ao triangulo definido por y°
e a sua projecgao ortogonal sobre ¢'(X).
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Pitagoras e o Coeficiente de Determinagéo

Torna-se evidente outra relagdo importante entre a geometria e a
estatistica da Regresséo Linear.

O coeficiente de determinagao A2 = £22 é o quadrado do cosseno do

angulo entre o vector centrado das observagdes da variavel resposta,
y°, e a sua projecgao ortogonal sobre o subespaco %' (X):

cosz(Q) = —— =

onde 6 é o angulo entre os vectores y° e Hy°.
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Pitagoras e o Coeficiente de Determinacéao (cont.)

Rn

—

yll

VSQR = |[Hy’|

O Coeficiente de Determinagéo na Regress&o Linear, R? = 232,

€ 0 quadrado do cosseno do angulo entre y°¢ e Hy°.
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Propriedades do Coeficiente de Determinacao

A abordagem geométrica confirma que, também na Regresséao Linear
Multipla, séo validas as propriedades (ja conhecidas da Regressao Linear
Simples) do Coeficiente de Determinagéo:

@ R?toma valores entre O e 1.

@ Quanto mais préximo de 1 estiver R?, menor o angulo 6, e portanto
melhor a correspondéncia entre o vector (centrado) das observagdes,
y°, e 0 seu ajustamento em %'(X).

@ Se R? ~ 0, o vector y° é quase perpendicular ao subespago % (X) onde
se pretende aproxima-lo, e a projeccado vai quase anular todas os
elementos do vector projectado. O resultado sera de ma qualidade:
perde-se quase toda a variabilidade nos valores de y.
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A Regressao Multipla no @®@

Uma Regressao Mdltipla no @ estuda-se através do mesmo comando 1m
usado para a regressao linear simples. A indicacao de qual a variavel
resposta y e quais as variaveis preditoras xi, ..., X, faz-se de forma
semelhante a da RLS.

Por exemplo, se a variavel resposta se chama y e existirem trés preditores de
nome x1, x2 e x3, a formula que indica a relagéo sera:

y ~ x1+ x2 + x3
O comando correspondente no R sera:

>Im (y ~ x1 + x2 + x3 , data=dados)

Este comando mostra o vector das estimativas dos p+ 1 paré@metros do
modelo, by, by, ..., bp.
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A Regressao Multipla no @ (cont.)

O exemplo dos lirios (iris, Ex. RLM 7)

Pretende-se modelar a variavel resposta largura da pétala, ndo apenas com
base no comprimento da pétala, mas também das duas medig¢des (largura e
comprimento) das sépalas.

> iris2.1m <- 1m(Petal.Width ~ Petal.Length + Sepal.Length +
+ Sepal.Width , data=iris)

> iris2.1lm

C...)

Coefficients:
(Intercept) Petal.Length Sepal.Length  Sepal.Width
-0.2403 0.5241 -0.2073 0.2228

O hiperplano ajustado é:
PW = —0.2403 +0.5241 PL—0.2073 SL+0.2228 SW

O coeficiente de determinacéo é R?=0.9379, ligeiramente maior que o valor
R?=0.9271 do modelo de regressao linear simples visto no acetato 122.

v
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Algumas propriedades dos hiperplanos ajustados
Numa regresséo linear mdltipla verifica-se:

a média dos valores observados de Y, {y;}] ,, € igual @ média dos
respectivos valores ajustados, {J;}/, (ver Exercicio RLM 4c).

O hiperplano ajustado em #P*! contém o centro de gravidade da
nuvem de pontos, i.e., 0 ponto de coordenadas (X1,X2,...,Xp,y):

_ n
y=y=1 Z (bo+ by Xy(iy + ngg(,') +-e +prp(,-)) = bo+by X1+baXo+- -+ bpXp
i=1
=7
o coeficiente b; que multiplica o preditor X; € a variagdo média em Y,

associada a aumentar X; em 1 unidade, mantendo os restantes
preditores constantes.

o valor de R? numa regressdo muiltipla ndo pode ser inferior ao valor de
R? que se obteria excluindo do modelo um qualquer subconjunto de
preditores. Em particular, ndo pode ser inferior ao R? das regressdes
lineares simples de Y sobre cada preditor individual.
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O contexto inferencial

Até aqui, apenas se considerou o problema descritivo: dados n conjuntos de
observagoes {(x1(iy, Xa(iy; -+ Xp(i)» Y(i)) } 11, determinar os p+ 1 coeficientes

b = (by, b1, b2, ..., bp) que minimizam a soma de quadrados de residuos
n

n
SQRE = Z(y,- — j\/,')z = Z[y,- — (bg + by X1y + ngg(,‘) + ...+ prp(,'))]z
i=1 i=1

= SQRE minimose b= (XtX)71 X'y.

Tal como na RL Simples, coloca-se o problema inferencial quando as n
observagbes sdo uma amostra aleatéria duma populagdo mais vasta. E o
hiperplano populacional em RP+, relacionando y e as p variaveis preditoras,

que se pretende conhecer:
Y =Bo+ B1 X1+ P2xo+ ...+ﬂpo

Para esse fim, sera necessario admitir alguns pressupostos adicionais.
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O Modelo RLM

Na Regresséo Linear Multipla admite-se que as n observagdes da variavel
resposta Y sdo aleatdrias, mas os valores das variaveis preditoras nao:

{1y Xe(iy s -+ Xp(iys Yiiy) et
Admitem-se validos pressupostos semelhantes aos do modelo RLS:
O Modelo da Regressao Linear Multipla - RLM
QY = Bo+ B1X1; + BoXo) + ..+ BoXpy + &, Vi=1,..n.

Q¢ ~ ¥(0,6%), Vi=1,.,n

© {&}", v.a. independentes.

A constante §; (j = 1,2,...,p) que multiplica a variavel X; é a variagao
esperada em Y, associada a aumentar X; em uma unidade, mantendo os
restantes preditores constantes.
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A notacao matricial/vectorial

As n equacdes, para as n observacoes, podem ser escritas como uma

Unica equagao, utilizando notacao vectorial/matricial:

D
I

J. Cadima (ISA - ULisboa)

Bo + B1x1(1y + BaXo(1) + - -+ BpXp(1)

Bo + B1x1(2) + BaXo(2) + - -+ BpXp(2)

Bo + B1X1(3) + BaXo(z) + - + BpXp(3)

Bo + B1X1(n) + B2Xo(ny + - - + BpXp(n)
B

Estatistica e Delineamento

++ +

2021-22

176/409



A notacao matricial (cont.)

A equacéo matricial/vectorial do modelo

As n equagdes correspondem a uma unica equagao matricial:

onde
Y 1 g,
Y2 1 Xq @
Y=| Vs | . x=|1 X

Yn 1 X1(n)

Y=XB +&,
X2(1) )
X2(2) Xp2)
X2(3) Xp(s)
X2(n) Xp(n)

Bo
B
B2

Bo

Ml
|

&
&
€3

€n
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A notacao matricial (cont.)

Na equacao matricial Y = XB + €, tem-se:
Y — vector aleatério das n variaveis aleatorias resposta;

X — matriz do modelo (ndo aleatéria) de dimensbes
nx (p+ 1) cujas colunas sdo dadas pelas observagoes
de cada variavel preditora (e por uma coluna de uns,
associada a constante aditiva do modelo);

B — vector (ndo aleatério) dos p+ 1 parametros do modelo;

€ — vector aleatério dos n erros aleatérios.
Com alguns conceitos adicionais podemos escrever também os

pressupostos relativos aos erros aleatérios em notagéo
vectorial/matricial.

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento 2021-22 178/409



Ferramentas para vectores aleatoérios

O vector Y e o vector & sdo vectores aleatdrios. Vamos definir
ferramentas para trabalhar com vectores aleatérios.

Vector esperado

Para qualquer vector aleatorio W= (Wi, Wa, ..., Wg)t, define-se o
vector esperado de W como sendo o vector dos valores esperados de
cada componente:

E[Wi]
E[Wi]

O vector esperado £[W] nio é aleatério
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Ferramentas para vectores aleatérios (cont.)

Matriz de variancias-covariancias de W

E a matriz k x k cujos elementos sdo as (co-)variancias de cada par
de componentes:

Viws]  CIWy, W] C[Wy, W5] ... C[Wy, W] ]

ClWo,W1] V(W]  C[Wo,W5] ... C[Wp, Wi]

VW] = | ClWs,Wi] C[Ws, W] VIWs] ... C[Ws, W]
| CIWi.Wi] ClWi,Ws] ClWi,Ws] ... V[Wi

E necessariamente uma matriz simétrica.
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Propriedades do vector esperado

Propriedades de vectores esperados

Tal como para o caso de variaveis aleatorias, também o vector
esperado de um vector aleatério Wy, tem propriedades simples:

@ Se b é um escalar nao aleatério, E[bW] = b E[W].

@ Se @x,1 & um vector ndo aleatério, E[W +a] = E[W] + 4.
@ Se k.1 é um vector ndo aleatério, E[a! W] = a! E[W].

@ Se B, x é uma matriz nao aleatéria, E[BW] = B E[W].

Também o vector esperado da soma de dois vectors aleatérios tem
uma propriedade operatoria simples:

@ Se Wy,1, Uk, 1 Sd0 vectores aleatérios, E[W + U] = E[W] + E[U].
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Propriedades da matriz de (co)variancias

Propriedades de matrizes de (co-)variancias

Eis algumas propriedades operatérias das matrizes de
variancias-covariancias de vectores aleatérios:

@ Se b é um escalar nao aleatério, V[bW] = b2 V[W].

@ Se @x,1 é um vector nao aleatério, V[W+a] = V[W].

@ Se @k, & um vector ndo aleatério, V[a'W] = a’ V[W]a.

@ Se B, x é uma matriz nao aleatéria, V[BW] = B V[W]B.
A matriz de varidncias-covariancias da soma de dois vectores

aleatdrios tem uma propriedade operatoria simples se os vectores
aleatérios forem independentes:

o Seyvkxj e ﬁkxl foremﬁvectores aleatdrios independentes,
V[W-+U] = V[W]+ V[U].
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A distribuicao Normal Multivariada

Vectores aleatérios tém também distribuicdes (multivariadas) de
probabilidades. Para vectores aleatérios continuos Wy, 1, a distribuicao pode
ser caracterizada por uma fungéo densidade conjunta f: RK — R.

A mais frequente distribuicao multivariada para vectores aleatérios é a
Multinormal:

Distribuicdo Normal Multivariada

O vector aleatério k-dimensional W tem distribuicao Multinormal, com
parametros dados pelo vector ji e a matriz ¥ se a sua fungéo densidade
conjunta for:

1 1 ot
£V = — (W)’ >
W)= a2 Jaers) ©

Notagao: W —~ 44 (ii,X).
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A densidade Binormal (Multinormal com k = 2)

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento 2021-22 184/409



Algumas propriedades da distribuigao Multinormal

Propriedades da distribuicao Multinormal
Se W ~ (i, X):
@ O vector esperado de W é E[W] = ji.
© A matriz de (co)variancias de W é V[W] = £.

© Se duas componentes de W tém covariancia nula, sdo
independentes: Cov[W;, W]=0 = W, W, independentes.

Nota: Em geral, X, Y independentes — cov|[X,Y]=0.
Quando a distribuicao conjunta de X e Y é Multinormal, tem-se
também a implicagéo contréria.

Nota: Qualquer zero numa matriz de (co)variancias duma Multinormal
indica que as componentes correspondentes sdo independentes.
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Propriedades da Multinormal (cont.)

Propriedades da Multinormal (cont.)
SeW ~ i(f,X):
@ Qualquer distribuicdo marginal de W é (multi)normal.
Em particular, cada componente individual W; é normal com
média y; e variancia X;;: - Wi ~ A (i, X))
© Se a um vector nao-aleatorio k x 1, entdlo W+a ~ 44(fi +a,X).
© Combinagoes Iingares das componentes dum vector multinormal
sdo Normais: a'W = a; Wy +ao Wo + ... + ax Wy —~ .+ (@'li,a'xa).
@ Se B é matriz m x k (ndo aleatéria, de caracteristica m < k),
entdao BW ~ _#,,(Bji,BZB!).
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Modelo Regresséo Linear Mdltipla - versdo matricial

O Modelo em notacao vectorial/matricial
QY = XB+é&
® 0 0 0
., 8 0 o2 0 .. 0
Q@ é ~ 1,(0,5%l,), com a_{ 0 } e
° o 0 o o?

A condigdo € ~ 4;(0, 621,) significa que:
@ Cada erro aleatério individual &; tem distribuicdo Normal.
@ Cada erro aleatério individual tem média zero: E[gj] = 0.
@ Cada erro aleatério individual tem variancia igual: V[g] = o2.

@ Erros aleatoérios sdo independentes, porque Covle;, & =0sei#j, 0
que, numa Multinormal, implica a independéncia.
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A distribuicdo do vector Y

Primeiras Consequéncias do Modelo
Dado o Modelo de Regresséo Linear Multipla, tem-se:

Y ~ A5(XB, 621,).

Sai directamente, pois Y é da forma W + &, soma dum vector Multinormal
(W = &) com um vector ndo aleatério (a = XB).
Tendo em conta as propriedades da Multinormal:

@ Cada observacgéao individual Y; tem distribuicdo Normal.

@ Cada observagao individual Y; tem média dada pelo elemento i do
vector XB: E[Y,] = Bo + B4 X1¢i) + ﬁng(,’) +...+ ﬁpxp(,-).

@ Cada observagéo individual Y; tem variancia igual: V[Y;] = o2.

@ Observacoes diferentes de Y sdo independentes, porque Cov[Y;, Y;]=0

se i#j 0 que, numa Multinormal, implica a independéncia.
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O estimador dos parametros do Modelo

Os estimadores /3‘,- dos parametros f3; do modelo obtém-se adaptando o
vector b = (X!X) X!y (acetato 161) ao contexto inferencial.

Estimador dos parametros populacionais

0] vectorfi que estima o vectorﬁ dos parametros populacionais é:
o
ﬁ:‘ = (XIX) ' XtV
B

onde X é a matriz do modelo e Y o vector das n observacoes da variavel
resposta (acetato 177).

Nota: O estimador de j3; esta na posi¢éo j+ 1 do vector E

Nota: B é da forma BW, com B = (X'X) ' X! e W =Y (Multinormal).
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A distribuicdo do vector de estimadores 3

Distribuicao do estimador B
Dado o Modelo de Regresséo Linear Multipla, tem-se:

B~ Mpir(B, 02 (X)) .

o E]=F e VIB]=c?(X'X) .
@ Cada estimador individual ﬁ’,- tem distribuicdo Normal.

@ Cada estimador individual tem média E[ﬁ,-] = f; (logo, € centrado).

-1

@ Cada estimador individual tem variancia V(] = o2 (X'X) [, ...

(Note-se o desfasamento nos indices).
A A - 2 -1
° COV[B"’ﬁ/] =0 (XIX)(:'HJH)'
@ Estimadores individuais n&o sao (em geral) independentes, porque
(X!X)~" nao &, em geral, uma matriz diagonal.
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A distribuicao dum estimador individual

Como se viu no acetato anterior, tem-se, Vj=0,1,..., p:

B~ JV(ﬁj, (X X)Wm)

o BB e,
GA
B
onde op = o2 (X! X) G141

Este resultado generaliza os relativos a Regressao Linear Simples.
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O problema de ¢2 desconhecido

O resultado do acetato anterior permitiria construir intervalos de
confianga e fazer testes a hipoteses sobre os parametros f3; se fosse

conhecida a variancia o2 dos erros aleatérios.

Mas esta €, em geral, desconhecida.

Vai-se, tal como na Regresséo Linear Simples:

@ obter um estimador para ¢2; e

@ ver o que acontece a distribuicao do acetato anterior quando o2 é
substituido pelo seu estimador.
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O Quadrado Médio Residual na Regressao Mudltipla

Quadrado Médio Residual
Define-se o Quadrado Médio Residual (QMRE) numa Regressao
Linear Multipla como

OMRE — _SQRE
n—(p+1)

@ O QMRE é habitualmente usado na Regressdo como estimador
da variancia dos erros aleatorios, isto é, toma-se

62 = QMRE .
@ QMRE é um estimador centrado: E[QMRE] = 2.
J. Cadima (ISA - ULisboa)
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Revisitando o estimador de S;

Vimos (acetato 191) que para cada estimador Bj se tem:

7 Bi— B
\/62 : (th)(;L J+1)

~ ¥ (0,1).

De forma andloga ao que acontecia na RL Simples, tem-se:

~

o Bi—Bi
\/ QMRE - (XtX)

(+1.4+1)

™ In(ps1) -
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Quantidades fulcrais para a inferéncia sobre f3;

DistribuicGes para a inferéncia sobre §;, j=0,1,....,p
Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla, tem-se

Bi—B;

(o B;

- Z‘n—(p+1) )

U+H1,j+1)"

com &5 = \/QMRE - (X!X);

Este resultado serve de base a construcdo de intervalos de confianga
e testes de hipoteses para os parametros ff; do modelo populacional.

NOTA: A quantidade fulcral acima é totalmente anéloga aos resultados
correspondentes na RLS. Assim, os ICs e testes de hipoteses a
parametros individuais, na RLM, serdo analogos aos da RLS.
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Intervalo de confianga para f3;

Intervalo de Confianga a (1 — a) x 100% para S;

Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla, um intervalo a
(1 —a) x 100% de confianga para o pardmetro f3; do modelo é:

} bj = tgp-rn O 5 By + tgpoeny Op, [’

com O'B = \/QMFz’E (Xt X)u+1/+1 e sendo tg(, (,.1) 0 valor que na
distribuigéo t,_(p11) deixa & direita uma regi&o de probabilidade 5
O valor b; € o elemento j+1 do vector das estimativas b (acetato 161 ).

NOTA: A amplitude do IC aumenta com o valor de QVRE e o valor
diagonal da matriz (X!X)~' associado ao parametro f3; em questao.
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Intervalos de confianca para 3; no ®

ICs numa regressao multipla com os lirios

> summary (iris2.1lm)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -0.24031 0.17837 -1.347 0.18
Petal.Length 0.52408 0.02449 21.399 < 2e-16 *x*
Sepal.Length -0.20727 0.04751 -4.363 2.41e-05 ***
Sepal.Width 0.22283 0.04894 4.553 1.10e-05 **x*

Estima-se que em média a largura da pétala diminui 0.20727cm por cada aumento de
1cm no comprimento da sépala (mantendo-se as outras medigdes constantes).

Como fy g25(146) = 1.976346, 0 intervalo a 95% de confianca para f, é

(—0.20727) — (1.976346)(0.04751) , (—0.20727) + (1.976346)(0.04751)

& —0.3012, —0.1134

v
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Intervalos de confianga para f3; no @(cont.)

Alternativamente, € possivel usar a fun¢@o confint.

A funcao confint nos lirios

> confint (iris2.1lm)

2.5 % 97.5 '
(Intercept) -0.5928277 0.1122129
Petal.Length 0.4756798 0.5724865
Sepal.Length -0.3011547 -0.1133775
Sepal.Width  0.1261101 0.3195470

> confint (iris2.1lm,level=0.99)

0.5 % 99.5 %
(Intercept) -0.70583864 0.22522386
Petal.Length 0.46016260 0.58800363
Sepal.Length -0.33125352 -0.08327863
Sepal.Width 0.09510404 0.35055304
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Testes de Hipdteses sobre os parametros

O mesmo resultado (acetato 195) usado para construir intervalos de
confianga serve para construir testes a hipoteses para cada f3; individual.

Testes de Hipoteses a f3; (Regresséo Linear Multipla)

> <
Hipoteses: Hy: B = ¢ vs. Hy: B # ¢
< >
=c
Bi—Bjl
Estatisticado Teste: T = 220 ~ {, ,.1)  se Hy verdade

‘B/
Nivel de significancia do teste: o

Regido Critica (Regido de Rejeicdo): Rejeitar Hy se

Teale < —lafn—(p+1)] (Unilateral esquerdo)
|Tca/c| > ta/g[n_(p+1)] (Bilateral)
Teaic > tajn—(p+1)] (Unilateral direito)
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Combinacdes lineares dos parametros
Seja a! = (ay, ay, ...,dp) um vector njo aleatoério em RPH1. O produto interno

a'B define uma combinagao linear dos pardmetros do modelo:

5’[3 = aoﬁo + a1B1 + agﬁz +...+ apﬁp .
Casos particulares importantes nas aplicagdes sao:

—

® Sea= (0,0,...,\L,...,O) (um Unico elemento nao nulo, de valor 1, na
=a;
posicao j+ 1), entdo alp = B;.
@ Se @ tem apenas dois elementos n&o nulos, 1 na posigdo i+ 1 e 41 na
posicao j+1,a!p = Bi+ B;.
® Sea=(1,x1,X2,...,Xp), onde x; indica um possivel valor da variavel
preditora X;, entdo étﬁ representa o valor esperado de Y associado aos
valores indicados das variaveis preditoras:
5’3 = ﬁo —|—ﬁ1X1 —|—ﬁ2X2 + ... +ﬁpo
= E[Y|X1 = X1,X2 = Xg,...,Xp = Xp] = »uY\i
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Inferéncia sobre combinagbes lineares dos f3;s
Para estimar a’ﬁ =apfo+aiBi1+af2+ ...+ apPp, usa-se o estimador:

5tﬁ = ao[30+a1[31 +82ﬁ2+...+apﬂp.

A multinormalidade de fi implica a normalidade de qualquer vector que seja
combinagao linear das suas componentes (acetato 186, ponto 4):

@ Sabemos que B ~ A} 1 (B, c? (XfX)‘1) (acetato 190);

® Logo, d'f —~ . (a!B, c2a!(X!X)~13) (acetato 186, ponto 4);
5 apaf .

@ Ouseja, Z = NG riEr A(0,1);

@ Por um raciocinio analogo ao usado com os fs individuais, tem-se:

a'p —a'p t
JQMRE &(X'X) 1a " -
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Quantidade fulcral para a inferéncia sobre alp

Distribuigbes para combinagdes lineares dos fs

Dado o Modelo de Regressao Linear Mdltipla, tem-se
a'f—a'p
ap

o =

- tnf(p+1) )

com 6@;} =/ QMRE -a!{(XX)'a.

Este resultado sustenta a construgao de intervalos de confianga e testes de
hipoteses para quaisquer combinagdes lineares dos parametros ; do
modelo.

NOTA: Repare-se na analogia da estrutura desta quantidade fulcral com os
resultados anteriores, relativos a ;s individuais.
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Intervalo de confianga para a‘p

Intervalo de Confianca a (1 — c) x 100% para a'p

Dado o Modelo de Regresséo Linear Multipla, um intervalo a
(1 — &) x 100% de confianga para a combinagao linear dos

parametros, @' = aofo + a1 1 + ... + apPp, €

=t N 2tk 5
a b = t% [n—(p+1)] * Géffi 5 a b aF t% [n—(p+1)] * Gﬁtﬁ ?

com a'b=agby+aiby +...+aphy € Ouf = v/ QMRE -af(X'X)Ta.
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Testes de Hipdteses sobre os parametros
Dado o Modelo de Regresséao Linear Multipla,

'B (Regressao Linear Multipla)

Testes de Hipdteses a a
> <
<

Hipoteses: Hy : a'B

Estatistica do Teste: T = ——2 —~ t,_(p11) se étB =c (Hp)

Nivel de significancia do teste: o
Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Rejeitar Hy se

Tealc < —tynesy  (Unilateral esquerdo)
| Teaic| > te[n-(ps1) (Bilateral)
Teaic > ta[n (P+1)] (Unilateral direito)
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De novo os casos particulares

No acetato 200 viram-se trés casos particulares importantes de combinacoes

lineares dos parametros.

@ No caso de a' = B;, os intervalos e testes obtidos s&o os ja vistos nos

acetatos 196 e 199.

@ No caso de 5’3 = Bi £ B, tem-se cth = Gﬁliﬁ Tem-se:

655, = VVIREA = \/VIBl+ VB2 Covljp)

As parcelas debaixo da raiz quadrada sao elementos da matriz
estimada de (co-)variancias do vector de estimadores B:

V[B] = QURE - (X'X) "
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ICs para combinagdes lineares no ®
Um intervalo de confiancga para 5/@ precisa da matriz das (co)variancias
estimadas dos estimadores B, V[3] = QVRE - (X!X) .

No @, esta matriz obtém-se através da fungao vcov.

De novo o exemplo dos lirios (iris)

> vecov(iris2.1lm)

(Intercept) Petal.Length Sepal.Length Sepal.Width
(Intercept) 0.031815766 0.0015144174 -0.005075942 -0.002486105
Petal.Length 0.001514417 0.0005998259 -0.001065046 0.000802941
Sepal.Length -0.005075942 -0.0010650465 0.002256837 -0.001344002
Sepal.Width -0.002486105 0.0008029410 -0.001344002 0.002394932

O erro padrdo estimado de f3, + f3; é:

Gpyipy = 1/0.002256837 +0.002394932 4 2(—0.001344002) = 0.04431439 .
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Intervalos de confianca para Ry

Se a combinacéo linear dos s que se deseja corresponde ao valor
esperado de Y, dado um conjunto de valores das variaveis preditoras, isto &,
alyz= E[Y|Xi1=x1,X2=Xz,..., Xp=Xp|, entdo o intervalo de confianca do
acetato 203 particulariza-se da seguinte forma:

} By = tgpmem Opyz > Ay + lgpnoin) Opyg

sendo X = (X1, X2, ..., Xp) O vector dos valores dos preditores,

ﬁy‘y( = by + b1 X1 + boxo + ...+prp 5

5,  — 2t X134
Gy = VQMRE - a(xtx)'a,

com
a=(1,x1,X2,....,Xp) .
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Intervalos de confianca para Myx no ®

E possivel obter o intervalo de confianca referido no acetato anterior através
do comando predict, tal como na RLS.

O exemplo dos lirios

Um IC a 95% para a largura esperada de pétalas de flores com:
Petal.Length=2 Sepal.Length=5 Sepal.Width=3.1
usaovectora=(1,2,5,3.1). NoR:

> predict(iris2.1lm, new=data.frame(Petal.Length=2, Sepal.Length=5,
A Sepal.Width=3.1), int="conf")

fit lwr upr
[1,]1 0.462297 0.4169203 0.5076736

O IC para E[Y|X; =2, X,=5, X3=3.1] é: | 0.4169 , 0.5077 |.
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Intervalos de predicao para Y

Podem também obter-se, de forma analoga a RLS, intervalos de predigao
para uma observacao individual de Y, associada aos valores das variaveis
preditoras xy, X, ..., Xp.

Nestes intervalos, a estimativa da variancia associada a uma observacao
individual de Y é acrescida em QMRE unidades:

iy — tg (o (o))~ Gindiv > By + tg (n_(p11)] - Gindiv [
onde X = (x1, X2, ...,xp)t indica o vector dos valores dos preditores e

,L’ly‘y( = by + b1 X1 +b2X2+...+prp

Gingiv = \/QMRE [1+@(X1X) 1a] com@=(1,%1,%z,....Xp).
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Intervalos de predicdo para Y no R

No @, é possivel obter um intervalo de predicéo através do comando
predict com o argumento int=‘‘pred”’, tal como na RLS.

O exemplo dos lirios (iris)

O intervalo de predicao (95%) para a largura da pétala, num lirio com
comprimento de pétala 2 e sépala de comprimento 5 e largura 3.1, é:

> predict(iris2.1lm, data.frame(Petal.Length=2, Sepal.Length=5,
A Sepal.Width=3.1), int="pred")

fit lwr upr
[1,]1 0.462297 0.08019972 0.8443942

O intervalo de predicdo pedido é: | 0.0802 , 0.8444 |.
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Avaliando a qualidade do ajustamento global
Numa Regressao Linear Mdltipla, com equacéo

Y=PBo+B1x1+BaXo+ ...+ BpXp+€,

o Modelo Nulo Y = By + €, corresponde a admitir que todas as variaveis
preditoras tém simultaneamente coeficiente 3; nulo.

As hip6teses correspondentes a inexisténcia (Hp), ou existéncia (H;), de
relacionamento linear sao:

Ho: p1=PB2=..=Pp=0
[MODELO = MODELO NULO ; INUTIL]
VS.

Hy - Hj:1,...,p t.q. ﬁ/#O
[MODELO # MODELO NULQ]

NOTAS:

@ nao se pode decidir entre estas hipoteses através de p testes t-Student

aos f; individuais.
@ [y ndo intervém nas hipdteses.
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Distribuicao associada a SQR

De novo, o ponto de partida para uma estatistica de teste sera a Soma de

n A —
Quadrados associada & Regressdo, SQR = Y (V;— Y)?.
i=1

Distribuicao associada a SQR, sob H

Dado o Modelo de Regresséo Linear Mltipla, tem-se 37

pr=B=..=Pp=0.

~ %3, se

Quadrado Médio da Regressao (QMR)

Defina-se o Quadrado Médio associado a Regressao, QMR =

SQR
o

Distribuicdo associada a SQRE, sempre
SQFIE

Dado o Modelo de Regressao Linear Mdltipla, tem-se

2
™ Zn-(p+1) - J
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A estatistica do teste de ajustamento global

Prova-se que SQR e SQRE sao independentes. Logo, (veja também o

acetato 118),se f; =0, Vi=1: p, tem-se:

QMR

SQR
W =25~ xp
W/p
_ SQRE __ .2
V = ) Xn—(p+1) V/n—(o+1)
W,V independentes
_ SQR _ _SQRE
sendo QMR = =5 e QMRE = 2ot
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O Teste F de ajustamento global do Modelo

Teste F de ajustamento global do modelo RLM
Hipéteses: Ho : Bi=B=..=B =0
VS.
Hy : 3Jj=1,..p talque pB; # 0.
Estatistica do Teste: F = S —~ Fopn (pi1) se Ho.
Nivel de significancia do teste: «

Regiéo Critica (Regiao de Rejeicdo): Unilateral direita

Rejeitar Hy s€ Feaic > fajp,n—(p+1)]

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento 2021-22 214/409



Expressodes alternativas no teste F global

A estatistica do teste F de ajustamento global do modelo numa

Regressao Linear Mdltipla pode ser escrita na forma alternativa:

F_ n—(p+1) AR?
N p 1-R2°

Tal como na Regresséo Linear Simples, a estatistica F é uma
fungao crescente do Coeficiente de Determinacgéo, R2.

As hipoteses do teste também se podem escrever como

Ho: %% =0 Vs. Hy: %% >0.

A hipétese Hy : #? = 0 indica que, na populacéo, o coeficiente de

determinacao é nulo.
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Outra formulacéo do Teste F de ajustamento global

Teste F de ajustamento global do modelo RLM (alternativa)
Hipoteses: Hy : %% =0 vs. Hy : %° > 0.

Estatistica do Teste: F = w-% ~ Fpn_(pt1)) s0b Ho.
Nivel de significancia do teste: «

Regido Critica (Regiao de Rejeigao): Unilateral direita
Rejeitar Hy se Feac > fu(p,n—(p+1))

@ A estatistica F é uma funcao crescente do coeficiente de determinacao
amostral, R?.

@ A hipétese nula Hy : %2 = 0 corresponde a auséncia de relagao linear
entre Y e o conjunto dos preditores (Modelo Nulo).
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Modelos, submodelos e parcimédnia na RLM

Dado um modelo de Regresséao Linear Multipla com ajustamento adequado,
o principio da parciménia sugere saber se sera possivel usar um modelo
com menos variaveis preditoras, sem perder significativamente a qualidade
de ajustamento.

Considere um modelo de Regressao Linear Multipla, com 5 preditores:

Y = Bo+ B1x1 + Boxo + Baxa + PaXs + Psxs .

Chamamos submodelo a um modelo de regresséao linear multipla contendo
apenas alguns dos preditoras, e.g.,

Y = Bo + Boxo + Bsxs

O submodelo identifica-se pelo conjunto . das suas variaveis preditoras.
No exemplo, .7 = {2,5}.

O modelo e o submodelo so idénticos se f; = 0 para qualquer variavel x;
cujo indice nao pertenca a ..

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento 2021-22 217/409



Comparando modelo e submodelos

Para comparar um modelo e um seu submodelo (identificado pelo conjunto
. dos indices das suas variaveis), precisamos de optar entre as hipéteses:

Ho: Bi=0, Vj¢.7 vs. Hi:3j¢.7 talque f;#0.

[SUBMODELO = MODELO] [SUBMODELO = MODELO]

NOTA: Esta discuss&o sé envolve coeficientes ; de variaveis preditoras
(j > 0). O coeficiente By faz sempre parte dos submodelos e néo é relevante
do ponto de vista da parcimoénia.

Caso nao se rejeite Hy, opta-se pelo submodelo (mais parcimonioso).

Caso se rejeite Hy, opta-se pelo modelo completo (ajusta-se
significativamente melhor).
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Estatistica de teste para comparar modelo/submodelo

A estatistica de teste compara as Somas de Quadrados Residuais do:
@ modelo completo (referenciado pelo indice C); e do

@ submodelo (referenciado pelo indice S)

Seja k o nimero de preditores do submodelo (k-+1 parametros). Tem-se,

sob Hy (B;=0, para todas as variaveis x; que nao estdo no submodelo):

SQREg— SQRE.
— ok

_ P—
F=—sme;— — Ffoknpmn:

n—(p+1)

Nota: Necessariamente SQRE; > SQRE;.

Sé&o os valores grandes da estatistica que levantam duvidas sobre Hy.
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O teste a um submodelo (teste F parcial)

Teste F de comparagao dum modelo com um seu submodelo
Dado o Modelo de Regresséo Linear Multipla,
Hipoteses:

Ho: Bi=0, Vj¢.” vs. Hy:3j¢.” talque PB;#0.

Estatistica do Teste:
SQREg—SQRE,
F fr— P; —~

SQRE

n=(p+1)
Nivel de significancia do teste: o

Fip—k.n—(p+1)]> $0b Ho.

Regiéo Critica (Regido de Rejeigao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se Feaic > fajp-k,n—(p+1))
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Expressao alternativa para a estatistica do teste

A estatistica do teste F parcial pode ser escrita na forma alternativa:

n—(p+1) Rz—FR§
p—k 1-R2

F pu—

NOTA: A Soma de Quadrados Total apenas depende dos valores observados
da variavel resposta Y e ndao do modelo ajustado. Assim, SQT ¢é igual no
modelo completo e no submodelo.

As hipéteses do teste também se podem escrever como
HO:%%:%\% vs. H1Z%%>%\%,

A hipdtese H indica que o grau de relacionamento linear entre Y e o
conjunto dos preditores é idéntico no modelo e no submodelo.
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Teste F parcial: formulacao alternativa

Teste F de comparagcao dum modelo com um seu submodelo
Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla,
Hipéteses:
Hy - %%:%2 vs. Hi: %’%>%’§
Estatistica do Teste:

- 1 R2_R2

Nivel de significancia do teste: «
Regiéo Critica (Regiao de Rejeicdo): Unilateral direita

Rejeitar Hy se Feaic > fapk.n(pi1) k

J. Cadima (ISA - ULisboa)
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O teste a submodelos no ®

Um teste F parcial efectua-se no @através da fungao anova, com dois
argumentos: o modelo completo e 0 submodelo sob comparacgéao.

O exemplo dos lirios

> anova(iris.lm, iris2.1lm)

Analysis of Variance Table

Model 1: Petal.Width ™ Petal.Length

Model 2: Petal.Width ~ Petal.Length + Sepal.Length + Sepal.Width
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)

1 148 6.3101

2 146 5.3803 2 0.9298 12.616 8.836e-06 **x

O valor calculado da estatistica é F,,.=12.616.
O respectivo p-value é p=8.836 x 106,

Rejeita-se a hipétese nula de igualdade de modelo e submodelo.
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Relacao entre os testes-t e o teste F parcial

Caso 0 modelo e submodelo difiram num nico preditor X;, o teste F parcial
dos acetatos anteriores é equivalente ao teste {-Student (acetato 199) com
as hipéteses Hp : =0 vs. H; : B; #0.
Nesse caso:

@ as hipoteses dos dois testes s&o iguais (Hp : f; =0 vs. Hy : ; # 0);

@ a estatistica do teste F parcial é o quadrado da estatistica do teste ¢
referido:

2
Feac = Tcalc

Tem-se p— k =1, e como é sabido, se uma variavel aleatéria T tem
distribuicao t,, entdo o seu quadrado, T2 tem distribuicdo Fiy.
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Como escolher um submodelo?

O teste F parcial (teste aos modelos encaixados) permite-nos optar entre um
modelo e um seu submodelo. Um submodelo pode ser sugerido por:

@ razoes de indole tedrica, sugerindo que determinadas variaveis
preditoras ndo sejam, na realidade, importantes para influenciar os
valores de Y.

@ razoes de indole pratica, como a dificuldade, custo ou volume de
trabalho associado a recolha de observagdes para determinadas
variaveis preditoras.

Nestes casos, pode ser claro que submodelo(s) se deseja testar.

Nota: Veja-sa o Exercicio RLM 10 g) para um exemplo.
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Como escolher um submodelo? (cont.)

Mas em muitas situacdes nao é evidente qual o subconjunto de variaveis
preditoras que se deseja considerar no submodelo. Pretende-se apenas ver
se 0 modelo é simplificavel. Nestes casos, a opg¢ao por um submodelo nao é
um problema facil.

Dadas p variaveis preditoras, o nUmero de subconjuntos, de qualquer
cardinalidade, excepto 0 (modelo nulo) e p (o modelo completo) que é
possivel escolher é dado por 2P — 2. A tabela seguinte indica o nimero
desses subconjuntos para p = 5,10, 15,20, 30.

p 2P -2
5 30
10 1022
15 32766
20 1048 574
30 | 1073741 822
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Cuidado com exclusdes simultdneas de preditores

Para pequenos valores de p: é viavel analisar todos os possiveis
subconjuntos de preditores.

Para valores de p até p ~ 35: Com algoritmos e rotinas informaticas
adequadas, ainda é possivel pesquisar todos os subconjuntos.

Mas para p muito grande: uma pesquisa exaustiva € computacionalmente
inviavel.

N&o ¢ legitimo usar testes t a significancia de cada ; no modelo completo
para decidir sobre a exclusédo de varios preditores em simultaneo.

Um teste t a §;=0 parte do principio que todas as restantes variaveis
pertencem ao modelo. A exclusdo de qualquer preditor altera os valores
estimados b; e respectivos erros padrao das variaveis que permanecem no
submodelo. Pode acontecer que um preditor seja dispensavel num modelo
completo, mas deixe de o ser num submodelo, ou viceversa.
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Um exemplo

Dados brix (Exercicio RLM 2)
A tabela da regresséao da variavel Brix sobre todas as restantes é:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 6.08878 1.00252 6.073 0.000298 **x*
Diametro 1.27093 0.51219  2.481 0.038030 *
Altura -0.70967 0.41098 -1.727 0.122478
Peso -0.20453 0.14096 -1.451 0.184841

pH 0.51557 0.33733 1.528 0.164942
Acucar 0.08971 0.03611  2.484 0.037866 *

Mas nao é legitimo concluir que Altura, Peso e pH sao todas dispensaveis.

> anova(brix2.lm,brix.1lm)

Analysis of Variance Table

Model 1: Brix ~ Diametro + Acucar

Model 2: Brix ~ Diametro + Altura + Peso + pH + Acucar

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 11 0.42743
2 8 0.14925 3  0.27818 4.97 0.03104 *

v
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Pesquisas completas

Para um numero p de preditores ndo excessivo, e dispondo de algoritmos e
rotinas informaticas adequadas, é possivel efectuar uma pesquisa completa
que assegure que se encontra o subconjunto de k preditores com o maior
valor de R? (ou de algum outro critério de qualidade do submodelo).

O algoritmo leaps and bounds, de Furnival e Wilson ' é um algoritmo
computacionalmente eficiente que permite identificar o melhor subconjunto
de preditores, de uma dada cardinalidade k.

Uma rotina implementando o algoritmo encontra-se disponivel no R, num
médulo (package) de nome leaps (comando com o mesmo nome). Outra
rotina analoga encontra-se na fun¢do eleaps do modulo subselect.

"Furnival, G.W and Wilson, R.W.,Jr. (1974) Regressions by leaps and bounds,
Technometrics, 16, 499-511.
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Um exemplo de aplicacao da rotina leaps

A rotina leaps nos dados brix

Apesar do pequeno numero de preditores, exemplifiquemos a aplicagao da
fungé@o leaps com os dados brix (Exercicio RLM 2).

> colnames(brix)
[1] "Diametro™ "Altura"  "Peso" "Brix" "pH" "Acucar"

> library(leaps) <-- carregar o médulo (tem de estar instalado)
> leaps(y=brix$Brix, x=brix[,-4], method="r2", nbest=1) <-- o comando: y resposta, x preditores

$which <-- matriz de valores logicos, indicando resultados (cada coluna um preditor,
1 2 3 4 5 cada linha uma cardinalidade de subconjunto)
1 FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE <-- k=1 ; melhor preditor individual: Acucar
2 TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE <-- k=2 ; melhor par de preditores: Diametro e Altura
3 TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE <-- k=3 ; melhor trio de preditores: Diametro, Altura, Acucar
4 TRUE TRUE FALSE TRUE TRUE
5 TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE
[Ce < el

$r2 <-- Coef. Determinagéo da melhor solugéo com o no. k=1,2,3,4,5 de preditores
[1] 0.5091325 0.6639105 0.7863475 0.8083178 0.8482525

Repare-se como o melhor submodelo (R2 mais elevado) com dois preditores ndo é o
submodelo com os preditores Diametro € Acucar, como sugerido pelos p-values do
ajustamento do modelo completo.
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Algoritmos de pesquisa sequenciais

Caso nao esteja disponivel software apropriado, ou se o nimero p de
preditores for demasiado grande, pode recorrer-se a algoritmos de pesquisa
que simplificam uma regressao linear mdltipla sem analisar todo os possiveis
submodelos e sem a garantia de obter os melhores subconjuntos.

Vamos considerar um algoritmo que, em cada passo, exclui uma variavel
preditora, até alcangcar uma condicao de paragem considerada adequada, ou
seja, um algoritmo de exclusdo sequencial (backward elimination).

Existem variantes deste algoritmo, ndo estudadas aqui:
@ algoritmo de inclus&o sequencial (forward selection).

@ algoritmos de exclusado/inclusao alternada (stepwise selection).
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O algoritmo de exclus&o sequencial com testes aos f;

@ ajustar o modelo completo, com os p preditores;

@ definir um nivel de significancia o para os testes de hipéteses a f;=0;

© paratodas as variaveis rejeita-se Hy : Bj=07?
» Se sim: nao é possivel simplificar o modelo (passar ao ponto 4).
» Se ndo: variaveis em que nao se rejeita Hy sao dispensaveis
(candidatas a exclusao).
* se apenas existe uma candidata a sair, excluir essa variavel;
* se existir mais do que uma variavel candidata a sair, excluir a variavel
associada ao maior p-value (isto &, ao valor da estatistica t mais

proxima de zero)
Reajustar o modelo apos a exclusédo da variavel e repetir este ponto 3

© Quando nao existirem variaveis candidatas a sair, ou quando sobrar um
Unico preditor, o algoritmo para. Tem-se entdo o submodelo final.
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Um exemplo — Exercicio RLM 2

Dados brix: algoritmo de exclusdo sequencial
Fixando o nivel de significancia a = 0.05:

> summary(lm(Brix ~ Diametro + Altura +

Estimate Std. Error t value

(Intercept) 6.08878 1.00252 6.073
Diametro 1.27093 0.51219  2.481
Altura -0.70967 0.41098 -1.727
Peso -0.20453 0.14096 -1.451
pH 0.51557 0.33733  1.528
Acucar 0.08971 0.03611  2.484
> summary(lm(Brix ~ Diametro + Altura +

Estimate Std. Error t value
(Intercept) 6.25964 1.05494 5.934
Diametro 1.40573 0.53373 2.634
Altura -1.06413 0.35021 -3.039
pH 0.33844 0.33322 1.016
Acucar 0.08481 0.03810  2.226

> summary(lm(Brix ~ Diametro + Altura +

Estimate Std. Error t value
(Intercept) 6.97183 0.78941 8.832
Diametro 1.57932 0.50642 3.119
Altura -1.11589 0.34702 -3.216
Acucar 0.09039 0.03776  2.394

Peso + pH + Acucar, datasbrix))
Pr(>ltl)

0.000298 *xx*
0.038030 *
0.122478
0.184841
0.164942
0.037866 *

pH + Acucar, data=brix))
Pr(>ltl)
0.000220 *xx*
0.027189 *
0.014050 * <-
0.336316
0.053031 . <-

Passou a ser significativo (0.05)

Deixou de ser significativo (0.05)

Acucar, data=brix))
Pr(>|tl)
4.9e-06 ***
0.01090 *
0.00924 *x*

0.03771 * <- Voltou a ser significativo (0.05)

O algoritmo para aqui. Pode comparar-se o submodelo final com o modelo completo, através dum teste F parcial.

v
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Critério de Informacao de Akaike

o® disponibiliza fungbes para automatizar pesquisas sequenciais de
submodelos, semelhantes a que aqui foi enunciada, mas em que o critério de
exclusdo duma variavel em cada passo se baseia no Critério de Informacao
de Akaike (AIC).

Critério de Informacao de Akaike (AIC)

O AIC é uma medida geral da qualidade de ajustamento de modelos. No
contexto duma Regresséo Linear Multipla com k variaveis preditoras,

define-se como I
AIC = n-In(Tk>+2(k+1).

Nota: O AIC pode tomar valores negativos.
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Interpretando o AIC

SQRE

AlC = n-|n< >+2(k+1)

@ a primeira parcela é funcao crescente de SQREy, i.e., quanto
melhor o ajustamento, mais pequena a primeira parcela;
@ a segunda parcela mede a complexidade do modelo (k+1 € o0

nuamero de parametros), pelo que quanto mais parcimonioso o
modelo, mais pequena a segunda parcela.

Assim, o AIC depende simultaneamente da qualidade do ajustamento
e da simplicidade do modelo.

Um modelo para a variavel resposta Y é considerado melhor que outro
se tiver um AIC menor (quando ajustados com 0s mesmos dados).
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Algoritmo de excluséo sequencial com base no AIC

Pode definir-se um algoritmo de exclusao sequencial, com base no
critério AIC:

@ ajustar o modelo completo e calcular o respectivo AIC.

@ ajustar cada submodelo com menos uma variavel e calcular o
respectivo AlC.

@ Se nenhum dos AICs dos submodelos considerados for inferior ao
AIC do modelo anterior, o algoritmo termina sendo o modelo
anterior o modelo final.

Caso alguma das exclusdes reduza o AIC, efectua-se a exclusao
gue mais reduz o AIC e regressa-se ao ponto anterior.
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Algoritmos de exclusdo sequencial no @®@

A fungéo step corre o algoritmo de exclus@o sequencial, com base no AIC.

Dados brix (Exercicio 2 RLM)

> brix.lm <- lm(Brix ~ Diametro + Altura + Peso + pH + Acucar, data=brix)

> step(brix.lm, dir="backward")
<-- AIC negativo
Brix ~ Diametro + Altura + Peso + pH + Acucar

Start: AIC=-51.58

Df Sum of Sq
<none> 0
- Peso 1 0.039279 0O
- pH 1 0.043581 0
- Altura 1 0.055631 0
- Diametro 1 0.114874 0
- Acucar 1 0.115132 0

Os varios modelos ensaiados sdo ordenados por ordem crescente de AIC. Neste
caso, nao se exclui qualquer variavel: o AIC do modelo inicial é inferior ao de qualquer
submodelo resultante de excluir uma variavel. O submodelo final € o modelo inicial.

RSS

.14925
.18853
.19284
.20489
.26413
.26439

-51.
-50.
-49.
-49.
-45.
-45.

AIC
576
306
990
141
585
572

<-- modelo original com AIC menof
<-- modelo sem Peso em 20. lugar

J. Cadima (ISA - ULisboa)
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As duas variantes dos algoritmos

Os algoritmos de exclusdo sequencial baseados nos testes t ou no AIC
coincidem nas variaveis a excluir, podendo diferir apenas no momento de
paragem.

Em geral, um algoritmo de exclusédo sequencial baseado no AIC é mais
cauteloso na excluséo, sobretudo se o valor de o usado nos testes ¢ for
baixo. Nos algoritmos baseados nos testes t, € aconselhavel usar valores
mais elevados de a, como o = 0.10.

Um algoritmo de exclusédo sequencial ndo garante a identificagcdo do “melhor
submodelo” com um dado numero de preditores. Apenas identifica, de forma
computacionalmente ligeira, submodelos “bons”.

Deve ser usado com bom senso e o submodelo obtido cruzado com outras
consideracoes (e.g., o custo ou dificuldade de obtencdo de cada variavel, ou
o papel que a teoria relativa ao problema em questao reserva a cada
preditor).
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O R2 modificado

@ O Coeficiente de Determinacao usual:

@ O AR? modificado (definindo QUT = 29T = 2):

QMRE SQRE
2 _ _ n— _ 2 n—
Amod = 1= "gur = '~ sar 7 = 10"y

Tem-se sempre n—1 > n—(p+1), pelo que: R2,_, < R?.
Sen>p+1tem-se: R~ R2

mod*

Se n & pouco maior que o nimero de variaveis preditoras: A2, < R?
(excepto quando R? for muito préximo de 1).
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O R? modificado (cont.)

2 ; ; -
R: .4 Penaliza modelos complexos ajustados com poucas observagoes.

Exemplo: dados brix (n=14 e p+1=6)

> summary (brix.lm)
[...]
Multiple R-squared: 0.8483, Adjusted R-squared: 0.7534

Um submodelo pode ter R,Znod maior que um modelo completo.

Exemplo: dados milho (Exercicio RLM 10)

(tb. ilustra o uso do R,%,od como critério de selecgao na fungao de pesquisa leaps):

> library (leaps)

> leaps(y=milho$y , x=milho[,-10], method="adjr2", nbest=1)
[...]

$adjr2 <-- o maior R2 modificado & no submodelo com k=4 preditores
[1] 0.5493014 0.6337329 0.6544835 0.6807418 0.6798986 0.6779395 0.6745412

[8] 0.6633467 0.6488148

v
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Anadlise de Residuos e outros diagndsticos

Uma regresséo linear ndo fica completa sem a validagdo do modelo.

Grande parte do que se disse sobre residuos na Regressao Linear Simples
mantém-se valido numa Regresséao Linear Multipla.

Relembrar trés conceitos relacionados, mas diferentes:

Erros aleatérios (desconhecidos)
& = Yi— (Bo+ B1X1(iy + BaXo(iy + ... + BoXp(i))
Residuos (variaveis aleatérias - preditores dos erros aleatorios)
Ei=Yi— (Bo+ Brxai + BaXagy + - + BoXo(iy)

Residuos (valores observados)
ei=Yyi— (bo+ b X1(i) + ngg(,') +...+ prp(/'))
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Propriedades dos Residuos sob o Modelo RLM

O modelo de Regressao Linear Mdltipla admite que

g ~ A(0,0%) Vi=1,.n.

Em notagao vectorial, o vector dos n residuos E; = Y;— ¥; é dado por:

E-V-Y=V_HY = (I,—H)Y.

Distribuicao do vector dos Residuos no modelo RLM
Dado o Modelo de Regresséo Linear Multipla, tem-se:

E ~ m,(ﬁ,&(l,,—H)) sendo E = (I,—H)Y .
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Propriedades dos Residuos sob o Modelo RLM (cont.)
Sabemos que Y —~ .4;7(XB , 621,). Logo, vector dos residuos E = (I, — H)Y:

@ tem distribuicdo Multinormal
(é da forma BY, com B = (I,—H) néo aleatéria);

@ tem vector eSperadO:
E[E] = E[(lh—H)Y] = (Il,—H)E[Y] = (I,—H)XB = 0,

pois o vector Xﬁ € € (X), logo permanece invariante sob a acg¢éo da
matriz de projeccdo H:  HXB = XB;
@ tem matriz de covariancias:
VIE] = V[(Ilh,—H)Y] = (Il,—H)V[Y](l,—H)! = 6?(1,—H),
porque a matriz de projeccao ortogonal € (Exercicio RLM 4) simétrica

(H! = H) e idempotente (H2 = HH = H).
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Propriedades dos Residuos sob o Modelo RLM (cont.)

Distribuicao dos Residuos
Sob 0 modelo RLM, os residuos tém a seguinte distribui¢ao:

Ei ~ t//(o, 02(1—h,-,-)) Vi=1,..n,

onde h;; é o i-ésimo elemento diagonal da matriz H = X(X!X)~'X! de
projeccao ortogonal sobre o subespago % (X).

Logo, E; Normal, com E[E]]=0 e V[E]=c?(1— hy).

Embora no modelo RLM os erros aleatérios sejam independentes, os
residuos ndo sao variaveis aleatdrias independentes, pois as covariancias
entre residuos diferentes sdo (em geral), ndo nulas:

cov[E,E] = —c®hj, sei#],

onde hj indica o elemento da linha / e coluna j da matriz H.
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Varios tipos de residuos
Tal como na RLS, definem-se diferentes tipos de residuos:

Dois tipos de residuos (também na RLM)
Residuos habituais : Ej = Y;— ¥j;
Residuos (internamente) estandardizados : R; = E;

1
VQMRE (1—h;)"

Tal como para a RLS, também em regressdes multiplas se avalia a
validade dos pressupostos do modelo através de graficos de residuos.

Estes gréaficos sdo agora mais importantes do que na RLS, dada a

impossibilidade de visualizacdo de nuvens de pontos em espacos de
alta dimensionalidade.
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Analise dos residuos

Os graficos mais usuais sao os ja considerados na RLS e a sua leitura faz-se
de forma andloga:

@ grafico de E;s vs. V;s: os pontos devem-se dispor numa banda
horizontal, centrada no valor zero, sem outro padrao especial.

@ gqg-plot dos residuos estandardizados vs. distribuicdo Normal: a
Normalidade dos erros aleatérios corresponde a linearidade.

@ gréfico de residuos vs. ordem de observacgao: para investigar eventuais
faltas de independéncia dos erros aleatorios.

Outras ferramentas de diagnéstico visam identificar observagdes individuais
que merecem ulterior andlise, tal como na RLS. Mas importa adaptar as
definicdes ao contexto de Regressao Multipla.
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O efeito alavanca

Efeito alavanca

Numa RLM o valor de efeito alavanca (leverage) é o valor h;; do
elemento diagonal da matriz de projeccao ortogonal H,
correspondente a observacao i

@ tem-se 1 < h; <1;
@ o valor médio das observagdes alavanca numa RLM é a razao
entre o nimero de parametros e 0 numero de observacgoes:

p+1
.

h=
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Graficos de diagndstico

Distancia de Cook

A distancia de Cook para avaliar a influéncia da observacao i define-se agora

como:

nor. . 2
j§1 [yl' _y/(f/)]
'~ (o +1)QMRE *

onde j/,-(f[) € o j-ésimo valor ajustado sem a observagao i.

Alternativamente (sendo R; o correspondente residuo estandardizado):

hi )
@2 ji
Di=h (1_h/'/') p+1-

Os restantes aspectos da discussao sao analogos aos duma RLS.

J. Cadima (ISA - ULisboa) Estatistica e Delineamento 2021-22

248/409



Um exemplo de graficos de diagndstico

Dados brix (Exercicio RLM 2)

Cook's distance

Os valores bastante grandes de distancia de Cook e efeito alavanca h;; neste
exemplo reflectem o reduzido nimero de observacoes (n=14) usado para

Cook’s distance

Residuals vs Leverage

Standardized residuals

- Cook's disténce o

T T T T T T

I
T
2

T
4

6 8 10 12 14 0.0

Obs. number

L
0.2 0.4

Leverage

ajustar um modelo com muitos parametros (p+1=6).
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Adverténcias finais

1. Podem surgir problemas de multicolinearidade das variaveis preditoras: as
colunas da matriz X serem (quase) linearmente dependentes. Nesse caso:

@ havera problemas no célculo de (X'X)~', logo no ajustamento do
modelo e na estimagéo dos parametros;

@ podem existir variancias muito grandes de alguns f;s, o que significa
muita instabilidade na inferéncia.

Multicolinearidade reflecte redundancia de informagao nos preditores.

E possivel eliminar multicolinearidade (exacta ou aproximada) excluindo da
andlise uma ou mais variaveis preditoras que sejam responsaveis pela
(quase) dependéncia linear dos preditores.
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Adverténcias finais (cont.)

2. Tal como na RLS, podem ser usadas transformacdes da variavel resposta
€ uma ou mais variaveis preditoras.

Sao uteis transformacdes que linearizem uma relagéo néo linear entre Y e
X1, Xo, ..., Xp. Tais transformagoes linearizantes permitem estudar relagbes
nao lineares através de relacdes lineares entre as variaveis transformadas.

E.g., uma relagdo ndo linear entre y, x; e xo, da forma:

b

— C
y =axyxs

torna-se, apds logaritmizagao, numa relagéo linear entre In(y), In(x1) e
In(x2) (com by =1In(a), by=be b, =c):

In(y) = In(@)+blIn(x1)+cln(x2) = by+ bi In(xq1)+ baln(x2) .

Nota: Os erros aleatérios aditivos, com os pressupostos usuais, devem ser
vélidos apos as transformacgoes linearizantes.
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