INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA
ESTATISTICA E DELINEAMENTO

5 de Novembro, 2021 PRIMEIRO TESTE 2020-21 (40%) Uma resolugao possivel

1. Regressao linear simples de rendimento sobre peso dos sarmentos.

(a)

O declive da recta ajustada é dado por by = w;;"” =Ty Z_Z =0.9146154 x 8:23?2533 =1.270931.

Este valor indica a variacao média estimada no rendimento, em kg/planta, por um hec-
tograma/planta adicional no peso dos sarmentos. A ordenada na origem é dada por
bp =7y — b1 T = 3.368 — 1.270931 x 2.425 = 0.2859923 kg/planta. Assim, a equacao da
recta estimada é y = 0.286 + 1.271 x.

A correlagao entre preditor e varidvel resposta é 7, = 0.9146154. A proporc¢ao de vari-

abilidade dos rendimentos observados que pode ser explicada por essa regressio ¢ R2 =

(rzy)? =0.9146154 = 0.8365213. Assim, cerca de 84% da variabilidade observada nos ren-

dimentos serd explicada pela recta de regressao sobre o peso dos sarmentos. Este valor é

significativamente diferente de zero, como se comprova pelo teste I’ de ajustamento global:

Hipéteses: Hy:R?>=0 wvs. H; :R?>0.

Estatistica do Teste: ' = % =(n—2) % ~ F(1,n2), sob Hy.

Nivel de significancia: « = 0.05.

Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feqe > fo.05(1,32 Vamos aproximar
esta fronteira da Regiao Critica pelo valor tabelado f gs[1,30 ~4.17.

Conclusoes: O valor calculado da estatistica é F,,. = 32 X % = 163.7442. A
rejeicao de Hy é clarissima, logo o modelo ajustado é muito significativamente diferente

do Modelo Nulo, como era de esperar, dado o valor elevado de R?.

A Soma de Quadrados Total obtém-se pela formula SQT = (n—1) x 57 =33 x (0.5528155)* =
10.08496. A Soma de Quadrados da Regressdo pode obter-se a partir da defini¢ao do

Coeficiente de Determinacio, R? = gg—?, uma vez que este & conhecido. Assim, tem-

se SQR = R? x SQT = 0.8365213 x 10.08496 = 8.436287. A tltima das trés Somas de
Quadrados obtém-se, a partir da formula fundamental da regressao linear, como SQRFE =
SQT — SQR=10.08496 — 8.436287=1.648673.

Aumentar em dez gramas o peso por planta dos sarmentos corresponde a aumentar esse
peso do preditor em 0.1 hectogramas. Sabemos que a cada aumento em c¢ unidades da
variavel preditora corresponde uma variacao média estimada na varidvel resposta de ¢ X by
unidades. Como ¢=0.1 e by =1.270931, tem-se uma variagao média estimada no rendimento
de 0.1270931 kg/planta por cada dez gramas adicionais no peso/planta dos sarmentos.

O enunciado pergunta se é admissivel considerar que 51 > 1. Vamos efectuar um teste de
hipéteses que exija o 6énus da prova a esta hipotese, ou seja, que a coloque como Hipdtese
Alternativa:

Hipoteses: Hy : 51 <1 ws. Hp :[(1 > 1.

Estatistica do Teste: T' = Bl;‘ﬂ ~ tn9, sob Hy.
B1

Nivel de significancia: o = 0.05.



Regiao Critica: Unilateral direita. A Regra de Rejeicao ¢ rejeitar Ho se Teare > to.05[32)-
Este ultimo valor esta entre os valores tabelados g g530) =1.69726 e tg o549y =1.68385.

Conclusoes: O valor calculado da estatistica na nossa amostra é ... = b=l Sabe-

&/3’1
se que by = 1.270931; n — 1 = 33, s2 = 0.39782922 = 0.1582681; e que QM RE =

SQRE _ L6 _0,05152103. Logo, 55, =/ B — |/ BOSIG_ /G 00950457 —

0.09932044. Assim, teqe = F2008 = 2.727847 > 1.69726. Assim, rejeita-se Ho em
favor de Hp : 81 > 1, ao nivel de significincia a=0.05. O declive da recta ajustada é

significativamente maior que 1.

O grafico mostrado tem, no eixo vertical, os valores dos residuos (usuais) e; e no eixo
horizontal os valores ajustados ;. Neste grafico pode estudar-se a validade dos pressupostos
de linearidade de fundo e de homogeneidade das varidncias dos erros aleatorios, em cujo
caso os pontos se devem dispersar essencialmente numa banda horizontal em torno do valor
zero (que é o valor médio dos residuos). No nosso caso, é visivel uma tendéncia para a
dispersao dos residuos ir aumentando & medida que se caminha da parte esquerda para
a parte direita do gréfico (o chamado ‘efeito funil’). Essa tendéncia indicia a violagao do
pressuposto de varidncias constantes dos erros. Nao havendo curvilinearidade aparente na
nuvem de pontos, o pressuposto duma tendéncia de fundo linear é admissivel. Finalmente,
nenhuma observacao tem um residuo muito maior que os restantes.

2. A regressdao com todas as variaveis logaritmizadas.

(2)

A afirmagao nao é correcta. Uma vez que neste modelo a variavel resposta foi logaritmizada,
o valor de R? indica a proporcio da variabilidade dos log-rendimentos que é explicada pela
regressao, e nao a proporcao da variabilidade dos rendimentos, como no modelo da pergunta
1. Os dois valores nao sao directamente comparaveis.

Uma vez que ambas as variaveis nesta regressao linear foram logaritmizadas, a relagdo nao
linear entra as varidveis originais correspondente ao ajustamento agora feito é uma relagao
poténcia. Concretamente, e exponenciando a recta ajustada, tem-se:

In(y) = 0.41536 + 0.90085 - In(z)

o y = e0.41&1‘56—1—0.90085-ln(x) _ e0.41536.eO.90085~ln(x)

& y = 1514916 - @

0.90085)

= 1.514916 - %9095

Tendo em conta a curva poténcia ajustada, que estima uma curva poténcia populacional
com equagao y = ePo xﬁl, y e x serao directamente populacionais se 81 =1. Vamos construir
um intervalo a 95% de confianca para (7 a fim de validar essa hipotese. Sabemos que a
forma geral do IC a (1—«) x 100% de confianca é: ] by —ta(n-2)05 , bittem-2)0p [. No
enunciado pode ver-se que by =0.90085 e 651 =0.06572. Como tg g25(32) ~ 2.04227, tem-se
o intervalo de confianga a 95% (aproximadamente) dado por: | 0.7666 , 1.0351 [. Assim,
e embora por pouco, o IC contém o valor 1. Logo, a proporcionalidade entre rendimento e
peso dos sarmentos nao pode ser excluida, a 95% de confianca.

Neste gréfico, os valores do eixo vertical correspondem aos residuos estandardizados, R;,
enquanto que os valores no eixo horizontal correspondem aos valores do efeito alavanca, h;;.
As curvas que sao visiveis nos cantos direitos correspondem as isolinhas de distancias de
Cook iguais a 0.5 (e resultam de, na equagao D; :R? lljz” %, igualar D; =0.5). Constata-se
que nenhuma observacao tem distdncia de Cook maior que esse limiar de guarda, o que
indica que nao observagoes particularmente influentes, ou seja, observagoes que, caso fossem




(individualmente) retiradas do conjunto de dados, provocassem grandes alteragoes na recta
ajustada. Igualmente, nenhuma observagao tem residuos estandardizados superiores (em
valor absoluto) a 3, pelo que ndo existem observagoes afastadas de forma anémala da
recta ajustada. Quanto ao efeito alavanca h;;, mede o que poderiamos designar a ‘forca
de atracgao’ dum ponto sobre a recta, ja que a varidncia dos residuos (usuais) é V[E;] =
02 (1—hy;), pelo que valores grandes de hy; (que estd sempre contido no intervalo [%, 1] ) tém
pequena variabilidade em torno do seu valor médio zero, ou seja, correspondem a pontos que
tém de estar proximos da recta. A observagao mais & direita no grafico é a observacao com

(z} —z%)?

(n—1) si* ’
sabemos que esse maior efeito alavanca tem de corresponder & observacao em que o preditor
log-peso dos sarmentos toma o valor mais afastado da média x*=0.8724938, de entre todas
as observagoes. Para identificar qual essa observacgao, registamos que tem de ser uma de
duas observagoes: ou a observagao com o menor valor de z; (logo de x} = In(x;)), que no
enunciado se verifica ser 1.680, com z} = In(1.680) = 0.5187938; ou a observacdo com o
maior valor de x;, que é 3.150, e para a qual 7 = In(3.150) =1.147402. O valor, de entre
estes dois, mais afastado da média 0.8724938 ¢ o primeiro (0.8724938 —0.5187938 =0.3537).
Logo, a observagao a que corresponde esse ponto mais a direita no grafico é a observagao

com o menor valor observado de peso dos sarmentos.

maior efeito alavanca. Uma vez que na regressao linear simples se tem hy; :% +

II

1. Modelo de Regressao Linear Simples.

(2)

O modelo de regressao linear simples é ajustado com base em n pares de observagoes
{(x;,Y;)}, sendo Y; variaveis aleatorias que indicam as observacoes da variavel resposta
e x; os correspondentes valores da variavel preditora, que se admite serem fixados pelo
experimentador (ndo aleatorios). Admite-se ainda que: (i) Y; = By + 51 z; + €; € a equagao
do modelo; (ii) ¢, ~ N(0,0?), para todo o i; e (iii) {€}7,; sdo variaveis aleatérias inde-
pendentes. As varidveis aleatorias Y; sao assim transformacoes lineares dos erros aleatorios
(€;), obtidas somando parcelas nao aleatorias (5p+ 1 ;). Como os erros aleatorios tém dis-
tribuicao Normal, as propriedades da distribuicdo Normal garantem que cada Y; também
terda distribuicdo Normal (transformagoes lineares de Normais também tém distribuicao
Normal). O valor médio e variancia de cada Y; podem calcular-se a partir das propriedades
operatorias desses indicadores. Tem-se:

EY;|=FE[Bo + b1 xi + €] =pPo + b1 @i + Ele;] = PBo + b1 2
i

De forma anéloga,
VIYi|=VI[Bo + 1z + €] =Vle] = o> .

Logo, Y; —~ N( Bo+pB1x;, o). Embora as observagoes tenham todas distribuigio Normal
e varidncias homogéneas, nao sdo identicamente distribuidas, pois o seu valor médio varia
consoante o correspondente valor do preditor, x;.

Pede-se para deduzir a formula (que consta do formulario) para V[B;]. Sabemos pelo
n

formulario que 1 =5 ¢; Y;, com ¢; = ﬁ Uma vez que, dado o Modelo, as observagoes
i=1 e

Y; (que sdo transformacoes lineares dos erros aleatorios ¢;) sdo independentes, o somatorio

pode passar para fora da variancia. Também as constantes multiplicativas ¢; podem passar,



2.

elevadas ao quadrado, para fora da varidncia (mas nao para fora do somatoério!). Assim, e
tendo em conta que V[Y;]=02, Vi, vem:

n n n

n n - 2
Se¥i| = AV =3 d et =0t Y od =0 =

i=1 =1 i=1

_ o’ - x'_fz_azw _ o’
- n—lsQQZ(l )= (n—1)s2f (n—1)s3

Vi = V

=
— (n—1)s2

como indicado no formulario.

(a) Numa regressao linear simples, o efeito alavanca tem a expressao dada no formulario: h;; =

= —|— ((;fz 1:)):)52 Apenas o numerador da segunda parcela varia de observacao para observacao
(depende de i), e 0 menor valor que pode tomar seré zero, quando x; = T. Assim, o efeito
alavanca alcanca o seu menor valor possivel (%) numa observacao com valor x; do preditor
igual & média dos valores observados de . Nao havendo uma observacao que satisfaca essa
condicao, serd a observacao com o valor x; mais proxima de T que terd o menor valor do

efeito alavanca.

(b) Pela expressao do efeito alavanca acima indicada, o valor médio dos h;; é dada por:

o= —Zhu——Z[iJr((x ? } Z— ‘Z n—182

i=1
\,_/
1 1 1 " 1 1 2
— _+_'72'Z(xi_j)2 - - W
n n (n—1)s2 pat n n W
—————
=(n—1)s2

(c) A variancia dos erros aleatorios é, de acordo com o Modelo, o2, Esta variancia ¢ estimada

pelo Quadrado Meédio Residual, QM RE. Tendo em conta que a distancia de Cook ¢ dada
por D;= R2 “__ % e que o i-ésimo residuo estandardizado ¢ dado por RB; = ——2i
hii \/QMRE-(lfhii)

tem-se:
E? hii 1 E? . hy E? hy;
i ) i L i i MRE — 5 i
QMRE(1—hi) 1—hy; 2 2QMRE(1—hy? & OMEE=op "5

que é a expressao pedida no enunciado.

D; =

(d) A contribuigao da i-ésima observagao para a Soma de Quadrados dos Residuos é o quadrado
, . . e . .,  E? L 1
do seu residuo, ou seja E’Z2 Assim, a sua contribuicao relativa é SORE: Ora, o valor médio

do efeito alavanca ¢, como se viu na alinea b), h = % Caso hy; = h = %, a expressao da
alinea anterior fica:

oMRE - SQRE_ B Bz E;
- n-2 2D;(1- %)2 7D, ™ ;) Di (n—2)2
E? _ D (n—2)z :D--n_2<D‘

SQRE n- (n—2y n

que é a desigualdade que se pedia para provar.



