Capitulo Il
Introducao a Inferéncia Estatistica
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A Probabilidade e a Inferéncia Estatistica

@ A Probabilidade e a Inferéncia Estatistica.
@ A amostragem. Principais Distribuicdes por Amostragem

@ Topicos de Estimacao e de Inferéncia

e estimacgao pontual
o estimacao por intervalos
o testes de hipo6teses
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A Probabilidade e a Inferéncia Estatistica

Comecamos esta unidade curricular pelo estudo descritivo de uma
amostra. Passamos depois pela Introdugéo a Teoria da Probabilidade

com o estudo de alguns dos modelos de probabilidade (discretos e
continuos).

Veremos agora como utilizar todo esse conhecimento na Inferéncia
Estatistica. A Inferéncia Estatistica é ... aquilo que permite o salto
que vai da amostra para a populacido (Pestana e Velosa, 2008).
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A Probabilidade e a Inferéncia Estatistica

Mas ... sem conhecimento da probabilidade ndo é possivel avangar na
inferéncia estatistica. Apenas para breve “orientacdo” podemos dizer
que:
@ na probabilidade temos 0 modelo da populagéo que nos permite
calcular a probabilidade de certos acontecimentos;
@ na inferéncia estatistica parte-se da amostra e pretende-se obter
informacao sobre 0 modelo ou sobre caracteristicas da
populagéao.
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Conceitos em Inferéncia Estatistica

A inferéncia estatistica tem como objectivos tirar conclusdes sobre os
parametros da populacdo a partir da recolha, tratamento e analise dos
dados de uma amostra, obtida nessa populagao.

Conceitos basicos:

Populacéao — conjunto completo de todas os objectos (elementos)
com uma (ou mais) caracteristica(s) comuns;

Unidade Estatistica — cada elemento da populagao;

Amostra — conjunto dos valores efectivamente observados;
Parametro de uma populacao — constante desconhecida, cujo
verdadeiro valor se pretende “estimar” ou “validar”.
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Introducao a Teoria da Amostragem

Amostragem — procedimento de recolha de elementos da populagéao
para obter uma amostra. J

De uma dada populacao podemos retirar muitas amostras:
@ Amostra 1
@ Amostra 2
Q...
@ Amostra k
...

Mas - - - quase sempre recolhemos s6 uma amostra para

estudarmos uma caracteristica X da populacao.

Seja (x1, X2, - - - , Xn) uma amostra de n observagdes da

caracteristica, obtidas apds um processo de amostragem.

Prof? Manuela Neves (Slides) ESTATISTICA (2021/2022) 175/ 236



Introducao a Teoria da Amostragem

Vamos considerar a amostra (x4, X2,--+ , Xs) como uma realizagéo
de nvariaveis  (Xj, X2,---Xp) que sdo “copias” da variavel X
Recapitulando:

@ Antes da amostragem ser realizada temos n variaveis aleatérias
(Xq,Xo,..., Xn)

@ Depois de efectuada a amostragem temos um conjunto de dados
que constituem a amostra observada (xq, ..., X,).

Definicao de amostra aleatdria

Chama-se amostra aleatdria de dimensdo n, X = (X1, Xz,...,Xp) a
um conjunto de n variaveis aleatorias independentes e semelhantes,
i.e., tendo todas a mesma distribuicdo que é a da caracteristica X em
estudo na populagao.
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Topicos de Estimacao

Quais os parametros desconhecidos da populagdo que nos vao
interessar e que procedimentos usar para os estimar?

Os procedimentos sdo métodos adequados (queremos “os melhores”)
para estimar os parametros desconhecidos.

Em Estatistica, esses métodos consistem na obtencao de variaveis
aleatérias “especiais”, chamadas estimadores.

Definicao de estimador

Chama-se estimador de um parametro a uma fungao da amostra ale-
atéria (X, Xz, ..., Xn), que “permite” obter um valor para o parametro
desconhecido (esta fungao nao possui quantidades desconhecidas).

NOTA: Nao iremos referir procedimentos para obter estimadores
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Topicos de Estimacao

Um estimador é entdo uma variavel aleatéria que ter4d uma dada
distribuicdo (pelo menos aproximadamente).

O valor que o estimador (variavel aleatéria) toma quando se observa a
amostra chama-se estimativa.

Definicao de estimativa

Estimativa de um parametro é um valor concreto assumido pelo esti-
mador.

Dada a amostra aleatoria, (X1, X, ..., X»), i.e., v.a. i.i.d. a X, vamos
ver os parametros que nos vao interessar, os seus estimadores e
estimativas
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Topicos de Estimacao

Parametro(s) a estimar  Estimador(es) Estimativa(s)

g X= Gt x=
o2 R — XL 55:‘1—7)2 s2 — Zf’=1n (i(q—?)z
p p=x@ p—x®
w1 77 2 X; 77 Xo X 7%
0% 7705 5277 8% 277 82
p1 77 p2 P, 77 P, B 77 Bo

@ X -v.a. que conta o nimero de sucessos na amostra de dimensao n
(®)x - ntimero observado de sucessos na amostra de dimensao n.
?? significa que teremos que escolher a melhor operagéo para fazer a comparacao
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Topicos de Estimacao

Temos uma amostra — como inferir para a populacao? J

o Estimagéo dos parametros

o Estimagao pontual
o Estimacao intervalar — intervalos de confianca

@ Testes de hipbteses estatisticas.

Estimacao pontual — indicar um Unico valor como estimativa.
Exemplos de estimativas: X, s, p, ---.

Estimacao por intervalos — neste caso calcula-se um intervalo (alea-
tério) que com uma probabilidade elevada contenha o verdadeiro valor

do parametro.

v
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Estimacao por intervalos

Para a construcdo do intervalo é necessario conhecer a
distribuicéo - exacta ou aproximada - do estimador (ou qualquer
expressao dele)

Definicao de intervalo de confianca

Chama-se intervalo de confianca ao intervalo que resulta da concre-
tizacdo do intervalo (aleatério) e é portanto um intervalo (a, b), onde
ae b sao numeros reais e a < b.

Relembre-se que para obter o intervalo de confianga € entdo
necessario conhecer a lei do estimador do parametro desconhecido.
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Intervalo de confianca

Comecemos entao por ver como se construiria um intervalo de
confianca para pu, (valor médio de uma caracteristica X.)

Precisamos de procurar a distribuicdo do estimador de u—s X
@ Seja X v.a. ¢/ dist. Normal, i.e., X —~ N(u,0)
Para uma amostra de dimenséo ntem-se X, —~ N (u,0/v/n)
Entao. ..
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Intervalo de confianca

Intervalo de confianca a (1 — «) x 100% para u
Seja X v.a. ¢/ dist. Normal , i.e., X —~ N (u, o)

. . X—
Se o conhecido — considera-se py \}‘ﬁ ~ N(0,1)

o intervalo a (1 — «) x 100% de confianca para . é

_ o _ o
X—Za/27ﬁ<ﬂ<x+za/275

(Zoj2 — valordava. Ztalque P(Z > z,/5) = a/2)
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Intervalo de confianca

Observacgoes: Chama-se precisao da estimativa a semi-amplitude do intervalo de
confianga e confianca ou grau de confianca a (1 — a) x 100%

Quanto maior for o intervalo, maior é o grau de confianga, mas menor a precisdo da
estimativa.

Prof? Manuela Neves (Slides) ESTATISTICA (2021/2022) 184 /236



Um método utilizado na determinac¢ao do pH de uma dada solucao
fornece medicdes que se admite terem distribuicdo normal de valor
médio igual ao verdadeiro valor do pH da solugéo e desvio padrdo de
0.02.
Para avaliar o pH de uma solugao, efectuaram-se 10 medicoes
independentes tendo-se obtido os seguintes valores:

8.18 8.16 8.17 8.22 8.19 8.17 8.15 8.21 8.16 8.18

a) Indique uma estimativa do valor médio do pH da solugéo.

b) Com base nestas 10 medigdes, determine um intervalo a 95% de
confianca para o valor médio do pH da solucao.

c) Para um certo processo quimico € muito importante que uma
dada solugao tenha um pH de exactamente 8.20. Com base no
resultado da alinea anterior, o que pode concluir relativamente a
utilizacdo desta solugéo no referido processo quimico?
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Distribuicoes por amostragem

A determinacéo de intervalos de confianca para os parametros u, o2,
P, 1 — pa, 02 /0% e p1 — p2, necessita do conhecimento da
distribuicdo dos estimadores envolvidos <— distribuicoes por
amostragem

4

Séo distribuicdes de fungdes da amostra aleatéria (X1, Xa,--- , Xp),
que vamos usar para obter Intervalos de Confianca J

Ja vimos

Se X —~ N(u,0) e o conhecido usamos /\/_ ~ N(0,1)
para construir um I.C. para o valor médio, p.
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Intervalos de confianca (cont.)

Intervalo de confianga a (1 — o) x 100% para p
Se X tem dist. qualquer nao normal

E necessario dispor de uma amostra de dimensao elevada, i.e., n
grande — aplicagdo do Teorema Limite Central

X —
—— ~ N(0,1 se o conhecido
oI \/— (0,1) o conhecido
Ou, que é o caso mais frequente,
X~ ~ N(0,1) se o desconhecido
g
s/vn \/_

7_zoz/2%<ﬂ'<7'|'zo¢/2%.,
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Distribuicoes por amostragem

E nas situacoes em que nao conhecemos a variancia e nao
dispomos de uma amostra de dimensao elevada?

O que fazer neste caso?

Vamos entéo referir brevemente alguns resultados importantes, que
nos permitem definir distribuicbes que precisamos de utilizar agora
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Mais algumas distribuicoes importantes

@ Se Z —~ N(0,1) av.a. Z2 diz-se ter distribuicdo qui-quadrado com
1 grau de liberdade e representa-se como Z2 —~ X%)

@ Sejam Z;, 2>, - - - Z, normais reduzidas independentes, a v.a
211 Zi2 - X?n)

@ Sejam Z ~ N(0,1)e Y ~ X%n) v.a. independentes, ent&o

_Z ~ tin)s Ly diz-se distribui¢do t — Student com n g.l.

VvY/n

Para mais informagbes ver quadro das distribuicdes continuas.
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Graficos da funcao densidade de uma v.a. com

distribuicao y?

f. densidade da Qui—quadrado(n=4) . densidade da Qui—quadrado(n=10) f. densidade da Qui—quadrado(n=20)
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Graficos da funcad densidade de uma v.a. comi distribuicio X?4)’ X?m) e X%zo)’ da esquerda
para a direita.
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Graficos da funcéo densidade de uma v.a. com distribui¢do (0, 1), t(2) e £(10)-
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Aquelas distribuicoes em amostragem

Teorema

Sejam X; (i = 1,...,n) v.a. independentes com distribuicdo N (u, o).
Entao:

Xi — 2
° < B B an, que se designa distribuicdo qui-quadrado
(o4
com 1 grau de liberdade.

Xi — p\2
° Xin (la> ~ X{oy
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Aqguelas distribuicoes em amostragem (cont.)

n—1)82 n N
o (0_2) —~ an_n, com S2 = ;’5,7(_)(,1;)()

o o _ Li(Xi—X)°
) S/ﬁ ~ t(n—1), com & = A
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Intervalos de confianca (cont.)

O Intervalo a (1 — «) x 100% de confianga para o2 numa

populagdo normal, constréi-se usando a v.a. (";712)52 ~ X%n—1)
n—1)s? n—1)s?
L= o (@=1)
a/2 (n—1) X1 —a/2,(n—1)

O Intervalo a (1 — ) x 100% de confianca para p com o
desconhecido, numa populagéo normal, constréi-se usando a v.a.
X—p

~ tn

s _ s
X — toy2,(n— 1)73<M<X+ta/2 — J
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Intervalo de confian¢a para proporcoes

Dada X com distribuicao binomial de parametros (n, p)
(p parametro desconhecido).

Um estimador de p é P )—,g (X é o nimero de sucessos em n provas)

X
n

Sendo a estimativa p (x é o nimero observado de sucessos em n
provas)
Se X —~ B(n,p) e ngrande

X ~ N (np, /npq)

Intervalo de confianga (1 — ) x 100% para p
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Acabamos de estudar Intervalos de Confianga (IC) para um
parametro, mais concretamente, vimos IC para i, o2 e p.

Passaremos agora a uma breve apresentacgao, discussao e
utilizacdo da metodologia referida atras, designada por Testes
de Hipoteses Estatisticas.

Mais adiante voltaremos aos IC para comparar dois valores
médios, duas variancias e duas proporcoes.
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Introducao aos Testes de Hipoteses

o Hipdteses estatisticas. Hipotese nula/Hipétese alternativa.
@ Passos necessarios a elaboragao de um teste de hipoteses.
@ Testes sobre parametros de uma ou de duas populacoes.

@ Teste de normalidade.
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Testes de Hipoteses

Até aqui estivemos a tratar de Intervalos de Confianca, isto é, a
construir intervalos de valores que, com uma confianga elevada,
contém o verdadeiro valor do parametro desconhecido.

Mas ... vamos agora ver uma outra forma de decidir se uma

dada suposicao (relativa ao(s) parametro(s) desconhecido(s) ou
outros aspectos da caracteristica em estudo) € ou nao suportada pela
informacao fornecida pelos dados de uma amostra.

Vamos entao formular Testes de Hipoteses e indicar como, com
base numa amostra observada, se pode tomar decisdes relativamente
as hipoteses formuladas.

Note-se que os quadros com Intervalos de confianca e os quadros
dos Testes de Hipéteses seguem a mesma estrutura, portanto as
variaveis usadas na construcao dos intervalos de confianca sdo as
gue iremos também aqui usar.
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Testes de Hipoteses

Uma hipotese estatistica é qualquer conjectura sobre aspectos
desconhecidos da populagéo (que podem ser parametros ou mesmo
a forma da distribuicéo).

Se a hipétese diz respeito a:
@ um parametro, supondo conhecida a forma da distribui¢ao, a
hipdtese diz-se paramétrica.
@ investigar a forma da distribuicdo, ou um parametro
sem admitir o conhecimento da forma da distribuicao, a hipétese
diz-se ndo paramétrica.

Um teste de hipoteses é entdo um procedimento que permite decidir
se uma dada hipétese € ou nao suportada pela informacgao fornecida
pelos dados de uma amostra.
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Testes de Hipoteses

Um teste diz-se paramétrico se as hipoteses envolvidas sao
parameétricas, isto é, dizem respeito ao(s) parametros(s), supondo
conhecida, pelo menos aproximadamente, a forma da distribui¢go.

Metodologia a seguir num teste de hipoteses:

@ Como uma dada afirmagao pode ser verdadeira ou falsa,
formulam-se duas hipo6teses alternativas:
Hipotese nula - Hg - corresponde ao statu quo, i.e., é a hipbtese
que especifica o valor “actual” do(s) parametro(s) (é considerada
verdadeira até haver evidéncia estatistica para a sua rejeicdo) e

Hipotese alternativa - Hy; - onde se especificam o(s) valor(es)
a “aceitar” quando se rejeita a hipéteses nula.
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Testes de Hipoteses- Exemplos

T.Hy:p=1 V.S. H :pu#1

2. Hy:pn=3 V.S. Hi <3

3 Hy:p=1 V.S. Hi:pu>1

4. Ho:p> po V.S. Hy:p < po

5. Hy: X —~ Normal V.S. H; : X segue outra
distribuicao

O ultimo exemplo é um teste para verificar se uma dada caracteristica
segue uma distribuicao (neste caso a normal).
Designa-se habitualmente por teste de normalidade.
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Numa linha de engarrafamento de azeite a quantidade deitada em
cada garrafa € uma variavel aleatéria que se admite ter distribuicao
normal. O processo de enchimento considera-se regulado se

w =1 litro, ndo sendo de admitir grandes desvios. Para controlar o
processo de enchimento escolheram-se ao acaso 20 garrafas da
producéo didria. Suponha que se obteve uma média de 0.965 litros
com um desvio padrao de 0.08 /itros.

Poder-se-a dizer que o processo nao esta regulado? Justifique
convenientemente a resposta.

Resolucao: Para averiguar se 0 processo nao esta regulado,
podemos formular um teste das hipoteses:

Hy:p=1 V.S. Hy:p#1

Prof? Manuela Neves (Slides) ESTATISTICA (2021/2022) 202 /236



Testes de Hipoteses

@ A resposta num teste de hip6teses € dada na forma

o Rejeitar Hy - significa que os dados observados testemunham
fortemente contra Hp - neste caso sera adoptada a hipétese H; ou

o Nao rejeitar Hy - significa que nao ha evidéncia suficiente para
rejeitar Hy.

Tomar decisdes para a populagdo com base numa amostra possui
riscos (i.e. podem cometer-se erros). Vejamos o quadro:

Decisoes
Realidade Rejeitar H, Nao rejeitar H,
H, verdadeira | ERRO de tipo | nao ha erro
H, falsa nao ha erro ERRO de tipo Il
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Testes de Hipoteses Paramétricos

P(erro de tipo | ou 12 espécie)=P(Rejeitar Hy| Hy verdadeira)= o
a - nivel de significancia

P(erro de tipo Il ou 22 espécie)=P(Nao rejeitar Hy| H, falsa ) =3

Costuma atribuir-se um valor muito baixo a probabilidade do erro de
149 espécie , i.e, habitualmente considera-se

o =P(Rejeitar Hy| Hy verdadeira) = 0.05 ou 0.01

Rejeitar H, significa que os dados testemunham fortemente contra Hy
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Testes de Hipoteses

Passos a seqguir na construcao de um teste estatistico: J

1.

2.

Identificar o(s) parametro(s); especificar Hy e H; e o
nivel de significancia a.

Escolher uma variavel aleatéria — estatistica de teste, que
sob Hy tera distribuicdo conhecida (pelo menos
aproximadamente).

. Definir a regido de rejeicao ou regiao critica — RC

(conjunto de valores da estatistica que sdo menos
“plausiveis” caso Hy seja verdadeira, portanto levam a
rejeitar Hy).

Calcular o valor da estatistica de teste, para a amostra
observada.

. Se o valor calculado < RC — rejeita-se Hy

Se o valor calculado ¢ RC — nao se rejeita Hy
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Testes de Hipoteses

Iremos considerar testes para os parametros: valor médio, variancia,
diferenca de valores médios no caso de amostras independentes e
emparelhadas, quociente de variancias e proporgoes.

Para todos estes testes os passos indicados no slide anterior
encontram-se explicitados no quadro “Testes a Médias,
Variancias e Proporcoes”.

Exemplo: de formulagao de hipéteses para o valor médio:

Ho : = o V.S. Hy :n#uo  teste bilateral
Ho : 1 < o V.S. H,:u>po  teste unilateral (a direita)
Ho : > po V.S. H, : p<pup teste unilateral (a esquerda)
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Regras de decisao em Testes de Hipoteses

A indicacao do valor observado da estatistica de teste, por exemplo
Z.4), € aindicagédo de um valor critico z, para decidir, por exemplo,

Rejeitar Hy se Z., > z, (num teste unilateral a direita)
tem sido recentemente “substituido” pelo célculo de

— a probabilidade de se observar um valor igual ou mais
extremo do que o observado, se a hipotese nula é
verdadeira — a que se chama valor de prova; valor-p ( p-value)

Nota: é esta quantidade que hoje em dia qualquer software esta
preparado para calcular quando se manda realizar um teste.
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Regras de decisao em Testes de Hipoteses

Podemos interpretar o valor de prova ou valor-p ou p-value como a
medida do grau de concordancia entre os dados e Hy

Assim:
- Quanto menor for o p-value, menor é a consisténcia entre os
dados e a hipotese nula

Habitualmente adopta-se como regra de deciséo:

rejeitar Hy se p-value < «
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Testes de Hipoéteses ... outros

Nesta breve introducao a Teoria dos Testes de Hipdteses vimos como
formular testes a parametros desconhecidos da populagéo, em
particular:

@ ao valor médio, variancia e a uma proporgao.

Iremos ainda ver:

@ diferenca de dois valores médios em amostras independentes e
em amostras emparelhadas;
@ quociente de variancias e diferenca de duas proporgoes.

Mas ... outros testes de hipoteses podem ser necessarios nas mais
variadas situagoes.

Note-se, todavia, que 0s passos a seguir serdo sempre os indicados
no slide 205.

Prof? Manuela Neves (Slides) ESTATISTICA (2021/2022) 209 /236



Testes de Hipoéteses ... outros

Como ilustragdo podemos referir trés testes:

@ Teste de normalidade de Shapiro-WilK ;

o Teste do Qui-quadrado de ajustamento;

o Teste a igualdade de trés ou mais valores médios em
amostras independentes (este é o procedimento estatistico
conhecido como Analise de Variancia (ANOVA) que na sua
ideia mais basica corresponde a generalizacao do problema
da comparacao de duas médias populacionais.) (Nao sera
tratado neste curso)
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Um teste de Normalidade

Consideremos agora o caso de se pretender

testar a forma da distribui¢ao.

Os testes a considerar agora séo testes nao paramétricos que se
designam por testes de ajustamento.

Comecemos com um teste muito importante nas nossas aplicagoes

- um teste de ajustamento a distribuicao normal - para averiguar
se um dado conjunto de observagdes se pode considerar proveniente
de uma populagao com distribuicdo normal — é um teste de
normalidade,

O Teste de Shapiro Wilk

gue se tem revelado ser um dos mais potentes. Vejamos em sintese
COMO Se processa.
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O teste de Shapiro-Wilk

Seja X a caracteristica em estudo na populagao.

Formulam-se as hipoteses:
H, : X tem distribuicdo Normal
H, : X n&o tem distribuicdo Normal

b2
i (xi — X)?

i=1
com b constante a determinar a partir dos dados e com recurso a uma

tabela (que nao sera aqui dada).

Calcula-se o valor da estatistica de teste W, =
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O teste de Shapiro-Wilk

Valores pequenos de W, indicam nao normalidade, i.e.

RC: Wca/ < WO{
Com W, — valor critico a consultar numa Tabela.

Alternativamente pode usar-se o valor-p,

@ Rejeita-se Hy se valor—p < «, significando que nao se pode
admitir que X tem distribuicdo normal;

@ Sevalor—p > « nao se rejeita Hy, 0 que significa que a
distribuicdo normal é uma distribuicdo possivel para X.
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Vejamos agora Intervalos de confianca e Testes de Hip6teses
para comparar duas populacdes

o diferenca de dois valores médios;
@ quociente de duas variancias e
o diferenca de duas proporgdes.
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Intervalos de confianca - duas populacoes

Intervalos de confianca para 111 — ©2 (amostras independentes)

Caso de duas populagbes normais i.e.,
X1 —~ N(p1,01) € Xo —~ N(u2,02) com variancias conhecidas

Retiram-se duas amostras aleatérias independentes com dimensoes
ny € no, respectivamente.

Umestimadorparapu; —pue € Xi—Xo e

m no

- - 2 2
X1—X2/\N’(M1—M2, U—1+U—2)-

Intervalo de confianca a (1 — a) x 100% para p1 — w2

(K — %) — Zayo\| S+ 2 < i1 — piz < (%o — %) + Zaja\| 0 + 2
o /2\| 7 e << M1 — 2 1 2 o/2\| Fon
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Intervalos de confianca - duas populacoes

Caso de populagdes normais i.e., X; — N (u1,01) € Xo —~ N (pz,02)
com variancias desconhecidas.
Amostras independentes:

@ Se ny, no grandes (e neste caso nao é necessario ter-se
normalidade) pode substituir-se no intervalo anterior o2 por s2 e
o5 por s3.

@ Se ny e n» sao pequenos, podemos contruir intervalos de
confianga sob certas hipéteses

o ambas as distribuicbes normais;
o se for possivel admitir variancias populacionais iguais.

Entao ...
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Intervalos de confianca - duas populacoes

A variavel aleatéria agora usada é

(X1 — X2) — (1 — p2)

— t(n1+nz—2)
Spy/ (nl1 + nlz)

(ny—1)82+(n—1)S3
ny+np—2

2 _
com §;=

Intervalo de confianca a (1 — «) x 100% para uq — pup para duas

populagdes normais, com variancias desconhecidas mas supostas
iguais

(¥ —X2) — taj2 Spy /o + oo < 1 — p2 < (X — X2) + taj2 Spy /o + o

(tas2 = tas2,(n+mp—2))
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Quociente de duas variancias

O que pode fazer-se para averiguar a igualdade das variancias
populacionais?

Sejam duas populagdes normais X; — N (uq,01) € Xo —~ N(pp,02)
das quais retiramos duas amostras independentes de dimensdes ny e
no, respectivamente.

2 2
. ot ., S L .
O estimador para —12 € 8—12 e para construir o intervalo de confianga
g
2 2
. L. . , 312/0';" .
a variavel aleatéria agora a considerar € 8202 Surge aqui uma
2/ 02

nova distribuigcdo associada a esta variavel aleatoria, que se chama
distribuicao F (de Snedecor).

Vejamos a génese (a definicdo) desta distribuicao:
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Distribuicao F

Teorema
Sejam U ~ X(2m) eV~ an) variaveis aleatorias independentes, entéo

X = “’,L/’,’: diz-se ter distribuicdo F com (m, n) graus de liberdade e

U/m

representa-se por X = Vin F(m,n)-

f. densidade da F_(3,15) f. densidade da F_(10,10) f. densidade da F_(15,3)

fval
0.0 02 04 06 08

fval
0.0 02 04 06 08

fval
0.0 02 04 06 08

Graficos da fungéo densidade de uma v.a. com distribuigéo F(3 15), F(10,10) € F(15,3), da esquerda para a direita.
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Distribuicao F

Prova-se que

St/ot

—82/02 tem distribuicdo F com (ny — 1, no — 1) graus de liberdade.
2/ 02

2
Intervalo de confianca a (1 — o) x 100% para 0—12
02

2 2
s2 S7 To/2:(ny—1,n1—1)

3
S2

2
[op

<3<
T2

85 fou/2:(ng—1,mp—1)
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I.C. para a diferenca de dois valores médios

2
Nota: No caso de o intervalo de confianga para % conduzir a
2

concluséo que o2 # o3, Welch-Satterthwaite propéem o uso da
variavel aleatéria

(71—72)—0&1 —H2)
e vy

sendo v calculado a custa das variancias de cada uma da amostra
— nao mostraremos aqui a sua expressao. O uso deste estimador
esta ja implementado no @ - verasua utilizacao nas aulas préticas.
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Intervalos de confianga (amostras emparelhadas)

Consideremos que numa dada experiéncia as observacoes estao
relacionadas, i.e, emparelhadas pelo individuo.

Seja (X, Y;) (i=1,...,n) a amostra emparelhada e defina-se
D; = X;— Y, isto é, (Dy, D>, ..., D,) é a amostra aleatéria das
diferencas.

Se Dy, D,, ..., D, séo variaveis aleatérias provenientes de uma lei
normal com valor médio up = ux — py € variancia a%, desconhecida
tem-se o

D—pp ;

Sp/vn "V
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Intervalos de confianca (cont.)

Intervalo de confianga a (1 — ) x 100% para /p

d —tas2,n-1)% < o < d + toy2,n-1) %

Se nao for possivel admitir D; normais, mas se tenha n “grande” o
intervalo de confianga (1 — «) x 100% para ;p €

d— za/Z% < pp< d + za/Z%
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Intervalos de confianca para proporcoes

Consideremos agora o caso de duas proporcoes

Sejam X; e X, variaveis aleato6rias tais que
X1 ~B(m,p1) e Xo~ B(n2,p2).

ny e no dimensdes de amostras aleatdrias independentes
Os estimadoresde py e posdao Py = X;/ny e Po=Xo/no

Se ny e n, “grandes” temos

Pr— P N (1 = Py /P50 + B

Intervalo de confianga a (1 — o) x 100% para p; — p» quando as
dimensoes das amostras sao elevadas

(Br — P2) — Zajz /PRt + B8 < py— Py < (B1 — P2) + 2oz |/ B + 22
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Um estudo pretende comparar um tipo de semente melhorada com o tipo de semente
tradicional usado anteriormente. A semente melhorada passara a ser utilizada se, em
média, o crescimento das plantas apds 20 dias for superior ao verificado nas
sementes tradicionais. Sao criadas 15 diferentes situagdes laboratoriais, variando
temperatura e humidade. Em cada situagéo semeia-se uma semente de cada tipo e
obtém-se os seguintes resultados para o crescimento (em cms) das plantas ap6s 20
dias:

Situagao 1 2 3 4 5 6 7 8
sementes melhoradas 3.46 348 274 283 4.00 495 224 6.92
sementes tradicionais 3.18 3.67 292 3.10 4.10 4.86 221 6.91

Situacéo 9 10 11 12 13 14 15
sementes melhoradas 6.57 6.18 8.30 344 447 759 3.87
sementes tradicionais 6.83 6.19 8.05 346 4.18 743 3.85

Poder-se-a aconselhar o uso das sementes melhoradas? Responda justificando de
forma completa.
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Resolucao - Exercicio 2

Trata-se de um problema de amostras emparelhadas e como se
pretende averiguar se as sementes melhoradas apresentam melhor
desempenho, o teste a realizar é o teste unilateral

HO:HDZO VS. H1:/LD>O

D designa a diferenga entre o comprimento das plantas das
sementes melhoradas e das tradicionais.

O comando do @ para realizar este teste (e da execug¢ado do qual se
obtém tb o intervalo de confianga dito unilateral, que nao fez parte do
programa) € o seguinte:

> t.test(sem.mel,sem.trad,alternative=’greater’,
paired=TRUE)
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Resolucao - Exercicio 2 (cont.)

Mas ... para utilizar aquele teste é necessério verificar previamente se
pode admitir-se que a diferenca entre alturas das plantas provenientes
das sementes melhoradas e das tradicionais, segue uma distribuicao
normal.

Comecemos pelo teste de normalidade de Shapiro-Wilk para analisar
a hipétese de normalidade da diferenga X; — Y;:

> shapiro.test(sem.mel-sem.trad)
Shapiro-Wilk normality test
data: sem.mel-sem.trad

W = 0.9428, p-value = 0.4184

Conclusao: Dado que o p-value é 0.4184, conclui-se que nao se

rejeita a hipotese da normalidade, pelo que pode realizar-se o teste
t.
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Resolucao - Exercicio 2 (cont.)

> t.test(sem.mel,sem.trad,alternative=’greater’,
paired=TRUE)

Paired t-test

data: sem.mel and sem.trad

t=0.1396, df = 14, p-value = 0.4455

alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:

-0.07744645 Inf

sample estimates: mean of the differences

0.006666667

Como o p-value= 0.4455 ¢ superior a 0.05, ndo se rejeita Hp.

Conclusao: Nao se pode afirmar que up seja superior a 0, portanto
nao se pode aconselhar o uso das sementes melhoradas face as
tradicionais.

Prof? Manuela Neves (Slides) ESTATISTICA (2021/2022) 228 /236



Um teste nao paramétrico
baseado em contagens

O Teste de ajustamento do Qui-quadrado

Prof? Manuela Neves (Slides) ESTATISTICA (2021/2022) 229 /236



Teste de ajustamento do qui-quadrado

Faldmos num teste de ajustamento - foi o teste Shapiro Wilk - teste
de normalidade.

Mas, ... a necessidade de considerar o ajustamento a outras
distribuicbes (continuas ou discretas) pode surgir nas mais variadas
aplicagoes.

O teste do qui-quadrado foi desenvolvido por Pearson (1900) como
teste de ajustamento para dados nominais ou dados classificados em
categorias ou classes.

Este teste aplica-se entdao a dados de contagem do numero de valores
que se observam nas classes ou nas categorias — sdo as frequéncias
observadas.

Comecemos com um exemplo simples
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A descendéncia originada pelo cruzamento de dois dados tipos de
plantas pode ser qualquer um dos trés gendtipos que representaremos
por cc, cC e CC. Um modelo teérico de sucessao genética indica que
os tipos cc, cC e CC devem aparecer na razédo 1 : 2 : 1. Efectuou-se
0 cruzamento daqueles dois tipos tendo-se classificado 90 plantas. A
sua classificagdo genética foi registada na tabela:

Gendtipos cc cC CC
18 44 28

Questao: Estao estes dados de acordo com o modelo genético?

Pretende aqui averiguar-se se X segue uma dada distribuicao ou
hao

... ho caso do exemplo, aquela averiguacao inicia-se pela
formulagao das seguintes hipéteses:
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Teste de ajustamento do qui-quadrado

Hy : P = 0.25, P2 = 0.5, P3 = 0.25
H.. pelo menos duas das probabilidades sao diferentes do formulado.

O teste sugerido por Karl Pearson (para o caso de as observagdes se
encontrarem classificadas em k classes) consiste em considerar a
estatistica de teste:

k 2
2 __ (0i — Ej)
X% = ;Ei

k— n° de classes;

O,— frequéncia absoluta observada em cada classe i;
E;— frequéncia esperada, dada por E; = n pjg com pjp a
probabilidade da classe /, sob a hipdtese Hy;

n— numero (total) de observacgées independentes.
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Teste de ajustamento do qui-quadrado

O valor de X? em cada classe é uma medida da proximidade entre os
dados e a hipétese nula.
Quanto menor for o valor de X? mais plausivel é a hipotese Hy.

Pearson mostrou que X? tem distribuicdo assintética X2 ~ ka_”
onde k € o nimero de classes em que as observagdes foram
agrupadas.
A regido critica, para um nivel de significancia «, € definida como:

. ¥2 2
RC: XCar > XG4, (k—1)

\ | ¢ cC C |
R lucio: O; 18 44 28
esolucao pi 025 05 0.25
E =np || 225 45 225

18-225)2 | (44-45) | (28-22.5)2
X2, = UBFe0r | 0 | (28 225 — 22667 e X5.05,(2) = 5-99-
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Teste de ajustamento do qui-quadrado

Conclusao:

X%, < X§.05.2 l0go ndo se rejeita Hy a um nivel de significancia de 5%,
portanto nao ha razées para duvidar que os dados estejam de acordo
com o modelo genético.

Como fazer no @®?

> pi0<-c(0.25,0.50,0.25)
> 0i<-c(18,44,28)
> chisq.test(0i, p=pi0)
Chi-squared test for given probabilities
data: 01
X-squared = 2.2667, df = 2, p-value = 0.3220

Como vemos, usando, por exemplo a informacao de
p — value = 0.3220, chega-se a mesma conclusao
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Teste do qui-quadrado - Observacoes

@ A variavel X2, tem distribuicdo assintética. Qual a dimenséo que
a amostra devera ter para que a aproximacao a distribuicao
X%k—1) seja valida?

o Alguns autores consideram que a aproximagao so6 é valida se a
frequéncia esperada, E;, verifica E; > 5;

o Cochran (1954) sugeriu que se podia considerar classes com
E; =1, desde que 80% das classes apresente E; > 5.
Sempre que as frequéncias esperadas de algumas classes forem
inferiores a 1 essas classes devem agrupar-se com as adjacentes
por forma a atingir a frequéncia minima desejada.

@ Sempre que para determinar a probabilidade pjo for necessario
estimar parametros, a distribuicdo x? vira

2
X(k—1 —n® de parametros estimados)
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Votos de que os resultados correspondam as vossas
expectativas e trabalho realizado ao longo do semestre.
BOA SORTE!!

BOAS FESTAS
Dez/2021
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