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Métodos de reamostragem

Os métodos de reamostragem, baseiam-se no calculo repetido, um
grande numero de vezes, de estimativas da caracteristica de
interesse, em amostras geradas a partir da original.

Estes métodos, sdo em geral ndo paramétricos, e tém como objectivo
estimar a distribuicdo amostral do estimador de interesse ou de
algumas das suas caracteristicas, quando nao temos conhecimento
do modelo estatistico subjacente.

A reamostragem é portanto, simplesmente, um processo de
estimacao de probabilidades realizando um numero elevado de
experiéncias numéricas.
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A abordagem Tradicional em Estatistica

Na Abordagem Tradicional em Estatistica o procedimento habitual
consiste em dispormos de:

X1, Xo, ..., Xp~F (desconhecida)

As analises sao baseadas em estatisticas (funcdes da amostra
aleatéria). Conhecendo a distribuicdo de amostragem da estatistica,
pelo menos aproximadamente, podemos fazer Inferéncia.

Mas - - - a distribuicdo de amostragem de uma estatistica depende,
geralmente, da distribuicdo da populagéo subjacente a amostra, que é
desconhecida.

Seja T,:= Th(Xq1,Xo,...,Xn) uma estatistica.

e a caracteristica de interesse, por exemplo, variancia desta
estatistica, Var[T))

Manuela Neves (ISA/ULisboa) Amostragem e Analise Ambiental 22 e 24 de Marco de 2022 4/22



A Abordagem Tradicional em Estatistica

Se, por exemplo, T, é uma média, T, = X,, (ou uma fungéo simples
da média) e para facilitar suponhamos (X1, Xz, ..., X,) i.i.d.

N

Th=Xn= Var[Ty] = % (funcéo de uma quantidade desconhecida)

1

n(n—1)

Var[X,] — estimada por

27:1 (xi — 7)2-

Mas para estimadores de outros parametros, a expressao regra geral
€ muito complicada e o que se costuma fazer é simplificar o problema
considerando aproximagdes ou desenvolvimentos de Var[T)).

hé necessidade de valores muito elevados de n
Mas: dependéncia da féormula teérica do modelo postulado — validade(??)
S o " , .
dificuldade na obtengao da férmula tedrica.
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Métodos de reamostragem

As ideias iniciais de reamostragem e a orientacao para uma linha
de trabalho de analise estatistica baseada em simulagdes.

i}
Anos 40 /50 — o computador comegou a ser usado para efectuar
simulacbes porque permitiu:

@ substituir complicadas e por vezes “grosseiras” aproximagdes
por simulagbes

@ despertar fortemente a atengao, quer de investigadores tedricos,
quer de utilizadores de métodos estatisticos.

Métodos baseados em procedimentos repetidos sobre muitos

conjuntos de réplicas dos proprios dados sao os chamados métodos
de reamostragem

O jackknife e o bootstrap sao os métodos de reamostragem mais
populares usados na analise estatistica
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Métodos de reamostragem

Trabalho pioneiro — Quenouille (1949)

+
Metodologia desenvolvida para estimar e portanto controlar o viés de
estimadores e para construir intervalos de confianga robustos,
baseado na divisdo da amostra em duas partes. Mais tarde, em 1956,
generalizou esta ideia dividindo a amostra em varias subamostras. A
forma mais frequentemente usada consiste na divisdo da amostra em
n grupos de dimensao unitaria.

O termo jackknife foi introduzido
por Tukey (1958), considerando
que esta metodologia permitia tes-
tar hipéteses e calcular intervalos
de confianga em situagées em que
nao ha melhores métodos que pos-
sam ser utilizados.

Manuela Neves (ISA/ULisboa) Amostragem e Analise Ambiental 22 e 24 de Marco de 2022 7122



Métodos de reamostragem

Finais dos anos 70, Efron unificou as ideias existentes e introduziu a
metodologia bootstrap ndo paramétrico simples.

A origem do termo bootstrap deriva da obra de Rudolph Raspe, autor
do século XVIII, a quem se deve as Aventuras do Bardo Munchausen.

Numa das suas obras ele diz:

“The baron had fallen to the bottom of a deep lake. Just when he
looked like all was lost, he thought to pick himself up by his own
bootstraps.””
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A metodologia Bootstrap

Em “Bootstrap methods. Another look at the jackknife ", Efron (1979)
— técnica ndo paramétrica para a estimacao do desvio padrao
— recorrendo a métodos de computacgao intensiva.

Genericamente — estimar viés, variancia, quantis, distribuicdo de
amostragem do estimador (ou melhorar estimadores existentes.)

Ideia basica da metodologia bootstrap nao paramétrico

X, = (X1, Xo, - Xn) & F T, um estimador de ¢
A ideia é construir a amostra bootstrap
X = (X5, X5, X;)
/[\
sao variaveis reamostradas de x, de acordo com a funcdo de
distribuicdo empirica,

-~ ixi<x,1<i<n
Fa) = TN EXTTST),
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A metodologia Bootstrap

Considera-se x, = (X1, X2, -+ Xp) ~ Fn
d
Xh= (X7 X5, . X5).
Nota: esta extraccao é feita com reposicao

Dada x, adistribuicdo da amostra bootstrap associada, X7, &
. 1 -
PX = Xlx)) =~ ij=1,---n

T, .= Tn(X}) verséo bootstrap do estimador T,
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A metodologia Bootstrap

O comportamento da versdo bootstrap devera simular o
comportamento de T,.
— A distribuicdo de T, é usada para aproximar a
distribuicdo de
amostragem (desconhecida), de T,.

A forma mais usual de usar o bootstrap € o chamado bootstrap nao
paramétrico, com recurso a simulacao de Monte Carlo
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A metodologia Bootstrap ndo parametrico —

simulacao de Monte Carlo

@ dada uma amostra observada x,, = (X1, X2, - - - Xp), constréi-se Fj,
atribuindo a cada x; peso 1/n;

® gera- se uma amostra bootstrap x;, = (X, X3, - - - X), de variaveis
i
X ¢ F, e calcula-se b =th(X{, X3, . Xp);
@ repete-se, independentemente, B vezes o passo anterior, obtendo
assim Bréplicas (1,72, t25)

@ calcula-se as estimativas do viés, erro padrao e distribuicao de
amostragem bootstrap

B —
Viesy[T,] = Z tv'/B—6(F, a5l Tal = \l ﬁ > (fﬁk’i - f;”)z
i=1

,:_\*()_#{i:t;’igg1 §i§8}7
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A metodologia Bootstrap

Nota: limp_,., Viesg = Vies* limg_,of=0" limg_Fj=F"

Desvio padrao — estimativa bootstrap é regra geral bastante boa,
com um numero pequeno de réplicas, Efron (1993) considera
suficiente B = 200.

Viés — convergéncia é mais dificil de atingir.

Intervalos de confianca bootstrap — ha varios procedimentos:

. . s ~ :
@ 0 métodos dos percentis — < /20 t1_a/2), que sdo os percentis
empiricos dos valores bootstrap t;'— é s6 este que vamos usar

@ intervalo t-bootstrap — (tn —t* /20 “[Ta]; th + t /20 [Tn]) com t* /2

quantis bootstrap da variavel T, estandardizada, i.e., de *[T], ou

—tn

seja consideram-se os percentis da amostra de valores ST

@ ha ainda outras formas de construir intervalos ...
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A metodologia Bootstrap no R

De uma populacao exponencial de parametro A = 1/10 foi gerada a
seguinte amostra —> (16,43,13,7,12,14,6,25,0,54).
Pretende-se determinar um IC para o°.

Vamos analisar os seguintes comandos

rm(list=1s())

library(bootstrap)

par (mfrow=c(2,2))
x<-c(16,43,13,7,12,14,6,25,0,54)
hist(x) ;mean(x) ;var (x) ;sd(x)
shapiro.test (x)

n<-length(x)

##I1.C. para sigma2, com base na amostra dada
IC1i<-c((n-1) *var(x)/qchisq(0.975,n-1),
(n-1)*var(x)/qchisq(0.025,n-1))

IC1
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Exemplo—continuacao

######bootstrap para os valores x
theta<-function(x)var(x)
resultl<-bootstrap(x,1000,theta,func=NULL)
hist(resulti$thetastar)
quantile(resulti$thetastar,prob=c(0.025,0.975))

## E se agora tentassemos gerar valores nossos?
lambda<-1/10 #sabe-se que a amostra foi obtida de uma
#populagdo exponencial com lamda=1/10
x2<-c(rexp(n,lambda)) ;x2

hist(x2)

mean (x2) ;var (x2) ;sd(x2) ;shapiro.test (x2)

##I1.C. para sigma2, com base na amostra que agora retiramos

IC2<-c((n-1)*var(x2)/qchisq(0.975,n-1),
(n-1)*var(x2)/qchisq(0.025,n-1))

##### experimentar o bootstrap para os valores x2
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A metodologia Bootstrap no R

Exemplo de uso do bootstrap no estudo da mediana
Considere-se o seguinte conjunto de dados:

x<-c(8.26, 6.33, 10.4, 5.27, 5.35, 5.61, 6.12, 6.19, 5.2,
7.01, 8.74, 7.78, 7.02, 6, 6.5, 5.8, 5.12, 7.41, 6.52, 6.21,
12.28, 5.6, 5.38, 6.6, 8.74)

median(x)
#queremos estudar a mediana. Vamos gerar 1000 amostras
boot <-numeric(1000)

for (i in 1:1000) boot[i] <- median(sample(x,replace=T))
boot

mean (boot); var (boot)

hist(boot) # histograma dos valores
bias_est<-mean(boot)-median(x) ;bias_est
quantile(boot,prob=c(0.025,0.975))
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A metodologia Jackknife — Justificacao

Justificacdo baseada no estimador média, X .

- B .
Seja X1, Xp, ... Xo "~ F; X, = 21X
Vamos construir amostras a partir daquela, retirando de cada vez uma

das variaveis, i.e., retirando por exemplo a variavel j, temos
X1 ) X27 ey )(j—1 ) )(j+17 ey Xn

Define-se Xn_1,—j) = W tendo-se
)(j = nyn — (n — 1)?,,,1’(,]')

i.e. os valores X; podem ser obtidos & custa de X, e de X,,_1 (_;
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A metodologia Jackknife

Tukey considerou entdo para um estimador qualquer
Th = Ta(Xy, Xo,- -+, Xp) de um parédmetro 6 e chamou
“pseudo-valores’” a

?j:nTn—(n—UTn,L(,j) j=12,---,n

Os “pseudo-valores’” desempenham o mesmo papel que X; no
calculo de X.
A média dos pseudo-valores

1 o o - n
E 21 T, =nT,— (n — 1)T() com T() =n 1 21 Tn,1,(,,’)
= 1=

é o estimador jackknife de ¢ e representa-se por TY.
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A metodologia Jackknife

Tukey conjecturou que os “pseudo-valores” 7~', podiam ser

considerados aproximadamente i.i.d. numa grande variedade de
situacoes.

Para construir intervalos de confianca ou realizar testes de
hipbteses para o pardmetro 6, sugeriu a estatistica

)
Lo (T )

~ th_1
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A metodologia Jackknife

Antes de Tukey ter sugerido o jackknife como instrumento para a
inferéncia, em 1956, Quenouille sugeriu que usando a

versao Jackknife de um estimador conseguiamos uma reducao do
viés de uma ordem de 1/n.

Como sabemos o viés de T, define-se como
E[T, -6
Quenouille propds o estimador jackknife do viés

—J =
Vies [To] = To— T = (n—1)(T(y — Th).

Nota: o estimador jackknife é o estimador corrigido do viés. De
facto

To—(n=1)(T(y—Ta) =T
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Problemas no uso do bootstrap

@ Dimens&o da amostra muito pequena (ﬁn nao € uma boa
aproximacao de F)

@ Quando estamos com estruturas dependentes (séries temporais,
dados espaciais, por ex.). O procedimento bootstrap aqui
explicado assenta no pressuposto da independéncia das
variaveis. Mas ha formas de resolver a questao.

@ Estimacao de valores extremos (ex. max(X;), o percentil de
probabilidade 99.9%, etc.)

@ Se existem outliers na amostra, entao F n&o é um bom estimador
de F.

@ Se pretendemos estimar quantidades nao “suaves”

@ Em dados multivariados - quando ha um numero elevado de
dimensdes ha problemas com o estimador de F.

Manuela Neves (ISA/ULisboa) Amostragem e Analise Ambiental 22 e 24 de Marco de 2022 21/22



Bibliografia

Chernick, M. R. (1999) Bootstrap Methods: A Practitioner’'s Guide. New York:
Wiley.

Davison, A., Hinkley, D., (1997). Bootstrap Methods and Their Application.
Cambridge University Press.

Efron, B., Tibshirani, R., (1998). An Introduction to the Bootstrap. Chapman and
Hall, Boca Raton.

Good, P. (1998). Resampling Methods: A practical Guide to Data Anal

Lahiri, S., (2003). Resampling Methods for Dependent Data. Springer-Verlag,
New York.

Manly, B. F. J. (1997) Randomization, Bootstrap and Monte Carlo Methods in
Biology. Second edition. London: Chapman & Hall

Singh, K., (1981). On the asymptotic accuracy of Efron’s bootstrap. Annals of
Statistics 9 (6), 118771195.

Manuela Neves (ISA/ULisboa) Amostragem e Analise Ambiental 22 e 24 de Marco de 2022 22/22



	Métodos de reamostragem
	A Abordagem Tradicional em Estatística
	A metodologia Bootstrap
	 O Bootstrap não paramétrico – simulação de Monte Carlo
	A metodologia Bootstrap no [height=2ex,keepaspectratio]Rlogo.jpg

	A metodologia Jackknife

