Modelos Matematicos e Aplicacdes
Modelo Linear

Jorge Cadima
Secgao de Matematica (DCEB) - Instituto Superior de Agronomia (UL)

2021-22

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagcdes 2021-22 1/359



Modulo 2: Modelacao Estatistica

Introdug@o aos principais modelos estatisticos.
@ Modelo Linear

© Modelos Lineares Generalizados

© Modelos Mistos

Os mais estudados e utilizados modelos estatisticos fazem parte do
chamado Modelo Linear.

@ Regresséao Linear (Simples e Multipla)
@ Regresséao Polinomial

@ Andlise de Variancia (ANOVA)

@ Analises de Covariancia (ANCOVA)
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Modelacao Estatistica

Objectivo (informal): Estudar a relacao entre
@ uma variavel resposta (ou dependente) y; e

@ uma ou mais variaveis preditoras (variaveis explicativas ou
independentes), Xq,Xo,..., Xp.

A relagdo é estudada com base em n observagdes do conjunto de
variaveis envolvidas na relacao.
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Os nossos modelos

Nesta disciplina apenas se consideram modelos:

@ com uma Unica variavel resposta numérica.
@ ajustadas com n observacoes independentes.

Quanto aos preditores:
@ pode ter-se um ou mais preditores;
@ os preditores podem ser numéricos ou categoricos (factores).

Motivamos a discuss@o com alguns exemplos.
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Exemplo 1: regressao linear simples (descritiva)

Exemplo 1: Leite de Cabra

Resposta: Producéo de leite de cabra em Portugal (y, 1eite) (108 litros).
Preditor: Anos (x, ano) (1986 a 2011).

Dados: n=26 pares de valores, {(x;,y;)}2°,. Na data frame Cabra.
Fonte: Instituto Nacional de Estatistica (INE).

leite (10"litros)

T T T T T
1985 1990 1995 2000 2005 2010

A tendéncia de fundo é aproximadamente linear.

Interessa o contexto descritivo (ndo é uma amostra).

Qual a “melhor” equagéo de recta, y = by + by x, para descrever as n
observagoes (e qual o critério de “melhor”)?
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Exemplo 2 - regressao linear simples (inferencial)

Exemplo 2: Volume de troncos de cerejeiras

Resposta (numérica): Volume de troncos (y) de cerejeiras.

Preditor (numérico): Diametro a altura do peito, DAP, (x).

Dados: n=31 pares de medigdes, {(x;,y;)}>',. Data frame trees.

Fonte: No R: ver help(trees) para detalhes. Convertido ao sistema métrico.

Volume (m*)

DAP (cm)

Tendéncia de fundo aproximadamente linear.
Temos uma amostra aleatéria duma populagdo maior. Interessa o contexto
inferencial: o que sabemos sobre a recta populacional y = By + B1x?
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O problema da Inferéncia Estatistica na RLS

POPULACAO
(recta desconhecida)
y=PBo+pB1x
AMOSTRAGEM INFERENCIA
ALEATORIA ESTATISTICA
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Exemplo 3: ANOVA a um factor

Exemplo 3: Largura de Sépalas em lirios

Resposta (numérica): largura de sépalas de lirios.
Preditor (factor): espécie de lirio.

Dados: n=150 medidas, 50 em cada espécie. Data frame iris.
Fonte: No R: ver help(iris) para detalhes.

Largura das sépalas de lirios, por espécie

Sepal Wit

Havera diferencas nos valores médios populacionais de cada espécie?

v
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Exemplo 4 - relagao nao linear (descritivo)

Exemplo 4: Pesos de bebés a nascenca

Resposta (numérica): peso de bebé recém-nascido(y), em g.
Preditor (numérico): Idade gestacional (x), em semanas.
Dados: n= 251 pares de observagdes, {(x;,y;)}2°].
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Idade gestacional (semanas)

A tendéncia de fundo é nao-linear: y = f(x).

v
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Exemplo 4 (cont.)

Neste caso, hd uma questao adicional:
@ Qual a forma da relagao y=f(x) (qual a natureza da fungao f)?
» f exponencial (y = ce®™)?
» f fungao poténcia (y = cx9)?
Escolhida a classe de f, ha perguntas analogas ao caso linear:
como determinar os “melhores” parametros c e d?

Relag6es nao lineares estudam-se através da Regressao Nao Linear
(n&o faz parte do programa de MMA).

Mas muitas relagbes nao lineares podem ser linearizadas através de

transformagdes adequadas das variaveis, e a relacao linearizada
resultante pode ser estudada com o Modelo Linear.
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Exemplo 5 - relagao néao linear (inferencial)

Exemplo 5: Areas de folhas de videira

Resposta (numérica): Area de folhas de videira (y, Area).

Preditor (numérico): comprimento da nervura principal (x, NP).

Dados: n= 600 pares de observagdes, {(x;,y;)}8%. Data frame videiras.
Fonte: Prof. Carlos Lopes, Viticultura, ISA.

400
I

300

200
I

NP

Tendéncia de fundo nao-linear, y = f(x). Parabola? Exponencial? Poténcia?
Dados sdo amostra aleatéria. Que dizer sobre os parametros populacionais?
v
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Exemplo 6 - relacédo de tipo ANCOVA

Exemplo 6: Areas de folhas de videira

Resposta (numérica): Area de folhas de videira (y, Area).

Preditor (numérico): comprimento da nervura principal (x, NP).

Preditor (factor): casta (h& 3 castas: Agua Santa, Ferndo Pires e Vital).
Dados: n =200 observagoes para cada casta. Data frame videiras.

= Agua Santa
B Fernao Pires
B Vital

NP

Uma Unica curva ajusta-se bem a todas as castas?
Ou sao preferiveis curvas diferentes para castas diferentes?

v
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Exemplo 7 - Regresséao linear multipla
Exemplo 7: Teor de antocianas

Resposta (numérica): Teor de antocianas (y, antoci) (em mg/dmd).
Preditor (numérico): teor de fendis totais (xy, fentot).

Preditor (numérico): pH (X2, pH).

Dados: n=24 gendtipos casta Tinta Francisca. Data frame Antoci.
Fonte: Prof. Elsa Gongalves, ISA (Tabuago 2003).

fenois totais

Descritivo: qual o “melhor” plano amostral y = by + bixq + boxo?
Inferencial: que dizer sobre o plano populacional y = o+ X1 + Boxo?

v
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Ideias prévias sobre modelagéo

@ Todos os modelos sdo apenas aproximacdoes da realidade.
@ Podem existir diferentes modelos adequados.

@ O principio da parciménia na modelacdo: de entre os modelos
considerados adequados, é preferivel o mais simples.

@ Os modelos podem ser:

» modelos tedricos, baseados em principios fisicos, biolégicos, etc.;
» modelos empiricos, descrevendo a relagéo observada nos dados.

@ Os modelos estatisticos ndo sao deterministicos: descrevem uma
relacao de fundo, sabendo-se que ha variacao das observagoes
em torno dessa relacéo de fundo. Essa variabilidade tem de ser
incorporada no modelo.
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Ideias prévias sobre modelacéo (cont.)

@ Nao ha (necessariamente) relacao de causa e efeito entre
variavel resposta e preditores. A Estatistica s6 pode mostrar que
h& associacao. Uma eventual existéncia de relagdo causa e efeito
€ exterior a Estatistica.

@ No estudo de modelos estatisticos ha aspectos diferentes:
» faceta descritiva: ajustar modelo a dados observados, qualquer
gue seja a sua origem.
» faceta inferencial: se os dados sdo uma amostra aleatéria duma
populacao, procurar tirar conclusdes sobre a populacao.
A inferéncia exige mais pressupostos e muito mais ferramentaria
matematico-estatistica.
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O Modelo Linear

@ O Modelo Linear € um caso particular de modelacdo estatistica;

@ engloba um grande numero de modelos especificos:
Regresséo Linear (Simples e Multipla) , Regresséo Polinomial,
Anélise de Variancia, Anélise de Covariancia;

@ é 0 mais completo e bem estudado tipo de modelo;

@ serve de base para numerosas generalizacoes:

Regressao Nao Linear, Modelos Lineares Generalizados,
Modelos Lineares Mistos, etc.
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Revisédo: Reg. Linear Simples - contexto descritivo

Dados n pares de observacoes {(x;,y;)}/, tem-se:

Recta de regresséo linear de y sobre x

y=by+byx
com
. COny idades de
Declive b1 - 2 (Ezidadez de i)
Sk
Ordenada na origem by = y—biX (unidades de y)
sendo
-1 - 14
1 & _ i = (e i & _ _ 7y Xiyj—nxy
sgzmi;(x,_x)2:21—1n'_1 L ooy = 2 Y (R -y) = BT

i= n-1
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Revisdo: Reg. Linear Simples descritiva (cont.)
Como se chegou a equacao da recta?

Critério: Minimizar a soma de quadrados residual (i.e., dos residuos)
(Legendre 1805, Gauss 1795-1809).

Residuos e Soma de Quadrados Residual

Os residuos sao distancias na vertical (afectadas de sinal) entre pontos e
recta ajustada:

e = Yi—¥i = Yi—(bo+bix;) ,
sendo y; = by + byx; os “valores de y ajustados pela recta”.

Soma de Quadrados dos Residuos:
n n
SQRE = Y & = Y [yi—(bo+bix)]? .
i=1 i=1

Critério: Determinar by e by que minimizam SQRE.
Nota: Unidades de medida de SQRE: quadrado das unidades de y.

v
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Revisdo: Reg. Linear Simples descritiva (cont.)

Para minimizar SQRE tem de se anular as respectivas derivadas
parciais em ordem a by € by:

SQRE by, by) Z[y, (Bo + byx)]?

n
8%%0,?E(b b1) - (_2) '21 [yl - (bo + b1 X,')] =0
& a =
2SQRE (by, by) =0 21 i~ (bo+ bix)] (x) =0
n n . _
,Zyi_nbo_b1'z x;i=0 bp=yV—bi X
= n i=1 n i=1 n , o covxy
_21 YIXi—bO'):1 Xj — by '):1 x?=0 by = 2
1= 1= 1= X

Este ponto critico tem de ser minimo, pois a fungdo SQRE é quadratica e
sempre positiva.
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Regresséao Linear Simples - contexto descritivo no R

As regressoes lineares séo ajustadas no R usando o comando 1m (as iniciais

de linear model).

O comando 1m tem dois argumentos fundamentais:

@ formula — identifica a variavel resposta e as variaveis preditoras; numa

RL simples da variavel y sobre o preditor x, é da forma:

@ data —indica 0 nome da data frame contendo os dados.

Comando R para a RLS do Exemplo 1
> 1m( leite ~ ano , data=Cabra)
Call: lm(formula = leite ~ ano, data = Cabra)

Coefficients:
(Intercept) ano

-575.7004 0.2923 <- valores ajustados de b0 e bl

Y~ X.
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Regresséao Linear Simples descritiva - Exemplo 1

Exemplo 1: Leite de Cabra
x - Ano ; y - produgéo de leite de cabra ; n=26 pares {(x;,y;)}2%,.

o y=-575.7004 + 0.2923 x

leite (10° litros)

< T T T T

T
1985 1990 1995 2000 2005 2010

ano

A recta ajustada minimiza a soma dos quadrados das distancias, na vertical,
entre pontos e recta.
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Os parametros da recta de regressao

Propriedades dos parametros

@ A ordenada na origem by:

€ o valor de y (na recta) associado a x = 0;
tem unidades de medida iguais as de y.

@ O declive by:
€ a variacao (média) de y associada a um aumento de uma

unidade em x; dos o
A A A A uniaaages ae y
tem unidades de medida iguais a | i -qee g x - )

Exemplo 1: Leite de Cabra
O declive ajustado by =0.2923 significa que, em média, a producao de leite
de cabra aumentou 0.2923 x 10° litros por ano.
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Mais propriedades da recta de regressao
Propriedades da recta de regressao

@ A recta de regressao passa sempre no centro de gravidade da nuvem
de pontos, isto é, no ponto (X,¥).

Pela formula da ordenada na origem: by=yY—b1X << V=0by+biX

@ A média dos y; observados é a média dos j; ajustados: y=j

_ n n n n — —

y 15,2 Vi= :, Py (b0+b1xi)=},§1bo+b1 },i;x; =by+biX=Yy.
i=1 i=1 = =

=nby

=X

= 1 n 1 n ~ n n =
=Y e=YXVi—-V)=1irv—-3irn=y-y=0.
i=1 i=1 =1 =1
¥ =5
V.
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Comandos R para o estudo da regressao

Guardar a regressao do Exemplo 1:

> Cabra.lm <- Im( leite ~ ano , data=Cabra ) )

@ fitted devolve os valores ajustados ; = by + by X;:

> fitted(Cabra.lm)

i) 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4.737154 5.020418 5.321683 5.613948 5.906212 6.198477 6.490742 6.783006 7.075271 7.367535
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
7.659800 7.952065 8.244329 8.536594 8.828858 9.121123 9.413388 9.705652 9.997917 10.290182
21 22 23 24 25 26
10.582446 10.874711 11.166975 11.459240 11.751505 12.043769
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Comandos R (cont.)

@ residuals devolve os residuos e; = y; — yi:

> residuals(Cabra.Im)

i) 2 3 4 5 6 7 8
-0.40915385 0.58058154 1.22831692 0.87805231 0.23178769 -0.06247692 -0.29474154 -0.47900615
9 10 11 12 13 14 15 16
0.05772923 0.44946462 0.52220000 -1.57206462 -1.76532923 -0.15359385 0.13814154 -1.52012308
17 18 19 20 21 22 23 24
-0.52738769 -0.55265231 -0.26891692 0.98281846 1.69155385 0.73428923 -0.70797538 -0.17124000
25 26

0.03249538 0.95723077

A Soma dos Quadrados dos Residuos, SQRE, pode ser calculada por:

> sum(residuals(Cabra.lm)"2)

[1] 18.04768

SQARE tem unidades de medida: o quadrado das unidades de y.
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Comandos R para a regressao (cont.)

@ predict — ajusta uma regressao a novas observagoes, dadas huma
data frame com nomes de preditores iguais aos do ajustamento.

> novos <- data.frame( ano=c(1985, 2012) )
> predict( Cabra.Im , new=novos )

1 2
4.444889 12.336034

O valor y ajustado pela recta, para x=2012, é (arredondamentos aparte):

y = by+bix
& 12.336034 = —-575.7004+0.2923 x 2012 ..
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O critério de minimos quadrados

O critério de minimizar Soma de Quadrados dos Residuos,
n
SQRE = Y. (y; — §i)?, tem subjacente, um pressuposto:
i=1

Numa RLS, o papel das 2 variaveis, x e y, nao é simétrico. )

variavel resposta y (“dependente”) é a variavel que se quer modelar, a partir
da variavel x.

variavel preditora x (“independente” ou “explicativa”) é a variavel que se
admite conhecida, e com base na qual se pretende tirar conclusées sobre y.

A recta de regressao de y sobre x é diferente da recta de regressao de x
sobre y.
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O critério de minimos quadrados (cont.)

O i-ésimo residuo é o desvio (com sinal) da observacao y; face a sua
previsdo a partir da recta:

A

€ = VYi—Vi

Minimizar a soma de quadrados dos residuos corresponde a
minimizar a soma de quadrados dos “erros de previsao”.

O critério tem subjacente a preocupacao de prever o melhor possivel
a variavel y, a partir da sua relagdo com o preditor x.
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s Somas de Quadrados

Revisao: As tr
(yi—¥)? a variancia amostral das observagoes y;.

21
Recordar: sy_ﬁi

Ms D>

1

Soma de Quadrados Total (SQT)

SQTotal (SQT) ¥ (1i—Y2 = w12

i=1

(yi—¥)? a variancia amostral dos j; ajustados.

M=

S g2 1
Tem-se: S?*ﬁ,- 1

Soma de Quadrados da Regressao (SQR)
Fi-y? = wns

T

SQ Regressao (SQR)

f]

Soma de Quadrados Residual (SQRE) - ja dado

n n
SQ Residual (SQRE) Y €2 = Y (yi—Ji)? = -ns3
i=1 =1

I
2021-22

v
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Revisdo: RLS - contexto descritivo (cont.)

Formula Fundamental da Regressao
y }

SQT = SQR+SQRE & s, = s5+5;

Coeficiente de Determinacao

SQR S
2 _ _ %y
R = sar ~ 2 € [0,1]

R? mede a proporcéo da variabilidade total da variavel resposta Y que
€ explicada pela regressao. Quanto maior, melhor.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagcdes 2021-22 32/359



Propriedades do Coeficiente de Determinacao

- _ SGR
Propriedades de R? = 287

@ 0< R?<1 (Todas as SQs sdo ndo negativas e SQT = SQR + SQRE)

@ R? =1 se, e s0 se, 0s n pontos séo colineares. (“ideal”)
(SQT = SQR < SQRE = 0. Logo, todos os residuos sdo nulos: os pontos estao
todos em cima da recta.)

@ R? =0 se, e s0 se, a recta de regresséo for horizontal. (“inatil”)
(SQR =0« SQRE = SQT. Toda a variabilidade de y é residual, ndo ha
variabilidade nos ;. Recta é y =y < b; =0)

@ Numa regressao linear simples, R? é o quadrado do coeficiente de
correlagao linear entre x e y (Ver Exercicios):

2
R =12 = (COVXV> se Sy £0e s, #0

Sx Sy
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Exemplo 1: leite da cabra

O coeficiente de determinacdo R? obtem-se aplicando o comando
summary a uma regressao ajustada. Surge com a designagao
Multiple R-Squared.

> summary(Cabra.lm)

Call: 1lm(formula = leite ~ ano, data = Cabra)

[...]

Residual standard error: 0.8672 on 24 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8738, Adjusted R-squared: 0.8685
F-statistic: 166.1 on 1 and 24 DF, p-value: 2.807e-12

O valor de R? (com maior precisdo) pode ser obtido da seguinte forma:

> summary(Cabra.lm)$r.sq
[1] 0.8737681 J
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Extrair informacao duma regressao ajustada
O comando 1m produz um objecto de tipo list:
> is.list(Cabra.Im) <— pergunta se o objecto Cabra.1lm € uma lista

[1] TRUE

> names(Cabra.lm) <— pede os nomes dos objectos que compdem a lista

"coefficients" '"residuals" "effects" "rank" "fitted.values" "assign"
"qr" "df.residual" '"xlevels" "call" "terms" "model"

Cada componente da lista pode ser extraido separando o nome da lista e da
componente com um cifrao:

> Cabra.Im$coef <— nome pode estar incompleto, desde que ndo ambiguo

(Intercept) ano
-575.7003723 0.2922646

Para aprofundar o significado de cada componente da lista: help(1m).
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Extrair informacao duma regressao (cont.)

O comando summary, quando aplicado a uma regressao ajustada,
produz outro objecto de tipo 1ist. Eis as suas componentes:

> names(summary(Cabra.lm))

[1] "call" "terms" "residuals" "coefficients"
[56] "aliased" "sigma" "df" "r.squared"
[9] "adj.r.squared" "fstatistic" "cov.unscaled"

Componentes individuais podem ser extraidas desta lista de output,
da forma ja indicada: summary(Cabra.Im)$r.sq extrai o valor de R2.
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Regressao - um pouco de historia

A designacao Regressao tem origem num estudo de Francis Galton
(1886), relacionando a altura de n= 928 jovens adultos com a altura
(média) dos pais. Galton inventou a designacao eugenia, conceito que
era considerado respeitavel até ao inicio do Século XX.

Galton constatou que pais com estaturas acima da média tinham
tendéncia a ter filhos com estatura acima da média - mas menos que
os pais (analogo para os abaixo da média).

Galton chamou ao seu artigo Regression towards mediocrity in
hereditary stature. A designagao regressao ficou associada ao
método devido a esta acaso histérico.

Curiosamente, o exemplo de Galton tem um valor muito baixo do
Coeficiente de Determinagéo.
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Um pouco de histéria (cont.)

Dados da Regressao de Galton (n=928)
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Uma desvantagem do critério de minimizar SQRE
O critério de ajustamento usado (minimizar SQRE) tem uma desvantagem: é
sensivel a presencga de observagdes atipicas.

llustremos com um conjunto de dados do mddulo MASS (iniciais do livro
Modern Applied Statistics with S, de Venables e Ripley) do R.

Animals - no moédulo MASS

> library(MASS)  <— carregar o médulo MASS
> help(Animals)

Animals package:MASS R Documentation
[FR|

Average brain and body weights for 28 species of land animals.

[FR|

’body’ body weight in kg.

’brain’ brain weight in g.

[FR|

Source:

P. J. Rousseeuw and A. M. Leroy (1987) _Robust Regression and

Outlier Detection. Wiley, p. 57.

v
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Exemplo: os dados Animals

> Animals

body brain
Mountain beaver 1.350 8.1
Cow 465.000 423.0
Grey wolf 36.330 119.5
Goat 27.660 115.0
Guinea pig 1.040 5.5
Dipliodocus 11700.000 50.0
Asian elephant 2547.000 4603.0
Donkey 187.100 419.0
Horse 521.000 655.0
Potar monkey 10.000 115.0
Cat 3.300 25.6
Giraffe 529.000 680.0
Gorilla 207.000 406.0
Human 62.000 1320.0
African elephant 6654.000 5712.0
Triceratops 9400.000 70.0
Rhesus monkey 6.800 179.0
Kangaroo 35.000 56.0
Golden hamster 0.120 1.0
Mouse 0.023 0.4
Rabbit 2.500 12.1
Sheep 55.500 175.0
Jaguar 100.000 157.0
Chimpanzee 52.160 440.0
Rat 0.280 G
Brachiosaurus 87000.000 154.5
Mole 0.122 3.0
Pig 192.000 180.0

<
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RLS e observacdes atipicas

Exemplo: Animals

A generalidade das observagdes seguem uma relacao linear entre os
logaritmos do peso do cérebro e do peso do corpo.

Mas trés espécies de dinossaurios sao observacoes atipicas, e condicionam
0 ajustamento da recta.

log(brain)

log(body)
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RLS e observacodes atipicas (cont.)
Exemplo: Animals

Excluindo essas observacées muda a recta ajustada e a sua qualidade.

logibrain)

log{body)

Neste caso é aceitavel excluir as 3 observagdes atipicas por pertencerem a

“outra realidade” (espécies extintas). Ha critérios alternativos de ajustamento
robustos.

v
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Relacdes nao lineares e transformacodes linearizantes

Nalguns casos, uma relacdo de fundo nao linear entre x e y pode ser
linearizada através de transformacoes duma, ou ambas, as variaveis.

Tais transformacdes podem permitir utilizar uma regressao linear
simples, apesar de a relacdo original ser nao linear.

Estas transformacdes linearizantes sao extensiveis ao caso de haver
mais do que um preditor.

Consideremos alguns exemplos particularmente frequentes de

relacdes ndo lineares que séo linearizaveis através de transformacoes
da variavel resposta e, nalguns casos, também do preditor.
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Relacao exponencial

Relacao exponencial

g N
g
g d >0 31
dx ® - =
y=ce 2 8| § 3 d <0
z 7 o
s g LIER
o8 ¢
(y>0 ; c>0) ° 3
8 - 5
- < |
° T T T T T T ° T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
. 3

Transformagao linearizante: y*=In(y) e x*=x
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A linearizacao da relagao exponencial

Logaritmizando a equagao da exponencial, obtém-se uma relacao linear
entre y*=In(Y) e x:

y =ce? & In(y) = In(c) + Ine?) = In(c) + dx
& y" = by + bix
com declive by =d e ordenada na origem by =In(c).

O sinal do declive da recta indica se a relagdo exponencial original é
crescente (by; > 0) ou decrescente (by < 0).
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Exemplo 4: peso de bebés a nascenca
Uma linearizacao no peso dos bebés

O grafico de log-pesos dos recém-nascidos contra idade gestacional produz

uma relagao de fundo linear:

Peso vs. Idade gestacional

In(Peso) vs. Idade gestacional

2000 3000 4000
I I I

Peso recém nascido (g)

1000
I

0

log-peso recém nascido

50 55 60 65 70 75 80 85

T T T T T
20 25 30 35 40

1dade gestacional (semanas)

Esta linearizacao significa que a relagao original (peso vs. idade gestacional)

pode ser considerada exponencial.

T T T T T
20 25 30 35 40

Idade gestacional (semanas)

v
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Ainda a relacao exponencial

Equacao Diferencial da exponencial

Uma relagao exponencial resulta de admitir que y é funcao de x e que
a taxa de variagao de y, ou seja, a derivada y’(x), é proporcional a y:

y'(x)=d y(x),
isto €, que a taxa de variacao relativa de y é constante:

y) _

y(x)

Primitivando (em ordem a x), tem-se (ja que y > 0):

K+dx K .dx

Inly(x)] = dx+K & y(x) =e &= y(x) =e"e

O declive by da recta é o valor constante d da taxa de variagao relativa de y.
A constante de primitivacdo K é a ordenada na origem da recta: K=by.
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Modelo logistico de crescimento populacional

Um modelo exponencial é frequentemente usado para descrever o
crescimento de populacdes, numa fase inicial onde ndo se faz ainda sentir a
escassez de recursos limitantes. Mas nenhum crescimento populacional
exponencial é sustentavel a longo prazo.

Em 1838 Verhulst! propds uma modelo de crescimento populacional
alternativo, prevendo os efeitos resultantes da escassez de recursos: o
modelo logistico.

Considera-se aqui uma versao simplificada (com 2 parametros) duma curva
logistica, associada a uma varidvel resposta que representa a propor¢ao da
populacdo em relacéo ao seu maximo (capacidade de sustentacéo do meio,
carrying capacity of the environment).

"Verhulst, P.-F. (1838), Notice sur la loi que la population poursuit dans son
accroissement. Corresp. Math. Phys. 10, 113-121
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Relacao Logistica (com 2 parametros)

Relagéo Logistica (2 parametros)

_ 1
V= Treteram

)

(d>0)

1U(1 + exp(-(-4 + 15
2

(v €10,1])

Transformacdo linearizante: transformacao logit de y, i.e.,

y*=lIn (%) e X" =x
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A linearizacao da relacao logistica

Como y €]0,1][, a transformagao logit, y* = In( ) esta bem definida.

A relacao logistica entre y e x corresponde a uma relacao linear entre
Y= In( ) e x =x:

1 1 e~(c+dx)
1 4e(ct+dx) < T-y=1- 1fe (Ctdx) — {1 4o (c+dx)

y _ 1 _ SCtdx
T iy T e T €

= In<L) = ¢ + d x
~— ~—~—
=by =by

y:
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Ainda a Logistica

Equacéo Diferencial da Logistica (2 parametros)

A relacao logistica resulta de admitir que y é fungéo de x e que a taxa
de variacéao relativa de y diminui linearmente com o aumento de y,

segundo a expressao:

L _ g1 - y(x).

y(x) )
A equagao anterior equivale a:
y'(x) _ y®x)  yx)
YO a-yo) T Y0 Ty — @

Primitivando (em ordem a x), tem-se (pois f’% = In(|f]):
Iny(x)—In(1—-y(x)) = dx+K

= |n<1{y) = bix+bg.
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Relacao poténcia ou alométrica

Relagéo poténcia

y:cxd

Xx,y>0 c>0
( )

0.5* x"2

0.5 x\(1/2)

00 02 04 06 08 1.0

Transformagao linearizante: y*=In(y) e x*=In(x).
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A linearizacdo duma relacéo poténcia

Logaritmizando, obtém-se:

y=cx? < In(y) = In(cx9) = In(c) + In(x%)
< In(y) = In(c) + dIn(x)
~ y* = bo + b1 x*

que é uma relagdo linear entre y* =In(y) e x* = In(x).
O declive by da recta é o expoente d na relagao poténcia.

A ordenada na origem é by =In(c), ou seja, ¢ = e.
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Outra linearizagao no Exemplo 4

Outra linearizagéo dos pesos dos bebés

O grafico de log-pesos dos recém-nascidos contra log-idade gestacional
produz outra relacéo de fundo linear:

Peso vs. Idade gestacional In(Peso) vs. In(Idade gest.)

3000 4000
I I

2000
L
log-peso recém nascido

Peso recém nascido (g)

1000
I

50 55 60 65 70 75 80 85

0

T T T T T
20 25 30 35 40 28 30 32 3

T
4 36

1dade gestacional (semanas) log-Idade gestacional

Esta linearizacao significa que a relagao original (peso vs. idade gestacional)

também pode ser considerada uma relacao poténcia.

v
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Ainda a relacéo poténcia

Uma Equacao Diferencial da poténcia

Uma relagao poténcia resulta de admitir que y é fungao de x e a taxa de

. ~ . . ~ 4 yau! .
variagéo relativa de y, i.e., a razao yy(()’f)) , € inversamente proporcional a x:

n(x? K, d
Inly(x)| = d In|x|+ K & yx) =) s () = KX
=y :b1 =X* :bo

O declive by da recta é a constante de proporcionalidade d.

A constante de primitivacdo K é a ordenada na origem da recta: K=by.
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Outra Eq. Diferencial para a relacdo poténcia

A Equacéo Diferencial da alometria

Outra forma de obter uma relacdo poténcia, muito usada nos estudos
alométricos, resulta de admitir que y e x sdo ambas funcdes duma terceira

variavel t (ou seja, y(t) e x(t)) e que as taxas de variagao relativas de y e x
Sao proporcionais:

Primitivando (em ordem a t) tem-se:

Iny = dinx+K
e exponenciando,

y = ednxtK _ odinx (K _ d Ky oyl
=C

Os estudos de alometria comparam a dimensao de partes diferentes dum
organismo. A isometria corresponde ao valor d=1.
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Relacao hiperbdlica (ou de proporcionalidade inversa)

Relagéo de tipo hiperbdlico

_ 1
Y= tTax

1/(0.2 + 0.25 * x)
3
1

(xy>0 ; ¢,d>0) ~

Transformacéo linearizante: y*=1/y e x* =x
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A linearizacdo duma relacao hiperbdlica

Tomando reciprocos numa relagéo de tipo hiperbélico, obtém-se uma
relagéo linear entre y* = } e x:

1 N 1
c+dx y
s Yy

y = =c+ dx
= by + by x.

com bp=c e by =d.

Relagdes de tipo hiperbdlico tém sido usadas, em Agronomia, para modelar
a relacdo entre rendimento (yield) por planta (y) vs. densidade da cultura ou

povoamento (crop density, x), nalgumas culturas.

Atencao: Para valores de y proximos de zero, o reciproco pode ficar muito
grande. Observacdes com y;~0 tendem a dominar o ajustamento da relagéo

linearizada.
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Ainda a relacao de tipo hiperbdlico

Equacéo diferencial da relagao de tipo hiperbdlico

Resulta de admitir que a taxa de variagao (diminuigdo) de y é proporcional
ao quadrado de y:
Y'(x) = —dy?(x)

ou equivalentemente, que a taxa de variacao relativa de y € proporcional a y:

& =—dy(x).

Re-escrevendo a equagio como ;’;((’;) = —d, e primitivando ( [fef = g’; ) , tem-se:

N3

com ¢ = —K. A constante de proporcionalidade (—d) é o simétrico do declive da
recta (bq).
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Relacao Michaelis-Menten

Relagdo Michaelis-Menten

<
|
o
+
Q
>
XI(2+3*x)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

A recta horizontal y = :—, € uma assintota a direita.

A i ; Coyr 1 x _ 1
Transformacdo linearizante: y* = y € X'=x
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Linearizando a relacao Michaelis-Menten

Tomando reciprocos na relagdo de Michaelis-Menten, obtém-se uma
relagéo linear entre y* = J e x* = 1

X 1 _ c+dx
Y= tdx y X
&= 1=E+d = c-1+d
y X X
&yt = by + by x*,

comby=d e by =c.
Atencao: Para valores de y ou x préximos de zero, o reciproco pode ficar

muito grande. Observacdes com y;~0 e/ou x;~0 tendem a dominar o
ajustamento da relagéo linearizada.
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Relacao Michaelis-Menten (cont.)

@ A relagao Michaelis-Menten é utilizada no estudo de reaccoes
enzimaticas, relacionando a taxa da reaccao com a concentracao
do substrato.

@ Em modelos agrondmicos de rendimento é conhecido como
modelo Shinozaki-Kira, com y o rendimento total e x a densidade
duma cultura ou povoamento.

@ Nas pescas é conhecido como modelo Beverton-Holt: y é
recrutamento (dimensao da proxima geragao) e x a dimensao do
manancial (sfock) de progenitores.
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Relacao Michaelis-Menten (cont.)

Equacéo Diferencial duma Michaelis-Menten

Uma relacdo Michaelis-Menten resulta de admitir que y é funcdo de x e a
taxa de variacao de y é proporcional ao quadrado da razao entre y e x:

y'(x) = c(w)z .

X

~ 4 1
Re-escrevendo a equagio como ;’2 ’;)) = ¢35 , e primitivando ([ fof = f'”1> ,
tem-se:

1 1 1 1 -K
= ¢ 4K & ——=c--K=2"2X
y(x) x y(x) X x
N— ———
& yr = bix*+by
& y()—rwrC

com d=—-K=by e c= by, aconstante de proporcionalidade.
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Adverténcia sobre transformacdes linearizantes

A regressdo linear simples nao modela directamente rela¢des néo lineares
entre x e y. Pode modelar uma relagéo linear entre variaveis transformadas.

Transformagdes da varidvel-resposta Y tém um impacto grande no
ajustamento: a escala dos residuos é alterada.

Conceitos que dependem da escala de Y, como SQRE e R?, nao sdo
directamente comparaveis, antes e apds uma transformacgéo da variavel
resposta.

Nota: Linearizar, obter os parametros by e by da recta e depois desfazer a
transformacao linearizante nao produz os mesmos valores de parametros
que resultariam de minimizar a soma de quadrados dos residuos
directamente na relagdo nao linear, através duma Regressao nao linear.
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A Regressao Linear Multipla

Pode ser necessario ter mais do que uma variavel preditora para
modelar a variavel resposta de interesse.

Exemplo 7: dados Antoci

Num estudo sobre uma populagao experimental de clones da casta
Tinta Francisca, realizado no Tabuagco em 2003, foram medidos os
valores das seguintes variaveis para 24 videiras:

@ teor de antocianas (variavel antoci, em mg/dmq);

@ fendis totais (varidvel fentot);

@ pH (variavel pH).
Ha interesse em estudar a relagéao entre o teor de antocianas (variavel
resposta) e o teor de fendis totais e pH.
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O grafico do Exemplo 7

As n =24 observacdes em trés variaveis geram uma nuvem de 24 pontos em
RR3, que parece dispdr-se em torno de um plano. O gréfico foi feito usando a
fungéo scatterplot3d, no modulo (package) do R com 0 mesmo nome.

antocianas

fenois totais

O modulo rggobi, acoplado ao programa Ggobi, € uma ferramenta mais
poderosa para a visualizagao de graficos tri-dimensionais.
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Plano em R3

Qualquer plano em R3, no sistema x0y0z, tem equacéo
Ax+By+Cz+D=0.

No nosso contexto, e colocando:
@ no eixo vertical (z) a variavel resposta Y/;
@ noutro eixo (x) um preditor Xi;

@ no terceiro eixo (y) o outro preditor Xo,

A equagéo fica (se C # 0, i.e., para planos nao verticais):

Axi+Bxx+Cy+D=0 & Cy=-D-Ax;—Bx

B
c ch ¢
& y=by+bix1+ boxo

& y=- Xo

A equagéo estende a equacgdo da recta, para o caso de 2 preditores.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22

67/359



Regresséao linear multipla (p=2)

Y = by +bi X1 +baxp

X2

y = by + by X1 + boxo é a equacdo dum plano em R3 (x;0x20y).
A equagédo tem 3 parametros: by, by € bo.

Pode ser ajustado pelo mesmo critério que na RLS: minimizar SQRE.
J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA)
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O caso geral: p preditores

Pretende-se modelar uma variavel resposta, Y, com base em p variaveis
preditoras, x1, Xo, ..., Xp. Dispbe-se de n conjuntos de observagoes:

{ (%101y Xeiys -+ Xp(iy: Vi) oy -

Problema: A representacao usual deixa de ser visualizavel se p > 2, uma vez
que as observacdes definem uma nuvem de n pontos no espago RP,
As caracteristicas fundamentais da representagao usual sdo:

@ p+1 eixos —um para cada variavel em questao.

@ npontos — um para cada individuo (unidade experimental) observado.

@ Tem-se uma nuvem de n pontos num espago (p+1)-dimensional.
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Regressao Mdltipla: o hiperplano ajustado

Admite-se que os valores de y oscilam em torno duma combinacéo linear

(afim) das p variaveis preditoras:

y = bo+ biXx +b2X2+...+prp .

Trata-se da equagdo dum hiperplano em RPt!,

O critério utilizado para ajustar um hiperplano & nuvem de n pontos em RP+!
€ 0 de minimizar a Soma de Quadrados dos Residuos, ou seja, escolher os

p+ 1 parametros {b;}7”_; que minimizem:

SQRE = e =

1 i

(vi— i)

n

D=

Il
N

onde 0s y; representam os valores observados da variavel resposta e
Vi = bo + by X1(i) + ngg(,‘) 4 aoo AF prp(,')

os valores ajustados pela equagéo do hiperplano.

v
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Duas abordagens para a estimacdo dos parametros

Para obter os parametros que definem o hiperplano que melhor se
ajusta as observagdes pode-se usar uma abordagem:

@ analitica; ou
@ geométrica.

Nas duas abordagens, a notacao vectorial-matricial é vantajosa.

Nao existem férmulas simples, como no caso da RLS, para cada um
dos parametros b; isoladamente. Mas € possivel indicar uma formula
Unica matricial para o conjunto dos p+ 1 parametros do modelo.

Vamos seguir uma abordagem geométrica.
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Representacdo alternativa: o espacgo das variaveis

A representacgao grafica de n observacoes de y e das variaveis preditoras em
RPH1 n&o é a Unica possivel.

Ha outra representacao possivel dos dados, que casa conceitos geométricos
e conceitos estatisticos.

As n observacdes de Y definem um vector de n coordenadas em R”:

V - (}/17}/27}/37---7Yn)t .

Da mesma forma, as n observacdes duma dada variavel preditora definem
um vector em R

_ .
Xj = (Xl'(1)’xf(2)’xf(3)7"'7)(/'(,,)) (=12,..,p).

Logo, podemos representar as variaveis por pontos/vectores em R”".
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A representagéo em R”
Nesta representagao alternativa,
@ cada eixo corresponde a um individuo observado;

@ cada vector corresponde a uma variavel.

Rn

s
Indn

a4
O vector de n uns, representado por 1, também é um vector de R”.
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O vector de valores ajustados

Os n valores ajustados y; também definem um vector de R”, fl:

2 by + b1 X1, +baXp ) + ...+ bpXpg,
. j/z b() + b1 X1(2) + b2X2(2) +...+ prp(Z)
y = 3 = bo + b1 X1 () + b2X2(3) +...+ bPXP(s)
In by + by X1(n) —|—b2X2(n) +...+prp(n)

X1(1) Xp()

X Xpee)

= by 1 +by | Xl +...+bp Xp)

1 X1 Xp(n)

(n)
= bo?n+b1i1+b27(2+...+bp7(p

O vector y é uma combinagao linear dos vectores 1,, X1, X, ..., Xp
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A matriz do modelo X

O vector y dos valores ajustados pode também escrever- se como um produto

envolvendo uma matriz X cujas colunas sejam os vectores 15, X1, ..., Xp.

A matriz X do modelo

T X, X, Xp)
T X X2 Xbe2)
X = 1 X 2@ 7 Xpp
T X, X Xb(n)
=1, =% =% =%p
V.

A matriz do modelo X é de dimensao nx (p+1).
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Os produtos matriciais Xa
Os produtos da forma Xa sdo combinagdes lineares das colunas da matriz X:

X Xy o Xop) a
T X X ot Xpg) ay
Xa = |1 X X@ 0 X &
LT X X Xo ap
- ao+a1x1 —|-82X2(1)+ +apo(1)
ap + a4 X1 + 82X2 @ +...+ apo(z)
= ap + a4 X1 + 82X2 ®) +...+ apo(S)

ao+a1x1 —|-32X2 )—|- +apo(n)

= aglp+aiXy +a2Y(2+...+apf(p

O vector \7 pode ser escrito desta forma: f/: Xb, para algum vector de
coeficientes (ainda desconhecido) b € RP+1,
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A matriz do modelo X e o seu subespaco de colunas

O conjunto de todas as combinacdes lineares dum conjunto de vectores
chama-se o subespaco gerado (spanned) por esses vectores.

O subespago gerado pelas colunas da matriz do modelo X chama-se
subespaco das colunas (column-space) da matriz X, €' (X).

@] vectorf? pertence ao subespago % (X)
(os vectores 1p, X1, ..., Xp séo colunas X e Y=bg1n+biXq+bs Xo+...+bpXp).

%(X) € um subespaco de R" (¥ (X) C R"), mas de dimensao p+ 1
(se as colunas de X forem linearmente independentes, isto €, se nenhum vector
se puder escrever como combinagao linear dos restantes).

Qualquer combinagao linear das colunas da matriz X, ou seja, qualquer
elemento de ¢ (X) se pode escrever como Xa, onde
a=(ap,as,a,....ap) € o vector dos coeficientes da combinagao linear.
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Os parametros

@ Cada escolha possivel de coeficientes @ = (ag, a1, @, ..., ap) corresponde
a um ponto/vector no subespago ¢'(X).

@ Essa escolha de coeficientes € Unica caso as colunas de X sejam
linearmente independentes, isto é, se nao houver dependéncia linear
(multicolinearidade) entre as variaveis Xi,...,Xp, 1p.

@ Um dos pontos/vectores do subespaco é a combinacao linear dada pelo
vector de coeficientes b = (bg, b1, ..., bp) que minimiza:
n n R
SQRE = Y & = Y(yi-m)?

i= i=

onde os y; s&o os valores observados da variavel resposta e
Vi = bo + by Xq(jy + b2 Xo(j) + ... + bp Xp(jy 0S valores ajustados. E a
combinagao linear que desejamos determinar.

Como identificar esse ponto/vector?
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Geometria

Vamos usar argumentos geométricos.

@ Dispomos de um vector de n observacoes de y que estd em R"
mas, em geral, nao esta no subespaco % (X).

@ Queremos aproximar esse vector por outro vector,
Y = boln+biXy + ... + bpXp, que esta no subespago %'(X).

@ Vamos aproximar o vector de observagdes Y pelo vector \?( do
subespago ¢ (X) que esta mais proximo de y.

SOLUCAO:

<>l
Il
I

<!

Tomar a projecgao ortogonal de y sobre %' (X) :
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A projecgao ortogonal de y sobre %' (X)

Rn

<

O vector de ¢ (X) C R™ mais préximo dum vector y € R" é o vector \7
que resulta de projectar ortogonalmente y sobre ¢ (X).

A projeccao ortogonal cria um triangulo rectangulo em R”".
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O critério minimiza SQRE
Recordar defini¢cdes relativas a vectores:

@ A norma dum vector X = (xq, Xz, ..., xn)! & [|X|| = VX Z x2.

@ A distancia entre dois vectores X e y € a norma da sua diferenga:

dist(X,y) = [IX - y|| = L (- yi)?.
1=

Escolher o vector y € % (X) que minimiza a distancia ao vector de
observagdes Y significa minimizar o quadrado dessa distancia:

. n
VI = Y.(vi-#)? = SQRE,

dist?(¥,¥) = [V —

—_

ou seja, minimizar a soma de quadrados dos residuos.

O critério geométrico é equivalente ao critério estatistico usado para ajustar

os parametros na Regressao Linear.
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SQRE na projeccéao ortogonal

R" v
VSQRE = ||y -]l
/ / _________ S
y =Hy
%(X)

O quadrado da distancia de y a i“} € SQRE, a soma dos quadrados
dos residuos.
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A projeccao ortogonal

A projecgéo ortogonal de um vector y € R" sobre o subespago ¢'(X) gerado
pelas colunas (linearmente independentes) de X faz-se pré-multiplicando y
pela matriz de projec¢ao ortogonal sobre %' (X):

Matriz de projeccao ortogonal sobre %' (X)

H = X(X'X) X

As matrizes de projeccao ortogonal P sobre algum subespaco de R” séo as
matrizes n x n:

@ simétricas (isto é, P1=P); e

@ idempotentes (isto é, PP = P).
A matriz H tem estas propriedades (Exercicio RL 11: verifique!).
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A projeccao ortogonal no contexto da RLM

No contexto duma regressao linear multipla, tem-se:

y = Hy
&y = XXX Xy

=b

A combinagao linear dos vectores ?,,,7(1 ,...,Xp que gera o vector mais
proximo de y tem coeficientes dados pelos elementos do vector b:

O vector de parametros ajustado

by

by

by | = (xIx)" "Xy .

o
Il

bp

v
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As trés Somas de Quadrados
Recordar as trés Somas de Quadrados:
SQRE A Soma de Quadrados dos Residuos:

n

SQRE = Y (yi— ).
i=

SQT A Soma de Quadrados Total:
n

n
SQT = Y (vi—-y)? = Y y2-ny®.
i=1

i=1

SQR A Soma de Quadrados associada a Regressao:
n

n
SQR = Y (-7 = Y y2—ny®.
i=1 i=1
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Pitdgoras e a Regressao

O Teorema de Pitagoras aplica-se em qualquer espaco euclideano R".

No tridngulo rectangulo do acetato 82 produz a seguinte relagéo:

IVIZ = I9I2+1y -yl
PP - 2
= YV +YWi-m
= =
— SQRE

92— ny® + SQRE

Il
M:

Il
BN

= SQR+ SQRE
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Revisitando Pitagoras

A relagédo fundamental da Regresséo Linear (SQT = SQR + SQRE) resultou
de aplicar o Teorema de Pitagoras. Mas foi necessario subtrair ny?. Outro

triangulo rectangulo é estatisticamente mais interessante.

Defina-se o vector centrado, y°, cujo elemento genérico é o desvio de cada

y; em relacdo a média: y;— .

n-y Y1 y
; y2=y Y2 y L
¥y = : =l . |- .| =y
Yn=Yy Yn y

3

A norma deste vector € |ly°|| =,/ ¥ (i —¥)? = VSQT.

=

—_
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Revisitando Pitdgoras (cont.)

A projecgéo ortogonal do vector y° sobre o subespacgo %'(X) gera o vector:
HY = H[y—)-1n)
& Hy® = Hy—(y)-Hi,
& HP® = §-@) 1

ja que H1, = 1,, pois o vector 1, ja pertence ao subespaco % (X), logo fica
invariante quando projectado nesse mesmo subespaco — ver Exercicio 11.

O vector Hy® tem elemento genérico y; —y. A sua norma é:
n

IHYCll =4/ Y (7i-¥)?=VSQR.

i=1
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Revisitando Pitdgoras (cont.)

A distancia entre o vector y° e a sua projecgao ortogonal sobre %'(X)
continua a ser v SQRE:

VOHY® = [y - - A

& YO-HY® = y-§
pelo que

R d ~
I~ Hy?l = 1 =F1l = |/ X (= 90 = VSORE .
i=1
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Revisitando Pitdgoras (cont.)

A formula fundamental da Regressao Linear, SQT = SQR + SQRE,
€ uma aplicagéo directa do Teorema de Pitagoras ao tridngulo definido por y°©
e a sua projecgao ortogonal sobre ¢(X).

Rn

V' SQRE = ||y®— Hy®|| = ||y — Hy]|

VSQR = |Hy?|
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Pitagoras e o Coeficiente de Determinagéao

Torna-se evidente outra relagdo importante entre a geometria no
espacgo R” e a estatistica da Regressao Linear:

O coeficiente de determinacao A2 = £22 é o cosseno ao quadrado do
angulo entre o vector centrado das observagdes da variavel resposta,

y°, e a sua projecgao ortogonal sobre o subespaco %' (X):

SQR

2 pu— e — pu—
cos“(0) = SOT R<,

onde 6 é o angulo entre os vectores y° e Hy°.
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Pitagoras e o Coeficiente de Determinacéao (cont.)

Rn
oy
VSQT = || ‘
VSQRE = ||y — Hy|
SLE Hy°c |
%(X) / | |
VSQR = | Hy°|

O Coeficiente de Determinag&o na Regresséo Linear, R? = £24,

€ 0 cosseno ao quadrado do angulo entre y¢ e HyC.
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Propriedades do Coeficiente de Determinacao

A abordagem geométrica confirma que também na Regressao Linear
Multipla se verificam as propriedades do Coeficiente de Determinagéo:

@ R2toma valores entre 0 e 1.

@ Quanto mais préximo de 1 estiver A%, menor o angulo 6, e portanto
melhor a correspondéncia entre o vector (centrado) das observagdes,
y°, e 0 seu ajustamento em ¢ (X).

@ Se R? ~ 0, o vector y° é quase perpendicular ao subespago %' (X) onde
se pretende aproxima-lo, e a projecc¢ao vai quase anular todas os
elementos do vector projectado, ou seja, y;—y ~ 0. O resultado é de ma
qualidade: perde-se quase toda a variabilidade nos valores de j; ~y.
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Propriedades de modelos com constante aditiva

%(X) contém o vector 1, de nuns. Entdo H1, = 1,, pois a projeccao de
qualquer vector num subespaco que ja o contém deixa o vector invariante.
Logo, (ver também o Exercicio 11):

@ As médias dos valores observados e ajustados de Y sdo iguais:

STEN
=
5=
X
=
<!
Il
ST
—~
=
=
3
N—
2,
<!
Il
STEN
=
5=
<!
I
<I

y=
@ As me;ldos reS|duos é zero:
e= ‘Ze, 1Z(y, ym=y-y=o.

@ Em RP*1, o hiperplano ajustado contém o centro de gravidade da
nuvem dos n pontos observados: y =by+ b1 X7 +baXo+ ...+ bpXp .

— n n
Javimosquey=y=17% j.Masly §=
i=1 i=1

n
% ; (bo+ by X1(,')+b2X2(,‘)+"'+prp(,')) =bo+b1 Xy +boXxo+---+bpXp
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Os coeficientes bj

O vector dos parametros ajustados pelo método dos minimos quadrados,
b = (X!X)~ "Xy, gera n valores ajustados:

-
7 —

y = Hy = XXX 'Xy = Xb
= }A/,' bo+b1X1(,')+...+prp(/-) , Vi.

As unidades de medida:
@ de by sdo iguais as de y (e as de j).

@ dos parametros b; das variaveis (j # 0) sdo a razao entre as unidades
de y e as do preditor x; correspondente.

Os coeficientes {bj}}l-):1 das variaveis preditoras interpretam-se como a
diferenga (média) em y, associada a aumentar o preditor x; correspondente
em uma unidade, mantendo os restantes preditores constantes.
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Residuos

As unidades de medida dos residuos e; = y; — §; sdo iguais as de y:
e = Yi—Vi=Yyi— (bo+b1x1(,-)+...+bpxp(,.)) , Vi
& & = y-§ = y-Hy.
O vector de residuos, &, também pode ser obtido pré-multiplicando o vector y
pela matriz | — H, onde | é a matriz identidade n x n:
e = y-Hy = (I-Hy,

A matriz I — H é simétrica e idempotente, logo também é uma matriz de
projeccao ortogonal. Projecta sobre o subespaco de R" constituido pelos
vectores ortogonais a qualquer vector de %' (X), chamado o complemento
ortogonal de ¥'(X) e designado por ¢'(X)*.

O vector é é a projecgéo ortogonal de y sobre €' (X)*.
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A Regressao Linear Multipla no @

O comando 1m também ajusta uma Regressao Linear Multipla no R.
A variavel resposta y e as variaveis preditoras xi, ..., Xp definem-se
mediante uma férmula semelhante a da RLS.

E.g., sendo y a varidvel resposta e x1, x2 e x3 trés preditores, a
formula que especifica a relacao sera:

y ~ x1+ x2 + x3

Comando R para ajustar uma regressao linear multipla
>Im (y ~ x1 + x2 + x3 + ... + xp, data=dados) }

O comando devolve o vector b das estimativas dos p+ 1 parametros
do modelo, by, by, ..., bp.
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Um exemplo de RLM no R

llustra-se uma Regresséao Linear Mdltipla no R, com um conjunto de dados
famoso: os lirios de Anderson/Fisher, disponiveis na data frame iris.

> help(iris)

iris package:datasets R Documentation
Edgar Anderson’s Iris Data

Description:

This famous (Fisher’s or Anderson’s) iris data set gives the
measurements in centimeters of the variables sepal length and

width and petal length and width, respectively, for 50 flowers
from each of 3 species of iris. The species are Iris setosa,

versicolor, and virginica.
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Exemplo RLM (cont.)

Figura: iris setosa Figura: iris versicolor Figura: iris virginica
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Exemplo RLM (cont.)

Uma inspecgéo inicial dos dados pode ser feita com o comando head, que
mostra a parte inicial da data frame:

> head(iris)

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width

DO W N

5.

(S IR
» O]~ ©

1

3.

W W www
© o RN O

5

is

1
1
s
1
1

Nh o w e

4

0.

o oo oo
BONN NN

Species
setosa
setosa
setosa
setosa
setosa
setosa

Uma sintese da informacao é dado pelo comando summary:

> summary(iris)

Sepal.Length

Min.

1st Qu.

Median
Mean

3rd Qu.

Max.

:4.300
:5.100
:5.800
:5.843
:6.400
:7.900

Sepal.
:2.000

Min.

1st Qu.

Median
Mean

3rd Qu.

Max.

Width

2.800

:3.000
:3.057

3.300

:4.400

Petal.Length

Min.

1st Qu.

Median
Mean

3rd Qu.

Max.

:1.000
:1.600
:4.350
:3.758
:5.100
:6.900

Pe
Min.
ist
Medi
Mean
3rd
Max.

tal.Width
100
300
300
199
800
500

Qu.:

an

Qu.:

MR e OO

Species
setosa :50
versicolor:50
virginica :50

Note-se que a quinta coluna é um factor. Serd, para ja, ignorado.
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A Regressao Mudltipla descritiva no @® (cont.)

Ajuste-se um modelo para prever a variavel resposta largura da pétala, a
partir do comprimento da pétala e das duas medicdes das sépalas (largura e

comprimento), ignorando as espécies.

RL Multipla - dados dos lirios

> iris2.1m <- 1m(Petal.Width ~ Petal.Length + Sepal.Length +

+ Sepal.Width , data=iris)
> iris2.1lm
C...)
Coefficients:
(Intercept) Petal.Length Sepal.Length  Sepal.Width
-0.2403 0.5241 -0.2073 0.2228

O hiperplano ajustado em R* (RP*1) é:

PW = —0.2403+0.5241 PL—0.2073 SL+0.2228 SW
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Confirmando as férmulas (cont.)

Vamos confirmar a férmula dos parametros ajustados pelo método dos
minimos quadrados. O comando model.matrix devolve a matriz X.

> X <- model.matrix(iris2.Im)

(Intercept) Petal.Length Sepal.Length Sepal.Width

> X

1 1
2 1
& 1
4 1
B 1
6 1
7 1
8 1
[...]

149 1
150 1

1.

ol
S

[ S S e e
NN DO WD

4

[ary

5.

]
N

[¢3]

15 I NS TS, T NS
T = e

1

3.

w
S

WWwWwwwwow

BB O OO N O O
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Confirmando as férmulas (cont.)
Os comandos do R para as operagdes matriciais necessarias para o calculo
de b = (X!X)~ X!y sao:

@ t(A) indica a transposta da matriz A

@ A %x% Bindica o produto das matrizes A e B.

@ solve(A) calcula a inversa da matriz A.

>y <- iris$Petal.Width
> b <- solve( t(X) % % X ) %*x% (1(X) %x% Yy )
>b

[,1]
(Intercept) -0.2403074
Petal.Length 0.5240831
Sepal.Length -0.2072661
Sepal.Width  0.2228285

Confirmam-se os valores do acetato 101.
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Modelos e submodelos

Submodelos
Dado um modelo de regresséao linear mdltipla, com equagao

Y = bo+bixy+boxo+ ...+ bpxp ,

chama-se submodelo a uma regressao linear com apenas alguns preditores.

Por exemplo, a regresséao linear simples
Petal . Width = by + by Petal.Length
€ um submodelo da regressao linear multipla acabada de ajustar,

Petal Width = by + by Petal.Length+ b, Sepal.Length+ bs Sepal. Width

Nota: Um submodelo (S) nao pode ter preditores que nao fagam parte do
modelo completo (C). A variavel resposta tem de ser a mesma.
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O R? de submodelos

Coeficientes de Determinagéo de submodelos: R2 < R2

O R2 dum submodelo n&o pode exceder o R2 do modelo completo.

O subespaco das colunas do submodelo tem de estar contido no subespago das

colunas do modelo completo: ¢'(Xs) € %' (Xc). Logo, o angulo entre ye \75 € €(Xs)
n&o pode ser menor que o angulo entre y e Y € €(Xc), pois ¥s também pertence a

%(Xo).

No modelo do acetato 101: R?=0.9379.
Na RL Simples s6 com o preditor Petal.Length: R =0.9271.

Ainda o exemplo dos lirios

> summary(iris2.1lm)$r.sq

[1] 0.9378503

> iris.lm <- lm(Petal.Width ~ Petal.Length, data = iris)
> summary(iris.lm)$r.sq

[1] 0.9271098

v
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Equacdes de submodelos

Os parametros ajustados ndo sao iguais

A equagao ajustada num submodelo nao é a parte correspondente na
equagao ajustada do modelo.

Ainda o exemplo dos lirios

> coef (iris.1lm)
(Intercept) Petal.Length
-0.3630755 0.4157554
> coef (iris2.1m)
(Intercept) Petal.Length Sepal.Length Sepal.Width
-0.2403074 0.5240831 -0.2072661 0.2228285
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Regressao Polinomial

Um caso particular de relagéao nao-linear, mesmo que envolvendo
apenas uma variavel preditora e a variavel resposta, pode ser
facilmente tratada no ambito duma regressao linear multipla: o caso
de relagdes polinomiais entre Y e um ou mais preditores.

Imagine-se uma relagéo de fundo entre uma variavel resposta Y e
uma unica variavel preditora X dada por uma parabola:
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Regressao Polinomial - Exemplo

Exemplo 5 — Folhas de videira
Considere os dados de medigdes sobre n=600 folhas de videira.

Eis o grafico das areas vs. comprimentos de nervuras principais, com
sobreposta a recta de regressao.

videiras$Area
300 400
L L

200
L

100
L

Ha uma tendéncia para curvatura. Talvez um polinémio de 20. grau?

v
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Regresséao Polinomial - Exemplo (cont.)
Pode ajustar-se uma qualquer parabola, com equacao

Y = Bo+PBix+Pox?,
com uma regressao linear de Y sobre os dois preditores X; =X e Xo = X?:

> videiras.Im2 <- Im( Area ~ NP + I(NP"2) , data=videiras )
> videiras.Im2

Call:
Im(formula = Area ~ NP + I(NP~2), data = videiras)
Coefficients:
(Intercept) NP I(NP~2)
7.5961 -0.2172 1.2941

> summary( videiras.Im2 )$r.sq

[1] 0.8161632

A parabola ajustada tem equagdo y = 7.5961 —0.2172x+ 1.2941x2. O valor
R2?=0.8162 indica que cerca de 82% da variabilidade observada nas &reas foliares é
explicada pela regressao quadratica (aqui nao houve transformacéo de y).

v
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Regresséao Polinomial - Exemplo (cont.)

A parabola ajustada

2 ‘e
R?=0.8162 .
y=7.5951-0.2172x+1.2041x

videiras$Area
300 400
I

200

100

videiras$NP

A equagdo da recta ajustada € y = —144.15+28.34 x, confirmando que a equagao
ajustada dum submodelo (neste caso, a recta de regressdo) ndo é apenas a parte
relevante da equagéao ajustada dum modelo completo (neste caso, 0 modelo
parabolico).
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Regressodes Polinomiais (cont.)

O argumento é extensivel a qualquer polinémio de qualquer grau, e
em qualquer numero de variaveis. Dois exemplos:

@ Polinébmio de grau p numa variavel
Y = X x2 X3 4. xP
Po+Br X_+Pe X +Ps X+ +Pp X
=X =Xo =X3 =Xp
@ Polinémio de grau 2 em 2 variaveis

_ 2 2
Y = Bo+B1 X +Po x° +B3s Z +P4s z° +Ps5 xz
=X =X2 =X3 =X4 =X5
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Regressao Linear - Inferéncia

@ Até aqui a regressao linear foi usada apenas como técnica descritiva.
Se as n observagdes forem a totalidade da populagéo de interesse,
pouco mais ha a dizer.

@ Mas, com frequéncia, as n observagdes sdo apenas uma amostra
aleatéria de uma populagdo maior.

@ Um hiperplano ajustado a partir duma dada amostra,
Yy =bo+ by x1+baXxo+ ...+ bpXp, € apenas uma estimativa de um
hiperplano populacional

Y =PBo+PBixq +ﬂ2X2+...—|—ﬁpo .

Outras amostras dariam hiperplanos ajustados diferentes.
@ Coloca-se o problema da inferéncia estatistica.
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O problema da Inferéncia Estatistica na Reg. Linear

POPULACAO

(hiper plano desconhecido)

AMOSTRAGEM INFERENCIA
ALEATORIA ESTATISTICA
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MODELO - Regresséo Linear

A fim de se poder fazer inferéncia sobre o hiperplano populacional, vamos
admitir pressupostos adicionais.

Y —variavel resposta aleatoria.

X1, ..., Xp — variaveis preditoras ndo aleatorias (fixadas pelo
experimentador ou trabalha-se condicionalmente aos valores
de xi, ..., Xp)

O modelo seréa ajustado com base em:

{0y, Xa(iy, - Xp(iy, Yi) iy — nconjuntos de observagoes indepe_ndente_s das
variaveis xi, Xo, ..., Xp € Y, sobre n unidades experimentais.
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MODELO RL - Linearidade

Vamos ainda admitir que a relagdo de fundo entre Y e xq, X2, ..., Xp, €

linear (afim), com uma variabilidade aleatéria em torno dessa relagao,
representada por um erro aleatério €. Paratodooi=1,....n:

Yi = Bo + Bt x5y +t+ Po Xy + &
4 4 l 4 l { l
v.a. cte. cte. cte. cte. cte. v.a.
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MODELO Regresséo Linear — Os erros aleatorios
Vamos ainda admitir que os erros aleatorios ¢;:
@ Tém valor esperado (valor médio) nulo:
Ele] = 0, Vi=1,.,n

(ndo é hipétese restritiva).
@ Tém distribuicao Normal (é restritiva, mas bastante geral).
@ Homogeneidade de variancias: tém sempre a mesma variancia

Vlg] = 6, Vi=1,..,n

(& restritiva, mas conveniente).

@ S3o variaveis aleatorias independentes
(& restritiva, mas conveniente).
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O Modelo Linear

O modelo para inferéncia na regresséao linear é assim:

O Modelo Linear
Q@ Yi = Bo+Bixiy+Bexegy + + BoXppiy &, Vi=1,.0.
Q¢ ~ (0,062, Vi=1,..n
Q {&}", va. independentes.

NOTA: Os erros aleatérios sao variaveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.).

Dado o modelo, o valor esperado (médio) de Y;, condicional aos valores
X1,X2,...,Xp dos preditores, é:

pi = E[Yi[x1,x2,....%p] = Bo+P1x1+Poxe+...+ BpXp -

NOTA: B; (j # 0) € a variagao média em Y, associada a um aumento de uma
unidade em x;, mantendo os restantes preditores constantes.
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MODELO Regresséao Linear Simples

llustrando, no caso duma regresséo linear simples:

Y |

Y =Bo+B1x
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O estudo do modelo

Um primeiro objectivo da inferéncia: os p+ 1 parametros do modelo, f3;
(j=0,1,....p).

Os parametros ajustados b= (bo, by, bo,....bp), obtidos pela formula do
acetato 84, sdo estimativas desses parametros.

Para ser possivel construir intervalos de confianca e/ou efectuar testes de
hipoteses sobre os valores dos parametros populacionais ;, ha-que:

@ Definir estimadores [3‘,- dos parametros populacionais;

@ conhecer as respectivas distribuicdes de probabilidades (ao abrigo do
Modelo);

A validade da inferéncia depende da validade dos pressupostos do modelo.
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A notacao matricial/vectorial

O estudo do modelo (nomeadamente com mais de um preditor) exigira

ferramentas para o estudo de vectores aleatorios.

As equagdes do modelo para as n observagoes (acetato 117) podem ser

escritas como uma unica equacao, utilizando notagéo vectorial/matricial:

Yi = Bo+Bixi)+ BaXet) + -+ BpXp(1)

Yo
Y3

Yn
~

Bo + B1x1(2) + BaXo2) + -+ + BpXp(2)
Bo + B1X1(3) + BaXa3) + - - + BpXp(3)

Bo + B1X1(ny + BaXo(ny + -+ + BpXp(n)

=Y
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A notacao vectorial (cont.)

As n equacoes correspondem a uma Unica equacao vectorial:

Y=XB + &,
onde:
Yy Tox, Xy 0 Xpg Bo &4
Y T Xip X Xpz) B4 &
— Y 1 X- X - X n = &
Y=| "8 |, X= e "2 e |, B= Bo | | &=| &
Yn 1 Xy, X, Xpiny Bo €n

@ Y e & sdo vectores aleatorios,

@ X é uma matriz nao aleatéria e B um vector nao-aleatério.
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O vector de estimadores 3

O vector de estimadores B = (Bo, B, ... Bp)! & definido a partir da equagao do

vector b de estimativas (acetato 84), mas substituindo o vector y de valores
observados de Y pelo vector aleatério Y.

Estimadores de Minimos Quadrados dos parametros

B = (X'X)"'X!V.

Os estimadores assim obtidos s&o estimadores de minimos quadrados.

Veremos que, dado o Modelo Linear, sdo também estimadores de maxima
verosimilhanca.
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Ferramentas para vectores aleatoérios
Jé& se introduziram 3 vectores aleatorios:

@ Y (das n observagbes da variavel resposta);

@ £ (dos n erros aleatdrios); e

@ B (dos p+1 estimadores f}).

Sao necessarias ferramentas para trabalhar com vectores aleatérios.

Para qualquer vector aleatério y (Zy,25,...,Zx)", define-se:

@ O vector esperado de Z, constituido pelos valores esperados de cada
componente:
E[z]
. 5 E[Z)]
by = E[Z] = .

E[Z]

Se W fér uma matriz aleatéria, também se define E[W] como a matriz do valor
esperado de cada elemento.
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Ferramentas para vectores aleatérios (cont.)

@ a matriz de variancias-covariancias de Z é constituida pelas
(co)variancias de cada par de componentes:

Vizi] Clz4,2Z] ClZy,Zs] ClZ1,2Z] T
Clz, 2] V(] Clz,Zs) Cl2, Z]
V[Z] = | Cl&s. 4] Cl&, 2] ViZ) ClZs, Z]
| ClZk.Z1] ClZk,2Z2] ClZk,Z5] V[Z] )
E uma matriz simétrica.
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Propriedades do vector esperado

Tal como para o caso de variaveis aleatorias, também o vector
esperado de um vector aleatorio Z,..1 tem propriedades simples:

@ Se b é um escalar nao aleatério, E[bZ] = b E[Z].

@ Se &1 & um vector ndo aleatério, E[Z + a] = E[Z] +a.
@ Se @k, é um vector nao aleatério, E[a'Z] = a' E[Z].

@ Se B, x é uma matriz nao aleatéria, E[BZ] = B E[Z].

Também o vector esperado da soma de dois vectores aleatdrios tem
uma propriedade operatoria simples:

@ Se Z.1, Uk sdo vectores aleatorios, E[Z+ U] = E[Z] + E[U].
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Propriedades da matriz de (co)variancias

@ Se b é um escalar nao aleatério, V[bZ] = b2 V[Z].

@ Se @k, é um vector nao aleatério, V[Z+3] = V[Z].

@ Se @k, é um vector ndo aleatério, V[a!Z] = & V[Z]a.

@ Se B, x é uma matriz nao aleatéria, V[BZ] = B V[Z]B!.

A matriz de variancias-covariancias da soma de dois vectores
aleatdrios tem uma propriedade operatoria simples se os vectores
aleatorios forem independentes:

o Seﬁzkxj e UKXJ forerrl vectores aleatérios independentes,
V[Z+U] = V[Z]+ V[U].
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A distribuicao Normal Multivariada

Vectores aleatérios tém distribuicdes multivariadas de probabilidades.
A mais importante distribuicdo multivariada é a Multinormal:

Distribuicao Normal Multivariada

O vector aleatério k-dimensional Z tem distribuicdo Multinormal, com
parametros dados pelo vector ti e a matriz invertivel X se a sua
funcao densidade conjunta fér:

f(z) = L o 3@B) @R . ZeRk
(27)k/2,/det(T)

Notagao: Z ~ A4 (li, X).

Nota: Define-se uma Multinormal em sentido generalizado, quando £
€ apenas semi-definida positiva, usando a inversa generalizada ™.
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A densidade Binormal (Multinormal com k = 2)
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Algumas propriedades da distribuigao Multinormal

Teorema (Propriedades da Multinormal)
SeZ ~ (i, %):

@ O vector esperado de Z é E[Z] = ji.

Q A matriz de (co)variancias deZ é V[Z] = X.

© Se duas componentes de Z tém covariancia nula, sdo
independentes: Cov(Z;,Z;) =0 = Z;, Z; independentes.

Nota: Nas disciplinas introdutérias de Estatistica mostra-se que
X, Y independentes = cov(X,Y)=0. Quando a distribuicdo conjunta
de X e Y & Multinormal, tem-se também a implicagao contraria.

Nota: Qualquer elemento nulo numa matriz de (co)variancias duma

Multinormal indica que as componentes correspondentes séo
independentes.
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Propriedades da Multinormal (cont.)

Teorema (Propriedades da Multinormal)
SeZ ~ (i, X):
© Todas as distribuicées marginais de Z sdo (multi)normais. Em
particular,
cada componente Z; € normal com média p; e variancia - ; -
Zi ~ N (Wi X))
© Sea um vector (ndo-aleatdrio) k x 1, entdo Z+a ~ Ny (ji +a,X).
©Q Combinagoes li/leares das componentes dum vector multinormal
sdo Normais: a'Z = a1 Zy + ap Zo + ... + ax Zx —~ ¥ (@', a'xa).
@ Se B é matriz ndo aleatdria m x k (de caracteristica m < k), entédo
BZ ~ .#,,(Bji,BEBY).

v

Nota: No uUltimo resultado, se B € matriz ndo aleatéria de caracteristica
m > k, a distribuicdo de BZ é Multinormal em sentido generalizado.
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Modelo Regresséo Linear - versao vectorial

O Modelo Linear em notagao vectorial

Q@ Y= XB+é.
a2 0 0
8 0 o2 0 0
— =2 2
Q ¢ ~ 1;,(0,5%1,), com 6—| o 2= @ ¢ @ ©
= :
0 0 0 a2

Na segunda destas hipéteses sao feitas quatro afirmacdes (tendo em conta
as propriedades da Multinormal, referidas atras):

@ Cada erro aleatério individual g; tem distribuicao Normal.
@ Cada erro aleatério individual tem média zero: E[g;] = 0.
@ Cada erro aleatorio individual tem variancia igual: V[g/] = o2.

@ Erros aleatorios diferentes sao independentes, porque Covlg;,g] =0 se
i # j e, numa Multinormal, isso implica a independéncia.
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A distribuicdo de Y

O seguinte Teorema é consequéncia directa dos acetatos 129 e 130.

Teorema (Primeiras Consequéncias do Modelo)
Dado o Modelo de Regresséo Linear, tem-se:

Y ~ A5(XB, 621,).

De facto, Y é soma de vector ndo aleatério (Xﬁ) e vector aleatério (£):

Y=XB + E
~
—gn —ngn

@ £ —~ ¥ (0,02,).

@ Somar vector constante (XB) a um vector aleatério Multinormal (€) ndo destréi a
Multinormalidade.

@ E[Y] = E[XB +&] = XB + E[€] = XB.
@ V[Y] = V[XB +&] = V[§] = o2,
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A distribuicao de Y (interpretacao)

Y~ JVn(XB> Gzln)~
Tendo em conta as propriedades da Multinormal:
@ Cada observacao individual Y; tem distribuicao Normal.
@ Cada observagé9 individual Y; tem média
wi = E[Y]=X{,B = o+ B1X1 (i) + BoXe(i) + -+ BoXp(iy.
@ Cada observagéo individual tem varidncia igual: V[Y;] = c2.

@ Observacgdes diferentes de Y sao independentes, porque
Cov[Y;, Yj] =0 se i # j e, numa Multinormal, isso implica a
independéncia.
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O estimador dos parametros do Modelo

Ja vimos que o vector ﬁ que estima o vectorﬁ dos parametros
populacionais é:

B = (xX)'xt¥,
onde X e Y sdo a matriz e o vector definidos no acetato 121.

O vector B é de dimensao p+ 1. O seu primeiro elemento € o
estimador de Sy, 0 seu segundo elemento é o estimador de B4, etc...

Em geral, o estimador de f3; esta na posi¢édo j+ 1 do vector [3

Os resultados gerais ja referidos permitem facilmente determinar a
distribuicdo de probabilidades do estimador [3
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A distribuicao do vector de estimadores 3

Teorema (Distribui¢do do estimador ﬁ)
Dado o Modelo de Regress&o Linear Mdltipla, tem-se:

B~ Mpi1(B. o2 (XX)) .

B é produto de matriz ndo aleatéria, (X!X)~1X!, e vector aleatério, Y:

B =(xtx) Xt ¥
7
“B Ity 2

@ Y —~ 4p(XB,o2lp).

@ Multiplicar matriz constante, (X!X)~1X!, por um vector aleatério Multinormal (Y)
nao destréi a Multinormalidade.

@ E[B] = E[(XIX)~TXIV] = (XIX)~ X' E[¥] = (X'X)~'X!XB = 1,6 — B.

@ V[B] = V[(X'X)~'X¥] = (XIX)~ X V[V][(X!X)~TX(] =
(XIX) =Xt 621, - X[(XIX) ] = 62 (XIX) I XIX[(XIX) ]! = o2(XIX) 1.
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A distribuicdo de 3 (interpretacao)

B~ Mpir(B.o?(XX)7").
Tendo em conta as propriedades da Multinormal (acetatos 129 e 130):
@ Cada estimador individual Bj tem distribuicdo Normal.

@ Cada estimador individual tem média E[ﬁj] = B;, logo & centrado (unbiased).

@ Cada estimador individual tem variancia V[f;] = o2 (X! X)(
(Note-se o desfasamento nos indices).

JA1J+1)"

@ Estimadores individuais diferentes ndo sao (em geral) independentes porque

(X!X)~" nao é, em geral, uma matriz diagonal: Cov[ﬁ“[i]] =02 (X! X)(I+1]+1)

@ Logo, o estimador B, de um parémetro individual f; tem distribuicao

:B (B] ) com GB =0 (th)(]+1 J+1)"
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A distribuicao na amostragem de ﬁj (interpretacao)

R 2 _
ﬁj ~ JV(ﬁ] , GB/‘) com ngzoz (th)(j1r1,j+1) .

POPULATION

(ﬁj unknown)

Sample value

L L A @ v Ay AT

Sampling Univerég

O conjunto de todas as possiveis amostras de dimensao n designa-se o
Universo de Amostragem (Sampling Universe).

A distribuicdo de probabilidades de ﬁj pode ser vista como a distribuicdo dos
valores de b; ao longo do Universo de Amostragem.
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2 _~2(yty)-1
05, =0 X X)) -

A distribuicao na amostragem de ﬁj (interpretacao)

com

B~ (B, GE/,)

Distribuigao na amostragem de f&

A

A A
L \
N DA
A A
) \y
v 2 <
% amostras Javavavavava)
—— 682%
— 95.4% JaS b
— 99.7% 4
= ) \}
H
2
5
0={oF(XX)
B-30,  B-20  B-g B B*o  B+20  B+3g
B

Modelos Matematicos e Aplicagcdes
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A distribuicao dum estimador individual

Como se viu, tem-se, Vj=0,1,...,p:

B/ - ‘/V(ﬁ/'v Gz(XrX)(fleﬂ))

e BB o),
GB/'

P— 2 —1
com o = \/o? (XN, -

Este resultado distribucional permitiria construir intervalos de
confianga ou fazer testes a hipéteses sobre os parametros B, ndo
fosse o desconhecimento da variancia 62 dos erros aleatorios.
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O problema de ¢2 desconhecido

Para poder utilizar um estimador 3,- na inferéncia, é preciso conhecer a
sua distribuicao de probabilidades, sem a presenca de quantidades
nao-amostrais desconhecidas, além de f;.

Para ultrapassar este problema é preciso:
@ obter um estimador para ¢2; e

@ ver 0 que acontece a distribuicao de ﬁ,- quando o2 é substituido
pelo seu estimador.

Como o= V(g;), ¥i, e como os erros aleatérios ¢; sdo desconhecidos,
é natural procurar um estimador de ¢ através dos residuos.
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Estimando o2

Erros aleatérios (variaveis aleatérias — ndo observaveis)
& = Yi— (Bo+ B1x1(iy + BaXa(iy + - + BpXp(i))
Residuos (variaveis aIeatAériasA - obseryéveis) A
Ej = Yi— (Bo+ BiX1(iy + BaXa(iy + - + BoXp(iy)

7
Residuos (observados)
e=Yyi— (bo + by X1(i) + ngz(,') +...+ bPXp(i))

O estimador de maxima verosimilhanca de o2, a variancia dos erros
aleatorios, é dado por
52 SQRE

My n

Mas o estimador 62, ndo ¢ centrado: E [65\/} —E [&F] =i 52,
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O Quadrado Médio Residual

Uma simples modificagao do estimador de maxima verosimilhanga gera um
estimador centrado.

Quadrado Médio Residual (QMRE)
Define-se o Quadrado Médio Residual como

n E2
SQRE LB

n—(p+1) _ n—(p+1)

QMRE =

Dado o Modelo Linear, 62 = QMRE é um estimador centrado da variancia
comum dos erros aleatérios, 62 = V|g]:

E[QMRE] =02 .

O Quadrado Médio Residual tem como unidades de medida o quadrado das
unidades de Y.
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Quantidades fulcrais para a inferéncia sobre f;

Teorema (Distribuigoes para a inferéncia sobre ;)

Dado o Modelo de Regressao Linear Mdltipla, tem-se

B, Bj
S,

- tnf(p+1) 9 vj:07177p

com &5 = \/QMRE -(XX) ;1 . .

Este Teorema da-nos os resultados que servem de base a construcado de
intervalos de confianga e testes de hipoteses para os parametros f8; do
modelo populacional.
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Dedugéo de intervalo de confianga para f;
B, ﬁ,

l

Sabemos que ~ In_(p+1)- LOQO,

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagcdes 2021-22 144/359



Dedugéo IC para j3; (cont.)
Trabalhar a dupla desigualdade até isolar f;:
ﬁj—ﬁj

P[—ta< L < ta| = 1-0
2 ﬁ] 2

—t%'O'Bj < ﬁj—ﬁj < t%~(7[3j
= t%'O'Bj > ﬁj—ﬁj > —t%~(7[3j

& P-tgGp< B <Pi+tg-Sp.

O intervalo aleatério
} ﬁj—f% -O'EI s ﬁj-i-t% -GBj [
contém f; com probabilidade 1 — a.
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Intervalo aleatorio para f; (interpretagao)

| Bi-tgoy  Bityoy |

POPULATION

(B unknown)

Sampling Universe

b/m 1 b]” b* e
T & T !
1a T b 1aT bt Jat,bi] Ja.bl Ja*,b*[ Jat. bttt bt

Cada amostra no Universo de Amostragem gera um intervalo concreto,
chamado Intervalo de Confianga (Confidence Interval).

Uma proporgéo 1—o desses intervalos contém o verdadeiro valor de f;. Os

restantes o ndo contém f;.
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Intervalo de confianga para f3;

Intervalo de Confianga a (1 — a) x 100% para S;
Dado o Modelo de Regressao Linear Mdltipla e uma amostra, eis o intervalo
a (1—a) x 100% de confianga para o parametro f;:
} O et % 0 B iy % |
sendo:
@ b; o elemento j+1 do vector das estimativas b (acetato 83);

Q¢

< [n—(p+1) o quantil de ordem 1— % da distribui¢&o t,_(p1);

) 63 =/QMRE-(X'X)!,,.,, (com o valor de QMRE na nossa amostra).
f :

NOTA: A amplitude do IC aumenta com QMRE e o valor diagonal da matriz (X{X)~"
correspondente ao parametro ;.
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Intervalos de confianca para 3; no ®

A informagéo para construir intervalos de confianga para cada 3; obtém-se a
partir da fun¢do summary. No exemplo do slide 101:

> summary (iris2.1lm)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -0.24031 0.17837 -1.347 0.18
Petal.Length 0.52408 0.02449 21.399 < 2e-16 ***
Sepal.Length -0.20727 0.04751 -4.363 2.41e-05 **x*
Sepal.Width 0.22283 0.04894 4.553 1.10e-05 *x*x*

Estima-se que em média a largura da pétala diminui 0.20727cm por cada aumento de
1cm no comprimento da sépala (mantendo-se as outras medigdes constantes).

Como fy g25(146) = 1.976346, 0 IC a 95% para o &
] (—0.20727) — (1.976346)(0.04751) , (—0.20727)+ (1.976346)(0.04751) |
& ] —0.3012 , —0.1134 |
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Intervalos de confianga para f3; no @(cont.)

Alternativamente, € possivel usar a fun¢do confint para obter os
intervalos de confianga para cada f3; individual:

> confint (iris2.1lm) <- IC a 95% confianga (por omissé&o)
2.5 97.5 %

(Intercept) -0.5928277 0.1122129

Petal.Length 0.4756798 0.5724865

Sepal.Length -0.3011547 -0.1133775

Sepal.Width  0.1261101 0.3195470

> confint(iris2.lm , level=0.99) <- IC a 99, de confianga
0.5 % 99.5 %

(Intercept) -0.70583864 0.22522386

Petal.Length 0.46016260 0.58800363

Sepal.Length -0.33125352 -0.08327863

Sepal.Width  0.09510404 0.35055304
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Testes de Hipdteses sobre os parametros
O resultado usado para construir ICs também permite Testes a Hipéteses
sobre cada ;. Admitindo a Hipdtese Nula Hy : ;= c:

b

i — B .

T=——0 ~ ty oy,  Vj=0,1,..p
GB]

Rejeita-se Hy em favor da Hipotese Alternativa Hy : B; # ¢ se o valor
calculado de T na amostra, T4, recair numa das caudas da distribuicao.

Fixando o Nivel de Significancia o, tem-se a Regiao Critica:
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Testes de Hipdteses (bilateral) a 3,-

Testes de Hipoteses a f3; (Modelo de Regressao Linear Mdltipla)

Hipéteses: Hy: B =c¢c vs. Hy: B #c¢

=cC

A. .
Estatistica do Teste: T = %
;
Nivel de significancia do teste: o

Regiao Critica (Regido de Rejeicao bilateral): Rejeitar Hy se

Tealc > ta(n_(p+1)] U Teae < —ta[n_(p41)]

— | Tcalc| > t% [n—(p+1)]

~ th_(p+1) S€ Hp verdade.
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Testes de Hipdteses a ﬁj (unilaterais)

b
j j
T — = |Hp - tnf(p+1)

Com a Hipdtese Alternativa Hy : B; > ¢, s0 valores
grandes da estatistica sugerem a rejeicdo de Hy : : ®|
ﬁjSC(OUH()Zﬁ/‘:C)I ¢

,,,,,,,,,,

Com a Hipdtese Alternativa H; : B; < ¢, s6 valores
pequenos de T¢4c Sugerem rejeitar Hy : f; > ¢ (ou
Ho : Bj = c):

,,,,,,,,,,
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Testes de Hipdteses sobre os parametros

Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla,

Testes de Hipoteses a B; (Regresséao Linear Mdltipla)

Hipéteses: Hy :  J3;

IN IV

<
c vs. Hi: B # ¢
>

A =@
ﬁ/*Aﬁleo
GEI
Nivel de significancia do teste: o

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Rejeitar Hy se

Estatistica do Teste: T =

Tealc < —la[n—(p+1)] (Unilateral esquerdo)
|Tcalc| > toz/2[n—(p+1)] (Bilateral)
Tcaic > tajn—(p+1)] (Unilateral direito)

~ lh—(p+1) »Se Hp verdade.
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Combinacdes lineares dos parametros

Sejaa = (ap,ai,...,ap)" um vector ndo aleatério em RP+'. O produto interno
a!B define uma combinacao linear dos pardmetros do modelo:

E’B = afotaifit+afot+..+ apo .
Casos particulares importantes sao se:
@ 3@ tem um Unico elemento ndo-nulo, a1 = 1: @' = ;.
@ a s6 tem dois elementos ndo-nulos, a;1 =1 e a4 =+1: alp =Bi+B;.

® @a=(1,x1,X,...,Xp): @'B € o valor esperado de Y associado aos valores
indicados das variaveis preditoras:

5tB = ﬁo+ﬁ1X1 +l32X2+...+l3po
= E[Y|X1:X1,X2:X2,...,Xp:Xp]
= Hyg
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Inferéncia sobre combinagbes lineares dos f3;s

Estima-se étﬁ com a mesma combinacao linear dos estimadores:
4B — aofio+arfpi+asfot ..+ apfBp -
Sabemos determinar a distribuicao de probabilidades de éffiz
@ Sabemos queE ~ N1 (ﬁ, c? (XtX)“> (slide 135);
@ Logo, étfi ~ (3B, 62a!(XX)'d) (slide 130);
@ Ouseja, Z = % ~ H(0,1);

@ Por um raciocinio analogo ao usado nos f; individuais, tem-se:

a'p—a'p
v/ QMRE -a!(XtX)-

20 th—(p+1) -
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Quantidades centrais para a inferéncia sobre alf

Teorema (Distribuicdes para combinacdes lineares dos f3s)
Dado o Modelo de Regresséao Linear Multipla, tem-se
a'p —a'p
6&5
com 65% = /QMRE -a{(XtX)~'a.

- tnf(p—H) )

Este Teorema da-nos os resultados que servem de base a construgao
de intervalos de confianca e testes de hipdteses para quaisquer
combinagdes lineares dos parametros 3; do modelo.
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Intervalo de confianga para a‘p

A estrutura andloga da quantidade pivot (slide 156) gera intervalos de
confianga com a mesma estrutura dos IC para cada f3;.

Intervalo de Confianca a (1 — c) x 100% para a'p

Dado o Modelo de Regressao Linear Mdltipla e uma amostra, o intervalo a
(1 — ) x 100% de confianga para uma combinagao linear dos parametros,
étﬁ =ayfo+aify+...+ apﬁp, é:

_»t_' — . - — . ~ —
ab -1y oy O 2y %atp |

com a'b=agby+aibi+..+aphy € 65[5 = /QMRE -at(XiX)-1a.
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Formulas para a estimagao de f3; & J3;

A férmula geral 65% = /QMRE -a!(X!X)-'a admite uma expressdo

alternativa no caso particular duma soma ou diferenca de dois fs.

Pela férmula geral da variancia duma soma ou diferenca de v.a.s,

VIBi£p) = VIBI+ VIBI=2Covi:. B -

& 02 = 0 (XX Ly XX 2]

1
Br=h; )[j+1 JA1]

Logo, o erro padréo de f;+ f; é:

G, \/OMRE (X0 g XXy F2 XXy ] -
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ICs para combinacdes lineares no @

Numa RLM, o IC duma combinacéo linear genérica a'B, precisa da
matriz das (co)variancias estimadas dos estimadores f8,

—

V[E] = QMRE - (X'X)~ ",

que é gerada pelo comando R vcov.

A matriz das (co)variancias estimadas no exemplo RLM dos lirios é:

> veov(iris2.1m)

(Intercept) Petal.Length Sepal.Length Sepal.Width
(Intercept) 0.031815766 0.0015144174 -0.005075942 -0.002486105
Petal.Length 0.001514417 0.0005998259 -0.001065046 0.000802941
Sepal.Length -0.005075942 -0.0010650465 0.002256837 -0.001344002
Sepal.Width -0.002486105 0.0008029410 -0.001344002 0.002394932
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ICs para combinacdes lineares no @

O erro padréo estimado de > + 5 (formula do acetato 158) é:

8505, = \ VBt Bal =\ ViBel + VBal +2CoviBe. fol
6ﬁ2+33 = \/0.002256837 +0.002394932+2(—0.001344002) = 0.04431439 .

> veov(iris2.1m)

(Intercept) Petal.Length Sepal.Length Sepal.Width
(Intercept) 0.031815766 0.0015144174 -0.005075942 -0.002486105
Petal.Length 0.001514417 0.0005998259 -0.001065046 0.000802941
Sepal.Length -0.005075942 -0.0010650465 0.002256837 -0.001344002
Sepal.Width -0.002486105 0.0008029410 -0.001344002 0.002394932
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Intervalos de confianga para E[Y| X1 =X1,..., Xp =Xp]

Como caso particular do resultado anterior, tem-se:

IC para o valor esperado de Y, dados os preditores

Dado o Modelo RLM e uma amostra com os valores X = (X, Xz, ..., Xp)! das
variaveis preditoras, o valor esperado de Y,

lJ'Y|i = E[Y|X1 :X1,...,Xp = Xp] == ﬁ0+ﬁ1x1 +...+ﬁpo )
é estimado por ﬂy‘i =byp+bixy+...+bpxp .

Um intervalo a (1—a) x 100% de confianga para Byg é dado por:

} Byg =g ooy Ohyg o Byg T g oy Oy [’

com & = \/QVRE -a!(X'X)~14, onde & = (1,x{, Xz, ... Xp).
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Testes a combinagdes lineares dos parametros

Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla,

Testes de Hipodteses relativos a éffi’

> <
Hipoteses: Hy: aB = ¢ vs. Hy: aB # ¢
< >
Estatistica do Teste: T = M ~ ty_(p+1) S€ Hp verdade
atp

Nivel de significancia do teste: o
Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Rejeitar Hy se

Teale < —la[n—(p+1)] (Unilateral esquerdo)
| Teaic| > ta/2[n—(p+1)] (Bilateral)
Teaic > tain—(p+1)] (Unilateral direito)
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Inferéncia sobre piyz = E[Y[X] no ®

Valores estimados e intervalos de confianga para uy obtém-se com a
funcdo predict. Os novos valores dos preditores sao indicados numa data
frame (Com nomes iguais aos do ajustamento inicial).

No exemplo de Regressao Linear Simples nos lirios, a largura esperada de
pétalas de comprimento 1.85 e 4.65, é:

> predict(iris.lm, new=data.frame(Petal.Length=c(1.85,4.65)))
1 2
0.406072 1.570187
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Inferéncia sobre E[Y|X] no @ (continuag&o)
O intervalo de confianca para jty; obtém-se com o argumento int=‘‘conf””:

> predict(iris.lm,data.frame(Petal.Length=c(4.65)),int="conf")
fit lwr upr
1 1.570187 1.5328338 1.6075405

Intervalo de confianca a 95% para E[Y|X=4.65]

iris$Petal. Width

1 2 3 4 5 6 7

iris$Petal.Length
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Bandas de confianca para a recta de regressao

Considerando os ICs para todos os valores de x nalgum intervalo, obtém-se
uma banda de confianca que contém a recta de regressao com
(1—o) x 100% de confianga.

© ]
o

< |
o

w

Petal.Width

<

©
S}

Petal.Length

Os IC para uy|, dependem do valor de x (formula do acetato 166). Teréo
maior amplitude quanto mais afastado x estiver da média x das
observacobes. Logo, as bandas séo encurvadas.
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Formulas para uma regressao linear simples

Numa regressao linear simpes, a formula da variancia de fly/ é:

N 1 (x—x)?
G/:‘Y\X a V[uyl)(] =9 |:n (n-1) - 5,2(
)2
— & = awmpe |1 X
Yix n (n-1-8%
O intervalo de confianca para py|, na RLS é:
] (b0+b1 X)—t%~8ﬁy‘x s (b0+b1 x)+t%-8ﬁy‘x [
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RLM: Intervalos de confianca para E[Y|X] no ®

O comando predict também permite obter ICs para uyz numa regressao
linear maltipla.

Na regresséo linear multipla dos lirios, eis um IC a 95% para a largura
esperada de pétalas de flores com:

Petal.Length=2 Sepal.Length=5 Sepal.Width=3.1
> predict(iris2.1lm, new=data.frame(Petal.Length=c(2),
+ Sepal.Length=c(5), Sepal.Width=c(3.1)), int="conf")
fit lwr upr

[1,]1 0.462297 0.4169203 0.5076736

OICpara E[Y | X; =2,X,=5,Xs=3.1] é: ]0.4169203 , 0.5076736 |.

N&o é possivel visualizar este intervalo em R*.
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A variabilidade duma observacéao individual de Y

Consideraram-se intervalos de confianca para o valor esperado de Y,
Hyg = E[Y|Xi1=x1. Xo=Xp.... Xo=xp] = Bo+ B1 X1 + B2 X2+ ...+ BpXp ,

usam a variabilidade associada ao estimador fly3:

GEYR = V[Bo+B1 X1 + B Xo + ...+ Bpxp] = 02 -al(XIX) '3,

coma=(1,xq,X2,...,Xp).

Uma observacgéo individual de Y tem uma variabilidade adicional, pois:
Y = pygte = PotPixit+Pexet+...+PoXpteE.

A flutuacao aleatéria de observagdes individuais em torno do hiperplano é
V[e] = o2. Sera necessario somar a variancia associada a estimagao do
hiperplano e a variancia das observagoes individuais:

Ohnaiy = VIly]+ VIe] = ¢®-a'(X'X) 'a+0® = o°- [af(xfxr‘aH .
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Intervalos de predicao para Y

Podem obter-se intervalos de predi¢cdo para uma observacao individual de Y,
associada aos valores X; = xi,..., Xp = Xp das variaveis preditoras.

Nestes intervalos, a estimativa da variancia duma observagéo individual de Y
€ a estimativa de G,%d,-v, resultante de substituir 62 pelo QURE amostral:

Intervalos de predicao para observagdes individuais
] Hyg — t%[n,(p+1)]*<7/ndiv o Hyx + t%[n,(p+1)]’6indiv [

onde
,L’ly‘x = by + b1 xq + boxo + ...+prp

Sindiv = \/QMRE[1+§f(XfX)*1§] com  A=(1,x{,Xp,....Xp)-
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Formulas para a regressao linear simples
Na regressao linear simples usa-se a formula do acetato 166:

1 (x—Xx)? 1 (x=%)?
624y = 0% | = ( )2 P St S L )2 :
n- (-1-8x VV[ : n- (-1-sx
=V[e

Logo,
RLS: Intervalo de predi¢cao para observagao individual de Y

| Byix — tyz-2 Gndiv > Byix + tuzn-2) Ginaiv | -

~ PN _%)2
com [y =bp+bix € Gipaiv = \/QMHE' {uj‘v*(fqu.)se}'
X

Quer numa regressao linear simples, quer numa mudltipla, estes intervalos
sao necessariamente de maior amplitude que os intervalos de confianga
para yx (para igual nivel de confianga (1—a) x 100%).
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Intervalos de predicao para Y no ®

No R, um intervalo de predi¢ao para uma observagéo individual de Y

obtém-se através da opgao int=‘‘pred’’ no comando predict:

> predict(iris.lm,data.frame(Petal.Length=c(4.65)), int="pred")
fit lur

1 1.570187

upr

1.160442632 1.9799317

iris$Petal. Width

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA)
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Bandas de predicao para uma observagao de Y

Tal como no caso dos intervalos de confianca para E[Y|X = x],

variando os valores de x ao longo dum intervalo obtém-se bandas de
predigao para valores individuais de Y.

Petal.Width

Petal.Length
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Intervalos de predicédo para Y (cont.)

Eis, na Regressao Linear Multipla dos lirios, o intervalo de predi¢cao para a
largura da pétala, num lirio com comprimento de pétala 2, e com sépala de

comprimento 5 e largura 3.1:

> predict(iris2.1lm, data.frame(Petal.Length=c(2),
T Sepal.Length=c(5), Sepal.Width=c(3.1)), int="pred")

fit lwr upr
[1,] 0.462297 0.08019972 0.8443942

O intervalo de predicao pedido é: ] 0.0802, 0.8444 |.

O correspondente intervalo de confianca para pyz era ] 0.4169, 0.5077 [,
necessariamente mais curto.
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Testando a qualidade do ajustamento global

Numa Regresséo Linear, o modelo é inutil se fér indistinguivel do modelo

nulo, i.e., do modelo de equagao Y; = By + €. O modelo nulo pode ser visto
como um submodelo de qualquer modelo linear, em que todas as variaveis

preditoras tém coeficiente nulo: 3;=0, Vj > 0.

O teste de ajustamento global visa testar se um dado modelo linear é
significativamente diferente do modelo nulo.

As hipéteses em confronto sao:

Ho: Bi=B=..=Bp=0
[MODELO COMPLETO = MODELO NULQ]
vs.

Hy: 3j=1,..p tq. Bi#0
[MODELO COMPLETO # MODELO NULO]

NOTA: repare que By nao intervém nas hipoéteses.
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O teste de ajustamento global (cont.)

Definindo:
@ O Quadrado Médio da Regressao como QMR = %.

@ O Quadrado Médio Residual como QMRE = %.

Sob a Hipétese Nula do teste de ajustamento global:

QMR
F = QMRE ~ Fp, n-p+1)1-

Esta é a estatistica F do teste de ajustamento global.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagcdes



Expressao alternativa para a estatistica do teste F

A estatistica do teste F de ajustamento global do modelo numa Regressao
Linear Multipla pode ser escrita na forma alternativa:

o n—(p+1) R?
N o 1-R2°

A estatistica F é uma fungéo crescente do coeficiente de determinacao
amostral R?, o que justifica a natureza unilateral direita da regido critica.

As hipo6teses do teste também se podem escrever como
Ho:#%>=0 vs. H{:%*>>0.

A hipétese Hp : 22 = 0 indica auséncia de relacao linear entre Y e o
conjunto dos preditores. Corresponde a um ajustamento “péssimo” do
modelo. A sua rejeicao ndo garante um bom ajustamento.
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O Teste F de ajustamento global do Modelo

Teste F de ajustamento global do modelo RLM

Hipdteses: Ho : Bi=po=..=Bp =0
VS.
Hy : 3j=1,..p talque p; # 0.

Estatistica do Teste: F = &M ~ Fio 0 (pi1y  se Ho.
Nivel de significancia do teste: «

Regiéo Critica (Regido de Rejeigao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se Feaic > fajp,n—(p+1)]
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Outra formulagéo do teste F de ajustamento global

Teste F de ajustamento global do modelo RLM (alternativa)
Hipoteses: Hy : #%> =0 vs. Hy : %° > 0.

Estatistica do Teste: F = ww f;z ~ Fipn-(p+1y se Ho.

Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita
Rejeitar Hy se Feaic > fap,n—(p+1))

A hipétese nula Hp : %2 = 0 afirma que, na populacéo, o coeficiente de
determinagao é nulo.
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Exemplo inferéncia RLM: dados Brix (Exercicio 9)
Eis uma RL Multipla da varidvel Brix sobre todas as restantes:

> brix.lm <- 1m(Brix ~ . , data=brix) <- note-se o uso do ‘.’
> summary (brix.lm)
[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 6.08878 1.00252 6.073 0.000298 **x*
Diametro 1.27093 0.51219 2.481 0.038030 =*
Altura -0.70967 0.41098 -1.727 0.122478
Peso -0.20453 0.14096 -1.451 0.184841
pH 0.51557 0.33733 1.528 0.164942
Acucar 0.08971 0.03611 2.484 0.037866 x*

Residual standard error: 0.1366 on 8 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8483, Adjusted R-squared: 0.7534
F-statistic: 8.944 on 5 and 8 DF, p-value: 0.003942

A linha final contém a informacao do teste F de ajustamento global.
As 2 Ultimas colunas da tabela Coefficients contém a informagéo para os
testes t (bilaterais) a cada Hy : B;=0.
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O principio da parcimoénia na RLM

Recordemos o principio da parciménia na modelagao: queremos um
modelo que descreva adequadamente a relacao entre as variaveis,
mas que seja 0 mais simples (parcimonioso) possivel.

Caso se disponha de um modelo de Regressao Linear Multipla com
um ajustamento considerado adequado, a aplicacao deste principio
traduz-se em saber se sera possivel obter um modelo com menos
variaveis preditoras, sem perder significativamente em termos de
qualidade de ajustamento.
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Modelo e Submodelos

Se dispomos de um modelo de Regresséo Linear Mdltipla, com
relacdo de base

Y = Bo+Bix1+ Poxo+ Baxz + PaXa+ PsXs ,

chamamos submodelo a um modelo de regressao linear multipla
contendo apenas algumas das variaveis preditoras, e.g.,

Y = o + Boxo + BsXs5

Podemos identificar o submodelo pelo conjunto . das variaveis
preditoras que pertencem ao submodelo. No exemplo, .7 = {2,5}.

O modelo e o0 submodelo s&o idénticos se ; = 0 para qualquer
variavel x; cujo indice ndo pertenca a ..
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Comparando modelo e submodelos

Para avaliar se um dado modelo difere significativamente dum seu
submodelo (identificado pelo conjunto . dos indices das suas variaveis),
precisamos de optar entre as hipoteses:

Ho: Bi=0, Vj¢.” vs. Hy:3j¢.7 talque Bj+#0.

[SUBMODELO OK] [SUBMODELO PIOR]

NOTA: Esta discusséo sé envolve coeficientes ; de variaveis preditoras. O
coeficiente By faz sempre parte dos submodelos.

Este coeficiente fy ndo é relevante do ponto de vista da parciménia: a sua

presenca ndo implica trabalho adicional de recolha de dados, nem de
interpretacdo do modelo. Apenas permite um melhor ajustamento.
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Estatistica de teste para comparar modelo/submodelo
Considere-se:

@ modelo completo com p preditores e Soma de Quadrados Residual
SQRE;

@ submodelo com k preditores e Soma de Quadrados Residual SQRE;

Dada a Hipétese Nula:

B; = 0 para todos os preditores x; que ndo pertencem ao submodelo,
tem-se:

SQREs—SQRE¢
_ p—kK .
F= SQRE,
n—(p+1)

Fio—k,n—(p+1) -

Nota: O denominador ffzgf% € o Quadrado Médio Residual do modelo

completo, QUIRE,.
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O teste a um submodelo (teste F parcial)

Teste F de comparacao dum modelo com um seu submodelo
Dado o Modelo de Regressao Linear Mdltipla,
Hipoteses:
Ho: Bi=0, Vj¢.” vs. Hy:3j¢ talque fB;#0.
Estatistica do Teste:
F= e o — Fpkn (i) s0b Ho.
Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se Feaic > fap-k.n-(p+1))
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Expressao alternativa para a estatistica do teste

A estatistica do teste F de comparagéao de um modelo completo com p

preditores e um seu submodelo com apenas k preditores pode ser escrita ha

forma alternativa:
F p—

n—(p+1) RZ- RS
p—k 1-R2

As hipéteses do teste também se podem escrever como
Ho: %% =%% vs.  Hi:%%>%%,

A hipdtese H indica que o grau de relacionamento linear entre Y e o
conjunto dos preditores é idéntico no modelo e no submodelo.

Caso nao se rejeite Hy, opta-se pelo submodelo (mais parcimonioso).
Caso se rejeite Hy, opta-se pelo modelo completo (ajusta-se
significativamente melhor).
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Teste F parcial: formulacao alternativa

Teste F de comparagcao dum modelo com um seu submodelo
Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla,
Hipéteses:
Hy - %%:%2 vs. Hi: %’%>%’§
Estatistica do Teste:

- 1 R2_R2

Nivel de significancia do teste: «
Regiéo Critica (Regiao de Rejeicdo): Unilateral direita

Rejeitar Hy se Feaic > fapk.n(pi1) k
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O teste a submodelos no @®

A informacao necessaria para um teste F parcial obtem-se através da funcao
anova, com dois argumentos: 0s objectos 1m resultantes de ajustar o modelo
completo e o submodelo sob comparacao.

Nos exemplos dos lirios, temos:

> anova(iris.lm, iris2.1m)

Analysis of Variance Table
Model 1: Petal.Width ~ Petal.Length
Model 2: Petal.Width ~ Petal.Length + Sepal.Length + Sepal.Width

Res.Df RSS Df Sum of Sq 17 Pr (>F)
1 148 6.3101
2 146 5.3803 2 0.9298 12.616 8.836e-06 *x*x

Os valores R2 = 0.9271 e R2 = 0.9379 dos modelos iris.lme iris2.1lm
sao S|gn|f|cat|vamente dlferentes.
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Relacbes dos testes F parcial

O teste de ajustamento global é equivalente a um teste F parcial
comparando um modelo linear e o submodelo nulo (sem preditores).

Caso o0 modelo e submodelo difiram num Unico preditor, Xj, o teste F parcial
é equivalente ao teste f (acetato 153) com as hipéteses Hp : ;=0 vs.

H1 ﬁ]750

Nesse caso, ndo apenas as hipoteses dos dois testes sdo iguais, como a
estatistica do teste F parcial é o quadrado da estatistica do teste ¢ referido.

Numa regresséo linear simples, o teste t ao declive da recta ser nulo é
equivalente ao teste F de ajustamento global. A segunda destas estatistica
de teste é o quadrado da primeira.
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(Nao) Como escolher um submodelo?

O teste F parcial (teste aos modelos encaixados) permite-nos optar
entre um modelo e um seu submodelo. Por vezes, um submodelo
pode ser sugerido por:

@ razoes de indole tedrica, sugerindo que determinadas variaveis
preditoras ndo sejam, na realidade, importantes para influenciar
os valoresde Y.

@ razdes de indole pratica, como a dificuldade, custo ou volume de
trabalho associado a recolha de observagdes para determinadas
variaveis preditoras.

Nestes casos, pode ser claro que submodelo(s) se deseja testar.
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(Nao) Como escolher um submodelo? (cont.)

Mas em muitas situagdes néo €, a partida, evidente qual o
subconjunto de variaveis preditoras que se deseja considerar no
submodelo. Pretende-se apenas ver se o0 modelo é simplificavel.
Nestes casos, a opgao por um submodelo ndo é um problema facil.

Dadas p variaveis preditoras, 0 niumero de subconjuntos, de qualquer
cardinalidade, excepto 0 (conjunto vazio) e p (0 modelo completo) que
€ possivel escolher é dado por 2° — 2. A tabela seguinte indica o
numero desses subconjuntos para p =5,10,15,20.

p | 2P 2
5 30
10 1 022
15 32 766
20 | 1048574
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(Nao) Cuidado com exclusdes simultaneas de
preditores

Para valores de p pequenos, é possivel analisar todos os possiveis
subconjuntos. Com algoritmos e rotinas informaticas adequadas, a
pesquisa completa de todos os possiveis subconjuntos ainda é
possivel para valores grandes de p (até p ~ 35). Mas para p muito
grande, uma pesquisa completa € computacionalmente inviavel.

Nao é legitimo optar pela exclusao de varias variaveis preditoras em
simultdneo, com base nos testes t a significAncia de cada coeficiente
B; no modelo completo.

De facto, os testes ¢ aos coeficientes §; admitem que todas as restantes variaveis
pertencem ao modelo. A exclusdo de um qualquer preditor altera o ajustamento:
altera os valores estimados b; e os respectivos erros padrao das variaveis que
permanecem no submodelo. Pode acontecer que um preditor seja dispensavel num
modelo completo, mas deixe de o ser num submodelo, ou viceversa.
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(Nao) Um exemplo: dados Brix (Exercicio 9)

Ha trés preditores cuja exclusao individual é admissivel (com o =0.05):

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 6.08878 1.00252 6.073 0.000298 *x*x*
Diametro 1.27093 0.51219  2.481 0.038030 *
Altura -0.70967 0.41098 -1.727 0.122478
Peso -0.20453 0.14096 -1.451 0.184841

pH 0.51557 0.33733 1.528 0.164942
Acucar 0.08971 0.03611  2.484 0.037866 *

Mas nao é legitimo concluir que Altura, Peso e pH sao dispensaveis em
conjunto.

> anova(brix2.lm,brix.1lm)

Analysis of Variance Table

Model 1: Brix ~ Diametro + Acucar

Model 2: Brix ~ Diametro + Altura + Peso + pH + Acucar

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 11 0.42743
2 8 0.14925 3  0.27818 4.97 0.03104 *

v
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(Nao) Pesquisas completas

Para um numero p de preditores pequeno ou médio, existem
algoritmos e rotinas informaticas que efectuam uma pesquisa
completa e determinam o subconjunto de k preditores com o maior
valor de R? (ou de algum outro critério de qualidade do submodelo).

O algoritmo leaps and bounds, de Furnival e Wilson 2 é um algoritmo
computacionalmente eficiente que identifica o melhor subconjunto de
preditores, para uma dada cardinalidade k.

Uma rotina implementando o algoritmo encontra-se disponivel no R,
num médulo (package) de nome leaps (Ccomando com 0 mesmo
nome). Outra rotina analoga encontra-se na fun¢éo eleaps do médulo
subselect.

2Furnival, G.W and Wilson, R.W.,Jr. (1974) Regressions by leaps and bounds,
Technometrics, 16, 499-511.
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(Nao) Exemplo de aplicacao da rotina leaps

Apesar do pequeno numero de preditores, exemplifiquemos a aplicagao da
funcao leaps com os dados brix.

> colnames(brix) <-- para ver nomes das variaveis
[1] "Diametro™ "Altura"  "Peso" "Brix" "pH" "Acucar’’
> library(leaps) <-- para carregar o mddulo (tem de estar instalado)

> leaps(y=brix$Brix, x=brix[,-4], method="r2", nbest=1) <-- o comando: y resposta, x preditores
$which <-- matriz de valores légicos, indicando preditores escolhidos
1 2 3 4 5 <-- colunas: preditores; linhas: dimens&o k de subconjunto
1 FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE <-- k=1 ; melhor preditor individual: Acucar
2 TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE <-- k=2 ; melhor par de preditores: Diametro e Altura
3 TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE <-- k=3 ; melhor trio de preditores: Diametro, Altura e Acucar
4 TRUE TRUE FALSE TRUE TRUE
5 TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE

$r2 <-- Coef. Determinag&o da melhor solug&o com o no. k=1,2,3,4,5 de preditores
[1] 0.5091325 0.6639105 0.7863475 0.8083178 0.8482525

Repare-se como o melhor submodelo (A2 mais elevado) com dois preditores
nao é o submodelo com os preditores Diametro € Acucar, cOMO sugerido
pelos p-values do ajustamento do modelo completo.
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(Nao) Algoritmos de pesquisa sequenciais
Alternativamente, podem usar-se algoritmos de pesquisa mais ligeiros
computacionalmente, mas que nao analisam todo os possiveis
submodelos e ndo garantem a obtencao dos melhores subconjuntos.

Algoritmos simples deste tipo sdo sequenciais, alterando uma variavel
preditora em cada passo do algoritmo, até se alcancar uma condi¢éao
de paragem. Em particular, os algoritmos sequenciais podem ser:

@ de exclusdo sequencial (backward elimination) quando, partindo do
modelo completo, consideram a possivel exclusdo duma variavel em
cada passo do algoritmo.

@ de incluséao sequencial (forward selection) quando, partindo do modelo
nulo, consideram a possivel inclusdo duma variavel em cada passo do
algoritmo

@ de exclusdo/inclusao alternada (stepwise selection) quando, para uma
dada “direc¢ao de marcha” pré-fixada, admitem alternar
exclusdes/inclusoes.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22 195/359



(Nao) Algoritmos sequenciais com base no AlIC

oO® disponibiliza fun¢des para automatizar pesquisas sequenciais
de submodelos em que o critério de exclusado/inclusdo duma variavel
em cada passo se baseia no Critério de Informacao de Akaike (AIC).

O AIC é uma medida geral da qualidade de ajustamento de modelos
baseada na Verosimilhanca. No contexto duma Regressao Linear
Mdltipla com k variaveis preditoras, pode definir-se como

Critério de Informacao de Akaike no Modelo Linear

SQRE

AlC = n-|n< )+2(k+1).

E legitimo comparar os valores do AIC de diferentes modelos, desde
que ajustados com os mesmos dados e admitindo a mesma
distribuicao para a variavel resposta Y.
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(Nao) Interpretagao do AIC

SQRE
n

AlC = n-|n< )+2(k+1).

@ A primeira parcela mede a qualidade do ajustamento do modelo
aos dados. Quanto menor, melhor.

@ A segunda parcela mede a complexidade do modelo, através do
numero de preditores. Quanto menor, melhor.

Um modelo para a variavel resposta Y é considerado melhor que
outro se tiver um AIC menor (o que favorece modelos com SQRE
menor, mas também com menos parametros).

O AIC pode ser usado para optar entre um modelo e um qualquer seu
submodelo.
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(Nao) Algoritmos sequenciais com AIC (cont.)

Num algoritmo de exclusao sequencial, com base no critério AlC:
@ ajusta-se o modelo completo e calcula-se o respectivo AIC.

@ ajustam-se todos os submodelos com menos uma variavel, e
calculam-se os respectivos AlCs.

@ Se nenhum dos AICs obtidos excluindo uma variavel fér inferior
ao AIC do modelo anterior, o algoritmo termina sendo o modelo
anterior o modelo final.

Caso alguma das exclusdes reduza o AlC, exclui-se o preditor
associado a maior reducao de AIC e regressa-se ao ponto
anterior.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22 198/359



(Nao) Algoritmos de seleccao sequencial no ®

A fungéo step corre algoritmos de selecgcéo sequencial, com base no
AIC. Considere-se de novo o exemplo dos dados brix:

> step(brix.lm, dir="backward")

Start: AIC=-51.58

Brix ~ Diametro + Altura + Peso + pH + Acucar
Df Sum of Sq RSS AIC

<none> 0.14925 -51.576
- Peso 1 0.039279 0.18853 -50.306
- pH 1 0.043581 0.19284 -49.990
- Altura 1 0.055631 0.20489 -49.141
- Diametro 1 0.114874 0.26413 -45.585
- Acucar 1 0.115132 0.26439 -45.572

Neste caso, nao se exclui qualquer variavel: o AIC do modelo inicial € menor que o de
qualquer submodelo com menos um preditor. O modelo final € o modelo inicial.
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(Nao) Nota final sobre algoritmos de pesquisa

Os algoritmos de seleccao sequencial nao garantem a identificacao do
“melhor submodelo” com um dado numero de preditores. Apenas
identificam, de forma que n&o é computacionalmente muito pesada,
submodelos que se presume serem “bons”.

Devem ser usados com bom senso e 0s submodelos obtidos cruzados
com outras consideragdes (como por exemplo, o custo ou dificuldade
de obtencao de cada variavel, ou o papel que a teoria relativa ao
problema em questao reserva a cada preditor).
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A anadlise de Residuos e outros diagndsticos

Uma andlise de regressao linear ndo fica completa sem o estudo dos
residuos e de alguns outros diagnosticos.

O modelo linear admite que & —~ .4 (0, 6%) Vi=1,...,n.
Sob o modelo linear, os residuos tém a seguinte distribuigao:
Ei ~ /(0,02(1—h,,)) Vi=1,..n,

sendo h;; 0 i-ésimo elemento diagonal da matriz H = X(X!X)~'X! de
projeccao ortogonal sobre o subespaco ¢'(X).

Este resultado demonstra-se mais facilmente considerando o vector
dos residuos, E = Y—Y = Y—HY = (I,—H)Y.
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Propriedades dos Residuos sob o modelo linear

Teorema (Distribuicdo dos Residuos no Modelo Linear)
Dado o Modelo Linear, tem-se:

E ~ %(a,oz(ln—H)> sendo E = (I,—H)Y.

Como no Modelo Linear Y ~ .+ (XB,62l,,), o vector dos residuos E = (I, — H)Y , tem
distribuicdo Multinormal em sentido generalizado (acetato 130).

O vector esperado de E resulta das propriedades do acetato 125:
® E[E] = E[(Ih—H)Y] = (I,—H)E[Y] = (I,—H)XB = 0, o
pois XB € ¢ (X), logo permanece invariante sob a projecgdo: HXpB = Xp.

@ Pelas propriedades do acetato 126 e o facto de H ser simétrica (H{=H) e
idempotente (HH=H), tem-se: .
VIE] = V[(In—H)Y] = (Il,—H)V[Y](,—H)! = 62 -(I,—H).
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Propriedades dos Residuos no Modelo Linear (cont.)

Nota: Embora no modelo RL os erros aleatérios sejam independentes, os
residuos nao sao variaveis aleatdrias independentes, pois as covariancias
entre residuos diferentes sdo (em geral), ndo nulas:
2 . .
cov(Ej,Ej)) = —o°-hj, sei#]j,

onde hj; indica o elemento da linha / e coluna j da matriz H.
SeE ~ .1, (6, o2(l,— H)) , entdo cada residuo tem distribuigao:

Ei ~N (0 ) 62(1 _hii)) s
onde hj; é o i-ésimo elemento diagonal de H e

E;

S 4(0.1).
c2(1—hy)
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Dois tipos de residuos

Ej . ; _ ‘ . .
Comom (0, 1), definem-se residuos normalizados:

Residuos habituais : E; = Y;— Y;;

Residuos estandardizados : R; = E

1
/QMRE-(1—hj) "

Para grandes amostras, os R; sdo aproximadamente .4(0,1).

A fungdo rstandard calcula residuos standardizados (R;).
Nas regressodes lineares, avalia-se a validade dos pressupostos do modelo

através de graficos de residuos. Nao se efectuam testes de Normalidade, ja
que os residuos nao sao (em geral) independentes.
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Validacdo do modelo: (1) Graficos de residuos vs. Y;
Gréfico indispensavel: Residuos (usuais) vs. Valores ajustados de Y.
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@ Os residuos devem estar aproximadamente numa banda
horizontal em torno de zero.
@ Nao deve existir qualquer padrao aparente. Sendo valido o
Modelo RL, cor(E;, ¥;) = 0.
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Possiveis padrdes indicativos de problemas

Num gréfico de E; vs. Y, podem surgir padroes problematicos:

Curvatura na disposicao dos residuos Indica violagdo da hip6tese de
linearidade entre y e os preditores.

Grafico em forma de funil Indica violagao da hipétese de
homogeneidade de variancias.

Um ou mais residuos muito destacados Indica a existéncia de
observacodes atipicas.

Residuals vs Fitted

Um exemplo de residuos em forma de
funil, e sugerindo alguma curvatura na
relacdo entre as duas variaveis (da-
dos das folhas de videira, Exercicio 18,
Area vs. NP).

Residuals
0
I

Fitted values
Im(Area ~ NP)
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Validacao do modelo: (2) Graficos para avaliar a

Normalidade
omo foi visto no acetato 204, para grandes amostras os residuos
E
estandardizados R; = OMTWM) devem ser aproximadamente
A(0,1).

O pressuposto de erros aleatérios Normais pode ser validado com:

@ um gg-plot que confronte os quantis empiricos dos n residuos
standardizados, com os quantis teéricos numa .4(0,1).

Um qqg-plot concordante com a hip6tese de Normalidade dos erros

aleatérios devera apresentar colinearidade aproximada. O exemplo

seguinte sugere algum desvio a Normalidade para os residuos mais
extremos.

Normal Q-Q Plot

8
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Validacado do modelo: (3) Graficos para avaliar
independéncia
Dependéncia entre erros aleatérios pode surgir como resultado de:
@ correlacao cronologica;
@ correlacao espacial.

Nesse caso, pode ser Util inspeccionar graficos de residuos vs. ordem
de observagao ou distribuicdo espacial dos residuos, para verificar se
existem padrdes que sugiram falta de independéncia. Nesse caso,
modelos alternativos para series temporais ou dados espaciais podem
ser necessarios.

Validacdo do modelo: (4) Graficos de residuos vs.
preditores

A presenca de ndo-linearidade em graficos de residuos vs. preditores
individuais pode sugerir a necessidade de transformagbes desses
preditores.
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Estudo de residuos no @®

O comando plot, aplicado a um objecto 1m produz até seis graficos de
residuos e diagnésticos. Os trés primeiros correspondem a graficos
de residuos. Para o exemplo dos lirios:

> plot(iris.lm, which=1:3, pch=16)

Residuals vs Fitted Normal Q-Q Scale-Location

‘Standardized residuals

04

Fitied values ‘Theoretical Quaniles Fitted values

O terceiro grafico (argumento which=3) é de /|Rj| vs. Y.

v
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Observacoes atipicas

Outras ferramentas de diagndstico visam identificar observacdes
individuais que merecem ulterior andlise.

Observacoes atipicas (outliers in English). Conceito sem definicao
rigorosa, procura designar observacdes que se distanciam da relagao
linear de fundo entre Y e as variaveis preditoras.

Muitas vezes surgem associadas a residuos grandes (em médulo).
Em particular, e como os residuos Studentizados tém distribuigao
aproximadamente .#°(0,1) para n grande, observagdes para as quais
|R;| > 3 (ou | T;| > 3) podem ser classificadas como atipicas.

Mas por vezes, observacoes distantes da tendéncia geral podem
afectar o proprio ajustamento do modelo, e ndo serem facilmente
identificaveis a partir dos seus residuos.
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As chamadas “observacoes alavanca”

Define-se o valor do efeito alavanca (/leverage) da i-ésima observagao como
sendo o /-ésimo valor diagonal da matriz H: h; = H; ;).

R - N n . , . _ .
Como Y=HY, tem-se y,-:j;1 hjiy; (cada valor ajustado é combinagéo linear
dos valores observados). O efeito alavanca h;; € a ponderacao associada a
y; na definicdo do valor ajustado correspondente, y;. Nao deveria ser
eXxCcessivo.

Observacgodes alavanca (leverage points) sao observagdes com hj; elevado,
que tendem a “atrair” a hipersuperficie ajustada numa regresséao.

Como V[Ej] = 6 (1—h;), se h; é elevado, a variancia do residuo E; é baixa e

o residuo tende a estar perto da sua média (zero). Ou seja, a superficie
ajustada tende a passar proximo desse ponto.
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Observacobes alavanca (cont.)

Verifica-se, para qualquer observagao:

1
- < h: <1.
n*h"*1

O valor médio das observagdes alavanca numa regressao linear é a razao
entre o no. de parametros e o no. de observagdes:

F Pl
n

Logo, quanto mais observacdes, menor o efeito alavanca médio.
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Observacobes alavanca (cont.)

Observagdes com um efeito alavanca elevado podem, ou nao, estar
dispostas com a mesma tendéncia de fundo que as restantes observacoes,
i.e., podem, ou nao, ser atipicas (outliers).

Efeito alavanca numa regressao linear Simples
Numa regresséo linear simples, tem-se

1 (xi—Xx)?

n (n—1)'3)2( '

v

Assim, numa RLS, o efeito alavanca da observacéao i depende do valor x; em
relagdo & média X: quanto maior (x; —X)?, maior h;. O maior efeito alavanca
tem de pertencer a uma das duas observagées mais extrema em x.

Numa regressao linear multipla, os maiores efeitos alavanca correspondem
as observacdes em que os valores dos preditores estdo mais afastados do
vector das médias dos preditores.
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Observacoes influentes

Observacgodes influentes sao observagdes que, se retiradas da analise,

gerariam variagdes assinalaveis no conjunto dos valores ajustados de Y e
nos parametros ajustados, bj.

Medida de influéncia frequente é a distancia de Cook, definida como:

O (00 )2
'Z(yj_y[,,'].)
B = 2

"7 (p+1)-QMRE’

sendo )“/H], o valor ajustado da observag&o /, obtido estimando os ;s sem a
1
observagéao /. Expressao equivalente é:

hi 1
_ R2. 0 —
= (1—hﬁ> p+1

Quanto maior D;, maior é a influéncia da i-ésima observagéo.
E frequente considerar D; > 0.5 como limiar de observagéo influente.
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Diagndsticos no @®@

hatvalues calcula efeitos alavanca (hj) € cooks.distance as D;.

Dados Brix (Exercicio 9)

> brix.diagn <- cbind(hatvalues(brix.lm), cooks.distance (brix.lm))
> colnames(brix.diagn) <- c("h_ii", "Di")
> brix.diagn

h_ii Di
1 0.6231274 0.6209707369
2 0.3576171 0.0969006496
3 0.4750339 0.0380279990
4 0.2881782 0.0186723249
5 0.3751686 0.0351359851
6 0.2085676 0.0354362871
7 0.5260699 0.0793008032
8 0.4955231 0.0304136309
9 0.2809899 0.2009993314
10 0.2268779 0.0002254622
11 0.2757540 0.0108143657
12 0.4771373 0.0092558438
13 0.6609377 1.5222084206
14 0.6390174 1.0769004225

Alguns valores muito elevados reflectem um conjunto de dados pequeno (n=14) com
um modelo pesado (p=5). O efeito alavanca médio é h= @ =0.4286.
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Uma prevencao

Observacoes atipicas, influentes ou alavanca, embora podendo estar
relacionadas, ndo sdo o0 mesmo conceito.

Por exemplo, uma observagao com residuo (internamente)
estandardizado grande e h;; elevado, tem de ter uma distancia de
Cook grande, logo ser influente. Se tiver R? grande e h;; pequeno (ou
viceversa), pode, ou ndo, ser influente, consoante a grandeza relativa
desses dois valores.

Estes diagnésticos servem sobretudo para identificar observacoes
que merecem maior atencao e consideracao.
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Um exemplo na RLS

Dados Animals (Exercicio 6)

Considerando apenas um subconjunto das espécies, obtém-se o seguinte
grafico de log-peso do cérebro vs. log-peso do corpo:

> library (MASS)
> animaissub <- Animals[-c(6,19,25,26,27),]
> plot(log(brain) ~ log(body) , data=animaissub, pch=16)

log-brain

.
Triceratops|

log-body

v
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Um exemplo na RLS (cont.)

Eis os correspondentes residuos (internamente) estandardizados,
disténcias de Cook e valores do efeito alavanca:

R_i D_i h_ii

Mountain beaver -0.547 0.018 0.109
Cow -0.201 0.001 0.068
Grey wolf 0.057 0.000 0.044
Goat 0.168 0.001 0.045
Guinea pig -0.754 0.039 0.119
Asian elephant 1.006 0.069 0.120
Donkey 0.276 0.002 0.052
Horse 0.121 0.001 0.071
Potar monkey 0.711 0.015 0.057
Cat -0.006 0.000 0.081
Giraffe 0.145 0.001 0.071
Gorilla 0.195 0.001 0.053
Human 1.850 0.078 0.044
African elephant 0.688 0.046 0.163
Triceratops -3.610 1.431 0.180 <- D_i muito grande; h_ii nem por isso
Rhesus monkey 1.306 0.058 0.064
Kangaroo -0.578 0.008 0.044
Mouse -1.172 0.355 0.341 <- h_ii mais elevado; D_i nem por isso
Rabbit -0.519 0.013 0.089
Sheep 0.163 0.001 0.044
Jaguar -0.243 0.001 0.046
Chimpanzee 0.992 0.022 0.043
Pig -0.471 0.006 0.052
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Graficos diagnosticos no @

A fungéo plot, aplicada a um objecto 1m produz, além dos graficos vistos no
acetato 209, graficos com alguns dos diagnosticos agora considerados.

A opc¢édo which=4 produz um diagrama de barras das distancias de Cook
associadas a cada observagao.

A opgéao which=5 produz um grafico de Residuos estandardizados (R;s) no
eixo vertical contra valores de h;; (leverages) no eixo horizontal, tracando
linhas de igual distancia de Cook (para os niveis 0.5 e 1, por omissao), que
destacam eventuais observagoes influentes.

A 0pgao which=6 produz um gréfico de distancias de Cook (eixo vertical)

contra valores de 1— h , com isolinhas de residuos estandardizados R;
(resultantes da Gltima férmula do acetato 21 4).
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Um exemplo de graficos de diagndstico
Eis estes graficos de diagnostico, para os dados Animals (Ex. 6):

> plot(Animals.lm, which=4:6)

CookK’s distance Residuals vs Leverage Cook's dist vs Leverage hy/(1~F
~Jos 757

15

[e—

Cooks distance
Standardized residuals
Cooks distance

f—

“““ —
o 5 w15 w2 o0 005 o0 ois

Obs. number Leverage

As distancias de Cook elevadas reflectem o distanciamento das espécies de
dinossaurios da tendéncia geral das outras espécies. O facto de serem trés
observagdes discordantes mitiga um pouco o valor destas distancias.

v
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O R? modificado (adjusted R?)

O Coeficiente de Determinacao usual define-se como:

pe _ SOR _ . SORE
~saT © ' sar

O R? modificado, sendo QUT = 29T = 52 | ¢é:

n—1 =

RZ _ n—1 RZ n—1

Para qualquer modelo linear (com preditores), tem-se: R,Znod < R2.
Se n>> p+1 (muito mais observagdes que pardmetros), A% ~ R2,_,.
Se n é pouco maior que p, A2, < R? (excepto se R? ~ 1).

~D , - . -
— 9, & a proporgéo da variabilidade total de Y que permanece
y

inexplicada apods a introdugao dos preditores. Logo, R,Z,,OC, € 0 ganho na
explicacdo de s§ associado ao modelo.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22 221/359



O R? modificado (cont.)

Viu-se que o valor de R? < oq Penaliza modelos complexos ajustados
com poucas observagoes. Exercicio 9: dados brix (n=14 e p+1=6).

> summary (brix.1lm)
[...]
Multiple R-squared: 0.8483, Adjusted R-squared: 0.7534

Um submodelo pode ter R og Maior que um modelo completo.

Exemplo: Exercicio 19

((Nao) também ilustra o uso do R? “od COMO critério de selecgao na fungao
leaps):

> library(leaps)

> leaps(y=milho$y , x=milho[,-10], method="adjr2", nbest=1)

(e o od

$adjr2 <-- o maior R2 modificado é no submodelo com k=4 preditores
[1] 0.5493014 0.6337329 0.6544835 0.6807418 0.6798986 0.6779395 0.6745412
[8] 0.6633467 0.6488148
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Algumas transformacgdes de variaveis

Por vezes, é possivel tornear violagdes as hipéteses de Normalidade
dos erros aleatérios ou homogeneidade de variancias através de
transformagdes de variaveis. Por exemplo,

Se var(g) =< E[Y]] entao Y — VY
Se var(g;) =< (E[Y]])? entaio Y —InY
Se var(g) = (E[Y])* entaio Y -—1/Y

sao propostas usuais para estabilizar as variancias.

Os exemplos acima sao casos particulares da familia Box-Cox de
transformagées:

Y* 1
A#0
Y — A ’
{ In(Y) ,4=0
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Prevencdes sobre transformacoes

Mas a utilizacao de transformacgdes de variaveis, sobretudo quando
afecta a variavel resposta, deve ser feita com cautela.

@ Uma transformacao de variaveis muda também a relagao de base
entre as variaveis originais;

@ Uma transformacgéo que “corrija” um problema (e.g., variancias
heterogéneas) pode gerar outro (e.g., ndo-normalidade);

@ Existe o perigo de usar transformagdes que resolvam o problema
duma amostra especifica, mas nao tenham qualquer
generalidade.
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Transformacoes linearizantes

Diferente é o problema de transformacdes que visam linearizar uma relacao
original nao linear entre variavel resposta e preditores. Tais transformacoes
linearizantes também podem ser Uteis em regressdes lineares multiplas.

E.g., arelacdo néo linear entre Y, xq e xo,
_ B, B2
Y = Boxy' X,

torna-se, apdés uma logaritmizagao, numa relagéo linear entre In(Y), In(x;) e
In(x2) (com By = In(Bo)):

In(Y) = Bo + B1 In(x1) + B2In(x2) .

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22 225/359



Prevencdes sobre transformacodes linearizantes

@ As estimativas que minimizam a soma de quadrados dos residuos nas
relacbes linearizadas néo sao os que produzem as solucdes optimas
dum problema de minimizagao de somas de quadrados de residuos na
relagdo nao-linear original.

@ As transformagdes nao levaram em conta os erros aleatérios.

@ As hipéteses de erros aleatdrios aditivos, Normais, de variancia
homogénea, média zero e independentes terdo de ser validas para as
relagoes lineares entre as variaveis transformadas.
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Adverténcias finais

1. Podem surgir problemas associados a (quase) multicolinearidade
das variaveis preditoras, ou seja, ao facto das colunas da matriz X
serem (quase) linearmente dependentes:
@ podem existir problemas numéricos no célculo de (XX)~", logo
no ajustamento do modelo e na estimacao dos parametros;
@ podem existir varidncias muito grandes de alguns ﬁ,-s, 0 que
significa muita instabilidade na inferéncia.

Multicolinearidade reflecte redundéancia de informacao nos preditores.
E possivel elimina-la excluindo da analise uma ou vérias variaveis
preditoras que sejam responsaveis pela (quase) dependéncia linear
dos preditores.
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Adverténcias finais (cont.)

2. Nao se deve confundir a existéncia de uma relacao linear entre
preditores Xi, Xz, ..., Xp € uma variavel resposta Y, com uma relagdo
de causa e efeito.

Pode existir uma relagao de causa e efeito. Mas pode também
verificar-se:

@ Uma relagéo de variacao conjunta, mas nao de tipo causal (como
por exemplo, em muitos conjuntos de dados morfomeétricos). Por
vezes, preditores e variavel resposta sdo todos efeito de causas
comuns subjacentes.

@ Uma relagao espdria, de coincidéncia numérica.
Uma relagéo causal sé pode ser afirmada com base em teoria propria
do fendbmeno sob estudo, e ndo com base na relagao linear

estabelecida estatisticamente.
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Analise de Variancia (ANOVA)

A Regressao Linear visa modelar uma variavel resposta numérica
(quantitativa), a custa de uma ou mais variaveis preditoras, igualmente
numericas.

Mas uma variavel resposta numérica pode depender de variaveis
qualitativas (categoéricas), ou seja, de um ou mais factores.

A Analise de Variancia (ANOVA) é uma metodologia estatistica para
lidar com este tipo de situagdes.

A ANOVA foi desenvolvida nos anos 30 do Século XX, na Estacao
Experimental Agricola de Rothamstead (Inglaterra), por R.A. Fisher.
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Dois exemplos: os lirios por espécie

Largura das pétalas de lirios, por espécie Largura das sépalas de lirios, por espécie

B - -

Petal Width
15
I
Sepal Width
35 .
I

°

T T T T T T
setosa versicolor virginica setosa versicolor virginica

Species Species

As larguras das pétalas parecem diferir entre as espécies dos lirios.
As larguras das sépalas diferem menos.

Pode afirmar-se que as diferencas observadas reflectem verdadeiras
diferencas nos valores médios populacionais de cada espécie?
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A ANOVA como caso particular do Modelo Linear

Embora a Analise de Variancia tenha surgido como método auténomo, quer
a Andlise de Variancia, quer a Regressao Linear, sdo particularizagbes do
Modelo Linear.

Introduzir a ANOVA através das suas semelhancas com a Regressao Linear
permite aproveitar boa parte da teoria estudada até aqui.

Terminologia:

Variavel resposta Y: uma varidvel numérica (quantitativa), que se pretende
estudar e modelar.

Factor : uma variavel preditora categorica (qualitativa);

Niveis do factor : as diferentes categorias (“valores”) do factor, ou seja,
diferentes situagdes experimentais onde se efectuam
observacbes de Y.
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A ANOVA a um Factor

Na ANOVA a um factor (one-way ANOVA), a modelacao da variavel resposta
(numérica) baseia-se numa Unica variavel preditora categorica.

Admitimos que h& n observagdes independentes da variavel resposta Y,
sendo n; (i=1,...,k) correspondentes ao nivel i do factor. Logo,

n +no + -+ N =n.

Delineamento equilibrados e 1 Factor

No caso de igual nimero de observacdes em cada nivel,
nm=n=m=-:-=n (=n),

diz-se que estamos perante um delineamento equilibrado (balanced design).

Por multiplas razées, delineamentos equilibrados sao aconselhaveis.
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A dupla indexagao de Y

Na regressao indexam-se as n observag¢des de Y com um unico indice,
variando de 1 a n.

Neste novo contexto, é preferivel utilizar dois indices para indexar as
observacoes de Y:
@ um (/) indica o nivel do factor a que a observagéo corresponde;

@ outro (j) permite distinguir as observagées num mesmo nivel.

Assim, a j-ésima observagao de Y, no i-ésimo nivel do factor, é
representada por Yj;, (com i=1,...k e j=1,...n).
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Um modelo para Yj

Admite-se que os valores de Y poderao variar por:
@ corresponderem a niveis diferentes do factor; ou
@ devido a flutuacao aleatoéria.

A natureza mais pobre da nossa variavel preditora estara associada a
um modelo mais simples do que na regressao.

Em geral, admitimos que o valor esperado (médio) de Y pode diferir
nas k situacoes (niveis do factor) em que é observado.

Uma primeira formulagao da equagao de base do modelo é:
Yi = ui+egj com E[g]=0.

Aqui, u; representa o valor esperado das observagoes Y efectuadas
no nivel / do factor.
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Um modelo para Yj; (cont.)

Para poder enquadrar a ANOVA na teoria do Modelo Linear ja

estudada, € conveniente re-escrever a equagdo com uma constante
aditiva comum:

il = Wi = i

E[Yjl = u H+ @

O parametro u € comum a todas as observacdes, enquanto os
parametros «; s&o especificos para cada nivel (i) do factor.

Cada «; € designado o efeito do nivel /.

Admite-se que Yj; oscila aleatoriamente em torno do seu valor médio:

Yij = U+Oai+E&,

com Efg;] = 0.
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O modelo ANOVA como um Modelo Linear
A equacéo geral
Yj = u+oj+eg;,
significa que:
@ as ny observagles efectuadas no nivel i =1 ficam Yy; = u+ oy +&;
@ as np observagles efectuadas no nivel i =2 ficam Yo; = 1+ op + &5
@ e assim por diante.

Para encaixar este conjunto de equagdes no contexto do modelo linear, a
equacao geral pode ser vista como sendo da forma:

Yij = H+(X1f1/[+062f2/[+...+Ockfk,[+8,'j ,
onde as variaveis indicatrizes de nivel do factor se definem como:

1 se i=m,
Jm"f_{o se i#m.

v
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A equacao em notacao vectorial

A equacéo de base do modelo ANOVA a um factor pode ser escrito na forma
vectorial/matricial, como no modelo de regressao linear. Seja

Y o vector n-dimensional com a totalidade das observagées da
variavel resposta. Admite-se que as n; primeiras
correspondem ao nivel 1 do factor, as n. seguintes ao nivel 2,
e assim de seguida.

- |
3

o vector de n uns, ja considerado na regressao.

fw

i 0 vector da variavel indicatriz do nivel i do factor. Para cada
observagao, esta variavel toma o valor 1 se a observagéo
corresponde ao nivel i do factor, e o valor 0 caso contrario
(f=1,...,k). Numa ANOVA, as variaveis indicatrizes
desempenham o papel dos preditores.

o vector dos n erros aleatorios.

ml
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Os vectores das variaveis indicatrizes

Por exemplo, se se fizerem n=9 observagdes, com:
@ ny = 3 observagdes no primeiro nivel do factor;
@ n, =4 no segundo nivel; e
@ n3 = 2 observacgdes no terceiro nivel;

0s vectores £, e £ 5 serao:

A
[y}

Il
OO~ a4 a000
W\

w
Il
4~ 2co0000O0O0CO
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A relacao de base em notacéao vectorial
Em notagcao matricial/vectorial, a equagao de base que descreve as n
observagbes de Y pode escrever-se como no Modelo Linear:

Y = plntoq I+ IotogFs+é

—

s Y = XB + B&.

As colunas da matriz X s&o o vector dos n uns e as variaveis indicatrizes.
O vector dos parametros B é constituido por u e os efeitos a;.

No exemplo com as ny = 3, no =4 e n3 = 2 observacgoes:

Y11 i 1 1 0 O €11
Y12 11 00 12
Y13 11 00 €13
Yo 101 0 H €01
Y22 = 1 01 0 31 + Eoo
Y23 1 01 0 062 €23
You 1010 s €04
Y31 1 0 0 1 €34
L Yo/ L1 0 0 1] L €2 |
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O problema do excesso de parametros

Existe um problema “técnico”: as colunas desta matriz X sdo linearmente
dependentes, pelo que a matriz X!X n&o é invertivel.

Existe um excesso de parametros no modelo. Solugbes possiveis:
@ retirar o parametro p do modelo.

» corresponde a retirar a coluna de uns da matriz X;

» cada «; equivalera a y;, a média do nivel;

» nao se pode generalizar a situacdes mais complexas;

» mais dificil de encaixar na teoria ja dada do Modelo Linear.

© impor restricdes aos parametros: e.g., ):f:1 o = 0.

» Foi a solugéao cléssica, ainda hoje frequente em livros de ANOVA;
» mais dificil de encaixar na teoria geral do Modelo Linear.

© impor a restricio a4 = 0: seré a solugao utilizada.

» corresponde a excluir a 1a. variavel indicatriz do modelo (e de X);
» permite aproveitar a teoria do Modelo Linear e é generalizavel.

Cada solugao tem implicagdes na forma de interpretar os parametros.
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A relacao de base para o nosso exemplo (cont.)

Admitindo oy = 0, re-escrevemos 0 modelo como:

Yi4
Yio
Yi3

—_

u
107]
3

OO0 =+ = 242 2000
- 4 O 00000 O0o

+

&1 ]

€12
€13
€21
€22
€3
€24
€31

€32 |

Agora u = uq € o valor médio das observagoes do nivel i = 1:

E[Yy] =
E[Yy] = p = mt+o
ElYs] = ws = m+as

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA)
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Os efeitos de nivel o;

Na equagao do modelo ANOVA a um factor (acetato 235), cada «; (i > 1)
representa o acréscimo que transforma a média do primeiro nivel na média
do nivel i:

oy = 0

G = Ho— 4
03 = Hz— M
O = Hk—

A igualdade de todas as médias populacionais de nivel p; equivale a que
todos os efeitos de nivel sejam nulos: a; =0, V.

Esta é a Hip6tese Nula num teste a existéncia, ou nao, de efeitos do factor.
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O modelo ANOVA a 1 factor para efeitos inferenciais
Acrescentando os restantes pressupostos do Modelo Linear:

Modelo ANOVA a um factor, com k niveis

Existem n observagdes, Yj;, n; das quais associadas ao nivel j (i=1,...,k) do
factor. Tem-se:

Q V= mt+ait+eg, vist.k, Vi=t.n (com oy = 0).
Q¢ —~ (0,02 |, Vij

© {¢j}i; v.a.s independentes.

O modelo tem k parametros desconhecidos: a média de Y no primeiro nivel
do factor, 4 e os efeitos «; (i > 1) de cada um dos k—1 restantes niveis do
factor. Ou seja, tem o vector de par&dmetros:

ﬁ = (.u17a27a37"'7ak)t'
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O modelo ANOVA a um factor - notacéo vectorial

De forma equivalente, em notagao vectorial,
Modelo ANOVA a um factor - notacao vectorial

QY= i +Iotazgdst..+axIc+&8 = XB+8&  sendo

Y o vector aleatério das n observagdes da variavel resposta;

—

1, o vector de nuns;
0, Z3, ..., F i as variaveis indicatrizes dos niveis indicados;

= ﬁn|3’2|ﬁ3| |3’k} a matriz do modelo; e
:(H1,(X2,(X3,"',ak)t.

Q ¢ — 1,0, 621,), sendo 1, a matriz identidade n x n.

Y

=™ X

Trata-se de um Modelo Linear, analogo a um modelo de Regresséao Linear
Multipla, diferindo apenas na natureza das variaveis preditoras, que sdo aqui
variaveis indicatrizes dos niveis 2 a k do factor.
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O teste aos efeitos do factor

A hip6tese de que nenhum dos niveis do factor afecte a média da variavel
resposta corresponde a hipétese

a2:a3:...:ock:0

< M= Ho = H3 = - = Hg

Dado o paralelismo com os modelos de Regresséo Linear, esta hip6tese
corresponde a dizer que todos os coeficientes das “variaveis preditoras” (na
ANOVA, as variaveis indicatrizes .#;) sao nulos.

Logo, é possivel testar esta hipétese, através dum teste F de ajustamento
global do modelo (slide 177).

Neste contexto ha férmulas especificas.
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Os graus de liberdade

Numa ANOVA a um factor, o nimero de preditores do modelo (as variaveis
indicatrizes dos niveis j>1) € p=k—1 e 0 nUmero de parametros do modelo

é p+1=k.

Chama-se SQF (de Factor), em vez de SQR, a Soma de Quadrados
associada ao ajustamento do modelo.

Os graus de liberdade associados a cada Soma de Quadrados séo:

SQxx  g.l
SQF k-1
SQRE n—k

Os Quadrados Médios continuam a ser 0s quocientes das Somas de
Quadrados a dividir pelos respectivos graus de liberdade.
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O Teste F aos efeitos do factor numa ANOVA

Sendo valido o Modelo de ANOVA a um factor, tem-se entdo:
Teste F aos efeitos do factor

Hipéteses: Hp: @ =0 vi=2..k vs. Hj:3i=2.ktq o # 0.
[FACTOR NAO AFECTA] vs. [FACTOR AFECTA Y]

Estatistica do Teste: F = &ifr —~ F_1.n-k se Ho.
Nivel de significancia do teste: o

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rej. Ho se Feaic > fajk—1,n—k]

As Somas de Quadrados e Quadrados Médios tém férmulas especificas do
contexto.
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A matriz X numa ANOVA a um factor

Como o modelo ANOVA é um caso particular do Modelo Linear, a férmula
dos estimadores de minimos quadrados dos parametros é igualmente:

B = (XIX)'XV,

e o0 vector dos valores ajustados Y resulta de projectar ortogonalmente Y
sobre o subespago % (X) das colunas da matriz X : ¥ =HY.

Mas a matriz do modelo X tem uma natureza especial: como as suas k

colunas s&o os vectores 1, .75, Z3, ..., 4, 0s elementos da matriz X na
ANOVA sé tomam valores 0 e 1.

Como consequéncia, quer a matriz de projeccdes H, quer o vector ¥, tém
uma natureza especifica neste contexto.
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Os valores ajustados ¥

Numa ANOVA a um factor, qualquer vector no subespago %' (X) tem de ter
valores iguais para todas as observagées dum mesmo nivel do factor:

a4 ?n+a23’2+a33’3+...+ak3‘k:

O vector Y pertence a ¢(X), logo tem esta natureza.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA)
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Os valores ajustados ¥

Concretamente, no vector Y = HY, todos os valores ¥;; num mesmo nivel i do
factor s&o dados pela média amostral das n; observagbes Yj; nesse nivel:

Repare-se que para minimizar a Soma de Quadrados dos Residuos,
k nj o
SQRE=Y Y. (Y~ ¥j)?.
i=1j=1

e como os valores ajustados \A’,-,- sd0 iguais para todas as observacdes num mesmo
nivel i do factor, minimiza-se a soma relativa a cada nivel tomando: Yﬁj =Y;
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Os parametros ajustados
Os parametros populacionais séo uy e o = uj— .

Os parametros populacionais sao estimados pelas quantidades
amostrais correspondentes:

Parametros estimados numa ANOVA a um factor

= Yy
o = flo—fly = YooYy
3 = fl3—[y = Yz Yy
O = l— = Ye—Yi
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Os residuos, SQRE e QMRE

Viu-se (acetato 250) que Y,, fi; =Y., pelo que o residuo da observacéo Y
€ dado por:

Ej = Y=Y = Yj=Yi,
Logo, a Soma de Quadrados dos Residuos é dada por:

n:

(n-1)S?,

M=

k N k
SQRE =) Z =) . =
i=1 j=1 i=1 j=1 1

onde S? =

I

Z (Yi— Y,.)? é a variancia amostral das n; observagdes de
=

Y no i-ésimo nivel do factor. SQRE mede variabilidade no seio dos k niveis.

O Quadrado Médio Residual é uma média ponderada das variancias de nivel
S2, com pesos nj—1 (n—k=x(n—1)):
i

=

ovpe - SQRE

’
= —kz (n—1)S2.
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Formulas para delineamentos equilibrados

No caso de um delineamento equilibrado, i.e., ny = no =

e, m=m=..=mn(=n;)e
n=ne-k, logo:
k
SQRE = (n.—1)) S?
i=1
QMRE SQRE _ o1y 2ot V' S2 = ] S?
T n—k 7/; iﬂe—zﬁ; /; i

Assim, em delineamentos equilibrados, o Quadrado Médio Residual QVIRE é
a média (simples) das k variancias de nivel, s2.
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A Soma de Quadrados associada ao Factor

n;

Seja Y. =1 Y a média da totalidade das n observagoes.
i=1j=1

Tt

A Soma de Quadrados associada ao Factor, SQF, é dada por:

Y (%-v) =YY (Vi-V.)

SQF =

=
M:

Il
o
-
Il
1N
I
1N
-
I
BN

M=
>
~
i
<]
vl\)

& SQF =

Il
a4

SQF mede variabilidade entre as médias amostrais de cada nivel.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagcdes 2021-22 254/359



Formulas para delineamentos equilibrados

No caso de um delineamento equilibrado,

K
SQF = nc Y. (Yi—Y.)? = n(k—1)-S |
i=1 -

kK
onde S = 5 ¥ (Y;.—Y.)?indica a variancia amostral das k
médias de nivel amostrais.

QuMF = — = n.S

Assim, em delineamentos equilibrados, o0 Quadrado Médio associado

aos efeitos do Factor, QMF, é proporcional a variancia das k médias
de nivel da variavel Y.
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A relagado entre Somas de Quadrados

A relagéo fundamental entre as trés Somas de Quadrados (mesmo
com delineamentos ndo equilibrados) tem um significado particular:

sQT = SQF +  SQRE
k _ —
(Yi-Y2 = n(Vi-V.2 + ¥ 1S,

Jj=1 i=1 i

T~

onde:
SQT = (m)sf, mede a variabilidade total das n observacgdes de Y;

SQF mede a variabilidade entre diferentes niveis do factor
(variabilidade inter-niveis);

SQRE mede a variabilidade no seio de cada nivel - e que portanto
nao é explicada pelo factor (variabilidade intra-niveis).

Esta é a origem histérica do nome “Andlise da Variancia”: a variancia de Y é
decomposta (“analisada”) em parcelas, associadas a diferentes causas.
Neste modelo, as causas podem ser o efeito do factor ou outras nao
explicadas pelo modelo (residuais).
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O quadro-resumo da ANOVA a 1 Factor

Pode-se coleccionar esta informacao numa tabela-resumo da ANOVA.

Fonte g.l. SQ QM Fomtc
k —_— p—
Factor k—1 | SQF = i; ni- (¥ _y”)2 QMF — % C?I\%':E

Residuos | n—k

i=1

K
SQRE = Y, (nj—1)s? | QMRE = S2FE

Total n—1

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA)
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ANOVAs a um Factor no ®

Para efectuar uma ANOVA a um Factor no @, organizam-se os dados
numa data.frame com duas colunas:

@ uma para os valores (numéricos) da variavel resposta;
@ outra para o factor (com a indicagao dos seus niveis).

A férmula usada no R para especificar uma ANOVA a um factor é
semelhante a duma regressao linear, indicando o factor como preditor.

Por exemplo, para efectuar uma ANOVA de larguras das pétalas sobre
espécies, nos dados dos n= 150 lirios, a formula é:

Petal.Width ~  Species

uma vez que a data frame iris contém uma coluna de nome Species
que foi definida como factor.
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ANOVAs a um factor no @ (cont.)

Embora seja possivel usar o comando 1m para efectuar uma ANOVA (a
ANOVA é caso particular do Modelo Linear), existe outro comando que
organiza a informacao da forma mais tradicional numa ANOVA: aov.

ANOVA 1 Factor (lirios, acetato 230)

> aov(Petal.Width ~ Species, data=iris)

Call: aov(formula = Petal.Width ~ Species, data = iris)
Terms:
Species Residuals
Sum of Squares 80.41333 6.15660
Deg. of Freedom 2 147

Residual standard error: 0.20465

O resultado produzido € diferente do obtido com o comando 1m.
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ANOVAs a um factor no @ (cont.)

A funcao summary também pode ser aplicada ao resultado de uma
ANOVA, produzindo o quadro-resumo completo da ANOVA.

ANOVA 1 Factor (lirios, acetato 230)

> iris.aov <- aov(Petal.Width ~ Species , data=iris)
> summary (iris.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
Species 2 80.413 40.207 960.01 < 2.2e-16 ***
Residuals 147 6.157  0.042

Neste caso, o teste F rejeita claramente a hipétese de os acréscimos de
nivel, a;, serem todos nulos, pelo que se rejeita a hipotese de larguras
médias de pétalas iguais em todas as espécies.

Concluséo: o factor (espécie) afecta a variavel resposta (largura da pétala).

v
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Os parametros estimados, no @®@

Para obter as estimativas dos parametros u4, op, o3, ..., 0k, pode
aplicar-se a funcao coef ao resultado da ANOVA.

ANOVA 1 Factor (lirios, acetato 230)

> coef (iris.aov)
(Intercept) Speciesversicolor Speciesvirginica
0.246 1.080 1.780

Estes sdo os valores estimados dos parametros
@ [i; = 0.246: média amostral de larguras de pétalas setosa;

@ (p = 1.080: acréscimo que, somado a média amostral das setosa, da a
média amostral das larguras de pétalas versicolor;

@ (3 = 1.780: acréscimo que, somado a média amostral das setosa, da a
média amostral das larguras de pétalas virginica.
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Parametros estimados no @ (cont.)

As médias por nivel do factor da variavel resposta, podem ser obtidas

com a fung&o model.tables € 0 argumento type="‘means’’:

ANOVA 1 Factor (lirios, acetato 230)

> model.tables(iris.aov , type='"means")
Tables of means
Grand mean

1.199333
Species
Species
setosa versicolor virginica
0.246 1.326 2.026

O @ ordena os niveis dum factor por ordem alfabética.
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ANOVAs como modelo Linear no ®

Também é possivel usar o comando 1m, nomeadamente para fazer

inferéncia sobre os pardmetros do modelo:

ANOVA 1 Factor (lirios, acetato 230)

> summary(lm(Petal.Width ~ Species , data=iris))
Call: lm(formula = Petal.Width ~ Species, data = iris)
Cooo)d
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
(Intercept) 0.24600 0.02894 8.50 1.96e-14 **x
Speciesversicolor 1.08000 0.04093 26.39 < 2e-16 ***
Speciesvirginica 1.78000 0.04093  43.49 < 2e-16 **x*
Residual standard error: 0.2047 on 147 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9289, Adjusted R-squared: 0.9279
F-statistic: 960 on 2 and 147 DF, p-value: < 2.2e-16
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A exploragao ulterior de H;

Uma rejeicao da Hipétese Nula o =03 =...= 04 =0 < Ui =Uo=pz="--= L
deixa em aberto a questdo de quais os pares de médias que devem ser
considerados significativamente diferentes.

O estudo de quais os pares de niveis i,j para 0s quais se deve concluir que
Ui # 1 exige outros testes. Aconselha-se a utilizagéao de testes de
comparagdes multiplas, a fim de controlar o nivel de significancia global de
todas as (§) comparagdes de pares de médias.

Entre estes, destacam-se os testes de Tukey e os testes de Scheffé.

Esta matéria ndo é leccionada nesta disciplina.
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Analise de Residuos na ANOVA a 1 Factor

A validade dos pressupostos do modelo estuda-se de forma idéntica
ao que foi visto na Regresséo Linear, tal como os diagnosticos para
observacdes especiais. Mas ha algumas particularidades.

Numa ANOVA a um factor, os residuos aparecem empilhados em k
colunas nos gréficos de e vs. yj, porque qualquer valor ajustado
Vi =, €éigual para observagdes num mesmo nivel do factor.

Este padrdo nao corresponde a qualquer violagao dos pressupostos
do modelo.

Todas as observagdes dum mesmo nivel do factor terdo idéntico efeito

alavanca, igual a h; = %, Sobretudo no caso de delineamentos
equilibrados, isto torna os efeitos alavanca pouco Uteis neste contexto.
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Andlise de Residuos na ANOVA a 1 Factor (cont.)

Grafico de residuos numa ANOVA a 1 factor
> plot(aov(Sepal.Width ~ Species, data=iris), which=1)

Residuals vs Fitted

1.0
1
<

o118

0.5

Residuals
0.
cececdocesecce

-1.0 -05
1

T T T T T T T
2.8 29 3.0 3.1 3.2 3.3 3.4

Fitted values
aov(Sepal.Width ~ Species)
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Violacdes aos pressupostos da ANOVA

Violagdes aos pressupostos do modelo nao tém sempre igual gravidade.
Alguns comentarios gerais:

@ O teste F da ANOVAS s&o relativamente robustos a desvios & hipotese
de normalidade.

@ As violacOes ao pressuposto de variancias homogéneas sdo em geral
menos graves no caso de delineamentos equilibrados, mas podem ser
graves em delineamentos ndo equilibrados.

@ A falta de independéncia entre erros aleatérios é a violagao mais grave
dos pressupostos e deve ser evitada, o que é em geral possivel com um
delineamento experimental adequado.

3E as comparacdes multiplas de Tukey.
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Uma adverténcia

Na formulagéao classica do modelo ANOVA a um Factor, e a partir da
equagao-base
Yi = u+toitg, Vij

K

em vez de impor a condi¢do oy = 0, impde-se a condigdo ¥ o; = 0.
i=1

Esta restricdo alternativa:

@ Muda a forma de interpretar os parametros (1 € agora uma média geral
de Y e o; 0 desvio da média do nivel i em relagdo a p);

@ Muda os estimadores dos parametros.

@ Nao muda o resultado do teste F a existéncia de efeitos do factor, nem
a qualidade global do ajustamento.

A nossa restricao (a; = 0), além de generalizavel a modelos com mais
factores, permite aproveitar directamente os resultados do Modelo Linear
estudados na RLM.
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Delineamentos e Unidades experimentais

No delineamento das experiéncias para posterior analise por ANOVA (ou
regressao linear), as observagbes da variavel resposta correspondem a n
diferentes unidades experimentais (individuos, parcelas de terreno, locais,
etc.). Principios gerais da seleccao destas unidades experimentais:

Casualizacao

A casualizacao, ou seja aleatoriedade na escolha das unidades
experimentais e na associacao que lhes é feita de um dado nivel do factor,
caso seja controlavel. E importante para:

@ se poder trabalhar com a Teoria de Probabilidades; e

@ se evitar enviesamentos (mesmo inconscientes).

Repeticao

A repeticao de observacgtes independentes é necessaria para se estimar a
variabilidade associada a estimacéao (erros padrées) e minorar o impacte de
observagoes atipicas.
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Repeticoes e pseudo-repeticoes

Repeticoes e pseudo-repeticoes

Ha que distinguir repeticdes e pseudo-repeticoes.

Por exemplo, num estudo sobre frutos do tomateiro, é diferente:
@ seleccionar frutos dum mesmo tomateiro; ou
@ seleccionar frutos de tomateiros diferentes.

As caracteristicas genotipicas, fenotipicas e ambientais, sao idénticas
ou muito semelhantes para frutos duma mesma planta. Trata-se de
pseudo-repeticoes (com valores correlacionados), que nao sao
repeticdes independentes.

Pseudo-repeticdes podem ser Uteis: substituindo cada grupo de
pseudo-repeticdes por uma Unica observacao média pode-se diminuir
a variabilidade entre diferentes observag¢des independentes, tornando
a inferéncia mais precisa.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22 270/359



Heterogeneidade nas unidades experimentais

Variabilidade nas unidades experimentais nao atribuivel aos preditores é
considerada variagao inexplicada e contemplada nos erros aleatoérios. Assim,
heterogeneidade néo controlada nas unidades experimentais contribui para
aumentar o valor de SQRE e de QMRE.

Aumentar QMRE significa, no teste aos efeitos do factor, diminuir o valor
calculado da estatistica F, afastando-a da regiao critica. Assim,

numa ANOVA

heterogeneidade néo controlada nas unidades experimentais contribui para
esconder a presenca de eventuais efeitos do(s) factor(es).

numa Regresséo Linear

heterogeneidade néo controlada nas unidades experimentais contribui para
piorar a qualidade de ajustamento do modelo, diminuindo o seu R2.
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Controlar a heterogeneidade

Fora de ambientes laboratoriais, € impossivel tornar as unidades
experimentais totalmente homogéneas: a natural variabilidade de plantas,
animais, terrenos, localidades geograficas, células, etc. significa que existe
variabilidade ndo controlada de unidades experimentais.

Mesmo que seja possivel ter unidades experimentais (quase) homogéneas,
isso tem uma consequéncia que pode ser indesejavel: restringir a validade
dos resultados ao tipo de unidades experimentais com as caracteristicas
utilizadas na experiéncia.

Caso se saiba que existe um factor de variabilidade importante nas unidades
experimentais, a melhor forma de controlar os seus efeitos consiste em
contemplar a existéncia desse factor de variabilidade no delineamento e no
modelo, de forma a filtrar os seus efeitos.
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Um exemplo

Pretende-se analisar o rendimento de 5 diferentes variedades de trigo.
Os rendimentos sdo também afectados pelos tipo de solos usados.

Nem sempre é possivel ter terrenos homogéneos numa experiéncia.
Mesmo que seja possivel, pode nao ser desejavel, por se limitar a
validade dos resultados a um unico tipo de solos.

Admita-se que estamos interessados em quatro terrenos com
diferentes tipos de solos. Cada terreno pode ser dividido em cinco
parcelas viaveis para o trigo.

Em vez de repartir aleatoriamente as 5 variedades pelas 20 parcelas,
é preferivel forcar cada tipo de terreno a conter uma parcela com cada
variedade. Apenas dentro dos terrenos havera casualizagao.
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Um exemplo (cont.)

A situacéo descrita no acetato anterior é a seguinte:

Terreno 1 | Var1 | Var.3 | Var4 | Var5 | Var.2 |

Terreno 2 | Var.4 | Var.3 | Var5 | Var1 | Var.2 |

Terreno 3 | Var.2 | Var.4 | Var.1 | Var.3 | Var5 |

Terreno 4 | Var5 | Var2 | Var4 | Var1 | Var.3 |

Houve uma restricao a casualizacao total: dentro de cada terreno ha
casualizacao, mas obriga-se cada terreno a ter uma parcela
associada a cada nivel do factor variedade.
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Delineamentos factoriais a dois factores

O delineamento agora exemplificado é um caso particular de um
delineamento factorial a dois factores (two-way factorial design), sendo um
dos factores a variedade de trigo e o0 outro o tipo de solos.

Um delineamento factorial (factorial design) é um delineamento em que ha
observagbes para todas as possiveis combinagdes de niveis de cada factor.
Assim, existéncia de mais do que um factor pode resultar de:

@ pretender-se realmente estudar eventuais efeitos de mais do que um
factor sobre a variavel resposta;

@ a tentativa de controlar a variabilidade experimental.

Historicamente, a segunda situacao ficou associada a designacao blocos, e
na primeira fala-se apenas em factores. Mas sao situacdes analogas.
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Modelo ANOVA a 2 Factores (sem interacgao)

Estudaremos dois diferentes modelos ANOVA para um delineamento
factorial com 2 factores (two-way ANOVAS).

Admita-se a existéncia de:

@ Uma variavel resposta Y, da qual se efectuam n observacgoes.
@ Um Factor A, com a niveis.

@ Um Factor B, com b niveis.

Um primeiro modelo prevé a existéncia de dois diferentes tipos de
efeitos condicionando os valores de Y': os efeitos associados aos
niveis de cada um dos factores.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22 276/359



Representacao delineamento factorial (2 factores)

Factor B
Niveis B B> B3 By
A4 XXX | XXX | XXX | ...| XXX
Ao XXX | XXX | XXX | ...| XXX
FACTOR A Az XXX | XXX | XxX | ...] XXX
Az XX X | XXX | XXX | ...|]xxx

Atencao: Esta esquematizacdo nao corresponde a qualquer
organizagao espacial.

Célula: cruzamento dum nivel dum Factor com um nivel do outro
Factor. Corresponde a uma dada situacao experimental.

Neste delineamento, ha ab situacdes experimentais (células), cada
uma com n;; observagoes.
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Modelo ANOVA a 2 Factores (sem interacgao)
Notacdo: Cada observagédo da variavel resposta sera agora identificada com
trés indices, Yjjx, onde:

@ jindica o nivel ido FactorA  (i=1,2,...,a).

@ jindica o nivel jdo FactorB  (j=1,2,...,b).

@ kindica a repeticao k nacélula (i,/)  (k=1,2,...,nj).

O numero de observagoes na célula (i,/) é representado por nj;. Tem-se

b
Z”l/

J=1

Ms

Il
o

Se o numero de observagoes for igual em todas as células (n; = nc, Vi,j),
estamos perante um delineamento equilibrado.
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A modelacao de Y

Num primeiro modelo, admite-se que o valor esperado de cada observacao é
da forma:
ElYil = wj = w+aith , Vijk

O parametro u é comum a todas as observacgoes.

Cada parametro «; funciona como um acréscimo que pode diferir entre niveis
do Factor A, e é designado o efeito do nivel i/ do factor A.

Cada parametro 3; funciona como um acrescimo que pode diferir entre niveis
do Factor B, e é designado o efeito do nivel j do factor B.

A variagéo de Yjx em torno do seu valor médio € representada por um erro
aleatorio aditivo, g, de média zero:

Yijk = u+a,-+[3,-+e,-,-k.
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A equacao-base em notagao vectorial

A equagao de base do modelo ANOVA a dois factores (sem
interac¢éo) também pode ser escrita na forma vectorial.

Seja
Y o vector aleatério n-dimensional com a totalidade das
observacdes da variavel resposta.

1, o vector de n uns.
# 4, avariavel indicatriz de pertenga ao nivel i do Factor A.
3’3]. a variavel indicatriz de pertenca ao nivel j do Factor B.
€ o vector aleatério dos n erros aleatorios.
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Uma primeira equacao-base em notagao vectorial

Se se admitem efeitos para todos os niveis de ambos os factores, temos a
equagao-base:

Y = Nin + 061;@',4\1 + Otngz + ...+ aa:@'Aa + [31&31 +ﬁ2j52 + ... +ﬁb¢}5b+é

A matriz X definida com base neste modelo teria dependéncias lineares por
duas diferentes razdes:

@ a soma das indicatrizes do Factor A daria a coluna dos uns, i,,;

@ a soma das indicatrizes do Factor B daria a coluna dos uns, 1,.
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A matriz do modelo X na primeira tentativa

111 0 . o0
111 o . o

111 o . o

111 o 0

111 o 0

1] 0 1 0

1] 0 1 0

1] 0 1 0

X= : ; : :
1] 0 1 0

1] 0 1 0

1] 0 o 1

110 o 1

110 o 1
oo i)
i T, I, 7

0
0
1

o o
o o

o oo

0
0
0

|
|
|
I

o oo

Nem mesmo a exclusdo da coluna 1, resolve o problema.
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Restricbes a equacado do modelo

Doravante, admitimos que foram excluidas do modelo as parcelas
associadas ao primeiro nivel de cada Factor, isto é:

=0 e pB1=0,
0 que corresponde a excluir as colunas .# 4, e . g, da matriz X.
A equacao-base do modelo ANOVA a 2 Factores, sem interacgao, fica:

=

Y= uln+ af, + .. + caf, + oIy + .. + BoFy +€
O parametro u é agora o valor esperado de Y para observagoes da célula
(i=1,j=1), que passamos a representar por [i11:

Yisk=u+enk = E[Yiul=p=p.
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A matriz do delineamento na ANOVA a 2 Factores
(sem interacgao)

F 1] 0 o o 0 1
1] o o | o 0
1] o o | 1 0
1] o ol o 1
1] o ol o 1
1] 1 ol o 0
1] o | o 0
1] o | o 0
X= :
1] 1 ol o 1
1] 1 ol o 1
1] o 1] 0 0
1] o 1] o 1
L 1] o 1] o 1]
Tt g1 T
[ A A S
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O modelo ANOVA a dois factores, sem interacgao
Juntando os pressupostos necessarios a inferéncia,

Modelo ANOVA a dois factores, sem interacgcéao

Existem n observagodes, Yjk, nj; das quais associadas a célula (/, )
(i=1,....,a;j=1,....,b). Tem-se:

Q Yk = w1+ i+ B+, Vista =1, k=1, (a4 =0; By =0).
e 8,'/'k —~ </V(O,CFZ), Vi,j,k

© {(ej}ijx v.a.sindependentes.

O modelo tem a+ b— 1 parametros desconhecidos:
@ 0 parametro uq4;
@ 0s a—1 acréscimos a; (i>1);e
@ 0s b—1 acréscimos §; (j>1).
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Testando a existéncia de efeitos

Um teste de ajustamento global do modelo tem como hip6tese nula
que todos os efeitos, quer do factor A, quer do factor B sao
simultaneamente nulos. Nao distingue os efeitos de cada factor.

Mais util é testar separadamente a existéncia de efeitos de cada
factor:

@ Testel: Hy:0=0, Vi=2,..a;
@ Testell: Hy:B;=0, Vj=2,.,b.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22 286/359



Teste aos efeitos do Factor B

O modelo ANOVA a 2 Factores, sem interacgao (slide 285) tem equagao
(vectorial) de base:

Vo= plyt apd, + ot aad, + oSyt ot Py TE
Sendo um Modelo Linear, ha teoria para testar as hipéteses:
Ho: Bj=0, Vj=2,..,b VS. Hy :3j talque B; #0.

Trata-se dum teste F parcial comparando o modelo completo de a+ b—1
parametros:

(Modelo My, g) Yik = 1+ i+ B+ €
com o submodelo, de a parametros e equacao de base:
(Modelo M,) Yik = 11+ &+ €
que é um modelo ANOVA a 1 Factor (factor A).
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A construcao do teste aos efeitos do Factor B

Pode-se:
@ construir as matrizes X do modelo (M4, g) € submodelo (M4).
@ Obter as matrizes de projecgdo H = X(X!X)~" X! de cada modelo.
o Obter os vectores projectado ¥ = HY e de residuos E = (I— H)Y
de cada modelo.

@ Obter as Somas de Quadrados Residuais, SQREs . g € SQRE,.
@ Efectuar o teste F parcial indicado, com a estatistica de teste:

=SQB

SQRE,— SQRE,. 5
b—1

(Efeitos Factor B) F = = QmB

SQRE/H,B QMRE
n—(a+b—1)

o _ SQB __ SQRE;—SQREp. g
definindo QMB = 225 = =——A=—48
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O Teste F aos efeitos do factor B

Sendo vélido o Modelo de ANOVA a dois factores, sem interacgéo:
Teste F aos efeitos do factor B

Hipc')teses: HO : ﬁj =0 vj=2..b VS. H1 : 3j=2,..,b tq. ﬁj 7é 0.
[B NAO AFECTA Y] vs. [B AFECTA Y]
Estatistica do Teste: F = &5 ~ Fp 1 n(arb-1)) se Ho.
Nivel de significancia do teste: o

Regiéo Critica (Regido de Rejeigao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se
Feaic > fab—1,n—(a+b-1))
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A estatistica do teste aos efeitos do Factor A

De forma analoga,

@ SQA = SQF,, a Soma de Quadrados do Factor no Modelo Mg;
@ QMA = 594 o Quadrado Médio do Factor no Modelo M;

a—1°

® SQREA.5 € QMRE = 2000kt

A estatistica

F_ QmA 3%
QMRE _SQREAB_
n—(a+b—1)

tem distribui¢ao Fiz_1 n-(a1b-1), CaSO @; = 0, para qualquer i=2,....a.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagcdes 2021-22 290/359



O Teste F aos efeitos do factor A

Sendo valido o Modelo ANOVA a dois factores, sem interaccao:
Teste F aos efeitos do factor A

Hipéteses: Hp: @ =0 vi=2..a Vvs. Hj:3i=2.atq0; # 0.
[A NAO AFECTA Y] vS. [A AFECTA Y]

Estatistica do Teste: F = &M ~ F, 15 (aip-1) se Ho.
Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se
Fcalc > fa[a71,nf(a+b—1)]
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A nova decomposicao de SQT

Tendo em conta as Somas de Quadrados antes definidas, tem-se:

SQB = SQRE;— SQREa.s
SQA = SQF, = SQT — SQRE,

Somando estas SQs a SQRE,. g, obtém-se:
SQRE,, 5+ SQA+ SQB = SQT
que é uma nova decomposicao de SQT, em trés parcelas, associadas

ao facto de haver agora dois factores com efeitos previstos no modelo,
mais a variabilidade residual.
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Aviso: Trocando a ordem dos factores

A troca do papel dos factores A e B define Somas de Quadrados de forma

diferente. Designando por Mg o modelo ANOVA a um factor, com o factor B,
resulta:

SQB = SQFs = SQT — SQREs
SQA = SQREg- SQREs,s .

Continua a ser verdade que SQT se pode decompor na forma

SQT = SQA+ SQB+ SQRE4. 5 .

Justificam-se testes analogos aos dos slides 290 e 291.

As duas defini¢cdes alternativas de SQA e SQB s6 sdo iguais com
delineamentos equilibrados. Sé nesse caso a ordem dos factores é arbitraria.
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SQA e SQB em delineamentos equilibrados

Num delineamento equilibrado, SQA e SQB sdo ambos Somas de
Quadrados do Factor de Modelos s6 com um Factor (A ou B, slide 289).

Logo, na formula para SQA= SQF,, (slide 254), tem-se ¥ = Y; onde Y,

indica a média de Y no nivel i do factor A. Sendo Y . a média global das n
observagbes de Y, tem-se:

n

a b nc a o
SQFs = YV Y (V- Y.)?2 = bne- Y. (Y.~ Y.)2 = SQA.
i=1j=1k=1 =1

Da mesma forma, SQB= SQF5 define-se com base nos valores ajustados

pelo Modelo Mg, apenas com o Factor B, sendo \A/,-,-k =Y. Logo:

n,

a b b o
SQFg = Y Y Y (Yu-Y.)2 = an.- Y (V.- Y.)?2 = SQB.
i=1j=1k 1 j=1

o
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O quadro-resumo da ANOVA a 2 Factores
(sem interaccao; delineamento equilibrado)

Fonte a.l. sSQ QM fealc
Factor A a—1 SQA=bn;- i:)i ;.. —7...)2 QMA = % %
Factor B b—1 SQB:anc-é1 (v, -v.)? | aup=$8 | auB
Residuos | n—(a+b-1) soms:i:f1 /:)%1 k"; (vik—Iix)? QMRE=-33FE

Total n—1 SQT = (n—1)S}2, _ _
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ANOVA a dois Factores, sem interaccédo no ®

Para efectuar uma ANOVA a dois Factores (sem interac¢ao) no @®,
convém organizar os dados numa data.frame com trés colunas:

@ uma para os valores (numéricos) da variavel resposta;
@ outra para o factor A (com a indicagédo dos seus niveis);
© outra para o factor B (com a indicagéo dos seus niveis).

As formulas utilizadas no @ para indicar uma ANOVA a dois
Factores, sem interacgcao, sao semelhantes as usadas na Regressao
Linear com dois preditores, devendo o nome dos dois factores ser
separado pelo simbolo +:

y ~ fA+ fB
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Um exemplo

Dados immer de cevada (package MASS)

O rendimento de cinco variedades (manchuria, svansota,velvet, trebi e
peatland) foi registado em seis localidades @. Em cada localidade foi
semeada uma parcela com cada variedade (com casualiza¢ao).

> summary(aov(Yl ~ Var + Loc, data=immer))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
Var 4 2756.6 689.2 4.2309 0.01214 =*
Loc 5 17829.8 3566.0 21.8923 1.751e-07 *x*x*
Residuals 20 3257.7 162.9

Ha alguma indicacao de efeitos significativos entre variedades, e muita entre

localidades. E num modelo sem efeito de localidades (blocos)?

> summary (aov(Yl ~ Var, data=immer))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Var 4 2756.6 689.2 0.817 0.5264
Residuals 25 21087.6  843.5

@Dados em Immer, Hayes & LeRoy Powers, Statistical adaptation of barley varietal adaptation, Journal of the

American Society for Agronomy, 26, 403-419, 1934.
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A interpretagdo dos parametros

A interpretacao do significado dos parametros do modelo depende da

convengao usada para resolver o problema da multicolinearidade das
colunas da matriz X.

Vejamos a interpretagéo dos parametros resultante da convencao
o =B =0.

Uma observacéo de Y efectuada na célula (1,1), correspondente ao
cruzamento do primeiro nivel de cada factor, sera da forma:

Yiik =1+ o + B +€11k = EYi1k] = w1
—~ =~
-0 0

O parametro 4 corresponde ao valor esperado da variavel resposta Y na
célula cujas indicatrizes foram excluidas da matriz do delineamento.
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A interpretacao dos parametros «;

Uma observacao de Y efectuada na célula (i,1), com i > 1 (cruzamento dum

nivel do factor A diferente do primeiro, com o primeiro nivel do Factor B) é da
forma:

Yiok =H11 + o + B+ €1k = it = E[Yik] = w1 + «
~—
-0

O parametro o; = ;1 — (11 corresponde ao acréscimo no valor esperado da
variavel resposta Y associado a observagées do nivel i > 1 do Factor A
(relativamente as observagdes do primeiro nivel do Factor A), quando j=1.
Designa-se o efeito do nivel i do factor A.
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Interpretacdo dos parametros o;

Tabela com médias populacionais de célula (situagdo experimental):

Factor B
Niveis B1 Bz BS Bb
Aq Uiq e | s fib
Ay | Hot =Hq1+02 | pe | ke op
FACTORA A3 | ugi =41 +03 | pee | #s 3b
Aa Hat = H11+0a | pa | Ha Hab
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A interpretagdo dos parametros f;

Uma observacéo de Y efectuada na célula (1,j), com j > 1
(cruzamento do primeiro nivel do factor A com um nivel do Factor B
diferente do primeiro) é da forma:

Yig=m1 + o +f +ep = wj=E[Yi] =pu + b
=0

O parametro f; = 4 — 41 corresponde ao acréscimo no valor
esperado da variavel resposta Y associado a observagdes do nivel j
do Factor B (relativamente as observagdes do primeiro nivel do Factor
B), quando i=1. Designa-se o efeito do nivel j do factor B.
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Interpretagéo dos parametros f;

Tabela com médias populacionais de célula (situagdo experimental):

Factor B
Niveis B1 Bz BS Bb
Aq i1 | po=Mq1+Bo | li3=H11+B3 Hip=H11+Bp
A2 Ho1 Hoo Hoz Hop
FACTORA A3 131 iz 133 fiap
Aa Lat Ha Las Lab
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Observagdes de Y no caso geral

Mas este modelo € pouco flexivel: ndo existem mais parametros e os valores
esperados nas restantes células ja estao fixados.

Para observagdes de Y efectuadas numa célula genérica (i,j), comi>1e
j>1, tem-se:

Yik =u11 + o + B + gk = wi = E[Yikl = w1 + o + B;.

Todas as parcelas destes valores esperados de Y ja foram usados. Nao ha
flexibilidade para descrever situacdes especificas de células comi>1e j>1.

Um modelo sem efeitos de interaccao € utilizado sobretudo quando existe
uma Unica observagao em cada célula, i.e., nj =1,V /,j.
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Formulas para delineamentos equilibrados
Sejam:

Y,.. amédia amostral das bn. observacgdes do nivel i do Factor A,

Y.. a média amostral da totalidade das n = abn. observagoes,
a b nc

Yo=3Y ¥ ¥ Vi

i=1j=1K=1

Se o delineamento é equilibrado, ou seja, n; = nc, ¥i,j , tem-se:

® [l = 71..—|—7.1.—Y
Q0 = 7,’,,—71..

] Bj = 7./'.—7.1.
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Formulas para delineamentos equilibrados (cont.)

Tendo em conta estas férmulas e a equagéo base do Modelo, tem-se
que os valores ajustados de cada observacdo dependem apenas das

médias dos respectivos niveis em cada factor e da média geral de
todas as observacoes:

~

Yik = Qn+a+p =

Yi.+Y;.-Y.. , Vijk J

Aviso: Ao contrario do que sucede na ANOVA a um factor, os valores
ajustados Y, ndo sdo a média das observagbes de Y na mesma
situagao experimental (célula (i,/)).
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Modelos com efeitos de interaccao

Na presenca de repeticdes nas células, a forma mais natural de modelar um
delineamento com dois factores é a de prever a existéncia de um terceiro tipo
de efeitos: os efeitos de interaccao.

A ideia € incorporar na equagéo base do modelo para Yjx uma parcela («f3)
que permita que em cada célula haja um efeito especifico associado a
combinagao dos niveis i do Factor A e j do Factor B:

P

Yik = u+ o+ B+ (af)j+ g -

Os efeitos «; e B; designam-se agora efeitos principais de cada Factor.
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Os valores esperados de Y, (modelo com interacgao)

Vamos admitir as seguintes restricdes aos parametros:

=0 ; B1=0 ; (aB)j=0,vj ; (aB)is=0,Vi

Factor B
Niveis B B> Bs e By
Ay XX X | XX X | XXX | ... | XXX
Ao XX X | X X X | X X X | ... XXX
FACTOR A Az XXX [ XXX [ XXX |...]xxX
Az XX X | XXX | xxx|...]xxx

Apenas as observacdes que nao sdo da primeira coluna e/ou primeira linha tém
parcelas correspondentes aos efeitos de interaccao.
Apenas observagdes que ndo estdo associadas a A tém efeitos ;.

Apenas observagbes que néo estdo associadas a By tém efeitos f;.
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Os valores esperados de Y, (modelo com interacgao)
Com as restricoes, tem-se:

@ Para a primeira célula (i=j=1): w11 = E[Yq14] = K.

@ Nas restantes células (1,/) do primeiro nivel do Factor A:
u1j = E[Yijx] = w1+ B

@ Nas restantes células (i,1) do primeiro nivel do Factor B:
it = E[Yink] = p11 + ai.

@ Nas células genéricas (i,j),comi>1ej>1,
wij = E[Yik] = pa1 + ai+ B+ (aB) -

Existem neste modelo ab parédmetros:
@ uma média da primeira célula, p1;
@ a—1 efeitos principais de nivel do factor A, «; (i > 1);

@ b1 efeitos principais de nivel do factor B, 3; (j > 1);

@ (a—1)(b—1) efeitos de interacgao, (af); (i >1,j > 1).

v
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Variaveis indicatrizes de célula

A equagao-base do modelo ANOVA a 2 Factores, com interacgao, define-se
recorrendo a variaveis indicatrizes de célulascomi>1ej>1, JA,:B].:
Y = ;ﬁn + 062},42 + ...+ Oca;é'Aa + l32u%32 + ...+ ﬁb}Bb"_

+ (0B)ooF py8, + (OB)2aF nyBy + o + (0B)abF anE, + E

A matriz do modelo X tem agora ab colunas:
@ uma coluna de uns, 1,, associada ao parametro piq1.

@ a1 colunas de indicatrizes de nivel do factor A, ﬁA,., (i > 1), associadas aos
parametros o;.

@ b—1 colunas de indicatrizes de nivel do factor B, 3’5}], (j > 1), associadas aos
parametros ;.

@ (a—1)(b—1) colunas de indicatrizes de célula, »}’A,-;B,, (i,j > 1), associadas aos
efeitos de interacgao (af);.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22 309/359



Os trés testes ANOVA

Neste delineamento, desejamos fazer um teste a existéncia de cada um dos
trés tipos de efeitos:

@ Hy:(af);j=0, Vi=2,..,a,v=2,..b;
Q@ Hy:0,=0, Vi=2,...,a;e

@ Hy: ﬁj:O, Vi=2,...,b.

As estatisticas de teste para cada um destes testes obtém-se a partir da
decomposicdo da Soma de Quadrados Total em parcelas convenientes.

Como em modelos anteriores, ¥ = HY, sendo H a matriz que projecta
ortogonalmente sobre 0 espaco ‘6’( ) gerado pelas colunas da matriz X.

E também: SQRE = ||Y — YH? 21 z ):( ik — Yik)?.

i=1j=1k=
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O modelo ANOVA a dois factores, com interacgao

Juntando os pressupostos necessarios a inferéncia,

Modelo ANOVA a dois factores, com interac¢ao (Modelo My.g)

Existem n observagdes, Yjk, nj; das quais associadas a célula (/, /)

(i=1,..,aj=1,....b). Tem-se:

Q Yik = M11+0i+Bi+(aB)j+ gk, Vi=t..a;j=1..b;k=1,.n
com a4 =0; B1 =0; ((Xﬁ)ijzo sei=1 e/ouj:1.

g Ejk ™ JV(O,GZ)

O {&j}ijk v.a.sindependentes.

O modelo tem ab parametros desconhecidos.
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Testando efeitos de interacgcao

Para testar a existéncia de efeitos de interacg¢ao,
Ho : (aB)j=0, Vi=2,..,a,vj=2,..,b,
pode efectuar-se um teste F parcial comparando o modelo
(Modelo Ma,B) Yik = mi1+ i+ B+ (ap);+ gk »
com o submodelo (2 factores, sem efeitos de interacg¢éo):
(Modelo Ma ) Yik = M11+ 0+ B+ €k
Designa-se Soma de Quadrados associada a interacc¢do a diferenca

SQAB = SQREj, 5— SQREp.5
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Testando os efeitos principais de cada Factor

Para testar os efeitos principais do Factor B, Hy : f;=0, Vj=2,...,b, pode
partir-se dos modelos

(Modelo M4, g) Yik = M1+ 0+Bi+ €k
(Modelo My) Y,'/' = M1+ o+ €,
e tomar:
SQB = SQREs— SQREp, 5

SQA = SQFj = SQT — SQRE,

Nota: Estas duas Somas de Quadrados definem-se de forma idéntica a
usada no modelo sem efeitos de interacgao.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22 313/359



A decomposicao de SQT

Até aqui definimos :

SQAB = SQREs 5— SQREa.s
SQB = SQRE;— SQREas
SQA = SQF, = SQT — SQREx

Somando estas Somas de Quadrados a SQRE .5, obtém-se:
SQREp. g+ SQAB+ SQA+ SQB = SQT

Esta decomposi¢ao de SQT gera as quantidades nas quais se
baseiam as estatisticas dos trés testes associados ao Modelo My, 5.
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A tabela de sintese

Com base na decomposicao do acetato 314 podemos construir o quadro
resumo da ANOVA a 2 Factores, com interacgao.

Fonte g.l SQ QM fonle
_SOA QVA

Factor A a—1 SQA QMA = 244 Rel:n

Factor B b-1 SQB QMB = % c?/\g//’?BE

Interacgao | (a—1)(b—1) SQAB QMAB = (ai()gfquq) 8%22

Residuos n—ab SQRE QMRE = fglgg

Total n—1 SQT =(n—1)s) - -

Os graus de liberdade de cada tipo de efeitos sdo 0 nUmero de parametros
desse tipo que sobram apds a imposicao das restrigdes.

Os graus de liberdade residuais sdo o nimero de observagdes (n) menos o
ndmero de parametros do modelo (ab).
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O Teste F aos efeitos de interacgao

Sendo valido o Modelo ANOVA a dois factores, com interaccao:
Teste F aos efeitos de interaccao

Hipoteses: Hy : (aB);j =0 Vi,j vs. Hy:3ijiq (aB)j #0.
[NAO HA INTERACGCAOQ] vs. [HA INTERACCAOQ]

Estatistica do Teste: F = U8B ~ Fa_1)b-1).n-ab] se Ho.

Nivel de significancia do teste: o

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se : ]
Feaic > fapa—1)(b—1),n-ab] fal
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O Teste F aos efeitos principais do factor A

Sendo valido o Modelo ANOVA a 2 factores com interaccao tem-se:

Teste F aos efeitos principais do factor A
Hipoteses: Hy : o =0 vi=2...a vs. Hj:3i=2..atq o # 0.
[# EFEITOS DE A] vs. [3 EFEITOS DE A]
Estatistica do Teste: F = &% —~ Fla_1.n-ap se Ho.
Nivel de significancia do teste: o

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se : ]
Feaic > faja—1,n-ab) 1
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O Teste F aos efeitos principais do factor B

Sendo valido o Modelo ANOVA a 2 factores com interacgao tem-se:
Teste F aos efeitos principais do factor B

Hipc')teses: HO : ﬁj =0 vj=2..b VS. H1 : 3j=2,..,b tq. ﬁj 7é 0.
[# EFEITOS DE B vs.  [3EFEITOS DE BJ

Estatistica do Teste: F = Y& ~ Fp 1 nap) se Ho.
Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se
Fcalc > fa[b—1,n—ab]
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ANOVA a dois Factores, com interaccédo no ®

Para efectuar uma ANOVA a dois Factores, com interac¢éo, no @,
organizam-se os dados de forma igual a usada para o modelo sem
interacgdo: uma data.frame com trés colunas:

@ uma para a variavel resposta;
© outra para o factor A,

© outra para o factor B.

As formulas utilizadas no @ para indicar uma ANOVA a dois Factores, com
interaccao, recorrem ao simbolo *:

y ~ fA x fB

sendo y 0 nome da variavel resposta e £A e £B os nomes dos factores.
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Um exemplo dum modelo 2 factores com interacgao

Dados rendimento casta Negra Mole

Estudo de seleccao de gendtipos da casta Negra Mole (factor clone) com
bom rendimento (varidvel resposta rend) ao longo dos anos (factor ano).

> NegraMole.aov <- aov(rend ~ ano*clone, data=NegralMole)

> summary (NegraMole.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
ano 4 203.61 50.90 77.460 < 2e-16 *x*x*
clone 6 26.39 4.40 6.694 1.41e-06 *x*x
ano:clone 24 18.08 0.75 1.146 0.294
Residuals 245 161.00 0.66

Ha claros efeitos de ano € de clone. Nao hé efeitos significativos de
interaccao o que, para a selecgédo de gendtipos é bom (comportamento
previsivel).
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Ainda o exemplo Negra Mole

Dados rendimento casta Negra Mole

As médias geral, por ano, por genoétipo e por célula (cruzamento ano x
gendtipo) obtém-se com o comando model . tables.

> model.tables(NegraMole.aov, type='"means")

Tables of means
Grand mean
2.2237 <-- rendimento médio global

ano
LOU94 LOU95 LOU96 LOU97 LOU9SS
1.033 2.786 3.378 2.425 1.496 <-- 96 foi bom ano, 94 e 98 maus

clone
NMO307 NMO507 NMO703 NM1006 NM2001 NM2015 NM2102
2.4410 1.7295 2.2294 1.8306 2.2362 2.5246 2.5747 <-- ha diferengas significativas

ano:clone
clone

ano NM0307 NMO507 NMO703 NM1006 NM2001 NM2015 NM2102
LOU94 1.465 0.710 0.675 0.814 1.409 0.949 1.209 <-- Ano mau & mau para todos os gendtipos.
LOU95 2.994 2.290 2.783 2.310 2.557 3.619 2.947
LOU96 3.786 2.784 3.472 2.653 3.2056 3.587 4.160 <-- Ano bom & bom para todos os gendtipos.
LOU97 2.728 1.728 2.667 2.272 2.547 2.205 2.831 0 que se passa em cada célula & bastante
LOU98 1.233 1.135 1.550 1.105 1.463 2.263 1.727 previsivel, dado n#o haver interacgéo.
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(No) Visualizacéo grafica de efeitos de interaccao

A existéncia de efeitos de interaccao transparece em graficos onde:

@ O eixo horizontal € associado aos niveis de um factor (e.g., fA);

@ no eixo vertical serdo indicados os valores médios da variavel
resposta Y em cada célula;

@ para cada célula, indica-se um ponto cujas coordenadas sdo
determinadas pelo nivel do primeiro factor e respectiva média de
célula da variavel resposta;

@ unem-se com segmentos de recta os pontos correspondentes a
um mesmo nivel do segundo factor (e.g., fB).
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(No) Graficos de interac¢ao no ®

Gréfico de interaccao para Negra Mole

> attach(NegraMole)

> interaction.plot(x.factor=ano, trace.factor=clone, response=rend)
> detach(NegraMole)

NegraMoleSclong|

---- NM2015
— NM2102
--- NM0703

NM2001
— NMO0307
—=- NM0507
- NM1006

mean of NegraMole$rend
5

Lou94 LOU9s LOuU9%s Lou97 Lougs

NegraMoleSano

A auséncia de interacgéo significativa reflecte-se em “curvas aproximadamente
paralelas”.

v
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Dados do Exercicio ANOVA 7 (sapotis)

Variavel resposta: Contetdo de taninos na polpa
Factor: temperatura de conservacéo (alta/baixa)
Factor: tempo de armazenamento (0/3/6/9 dias)

Dados Sapoti (Exercicio ANOVA 7)

> sapoti.aov <- aov(taninos ~ temperatura * tempo , data=sapoti)
> summary (sapoti.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

temperatura 1 206.0 206.0 238.6 5.72e-14 **x
tempo 3 288.0 96.0 111.2 3.27e-14 **x
temperatura:tempo 3 968.0 322.7 373.7 < 2e-16 **x*
Residuals 24 20.7 0.9

Todos os tipos de efeitos sdo claramente significativos.

(No) Havendo interaccao significativa, as linhas dum gréafico de interacgdo estardao
longe de qualquer paralelismo
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Exercise ANOVA 7 (cont.)

Conteudo taninos nos sapotis

As médias global, por temperatura, por tempo de armazenamento e por
célula podem obter-se com 0 comando model. tables.

> model.tables(sapoti.aov , type='"means")

Tables of means
Grand mean
22.14375 <-- conteiido médio global

temperatura
alta baixa
24.681 19.606 <-- contelido médio por temperatura

tempo
0 3 [ 9
25.862 23.825 20.987 17.900 <-- conteildo médio por tempo de armazenamento

temperatura:tempo

tempo
temperatura 0 3 6 9
alta 19.50 26.85 25.97 26.40 <-- em geral maior, excepto sem armazenamento
baixa 32.22 20.80 16.00 9.40 <-- em geral menor, excepto sem armazenamento
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(No) Graficos com interaccéo

Dados Sapoti (Exercicio ANOVA 7)

attach(sapoti)
interaction.plot (response=taninos,x.factor=tempo,trace.factor=temperatura)
interaction.plot (response=taninos,x.factor=temperatura,trace.factor=tempo)
detach(sapoti)

vV V VYV

sapolistemperatra

- alta
— baixa

mean of sapoliStaninos
mean of sapoliftaninos

sapotistemy
-0
3
=0
9

sapotistempo sapotistemperatura

baixa

A significancia da interacgao tem de ser garantida através do respectivo teste F.
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Estimacao da interaccao necessita de repeticoes

Para se poder estudar efeitos de interacgao, é necessario que haja
repeticoes nas células.

Os graus de liberdade do SQRE neste modelo sdo n— ab. Com uma Unica
observacao em cada célula, tem-se n = ab, ou seja, tantos parametros
quantas as observagoes existentes. Nesse caso, nem sequer sera possivel
definir o Quadrado Médio Residual, QURE = S2FE

n—ab *

Num delineamento com uma Unica observacao por célula é obrigatorio optar
por um modelo sem interacgdo. Havendo repeticdes, € mais natural
considerar um modelo com interacgéo.
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Valores ajustados de Y no modelo com interaccao

Sejam
Y. a média amostral das n; observagées da célula (i,j),
Y,. amédia amostral das Y nj observagdes do nivel / do Factor A,
7.,-. a média amostral das }; n; observagdes do nivel j do Factor B,

Y .. amédia amostral da totalidade das n=Y; Y njj observagoes.

Os valores ajustados \A/,-jk sdo iguais para todas as observacoes numa
mesma célula, e sdo dados pela média amostral da célula:

A —

Vic = V..
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Estimadores de parametros

Os estimadores dos parametros num modelo ANOVA a 2 Factores,

com interacgéo, sao:

@ fl11 = Yi4
] 66,' = 7/1,—711‘ (I>1)
Bi = Yii— Y11 (G>1)

o (aB)j = (Yi+Yi)—(Yin.+Ye)  (ij>1).

Intervalos de confiancga ou testes de hip6teses para qualquer dos
parametros individuais, ou combinagdes lineares desses parametros,
podem ser efectuados utilizando a teoria geral do Modelo Linear.
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Soma de Quadrados Residual

Como os valores ajustados correspondem as medias amostrais da célula

onde se efectuaram as observagoes, Yy = 7,-,-,, tem-se:

nj;

a b 7 a b N .
SQRE = ZZ Yik — ’!k ZZZ Yik =Y
i=1j=1 k:1 i=1j=1k=1
a b
&  SQRE = Y Y (n;—-1)S},

I
N
=

I
N

sendo S,-? a variancia amostral das observagdes da célula (i,j).

Num delineamento equilibrado, tem-se n = ncab, e o Quadrado Médio

Residual serda a média simples das variancias amostrais de célula, S,-f:

QuRE = T2 - L LS - L)
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Outras SQs para delineamentos equilibrados

Para delineamentos equilibrados (com n. observagdes por célula) é
possivel obter igualmente formulas simples para as Somas de
Quadrados associadas aos efeitos principais de cada factor.

Estas férmulas sao iguais as das Somas de Quadrados
correspondentes num modelo sem efeitos de interacg¢ao:
a

SQA = bn Y (V.- Y.)

i=1

b
S@B = an. Y (Y;-VY.)7
j=1
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Uma adverténcia

Na formulagéao classica do modelo ANOVA a dois Factores, com interacgao,
e a partir da equagéo-base Yjx = u+ i+ B+ (ap);+ &k, em vez de impor
as condigbes oy = By = (aB)i1 = (afB)1; = 0 (Vi,j), admite-se a existéncia de
acréscimos de todos os tipos para qualquer valor de i e j e impde-se as
condigdes:

@ 30 =0;
® Y, B=0;
® Y(ap)j=0, Vj
o Y (aB)j=0. Vi

Estas condigbes alternativas:
@ mudam a forma de interpretar os parametros;
@ mudam os estimadores dos parametros;

@ nao mudam o resultado dos testes F a existéncia de efeitos.
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(No) Comentérios finais sobre ANOVA

1. Um delineamento factorial pode ser definido com qualquer nimero de
factores.

Num delineamento factorial a trés factores (Factores A, Be C,coma,bec
niveis) ha abc situacdes experimentais, todas com observagdes.

Cada observagéo indexa-se com quatro indices: Yjy indica a observagéo /
na célula (/,/, k). Na equagéo de base para Yjy ha sete tipos de efeitos:
@ trés efeitos principais de cada factor, «;, B € Y-

@ trés efeitos de interacgdo dupla associados a cada combinacgéo de
niveis de dois Factores diferentes: (af3);, (ay)ik € (BY)jk-

@ um efeito de tripla interaccao nas células onde se cruzam niveis dos
trés factores: (aB7)ik

Para evitar um excesso de parametros, Consideram-se nulos os efeitos em
que pelo menos um indice é igual a 1.
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(No) 1. O modelo factorial a trés factores

A equacéo de base do modelo é agora da forma:

Yik = pa11+ 0+ B+ Y+ (af)ji+ (ay)ic + (BY)jx + (0B Y)iji + Ejia -
Com as restrigbes, o modelo tem abc parametros.
A Soma de Quadrados Total é agora decomposta em oito parcelas:
SQT = SQA+ SQB+ SQC+ SQAB+ SQAC + SQBC + SQABC + SQRE .
As sete SQs associadas a efeitos sdo definidas pela diferenca das Somas de

Quadrados Residuais de modelos onde se vao sucessivamente omitindo os
efeitos correspondentes.

Ha sete testes: um para cada tipo de efeitos. As estatisticas dos sete testes
sdo todas do tipo F = %, onde x designa o tipo de efeitos a ser testado.
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(No) 2. Delineamentos hierarquizados (nested

designs)
Sao delineamentos com dois (ou mais) factores, em que os niveis de um dos
factores variam consoante os niveis do outro factor.

Exemplo: dois factores, variedades e gendtipos.

. yere c FACTOR A A A3
Um delineamento factorial € impossivel. (Varedade) A
Mas pode considerar-se uma estrutura hierarquica,
representada no dendrograma a direita. (Gendtip)
1234 1 23 12345

A equagao base do modelo inclui efeitos de nivel do Factor A e efeitos de
nivel do factor B, subordinado a A:

Yik = 1+ i+ Bjiy + &ijk -

Nao faz sentido falar em efeitos do nivel j do Factor B, sem especificar qual
o nivel do Factor A a que nos referimos. Nem faz sentido falar em efeitos de
interacgdo: os niveis de cada factor ndo s@o, em geral, cruzados.

Havera agora dois testes F: um para cada tipo de efeitos (c; e Bj()). As
estatisticas de teste obtém-se de forma analoga, a partir da decomposic¢ao
SQT = SQA+ SQB(A) + SQRE.
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(No) 3. Outros tipos de delineamentos experimentais

Existem numerosos outros tipos de delineamentos mais complexos.

Alguns delineamentos visam reduzir o numero de situacoes
experimentais que é necessario estudar.

Exemplo: quadrados latinos ou greco-romanos.
Outros delineamentos visam ultrapassar dificuldades praticas na

execucao de uma experiéncia, como € o caso dos delineamentos em
parcelas divididas (split plots).
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(No) 4. Métodos nao paramétricos de tipo ANOVA

Uma forma alternativa de estudar problemas analogos aos objectivos de
ANOVAs resulta da utilizagao de métodos ndo paramétricos:

@ Nao exigem pressupostos tao restritivos como os métodos classicos,
(e.g., a Normalidade ou homogeneidade de variancias).

@ Em contrapartida tém menor capacidade de rejeitar as hipoteses nulas
caso elas sejam falsas (i.e., ttm menor poténcia), quando os
pressupostos adicionais dos métodos classicos sdo validos.

@ Frequemente, substituem os valores observados da variavel resposta
pelas ordens (ranks) dessas observagdes. As estatisticas de teste sao
entao fungdes dessas ordens.
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(No) 4. Métodos nao paramétricos de tipo ANOVA
(cont.)

O teste de Kruskal-Wallis € uma alternativa nao paramétrica a ANOVA a 1
Factor, em que:

@ A hipétese nula € que nos varios niveis do factor as observagdes
seguem a mesma distribui¢ao.

@ A hipétese alternativa é que a distribuigao dos varios niveis difere
apenas nas suas localizagdes (medianas).

@ Cada observagao é substituida pela sua ordem;

@ A estatistica de teste compara as ordens médias em cada nivel do
factor com a ordem média global, havendo uma distribuicao exacta e
uma distribuicdo assintética para grandes amostras.

O teste de Kruskal-Wallis é equivalente a um teste ANOVA a um Factor sobre
as ordens das observagoes.
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Andlise de Covariancia: uma introducao

A Regresséo Linear e as Andlises de Variancia estudadas até aqui, séo

casos particulares do Modelo Linear, que inclui também as Analises de
Covariancia.

Em qualquer destas trés situagdes se procura modelar uma variavel resposta
quantitativa (numérica) Y. O que distingue as trés situagoes é a natureza
das variaveis preditoras.

@ Numa Regressao Linear, as variaveis preditoras sao variaveis
igualmente quantitativas (numéricas).

@ Numa Analise de Variancia, as variaves preditoras sao factores
(variaveis qualitativas, ou categoricas).

@ Numa Andlise de Covariancia, entre as variaveis preditoras
encontramos quer variaveis numéricas, quer factores.
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Comparando rectas de regressado em diferentes niveis
dum factor

A Andlise de Covariancia sera discutida num contexto especifico frequentar e
de interesse pratico, associado a Regressao Linear.

Pretende-se comparar as rectas de regressao linear entre uma variavel

numérica Y e um preditor numérico x, em varios contextos definidos pelos
niveis dum dado factor.

Assim, tem-se:
@ uma variavel resposta numérica Y;
@ um preditor numérico x;

@ um factor preditor, que define os diferentes contextos onde se deseja
comparar a relagéo linear entre Y e x.
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Um exemplo

Prevendo largura de pétalas nos lirios - com espécies
Prevendo a largura das pétalas com base no seu comprimento (a esquerda)

era bom modelo para as trés espécies em conjunto. E em separado?

Petal. Width

Petal.Width

Prevendo a largura das pétalas com base na largura das sépalas (a direita) é

Petal Length

‘Sepal Width

um mau modelo para as trés espécies em conjunto. E em separado?

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA)
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A Analise de Covariancia como ferramenta

O problema sera formulado admitindo:

@ um modelo ANCOVA que corresponde a uma relacao linear entre Y e x
especifica para cada nivel do factor;

@ diferentes submodelos correspondem a admitir que alguns parametros
dessas rectas sao iguais em diferentes niveis do factor.

Tratando-se de Modelos Lineares, a teoria de que ja dispomos permitira optar
entre o modelo completo e cada submodelo nesta Analise de Covariancia.

Exemplifica-se o problema admitindo (como no exemplo) k = 3 niveis do

factor. Mas a abordagem é automaticamente extensivel a qualquer nimero
k € N de niveis.
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A Andlise de Covariancia para o exemplo dado
Admita-se uma relagao linear entre a variavel resposta Y e o preditor x, que
pode ser diferente em cada um dos 3 niveis do factor espécies dos lirios:

@ Contexto 1: Y = Bo+Bix+e
@ Contexto 2: Y = By +Bix+e
@ Contexto 3: Y = By*+B{"x+e

Considere-se o primeiro contexto como nivel de referéncia e escrevam-se 0s
parametros dos contextos restantes a custa dos primeiros:

Bo = Botaoe i Bi =Bt

By = Bo+ o3 ; "= Bitas

Com os parametros de cada recta escritos desta forma, a hipétese de que as
trés rectas de regressao sejam iguais é a hipétese

g2 = O3 = o = 43 = 0.
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As variaveis associadas aos acréscimos

Fazem-se n observagoes para ajustar o modelo, sendo n; em cada nivel
(i=1,2,3). Como na ANOVA a um factor, use-se a dupla indexacgao para
identificar os niveis de origem: Yj; e Xxj.

Tomem-se as variaveis indicatrizes .#; de pertenca aos niveis.

Definam-se ainda vectores com os valores do preditor x num dado nivel i
(i > 1) e zero noutras posigdes, representados por Xo.# ;.

No exemplo com as n; =3, n, =4 e n3 = 2 observagoes:

[eoNeNe]

. X21
, XoFp=| Xp ;
X23
X23
0
0

N

n

Il
OO0+ a2 a200O0

K

w

I
— 40000 O0COCO
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A equacgao do modelo ANCOVA

Podemos agora escrever a relagéo de base entre o vector Y das n
observactes da variavel resposta, e o preditor X, da seguinte forma:

-

Y = l3’oin+l317(4-050:23"24-050:3«}’34-051:2(7(03’2)+0¢1;3()ﬁ(0«}"3)+E -

No exemplo, e usando a notac&o vectorial/matricial Y = XB +&:

Yio T T

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA)
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A equacgao do modelo ANCOVA

O modelo do slide 344 ajusta, as observactes de cada um dos trés
contextos, uma recta de regressao distinta.

Bo + B1 x1;+ &), sei=1
Yi=q (Botooz)+(Bi+aiz)X)+ey, sei=2 (1)
(Bo+a0.3) + (B1+a13) X3+ €3j, sei=3.

Caso os parametros de acréscimo «;.; sejam todos iguais a zero, a recta de
regressao é a mesma, para os trés contextos.

Com os pressupostos usuais sobre os erros aleatorios, este modelo
ANCOVA é um modelo linear com 3 x 2 = 6 parametros (e variaveis
preditoras X, £, L3, Xof o, XoL3).

Em geral, para k niveis do factor havera 2 k parametros.
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Alguns submodelos interessantes

Y = Boln+BiX+ a2 F2+ s Fa+ (X0 2) + oy (XoI3) + &

@ A hipétese duma Unica recta nos 3 contextos é a hipotese
Qo2 = O3 = 0.2 = 01,3 = 0.

@ A hipo6tese de trés rectas paralelas (i.e., declive igual), mas podendo ter
diferentes ordenadas na origem, € a hipétese a4.0=a.3=0.

@ A hipétese de a primeira e segunda recta terem o mesmo declive, é a
hipétese .0 = 0.

@ A hipétese de a segunda e terceira recta terem o mesmo declive, é a
hipétese Ol1.0 = 044.3, OU seja, 010 — 1.3 =0.

@ A hipotese de trés rectas com igual ordenada na origem, mas talvez
declives diferentes, € a hipétese 0.0 = ap.3 = 0.

Estas hip6teses (ou outras analogas) podem ser testadas através de testes
F e t — Student ja vistos no estudo geral do modelo linear.
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Cruzando factores com varidveis numéricas no @®@
No R, um modelo ANCOVA de regressao de y sobre x, admitindo rectas
diferentes para cada nivel do factor f, € dado pela formula: y ~ xxf.

ANCOVA com os lirios

> modespecie.lm <- lm(Petal.Length ~ Sepal.Length * Species, data=iris)
> summary (modespecie.lm)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.8031 0.5310 1.512 0.133
Sepal.Length 0.1316 0.1058 1.244 0.216
Speciesversicolor -0.6179 0.6837 -0.904 0.368
Speciesvirginica -0.1926 0.6578 -0.293 0.770
Sepal.Length:Speciesversicolor 0.5548 0.1281  4.330 2.78e-05 *x**
Sepal.Length:Speciesvirginica 0.6184 0.1210 5.111 1.00e-06 *x*x*

Residual standard error: 0.2611 on 144 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9789, Adjusted R-squared: 0.9781
F-statistic: 1333 on 5 and 144 DF, p-value: < 2.2e-16

A recta das setosa (nivel de referéncia) tem declive significativamente diferente das
outras espécies.

v
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Um exemplo no @. As 3 rectas.

ANCOVA com os lirios (cont.)

As trés rectas ajustadas pelo modelo ANCOVA:

Para a espécie setosa (referéncia):

PL = 0.8031+0.1316 SL

Para a espécie versicolor:

PL = (0.8031—-0.6179)+(0.1316 +0.5548) SL = 0.1851 + 0.6865 SL

Para a espécie virginica:

PL = (0.8031—-0.1926)+(0.1316+0.6184) SL = 0.6105+0.7501 SL

Sao as mesmas rectas que resultam de ajustar apenas as n; =50
observactes de cada espécie.
J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA)
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As 3 rectas em regressoes lineares separadas

ANCOVA com os lirios (cont.)
As trés rectas ajustadas pelo modelo ANCOVA:

Espécie Setosa: PL=0.8031+0.1316 SL
Espécie Versicolor: PL=0.1851-+0.6865 SL
Espécie Virginica: PL=0.6105+0.7501 SL

As trés rectas em regressoes lineares separadas:

> coef (lm(Petal.Length ~ Sepal.Length , data=iris[1:50,]))
(Intercept) Sepal.Length
0.8030518 0.1316317
> coef (Im(Petal.Length ~ Sepal.Length , data=iris[51:100,]))
(Intercept) Sepal.Length
0.1851155 0.6864698
> coef (lm(Petal.Length ~ Sepal.Length , data=iris[101:150,]))
(Intercept) Sepal.Length
0.6104680 0.7500808

v

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22 350/359



A matriz H por blocos na ANCOVA

Esta igualdade resulta da estrutura especial da matriz de projeccao
ortogonal H, associada ao modelo ANCOVA do slide 344.

Seja H,; a matriz de projeccao ortogonal n; x n; sobre o subespaco
%' (X)) C R™ gerado apenas pelas observagdes do nivel i do factor.

A matriz H do modelo ANCOVA é entdo uma matriz diagonal por blocos (se
as linhas de X estiverem arrumadas por nivel do factor):

Hi 0 ... 0
0 H, ... 0
H=| . . .
0 0 .. H

Os valores ajustados do vector ¥ = HY s6 dependem da matriz H; do
respectivo nivel i.
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Um exemplo no @. Recta tnica?

Uma recta Unica para as trés espécies € admissivel?
> modunico.lm <- lm(Petal.Length ~ Sepal.Length, data=iris)

> anova(modunico.lm, modespecie.lm)

Analysis of Variance Table

Model 1: Petal.Length ~ Sepal.Length

Model 2: Petal.Length ~ Sepal.Length * Species
Res.Df RSS Df Sum of Sq 17 Pr (>F)

1 148 111.459

2 144 9.818 4  101.641 372.7 < 2.2e-16 ***

Rejeita-se a hipotese de uma recta Unica, em favor de rectas
diferentes.
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Outro exemplo no @®. Rectas paralelas?

Mo @, uma regressao de y sobre x com rectas paralelas, mas admitindo
diferentes ordenadas na origem para cada nivel do factor f, &€ dado pela
formula: y ~ x+f

Modelo para rectas paralelas nos lirios

> modparalelas.lm <- lm(Petal.Length ~ Sepal.Length + Species, data=iris)
> summary (modparalelas.lm)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -1.70234 0.23013 -7.397 1.01le-11 **x*
Sepal.Length 0.63211 0.04527 13.962 < 2e-16 ***

Speciesversicolor 2.21014 0.07047 31.362 < 2e-16 *x*x*
Speciesvirginica  3.09000 0.09123 33.870 < 2e-16 *x*x*
Residual standard error: 0.2826 on 146 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9749, Adjusted R-squared: 0.9744
F-statistic: 1890 on 3 and 146 DF, p-value: < 2.2e-16

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22 353/359



Um exemplo no @ as 3 rectas paralelas

Rectas paralelas nos lirios

As trés rectas ajustadas pelo modelo de rectas paralelas:
Para a espécie setosa (referéncia):

PL = —1.70234+0.63211 SL

Para a espécie versicolor:

PL = (—1.70234+2.21014) 4+ 0.63211 SL = 0.50780+ 0.63211 SL

Para a espécie virginica:

PL = (—1.70234 +3.09000) +0.63211 SL = 1.38766 +0.63211 SL
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Um exemplo no @. Rectas paralelas? (cont.)
Mas é admissivel considerar as trés rectas sejam paralelas?

Vamos fazer um teste F parcial, comparando o submodelo de rectas
paralelas e 0 modelo de rectas diferentes.

Teste F parcial para validar rectas paralelas

> anova(modparalelas.lm, modespecie.lm)

Analysis of Variance Table

Model 1: Petal.Length ~ Sepal.Length + Species

Model 2: Petal.Length ~ Sepal.Length * Species
Res.Df RSS Df Sum of Sq 17 Pr (>F)

1 146 11.6571

2 144 9.8179 2 1.8393 13.489 4.272e-06 *xx*

Rejeita-se a hipétese de rectas paralelas.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22

355/359



Um alerta sobre os pressupostos

Os testes anteriormente referidos séo validos caso se verifiquem os
pressupostos ja admitidos nos Modelos Lineares:

® gj ~ #(0,6%), Vij;

@ erros aleatérios independentes.

Trata-se quase dos mesmos pressupostos que seria necessario supor para

ajustar cada recta, de forma separada, usando apenas as n; observagdes de
cada contexto.

Aqui ha pressupostos adicionais: a independéncia e a homogeneidade das
variancias dos erros aleatérios tém de ser validas no conjunto dos 3
contextos comparados.

J. Cadima (DCEB-Matematica/ISA) Modelos Matematicos e Aplicagdes 2021-22 356/359



Uma prevencao
Misturar subpopula¢ées pode criar ilusdes

Eis as nuvens de pontos e os R? de largura sobre comprimento de pétala
(Petal.Width vs. Petal.Length): Unica, ANCOVA e separada, para as
trés espécies de lirios (setosa, versicolor e virginica).
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O R2 dum modelo ANCOVA

E possivel relacionar os Coeficiente de Determinacdo do modelo ANCOVA,
R?, e de k modelos dum Unico nivel, R5. Tem-se:

k
Y. R%SQT; + SQF
i=1

R? =
k
Y SQT; + SQF
=1

I

sendo SQR; e SQT; as SQs das observacoes do nivel i, e SQF a SQ do
Factor na ANOVA de todas as observagées, sobre o factor que determina os
k casos comparados (sem a variavel preditora numérica).

@ se SQF ~ 0 (i.e., o Factor ndo tem efeitos significativos sobre Y), R® é
aproximadamente uma média ponderada dos Fz’ﬁ] (com pesos SQT)).

Neste caso, R? ~ 1 s6 se a generalidade dos Rf ~ 1.

@ para SQF grande (i.e., efeitos significativos do Factor sobre Y), a
separacao das médias de Y em cada grupo predomina na expressao.
SQF >Yyk ,SQT, = R?=~1,independentemente dos Rﬁ].
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Ainda o exemplo do slide 356

Os valores de cada Soma de Quadrados, e dos R?, para cada um dos
modelos referidos no acetato 356, sao:

SQT SQR SQRE QMRE R2
setosa 0.54420 0.05985029 0.4843497 0.01009062 0.1099785
versicolor 1.91620 1.18583401 0.7303660 0.01521596 0.6188467
virginica 3.69620 0.38349444 3.3127056 0.06901470 0.1037537
Ancova 86.56993 82.04251207 4.5274213 0.03144043 0.9477022

Resultados ANOVA a 1 Factor: Petal.Width ~ Species
SQF=80.41333 SQRE=6. 15660

E o valor elevado de SQF que gera um valor elevado do R?2 da ANCOVA.

AVISO: o modelo duma recta Unica nao surge nesta comparagao.
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Generalizando

Como referido, é automatica a extensao a k niveis do factor.

A ideia de fundo usada para comparar rectas de regressao linear em k

contextos diferentes pode ser generalizada para estudar qualquer regresséao
linear multipla em k contextos diferentes.

Para cada preditor, admite-se a possibilidade de haver acréscimos no

respectivo coeficiente (em relagéo ao coeficiente do primeiro contexto),
diferentes em cada um dos restantes contextos.
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