S6 para relembrar )

Resumo

| 2

Reconhecer / verificar que v # 0 & vetor préprio de A
— Mostrar que Av = Av para algum A € R.
A é o valor préprio associado a v.

Reconhecer / verificar que « é valor préprio de A
— Mostrar que det(A — al) = 0.

Determinar os valores préprios de A

—> Determinar as raizes (reais e complexas) de pa(\) = det(A — Al).
A multiplicidade algébrica de cada valor préprio A, m.a.()\),
€ o nimero de vezes que \ aparece repetido como raiz na
factorizagdo do polinémio caracteristico pa(\).

Determinar os vetores proprios de A associados ao valor préprio A
— Determinar os vetores n3o nulos de E(A\) = N(A — \l).
A multiplicidade geométrica de A é m.g.(\) = dim E(\).
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Propriedades dos valores préprios

Proposicao

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Ent3o:

» Para todo o valor préprio A de A tem-se

1< mg.(A) <ma.())

» A matriz A possui n valores préprios (reais e/ou complexos)

contando com repeticdes, ou seja, a soma das multiplicidades
algébricas dos valores préprios distintos de A é igual a ordem da
matriz A.

A soma dos valores préprios de A, contando com repetigdes (m.a.),
é igual ao traco de A, tr(A), que se define como a soma dos
elementos da diagonal principal de A.

O produto dos valores préprios de A, contando com repeticoes
(m.a.), é igual ao det A.

A =0 é valor préprio de A se e s6 se A é n3do invertivel.
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Propriedades dos valores préprios - exemplo 1

Consideremos a matriz D do exercicio 29.3 e a respectiva informacao espectral,

1 1 0 A | ma.(\) | mg.(\) | base de E()\)
D=|0 2 2 1 2 1 {(1,0,0)}
02 5 6 1 1 {(1,5,10)}

(ver as solugdes da sebenta de exercicios). Constata-se que D possui 2 valores
préprios distintos \;1 = 1 e A\, = 6, tais que:

>

>
>

1=mg(l)<m.a.(l)=2
1=m.g.(6) < ma.(6) =1

m.a.(1) + m.a.(6) =2+ 1 =3 = n (ordem da matriz D).

A soma dos valores préprios de D contando com repeticdes (m.a.),
1+ 146 =8, coincide com o traco de D, tr(D) =1+2+5 = 8 (soma
das entradas da diagonal principal, a vermelho na matriz).

O produto dos valores préprios de D, contando com repetigdes (m.a.),
1 x 1 x 6 coincide com det(D) = 6 (verifique).

Como A\ = 0 nado é valor préprio a matriz D é invertivel.
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Exemplo 2

2 2 6
Consideremos a matriz A= [0 4 6]|. Tem-se:
1 8 1
> v =(1,1,1) é vetor préprio de A associado ao valor préprio A = 10. De facto,
2 2 6| |1 10 1
Av=10 4 6| (1| = (10 =10 |1| = 10v.
1 8 1] (1 10 1
0 2 6
» X\ =2 é valor préprio de A. De facto, det(A—2/)=| 0 2 6 | =0,
1 8 -1

uma vez que A — 2/ que possui a primeira e segunda linhas multiplas entre si.
Logo A possui os valores préprios A1 = 10 e Ap = 2. Uma vez que A é uma
matriz de ordem 3, A possui um terceiro valor préprio A3 (que pode ser
repetido). Como a soma dos valores préprios de A é igual ao trago de A, ou
seja, é igual a soma dos elementos da diagonal principal de A, tem-se

At A+A3=2+44+1=7,

e portanto A3 =7 — A1 — Ay =7 — (10 +2) = —5.
Logo A admite valores préprios distintos A\; = 10, Ap =2 e A3 = —5. Como A
tem ordem 3, ndo podem existir mais valores préprios. Logo os 3 valores préprios
tém multiplicidade algébrica um, uma vez que n3do ha valores préprios repetidos.
Logo m.g.(10) = m.g.(2) = m.g.(—5) = 1 uma vez que 1 < m.g. < m.a.
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Exemplo 2 (cont.)

» Vamos reobter os valores préprios de A calculando as raizes do polinémio
caracteristico pa(A\) = det(A — Al).

» Aplicando a regra de Laplace ao longo da 1* coluna da matriz A — A/
obtém-se,

2—-A 2 6
0 4— X 6
1 8 1—-A

= 2=-XNCDM((4 =M1 - X)) —48) +0+1(-1)*TT(12 - 6(4 — N))
= (2-XN)(A\2—5X—44)—124+6X=(2—\)(A\°> — 5\ —44) —6(2 — \)
(2 = A)(A%2 =51 —50) = (2 — A)(A — 10)(A + 5).

pa(A) = det(A-Al)=

» Na relagio \> — 5\ — 50 = (A — 10)(\ +5) da dltima igualdade usou-se a
férmula resolvente para determinar as raizes de A> — 5\ — 50(*").

» Conclui-se novamente que A admite 3 valores préprios distintos, \; = 10,
Ao =2 e A3 = —b, todos com multiplicidade algébrica um, porque na
factorizagdo de pa(\) ndo ha raizes repetidas.

175 p(x) = ax? + bx + c admite raizes a e 3 entdo pode factorizar-se como

p(x) = a(x — a)(x = B).
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Valores préprios e independéncia linear

Sejam v; e v, vetores préprios colineares de A associados a valores préprios A1
e A2, isto é vo = av; com a # 0, tais que Av; = A\1vi e Ava = Awva. Ora,
podemos obter Av, de duas formas distintas:

Av, =Xovo e Aw = A(avi) = aAvi = alivi = Ai(avi) = Aive.

Logo A2v> = A1vz, ou seja, (A2 — A1)ve = 0. Como v # 0, tem-se Ao = ;.

Logo se dois 2 vetores proprios estao associados a valores préprios distintos
entao n3o podem ser colineares e portanto definem um conjunto linearmente
independente. Mais geralmente tem-se o seguinte resultado.

Teorema

Sejam A matriz de ordem n e A1,..., Ax k valores préprios distintos de A.
Tem-se:

» Um conjunto {vi,..., v} formado por k vetores préprios de A associados
aos k valores préprios distintos A1, ..., Ak (Avi = Aivi, i=1,...,k), é
linearmente independente.

» Mais geralmente, um conjunto obtido reunindo bases dos k subespacos
préprios E(A1), ..., E(A«) define um conjunto linearmente independente
de R", que contém m.g.(A1) + - - - + m.g(\«) vetores préprios de A.
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Bases préprias de R"” associadas a uma matriz

Como consequéncia do teorema do slide anterior tem-se o seguinte.

Critérios para a existéncia de bases préprias de R”

Sejam A matriz de ordem n e A1, ..., Ak os valores préprios distintos de A.

» Se k = n, isto é, se A admite n valores préprios distintos, entdo qualquer
conjunto formado por n vetores préprios de A associados aos n valores
distintos de A define uma base de R" formada por vetores préprios de A.

» Se k < n entdo existe uma base de R"” formada por vetores préprios de A,
(obtida reunindo bases dos subesp. préprios E(A1),..., E(Ak)) se e sé se

dimE(Ai) + - +dimE(A) = m.g.(M1) + -+ m.g.(A) = n.

Critério alternativo para a existéncia de bases proprias de R”"

Como m.a.(A1) + -+ + m.a.(A«) = n e m.g.(Ai) < m.a.()\;) para todo o /, a
condigdo anterior m.g.(A1) + - -+ + m.g.(\«) = n é equivalente a condig3o,

m.g.(A\i) = m.a.(\i), i=1,... k.
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Bases préprias de R"” associadas a uma matriz - exemplos

» Consideremos novamente a matriz do slide 170 e a respectiva informacao
espectral (ver o slide 174),

1 1 0 A | ma.(N) | mg.(N) base de E())
A=|0 2 0 1 2 2 {(1,0,0),(0,0, 1)}
01 1 2 1 1 A,L,1)]

Os valores préprios distintos de A, s3o portanto \; = 1 e A\» = 2, tendo-se
m.g.(1) = m.a.(1) =2 e m.g.(2) = m.a.(2) = 1. Logo existe uma base de R3
formada por vetores préprios de A, que é obtida reunindo bases dos subespacos
préprios E(1) e E(2), como por exemplo, a base prépria

{(1,0,0),(0,0,1),(1,1,1)}.

2 2 6
» Como a matrizA= [0 4 6| do slide 181 é uma matriz de ordem 3 que
1 8 1
admite 3 valores préprios distintos (A1 = —5, A2 =5 e A3 = 10), obtém-se uma

base de R3 formada por 3 vetores préprios de A considerando 3 vetores préprios
associados a estes 3 valores préprios. Deixa-se como exercicio indicar tal base.

1 1 O
» A matrizD= |0 2 2| do exercicio 29.3 possui 2 valores préprios distintos,
0 2 5

A1 =1e X =6, tendo-se m.g.(1) =1 < m.a.(1) = 2 como vimos slide 180.
Como m.g.(1) # m.a.(1), ndo existe uma base de R3 formada por vetores
préprios de D. Note-se que neste caso m.g.(1) + m.g(6) =1+1=2<3=n.
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