Bases proprias e diagonalizacao de matrizes

» Seja A uma matriz quadrada de ordem n.

» Dadas matrizes P =[v; --- v, ] invertivel e D = diag(\1, ..., \p)
diagonal, tem-se
AP = Alwv vo» -+ v,]|=[Avi Ava --- Av,],
PD = [V1 Vo - Vn] . . i . :[)\1V1 )\2V2 )\,,v,,].

0 0 --- \,

» Logo AP = PD se s se Av; = A\jv;, i =1,...,n, isto é, se e sO se
{v1,..., vy} for uma base de R"” formada por vetores préprios de A
associados aos valores préprios A1, ..., Ap.

» Multiplicando ambos os membros 3 esquerda por P~!, obtém-se
AP=PD < P 'AP=P'PD & P 'AP=D,

dizendo-se entao que A é diagonalizavel, como veremos a seguir. . .
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Diagonalizacao de matrizes

Definicio de matriz diagonalizavel

Uma matriz A de ordem n diz-se diagonalizavel se existir uma matriz invertivel
P e uma matriz diagonal D tal que P~*AP = D.

A matriz P designa-se por matriz de diagonalizagao para A.

Pelas consideracdes do slide anterior tem-se o seguinte.

Teorema
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Tem-se:

1. A é diagonalizdvel se e sé se existe uma base de R" formada por vetores
préprios de A.

2. Se{wv,...,va} é uma base de R" formada por vetores préprios de A
entdo a matriz desta base prépria P =[vi --- v,] é uma matriz de
diagonalizacdo para A tendo-se,

P~'AP = D = diag(\1, ..., \n),

onde A1, ..., \, sdo os valores préprios (possivelmente repetidos)
associados aos vetores préprios vi, ..., V,, respectivamente.
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Exemplo do slide 170 revisitado

» Consideremos a matriz A = do slide 170 cujos valores

O O =
=N
= O O

préprios distintos sdo A =1e A =2 com m.a.(1) =2 e m.a.(2) = 1.

» Vimos no slide 185 que {u1, o, uz} = {(1,0,0,),(0,0,1),(1,1,1)} é
uma base de R3 formada por vetores préprios de A, obtida reunindo
a base {(1,0,0),(0,0,1)} de E(1) com a base {(1,1,1)} de E(2).

1 01
» Ent3o a matriz desta base prépria, P=[u; wu, uz]= |0 0 1
0 1 1
é uma matriz de diagonalizacao para A.

» De facto, calculando a inversa de P tem-se (verifique)
1 -1 0 1 1 0|1 0 1 1 00
PlAP=10 -1 1 0 2 0|0 O 1|=1(0 1 O
0 10 0 1 1](0 1 1 0 0 2
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Exemplo do slide 180 revisitado

0

1 1
» Consideremos novamente a matriz D = |0 2 2| do slide 180
0 2 5

cujos valores préprios distintos sao A =1 e A = 6, tendo-se
m.a.(l)=2>m.g.(1)=1e m.a.(6) = m.g.(6) = 1.

» Como m.g.(1) # m.a.(1) n3o existe uma base de R3 formada por
vetores préprios de D e portanto D nao é diagonalizavel.

» Note-se que a cardinalidade (nimero de vetores) maxima de um
conjunto linearmente independente formado por vetores préprios de
Démg.(l)+mg.(6) =2<3=dmR3.

189 /193



Reconstrucao de matrizes diagonalizaveis

Observacoes

» A partir da informag3o sobre os valores e vetores préprios (informagdo
espectral) de uma matriz diagonalizdvel podemos reconstruir essa matriz.

» Mais precisamente, se P=[v; --- v, ] é a matriz de uma base de R"
formada por vetores préprios de uma matriz diagonalizavel A e
D = diag(\1, ..., \n) é a matriz diagonal que contém os correspondentes
valores préprios (Av; = A\jvj, i =1,...,n), entdo

P'AP=D & P(P'AP)P ' =PDP !
& (PPHAPP ') =PDP!
& A=PDP!
» Logo a matriz diagonalizavel A pode ser reobtida a partir das matrizes P,

formada por vetores préprios de A, e D matriz diagonal que contém os
respectivos valores préprios, isto é, a partir da informacao espectral de A.

» Notemos que se trocarmos a ordem dos vetores proprios na matriz de
diagonalizagcdo P temos que trocar a ordem dos correspondentes valores
proprios na matriz diagonal D.
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Reconstrucao de matrizes diagonalizaveis

Exercicio na aula

Determinar a matriz A a partir da informacao espectral dada na seguinte tabela

A | ma.(\) | mg.(N) base de E(A
3 2 2 1(0,1,0), (1,1, -1)}
2 1 1 {(1,-1,0)}

Resolucao:
> A é diagonalizdvel pois m.g(—3) = m.a.(—3) e m.g(2) = m.a.(2).
> Reunindo as bases dos subespac¢os préprios de E(—3) e E(2) dadas na tabela,
obtém-se a base de R3 formada por vetores préprios de A,

{v1i,w,v3s} ={(0,1,0), (1,1,-1), (1,—-1,0) },
N  N——

-~

base de E(—3) base de E(2)
associados aos valores préprios A1 = —3, Ao = —3 e A3 = 2, respectivamente.

» Definindo P = [vl Vo V3] e D = diag(A1, A2, A3) e calculando P~1 obtém-se
por fim matriz A = PDP~1, isto é,

0 1 1 -3 0 O 1 1 2 2 0 5
A= |1 1 -1 0 -3 0 0o 0 -1 = -5 -3 -5 .
0 -1 0 0 0 2 1 0 1 0 0 -3
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Aplicacao: calculo de poténcias de matrizes diagonalizaveis

> Seja A uma matriz diagonalizavel de ordem n e P matriz de diagonalizagdo para
A, tal que
P~1AP = D = diag(\1, ..., An).

A partir da relacdo anterior obtém-se A = PDP~1 (ver o slide 190) e portanto

At = (PDP~YYt = (PDP~Y)(PDP~Y)(PDP~1)...(PDP™1)
evzzes
= PD(P'P)D(P'P)D..-D(P71P)DP~!
—— N — N——
In In In
= PD'PL.

» Atendendo a que a poténcia de matrizes diagonais vem dada simplesmente por,
D* = (diag(X1, ..., )" = diag(Af, ..., \Y),

obtém-se finalmente
AL = Pdiag(\f,..., A5 P71
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Poténcias de matrizes diagonalizaveis - exercicio

Exercicio na aula

Determinar uma matriz de diagonalizagcao P para
A 11 6
| —18 -10
e aplicar os calculos descritos no slide anterior para calcular A,
Resolucao: Calculando os valores préprios de A e os respectivos subespagos préprios
-2 -1

3 2
D = diag(2, —1) (verifique). A matriz inversa de P é (ver a mneménica do slide 144),

p1_ 1 2 1] [ -2 -1
443 -3 -2 | 3 2 |

Tem-se entdo D0 = (diag(2, —1))'° = diag(21°, (—1)1°) = diag(1024,1), e portanto

obtém-se a matriz de diagonalizacdo P = ] associada a matriz diagonal

10 pn0p—1 -2 -1 1024 0 -2 -1
ao—eoort =[5 S [ ][5
_ 4093 2046
- —6138 —3068 |-
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