Interpretacao geométrica de sistemas lineares - exercicio

Exercicio na aula

Considere o sistema linear com parametros c, d € R,

x+2y+3z = 6
2x+4y+cz = d

Discuta e interprete geometricamente o sistema anterior para todos os valores
dos parametros ¢, d € R.

Resolucao: comecemos por recordar que cada equacao linear do tipo
ax + by +cz=d,

onde a, b,c,d € R com a, b, c nao todos nulos define um plano no espaco (R3)
com vetor normal (a, b, c).

(a, b, )

ax + by +cz=4d

Logo o sistema anterior representa a intersec¢cdo de 2 planos no espaco.
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Resolugdo do exerecicio (cont.)

Aplicando a fase descendente do método de eliminacdo de Gauss a matriz
ampliada [A|b] do sistema linear do slide 51 obtém-se:

1 2 36| -2 1 2 3 6
[A“’}:{z 4 c d} nd {o 0 c—6‘d—12}:[A/|b,]'

Discussao e interpretacao geométrica do sistema:

» Para ¢ # 6 e d arbitrario o sistema é Pl com 1 varidvel livre (y). Neste
caso os vetores normais aos planos nao sdo miultiplos entre si e o sistema
representa 2 planos concorrentes numa reta. Logo CS = reta.

A

» Se d = 12 o sistema é Pl com 2 varidveis livres (y e z). Neste
caso as duas equacoes sao equivalentes e o sistema representa
2 planos coincidentes. Logo CS = plano.

= =

» Se d # 12 o sistema é IMP. Neste caso o sistema representa 2
planos paralelos, n3o coincidentes. Logo CS = 0.

e
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» Para ¢ = 6 temos 2 casos:



Interpretacao geométrica de sistemas de equacoes lineares

Em geral, tem-se o seguinte:

» Um sistema linear a m equacdes e n varidveis representa a
interseccao de:

> m retas em R? (plano), se n = 2,
» m planos em R3 (espaco), se n = 3,
» m hiperplanos em R", se n > 4.

» O nimero de varidveis livres de um sistema linear (possivel)
determina o tipo de CS que esse sistema possui. Por exemplo:

» Se o niimero de variaveis livres for zero, o CS é um ponto
» Se o niimero de variaveis livres for um, o CS é uma reta
» Se o nimero de variaveis livres for dois, o CS é um plano

» lremos principalmente interpretar sistemas lineares com 2 e 3
varidveis, ou seja, cujos CS estao contidos no plano e no espaco.
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Geometria dos sistemas lineares a 3 equacdes e 3 incégnitas

» Geometricamente existem os 8 casos distintos representados
na seguinte figura:

+ £ = =

CS = pt CS:‘reta CS=plano
0 var. livres (PD) 1 var. livre (PI) 2 var. livres (PI)
L 1 T 1 ]
CS=o
(IMP)

TPC (Desafio)

Dar exemplos de sistemas com 3 equacoes e 3 varidveis para cada um dos
8 casos anteriores
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Inversa de uma matriz

Definicao de inversa

Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se invertivel ou ndo singular se
existir uma matriz quadrada B da mesma ordem tal que

AB=1, e BA=I,

onde /, denota a matriz identidade de ordem n. Caso contrdrio, A diz-se
singular. A matriz B, quando existe, designa-se por inversa de A

2
3 2

2 -1
-3 2

3]l
=] [5l]=[s 1)
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Unicidade da inversa

Proposicao

Por exemplo, A = { } é invertivel com inversa B =

De facto, tem-se

e |

Ba = |51

_ o = O
1

A inversa de uma matriz A, quando existe, é tinica e denota-se por A~ '.

Demonstracao

Consideremos inversas arbitrarias B e C de A. Queremos mostrar que
tém que ser a mesma. Como B é inversa de A tem-se, em particular,

BA = I.
Multiplicando ambos os membros desta igualdade a direita por C tem-se
BAC = C,

donde resulta imediatamente B = C uma vez que AC =1/. [
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Ainda sobre a inversa. ..

Observacao

Se A e B s3o matrizes quadradas de ordem n pode-se mostrar que
AB=1, & BA=I,

Portanto para provar que A é invertivel com inversa B basta mostar uma das
relacoes,
AB =1, ou BA=I,

concluindo-se nessa altura que A e B s3o inversas uma da outra.

Exercicios na aula

> Mostre que se B é a inversa de A% ent3o AB é inversa de A

» Determine, caso exista, a inversa da matriz diag(2, 3).

TPC

Mostre que se A,x, verifica A> —3A — [, = 0 entdo A & invertivel e indique a
respetiva inversa.
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Propriedades da inversa

Proposicao
Sejam A, B matrizes invertiveis da mesma ordem. Ent3o:
1. A7! éinvertivel e tem-se (A~ ') ' =A.
2. M\A é invertivel para todo o A\ # 0 e tem-se (MA) ' = A 1AL

3. AB é invertivel e tem-se (AB)_1 =B 'A™! ou seja, a inversa do produto
é o produto das inversas, pela ordem inversa(?).

4. A¥ & invertivel para todo o k € N e tem-se (A*) ' = (A~ 1)~

5. AT é invertivel e tem-se (A") "' = (A1),

Poténcias negativas de matrizes invertiveis

Se A é uma matriz invertivel, define-se

A =AY, keN

$Mais geralmente, se Aj, A, ..., Ax sdo invertiveis da mesma ordem, entdo
A1Az - - A é também invertivel e tem-se (A1Az---Ay) ! :Ak_:L . -A2_1A1_1.
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