Espaco gerado/espaco das colunas é o subespago maximal

Exercicio na aula

Aplicando o algoritmo do slide 101 calcule
(vi,w,v3,va) = ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)).
Resolucao
Seja A= [v1 v2 v3 v4]. Tem-se
(vi,va,v3,va) = C(A) = {b = (b1, bp, b3) : Ax = b é possivel}.

Aplicando a fase descendente do método de eliminacdo de Gauss a [A|b] obtém-se,

110 1|b ], ,[1 101 by
[Abl=|1 0 1 1|b [2="0 -1 1 1|b—bh
0 1 1 1|bs 0 1 1 1 bs
L3+L2'1 1 0 1 by
— 0O -1 1 1 by — by = [A/|bl].
_0 0 2 1| b3+ by—0b1

Como a matriz em escada A’ n3o tem linhas nulas (1° caso do algoritmo do slide
101), n3o h3 restri¢des a impor ao vetor b = (by, by, b3) para o sistema ser possivel.

Logo (v1, v, v3, v4) = C(A) = R3, isto &, vi, v3, v3, v4 geram o subespago maximal.
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Espaco gerado/espaco das colunas é definido por equacdes

Exercicio na aula

Considere o subespago ((2,2,3)) ={b: b= (2,2,3) com a € R}, que
define a reta de R® que passa na origem e tem vetor diretor v = (2,2, 3).
Aplicando o algoritmo do slide 101 mostre que esta reta corresponde a
interseccao dos planos abaixo:

X3

((2,2,3))

— X1 + X2 =0

——=X1 +x3 = 0

X2

X2 = X1
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Resolucao do exercicio

Denotando por A a matriz com a dnica coluna v =(2,2,3), A=[v], tem-se

((2,2,3)) =C(A) = {b=(b1,b2,b3) : Ax = b é possivel}
= {b= (b1, ba, b3) : [A|b] é possivel}.

» Aplicando a fase descendente a matriz [ A|b] vem,

2| b Ll;z_— ;Lil 2 by

[Alb] = | 2| b2 —3 0| bh—b | =[Ab].
3| bs 0| bs—3hb

» Tem-se que o sistema Ax = b é possivel se e s6 se as componentes do
vetor b’ associadas as linhas nulas da matriz em escada A’ forem nulas,
isto é, by = by — by =0 e b = bz — %bl = 0 (2° caso do algoritmo do
slide 101). Logo,

3
2
que corrresponde a intersecao dos planos xo — x; =0 e x3 — %xl = 0 como se
pretendia mostrar.

<(2,2,3)> = C(A) = {(bl, b2, b3) : b2 — b1 = 0, b3 — b1 = 0},
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Independéncia linear

Definicdo de independéncia linear

Sejam vi,...,v, € R".
» {wvi,..., s} diz-se linearmente independente (l.i.) se
Vai,...,a, € R: a1v1+---+a,,v,,:6:>a1:---:a,,:0,

isto é, se a combinacdo linear com todos os coeficientes nulos,

Ovi + Ovo + - -- + Ov, = 0,

for a tinica forma de escrever o vetor nulo como CL de vi, ..., v,.

» Caso contrério {v1,..., vy} diz-se linearmente dependente (l.d.).
Por outras palavras, {v1,...,v,} é linearmente dependente se existem
coeficientes nao todos nulos ai,...,a, € R tais que,

aivi +aovo 4 - - 4+ apvy = 0.
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(In)dependéncia linear - exemplos

> {(1,3,—-1)} é l.i. pois «(1,3,-1) =(0,0,0) = a=0.
> {6} é1.d. poisa0=0+4a=0 (por exemplo, 20 = 6)

> {(1,3,-1),(2,6,—2)} é l.d. uma vez que conseguimos obter o vetor nulo
como CL dos vetores (1,3, —1) e (2,6, —2), com coeficientes ndo todos
nulos como,
~2(1,3,-1) +1(2,6,—2) = (0,0,0).

Neste caso os vetores sdao multiplos entre si, isto é, sao colineares.
> {(1,3,—-1),(0,1,5)} é Li. pois

1 0 0 o =0 =0
| 3|+aw|1|l=]0|a{ 3ac+a=0 @{alj
-1 5 0 —a1+a> =0 2=

Neste caso os vetores nao sao miultiplos entre si, isto é, s3o nao colineares.
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Caso dos conjuntos de cardinalidade < 2

Independéncia linear de conjuntos com um e com dois vetores

> {V} é linearmente independente < v # 0.

» {vi, v} é linearmente independente < v; e v, sdo ndo colineares,

Vi Vi

(=N
(=)

V2
V2

{V1,V2} 1.d. {V1,V2} 1.i.

Decidir sobre a independéncia linear de conjuntos com mais que dois
vetores ndo €, em geral, imediato. Por essa razdo vamos comecar por dar
uma caracterizacao alternativa de conjunto linearmente independente.
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Caracterizagao alternativa de (in)dependéncia linear

Teorema

Consideremos vi,...,v, ER" eselam A=[vi v» --- v,] e A’ matriz em
escada obtida a partir de A aplicando operagdes elementares. Tem-se que:

» {v1,...,Vn} é linearmente independente sse Ax = 0 for determinado,
isto é, todas as colunas de A’ tiverem pivot (< car(A) = n).
» {vi,...,v,} é linearmente dependente sse Ax = 0 for indeterminado,

isto €, existirem as colunas sem pivot em A’ (& car(A) < n).

Neste caso tem-se A'(A) # {0} e cada solucdo (a,...,a,) € N(A)

origina a uma CL distinta,

oivi + -+ apv, =0.

O teorema decorre imediatamente dos resultados do slide 97 com b = 6 que
mostram que ai,...,a, € R verificam

avi + -+ anva =0,
se e s6 se (a1,...,a,) é solucdo de Ax = 0, isto é, (a1,...,an) € N(A).
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(In)dependéncia linear via método de Gauss

A caracterizacdo anterior permite usar o método de eliminacdo de Gauss para
decidir a independéncia linear de conjuntos com n vetores em que n arbitrario.

Exercicio na aula

Considere os vetores vi = (1,,1), v» = (0,1,—-1) e v3 = (0, 3,3), com a € R.

Decida sobre a independéncia linear de {v1, vo, v3} em fungdo de a.

Resolucao

Consideremos a matriz A = [v; v2 v3]. Aplicando a fase descendente do método de

eliminagdo de Gauss a matriz A vem,

Ly — aly

1 0 « 1 0 «
L3 — Lo 2
A=| «a 1 — 0 1 3—«a
1 -1 3 |0 -1 3-a
— 1 0 a
152 10 1 3-a? =A.
| 0 0 6—a-— a?
Tem-se {v1, v2,v3} Li. < Ax = 0 determinado < todas as colunas de A’ té
Sb6-—a—a’#0& a# 1EVIZ4(1)6 ‘W (férmula resolvente) < o # —3, 2.
Daqui resulta ainda que {vi, 2, w3} I.d. & o= —3 ou o = 2.
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Cardinalidade maxima de um conjunto L.i.

Da relagdo car(Amxn) < min{m, n} e da caracteriza¢do de
independéncia linear de um conjunto {v,...,v,} dada no slide
108,

{vi,...,vn} Li. & car(A) =n,

onde A =[v; vo---v,], deduz-se o seguinte resultado.
Proposicao

Um conjunto linearmente independente de vetores de R possui no
maximo m vetores

» Por exemplo, o conjunto {vi, v2, v3, v4, v5}, em que
v=(1,2,1,1), vo = (0,1, —1,1), v3 = (1,3,1,4),
va = (0,0,1,1) e v = (0,0,0, 1), é linearmente dependente
pois é formado por 5 de vetores de R*.
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Dependéncia linear e combinacoes lineares

Vimos que um conjunto formado por 2 vetores era |.d. se e s6 se um dos vetores
era multiplo do outro. Vejamos o que se passa com conjuntos com 3 vetores.

Consideremos u, v, w € R".

» Sew é CLdeuev,istoé, w=au+ v coma,f €R, entdo {u,v,w}
é |.d. pois podemos escrever o vetor nulo como CL de u, v, w com
coeficientes nao todos nulos. De facto,

au+ﬁv—1W:6.

> Reciprocamente se {u, v, w} é I.d. entdo por definigdo existem «, 3,7,
nao todos nulos tais que

au+ Bv +yw = 0.

Se o # 0 podemos escrever u = —gv — 2w e portanto u é CL de v e w.

Analogamente se mostra que se /3 # 0 [y # 0] entdo v [w] é CL dos
restantes 2 vetores (que fica como exercicio para os alunos).
Logo {u,v,w} é I.d. se e s se um dos vetores é CL dos restantes 2 vetores.

Aplicando o mesmo tipo de ideias a conjuntos com um ndmero arbitrario de
vetores obtemos a caracterizacdo de dependéncia linear do préximo slide.

Algebra Linear 2024/25 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 111



Nocao mais intuitiva do conceito de dependéncia linear

Teorema (Caracterizagdo da dependéncia linear em termos de CL)
Um conjunto com dois ou mais vetores é linearmente dependente se e sé se pelo menos

um dos vetores do conjunto for combinagao linear dos restantes vetores do conjunto.

Consequéncias

> Um conjunto de vetores que contenha o vetor nulo é I.d.

> Um conjunto de vetores que contenha um conjunto |.d. de vetores é |.d.
Em particular, se o conjunto contiver vetores colineares é |.d.

P> Reciprocamente, um conjunto de vetores n3o vazio que esteja contido um
conjunto linearmente independente ainda é linearmente independente.

Exemplos

> {Vl, Vo, V3} = {(1,2,3,4), (1, 1,1, 1),(2,3,4, 5)} é l.d. pois v3 = vi + wo.
Logo {v1, v, v3, 4} é l.d. para todo o v4 € R*, pois vz = vi + vo + Ovj.

> {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)} & Li. (verifique).
Logo {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0)} é também L.i.

TPC: verifique que no 1° caso (1,1,—1,0) € N(A) com A = [vi v» v3 v4]. Porqué?
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