Capitulo 1

Calculo matricial e sistemas de
equacoes lineares

EXERcCICIOS 1.

1. Considere as matrizes

0 -2
3 -1 0 5 4 1 1 2
, B= ,C=| 1 -1 |eD=
2 7 1 2 -3 4 3 4

-3 —4

A=

Simplifique e calcule, sempre que possivel, as seguintes expressoes.

a) (5A—A)—(B—2B) b) 2A—B)'—-C o 2AT=C)+B)T
d) (BT-C)T+2BT e) D+D" f) D—DT.
17 0 1 L 4 1110 2 5
a) ,b)| =7 18 [,c¢)| 0 13 |, d)Naodefinido, e) ,
10 25 0 s 10 6 5 8

0 -1
o]

2. Identifique, se existirem, escalares a e § tais que
1 0 6 2 0 1
a +0 = .
—2 4 4 0 8 —12

EXERcCICIO 2. Considere as matrizes

a=-3,B=3

2 0 1 1 10
1 -1 2 1 -1
A= ,B=] -4 0 3 |,C= ,u=| 2 |ev=| 100
0 3 1 1 -1
1 -2 3 1000



Calcule, sempre que possivel, AB, BA, BAT, CC, BI e IB onde I denota a
matriz identidade de ordem conveniente, ' u, uu', Bu, Bv, Blu v], B(u+
v)e B3.

4
Ap=| 8 % 72 , BAnaodefinida, BAT=| 2 3 ,Ccz[o 0],
-1 -2 9 00
3 —6
1 2 3 1020
BI=IB=B, u'u=14, uu™=|2 4 6|, Bu= 5|, Bv=| 2960 |,
3 6 9 -3 —190
5 1020 1025 20 —4 -1
Blu v]= 5 2960 |, Blu+v)=| 2965 |eB3=| 10 8 -—23
-3 —190 —193 15 10 10

EXERCICIOS 3. Resolva cada um dos seguintes sistemas de equacdes lineares
usando o método de eliminacdo de Gauss.
X+ 2.)C2 + 3.7C3 = 6
1. le+5.7C2+ X3 = 9
X+ 4XZ — 6)C3 = 1
CS={(-1,2,1)} (PD)
xX+2y+3z= 0
2. x+ y+ z= 10
X +2z= 0

X1+2x+ x3+ x4= 4
3. 2x1+4x2— X3+2.X'4: 11
X+ XZ+2JC3+3X4: 1

CS= {(xl, Xy, X3,X4) X = I—SX4,XZ =2+2.X4, X3 :_1,x4 GR} (PD

X1+2)C2+3X3+ Xg— X5 = 2
4, X3+ X4+ X5 = —1
—x1—2x2— X3 +2.7C4+ X5 = 0

CS= {(xl, Xo, X3, Xy, x5) XN = ].3—2.)C2+8.7C5, X3 =—5—3x5, Xq = 4+2.7C5, X2, X5 ER}
(PI)

X1+ X+ X3+ X4

2xX1+ Xp— X3+2x4 = 9
X1 +2,XZ + X3— Xg4 = —6 '
X1+ X —ZX3 + X4 = 7

CS={(1,-1,-2,3)} (PD)
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

EXERCICIOS 4.

1 1 2 1
1. ConsidereA=| 0 -1 -2 [eb=| 2
2 =2 3 3

Resolva a equacao matricial Ax =3x + b, com x € RS,

Determine os valores de ¢ para os quais (—1,0,2,1) é solucdo do sistema

-1 1 1 -3
2. Considere a matriz A = a 0 a —«a
01 a —4
Ax = 6.
3.

Seja Ax = b um sistema que admite solucdes nao nulas u e v. Para que

valores de b o vetor u + v ainda é solucdo de Ax = b? Justifique.

a) CS={(3,~- )} bya=2 ¢ b=0
EXERCICIOS 5.

1. Para que valores de b o sistema
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2x1+3x, = 4
4x1 + 6.?C2 = b
é impossivel?
b#8
. Indique uma equacdo a juntar a
le + Xy — X3
X1 — Xo + 3X3 = 2

de forma a obter um sistema impossivel.

Por exemplo, 3x; +2x3 =5 (como exercicio adicional interprete geometrica-
mente o sistema impossivel que se obtém com esta solucdo no contexto dos 8
casos do esquema da pédgina 28 do Texto de Apoio e indique uma solucdo alter-
nativa para este exercicio que corresponda geometricamente a um caso distinto

. Classifique e interprete geometricamente o sistema de equagdes lineares
correspondente a cada uma das seguintes matrizes ampliadas.

a)

N s W o~
—
w © NN



b)

c)

(1 1 3
2 —1 4
0 -1 1
(11 -1
32 1
|5 3 3

0

a) IMP - representa 4 retas ndo concorrentes num ponto b) PD - repre-
senta 3 planos que se intersectam num tinico ponto (1° caso do esquema
da pégina 28 do Texto de Apoio), c) PI - representa 3 planos nao paralelos
nem coincidentes que sdo concorrentes numa reta (2° caso do esquema
da pagina 28 do Texto de Apoio)

Verifique adicionalmente que o ponto de interseccdo referido em b) tem
coordenadas (§,—1,2) e que a reta de interseccao referida em c) passa na
origem e tem vetor diretor (—3,4, 1).

EXERCICIOS 6.

1. Discuta cada um dos seguintes sistemas lineares para todos os valores
dos parametros.

a)

b)

c)

d)

X - z =1
y+ az =0, a€R
—x+y+2az =1
x1+ Xo— X3 =1
2x,+2x3 =y , Y€R.
X1 +yx+rx; =1
ax +2z =2
x+2y =1, abeR
x—2y+bz =3
2x +4y+bz =2
x+(d+2 =1
(d+2)y . b,c,deR.

b +2y+bz =1
X +2y =c

a)Sea#1éPD.Sea=1éIMP, b)PDVy, c)Seab#4éPD.Seab=4com
a#1éIMP.Sea=1e b=4¢PI (com variavel livre x3), d) Se c #1 éIMP VY b, d.
Sec=1eb,d#0éPD.Sec=1e bd =0 ¢éPI (com varidveis livres x, e x; se
b =d =0, com variavel livre x; se b =0 e d # 0 e com varidvel livre x, se b #0 e
d=0)
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

2. Discuta os sistemas Ax = b para a, § €R, com

1 1 —a 1
@ A=|[2 1 1 |eb= B
a 0 2 pB—a

(Exercicio do 1° teste de 12 de novembro de 2022)

11 1 B
(b)) A=]1 «a 2 eb=| 2a
1 1 a+2 0

a)Sea#—2,1osistemaéPDVB eR. Sea=—2o0sistemaéPIVBeR. Sea=1
eff=0o0sistemaéPl.Sea=1e ff #0 o0 sistema é IMP. b) Se @ #—1,1éPD. Se
a=—1¢éIMP.Sea=1éPI

b) Sea#—1,10sistemaéPD VS eR. Sea=—1¢e ff =0o0sistemaé Pl.Se ¢ =—1
ef #0o0sistemaéIMP.Sea=1e 3 =40sistemaéPl. Sea=1e 3 #4 o sistema
é IMP.

EXERcCICIO 7. Considere os sistemas lineares com matrizes ampliadas

1 0 —1|h
01 al|b |,coma,by,b,b3eR.
-1 1 2a|b

a) Para que valores de a os sistemas sdo possiveis, independentemente dos
valores dos parametros by, by, b3?

b) Para que valores de by, by, b3 0s sistemas sdo possiveis, independente-
mente do valor do pardmetro a?

c) Atribuaa a, by, by, b; valores que tornem o sistema

cl) impossivel,

c2) indeterminado.

a)a#1, b)Se by—b,+b;=0, cl) a=1e by, b, by tal que b; — b, + b; #0. Por
exemplo, b =(0,0,1), c2) Sea=1¢e by + b; — b, =0. Por exemplo, b =(1,2,1)

EXERCICIOS 8.
1. Seja E uma matriz em escada do tipo m x n.

a) Quantos pivots podem existir em E?

b) Qual é arelagdo entre o nimero de pivots e o numero de linhas nu-
las de E?
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a) Podem existir no maximo o menor dos 2 ntimeros m e n, b) nimero de linhas
nulas de E é igual m —ntamero de pivots de E

2. Seja S um sistema de equacdes lineares do tipo m x n. Diga, justificando,
se cada uma das seguintes afirmacoes é verdadeira ou falsa.
a) Se m < n, entdo S é indeterminado.

b) Se S é possivel e m < n, entdo é indeterminado com exatamente
n— m variaveis livres.

c) Se m > n, entdo S é impossivel.
d) Se S é possivel e m > n, entdo S é determinado.
d) Se S é possivel e m > n, entdo S é determinado.

e) Se S é possivel e determinado entdo m = n e a matriz reduzida ob-
tida por aplicacdao do método de Gauss a matriz dos coeficientes de
S é a matriz identidade.

Sao todas falsas com a excepc¢ao da tltima (para cada das alineas falsas apre-
sente um contra-exemplo, ou seja, um exemplo de um sistema S em que a afir-
macdo nao seja verificada)

1 -1 1
EXERCICIO 9. Verifiqueque | 0 3 1 = -1 1
-1 0 3 -2 -6

ExERcic1os 10.

1. Determine, caso exista, a inversa de cada uma das seguintes matrizes.

1 -1 0 2 -1 1 2 -1 1
0 -1 1 3
) [ 0 2 4 {,] 2 3 41, 4 0
1 0 2 0
N 1 4 6 2 11 —1 0
. 1 -1 2 0 0 -1
0 1 0 5 . 1
|y 1 |, singular, | -6 5 =8 |, [0 ; 1
-10 3 7% 1
4 -3 5 1 12
-1 0
2. Indique os valores do parametro A paraos quaisamatriz | 0 A 3
0 A
é invertivel.
3
e
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

1 11
3. Mostre que amatrizA= | 0 2 3 | éndo singular e utilize A~! para
1 35
1
resolver o sistema Ax = | —1
3
-1 3 1 3
Al=| 3 2 -3 |ex=A1'|-1|=| -5
-1 -1 1 3 3

4. Sejam A, B e C matrizes invertiveis da mesma ordem.
a) E correto afirmar que A+ B é invertivel?

b) Seréd que a matriz A3BC™! é invertivel?

¢) Prove quese AB=AC entao B=C.
5. Seja A uma matriz quadrada tal que A2 =1—A.

(a) Amatriz A serd invertivel? Se sim, qual a sua inversa?

E invertivel com inversa A+ I

(b) Prove que A3—2A+1=0.
6. Sejam A uma matriz quadrada de ordem 3 invertivel e b, c € R3.

a) Classifique os sistemas Ax=b e A"'x =c.

b) Prove que os sistemas Ax = b e A~ x = ¢ sdo equivalentes sse b =
A?c.

c) Sejam u, v e w as solugdes dos sistemas
3
Ax=| 0 | ,Ax=]| 1 |eAx=| 0 |, respetivamente.
0

Determine a inversa de A em funcao dos vetores u, v e w.

a) ambos PD com solucdo A™'b e Ac, respetivamente, ¢) A~ = [% ulv| % w]

7. Sejam A, B, C e X matrizes que satisfazem a equacao matricial
[((Ax)"+BC] =1,

1 2

emque A= !

, B= eC=[2 3].
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(@) Qual o tipo da matriz X?
(b) Determine X.

5 2
a)2x2; b)[ s o }

8. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Mostre que as seguintes afir-
macdes sdo equivalentes.

i) A éinvertivel.
ii) Ax=0 x=0.

iii) O sistema Ax = b é possivel para todo o vetor b de R".
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

EXERcIcIOS 11.
1. Considere a transformacao linear T,(x) = Ax, em que A, € x € R?,
Indique matrizes A, de modo a que:
(@) T, defina a reflexdo no plano relativamente ao primeiro eixo coor-
1 0
0 —1
(b) A acgao de T, no quadrado unitario definido pelos vetores (1,0) e
(0,1) corresponda a cada uma das 3 situagdes ilustradas a seguir:

denado. A=

X2

X2
Ty(x)

(i) ﬁ\

X1

X
Ty(x)

(i1) />\

X2

(iii)

X1

1 o o | 1

Relativamente ao 3° caso, escreva a transformacao que obteve como
composicdo de duas transformacdes geométricas ndo triviais.

-1
:| tendo-se neste caso a

! iii) A =
) =

. 0 ..
i)A= 1] i) A=
2

composi¢do T, = H s o R (usando as notagdes dos slides 70 e 71).
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2. Considere a matriz A=

]. Interprete e comente a ac¢ao da trans-

formacdo geométrica do plano definida por A no quadrado unitério (ver
exercicio anterior) e no paralelogramo definido pelos vetores (1,0)e(1,1).

3. Interprete o produto de matrizes AB usando uma transformacao geomé-
trica do plano, onde
-1 0 01 1
e B= .
01 01 -1

Corresponde a reflexao do tridngulo de vértices (0,0), (1,1) e (1,—1) em relacao
ao eixo dos y y.

A=

4. Defina as rotag6es no espaco de 6 radianos em torno do primeiro e do
segundo eixos coordenados (no sentido direto).

1 0 0 —sinf 0 cos6@
Rip=] 0 cosf —sinf Ry o= 0 1 0
0 sinf@ cos@ cosf@ 0 sin®

5. Indique as matrizes das seguintes transformacdes lineares.

@ T(x,y,2)=2x+y,—y,x+y+2z).

2 1 0
A= 0 -1 O
1 1 1

(b) T(XI,XZ,Xs,X4):xl+2X2+3JC3+4X4.
A=[12 3 4].

(©) T(x,x2)=(x1, X2, X1 + X2).

1 0
A=| 0 1
1 1

6. Averigue quais das seguintes transformacdes lineares sdo invertiveis, in-
dicando a respetiva inversa caso exista.

(a) Rotacao no plano no sentido anti-horario de 0 radianos.
Sim, R;' =R_.

(b) Projeccdo no espaco sobre o plano xOy.

Nao, pois a projecdo € definida pela matriz nao invertivel, A=

oS O =
S = O
(=R el e

ISA/ULisboa - 2022/23 10



CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

© T(x,y,z2)=(x+y,y+z,x+2z).

Sim, T7Y(x,y,2)=Tya(x,y,2z)=A""

IS TSI

1 — X
=3 1 y
—1 z

oT.

3(x—y+z,x+y—2z,—x+y+z) onde A é amatriz da tranformag

Exercicios variados

EXERCICIOS 12.

1 2
1. Calcule A2+3bbT,comA=| -1 2 5 |eb=]| —1
-1 0 1

12 —6 7

—14 7 6

5 -3 2

2. Indique o conjunto de solucées dos sistemas lineares

x + y + z =1
@14 2x + y + z 1
3x + y + z =1
X1 — 2x + x3 — x4 = 8
(b) 3x; — 6xp, + 2x3 = 18
X3 — 2x4 = 5

a)CS={(x,y,2):x=0,y=1—z2,z€R};
b) CS={(x1, X2, X3, X4) : X1 =4+2x,, x3=3,x, =—1, x, €R}

3. Discuta os sistemas Ax = b para @, 8 €R, com

0o 1 2
@ A=|0 1 —1 |eb=] 2
(31 « 4
(1 1 1] [ 1]
1 0 -1 0
b A=| 2 -1 0 |eb=]|1
a 2 1 2
1 -1 1 B
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(1 2 3 1

) A=1]0 1|leb=]|1
|4 10 @ B

(1 2 0

d A=| 2 « eb=|
|11 1

(@ 1 1 1

e A=]11 a -1 |eb=]0
11 1 1

a)Sea#26PD.Sea=26IMP b)Se B #16IMPVa.Se f=1lea#—56
PD.Sef=1lea=—5éIMP. c)Sea#14éPDVYfB.Sea=14¢e  #6 éIMP.
Sea=14eP=6€éPL. d)Sea#3éPDVYpB.Sea=3ePf#1éIMP Sea=3
ef=1€éPl. e)Sea#—1,16PD.Sea=—1€éIMP.Se ¢ =1 éPL

1 1 0 X 3
4. Discutaosistema | 1 1 b y | = 2 ,coma,b eR.
a b b—a z 1+3a
Seb=0oua=béIMP.Seb#0ea#b éPD.
5. Determine a, b, c € R de modo a que o sistema
X + ay + c¢z = 3
bx + cy + -3z = -5
ax + 2y + bz = 2

admita a solucdo (2,—1,2).

a=b=c=1
1 0 1
. . 0 -1 1
6. Considere a matriz A=
1 1 0
1 0 1

Determine e interprete geometricamente o conjunto de solucdes do sis-
tema Ax =0.

CS ={(x1, X2, X3) : X; =—X3, X, = X3, X3 € R} que define uma reta que passa na
origem com vetor diretor (—1,1,1)

1 O 2 1
. ) 2 -1 5 0
7. Considere a matriz A =
1 -1 3 -1
o 1 -1 2
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

a) Determine o conjunto dos vetores b € R* para os quais Ax = b é
possivel.

b) Qual é a caracteristica de A?
c) Dé exemplo de um vetor ¢ para o qual o sistema Ax = ¢ seja impos-
sivel.

a) {(bl' bz,bg, b4): bl = b3 + b4, bz =2b3+ b4, b3 ER, b4 GR}, b) 2, c) (1,0,0,0)

X1

1 0
8. Considere A=| 2 2 e o sistema (A—AI)x =0, com x = X |e
1 0

S O N

X3
AeR.

a) Indique a caracteristica de A—AI em funcdo de A. Para que valores
de A o sistema é indeterminado?

b) Mostre que se v € R3 é solucdo do sistema, entdo Av = Av.

c) Resolvaosistemaconsiderando A =—1. Interprete geometricamente
o conjunto das solucoes.

a) car(A)=2se A=—1 ou A =2 e car(A) =3 para A # —1,2. O sistema ¢ indeter-
minado paraA=—1ouA=2. ¢) CS={((x1, X, x3): X; = —X3, Xp = —X3, X3 €R}
que representa a reta que passa na origem e tem vetor diretor (—1,—1,1)

a —2 4 4
9. Considere A= 1 0 1 |eb= 1 ,coma, f €R.
-1 -1 —a 3+

a) Discuta o sistema Ax = b para todos os valoresde a e a 3.
b) Resolva o sistema Ax = b, considerandoa=0e 3 =—3.

¢) Indique, justificando, um valor de a para o qual a matriz A é inver-

tivel.
1 2 1 1
10. ConsidereA=| 2 1 —1 |eb=]| 2 |,comaBeR.
0 3 3a 60

(a) Discuta o sistema Ax = b em funcao dos parametros a, f € R.
(b) Indique os valores de @, 8 para os quais A é invertivel.

(c) Considere a =0 e inverta a matriz A.
a)Sea#1éPDVpB.Sea=1ef=0éPL.Sea=1ef #0EIMP; b) a#1;

) 1 1 -1
c)-10 0 1

3
2 -1 -1
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11. Sejam A, B, C e D matrizes quadradas invertiveis de ordem 7. Resolva,
caso seja possivel, as seguintes equagdes matriciais (em ordem a X):

(@ (C+X)A=D.

(b) B(CA+3X)=DX.

(c) ABX=1.

(d) 3 X+AX=1.

(e) (AB) 'BAX =1.

) (X—AP=B+(X—-A)X.
(g0 ABX(AB)'=1.

(h) BX+XA=1.

a) X = DA™ — C; b) Néo é possivel; ¢) X = B~'A7!; d) Nao é possivel; e) X =
AT'B7'AB);f) X =A—BA™'; g X =I; h) Ndo é possivel

12. Determine matrizes X e Y taisque 3X —2Y =

SRR

3
]e—X+Y:21.

1 2 3 10
13. Considere A= 0 1 1 |[eB= 2
4 10 12 -1 0

(a) Determine a inversa de A (caso exista).

(b) Resolva a equacao matricial AX = B.

-2 —6 1 —-15 —6
a-| -4 0 1 |;b)= -5 0
4 2 -1 9 2

14. Seja A uma matriz quadrada tal que A3 =0.

Mostre que I — A é invertivel com inversa I + A+ A?.

15. Escreva uma equacdo vetorial equivalente a

11
@ | 2 —2 lxllz

X
4 2

X1
1 2 4 3
5 0 2 2
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

1 1 5
) 2 |+ 2 7 b) 1 + 2 + 4 3
a) x X | — = ; X X X = .
1 2 - 21 3 5 9
3 4 9

16. Interprete atransformacgdo geométrica do plano, dita transformacao afim,
T(x,y)=(x+a,y+b), a,beR,

e indique os valores de a e b para os quais a transformacao é também
linear.

Trata-se de uma translacao no plano definida pelo vetor (a, b). Uma vez que
T(0,0)=(a, b), a transformacao afim nao é linear se (a, b) # (0, 0) (ver o slide 75).
Quando (a, b) =(0,0) a transformacao afim é linear pois reduz-se a identidade
de R? definida pela matriz .

17. Interprete a transformacao geométrica do espaco definida pela matriz
A=diag(a, b,c),coma,b,c eR.

Acrescentar no enunciado da pergunta a, b, ¢ #0.

Podemos considerar T, como a composi¢ao das transformagoes T 4, T, , € T .,
cujas matrizes sdo, respetivamente, diag(a, 1,1), diag(1, b, 1) e diag(1, 1, ¢). Cada
uma destas transformacodes efetua uma dilatacdo/contracdo/“fica invariante”
segundo o eixo indicado, consoante o valor absoluto do respectivo parametro
seja>1,<lou=1.

No caso dos parametros negativos é necessario compor ainda com a reflexdo
relativamente ao plano coordenado definido pelas outras 2 varidveis. Por exem-
plo, se ¢ <—1 a transformacao efetua uma dilatagao de razao |c| segundo o eixo
dos zz seguida de uma reflexao relativamente ao plano XOY . UFF!
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Capitulo 2

Espacos vetoriais

EXERcCICIOS 13.

1. Determine e interprete geometricamente os espacos nulos das seguintes

matrizes.
3 4 1 2 00
a) b) c)
—6 —8 3 4 00
1 01 120 [1 2 0
d) 210 e) 311 f) 1 1 2
3 11 5 1 | 0 2 3
[3 -1
1 -2 2 1 -2 2
9 [ ] by [ ] b e -
4 —6 2 3 —6 6
| 6 —2
a) N(A)={(x1,x): %, = —%xz, X, € R} - reta de R? que passa na origem

com vetor diretor (—4, 3)

b) A (A)=1{(0,0)} - subespaco minimal

c) N/ (A)=R? - subespaco maximal

d) A (A)={(x), X3, X3): X; =—X3, X, = 2X3, X3 €R} - reta de R® que passana
origem com vetor diretor (—1,2,1)

e) N (A)={(x), X5, X3): X, =—Z X3, X, = 1 X3, X3 € R} reta de R® que passa na
origem com vetor diretor (—2,1,5)

f) A/ (A)={(0,0,0)} - subespaco minimal

g) N (A)={(x], X2, X3): X, =4X3, X, =3 X3, X3 €R} - reta de R® que passa na
origem com vetor diretor (4,3,1)

h) A (A) = {(x1, X5, X3) : X; = 2%, —2X3, X, € R, x3 € R} - plano de R® que
passa na origem com vetores diretores (2,1,0) e (—2,0, 1).

i) N(A)={(x1, %) : x; = éxz, X, €R} - reta de R? que passa na origem com
vetor diretor (3, 1)

17



2. Escreva (—3,12,12) como combinacdo linear dos vetores v; = (—1,3,1),
1, =(0,2,4)e v13=(1,0,2).

(_3, ].2, 12):21/1 +3V2— V3

3. Em cada uma das alineas seguintes, verifique se o vetor u é combinacdo
linear dos vetores de V.

a) u=(3,-5), V={1,2),=26)}
EC.L.

b) u=(1,1,1), vV ={(1,0,1),(0,3,5)};
Nao é C.L.

o u=02,-2,%143), V={1,-10,0)(20,1,1),0,3,1,1)}
EC.L.

d) ©u=(0,1,0,1,0, V={1,221,1),(5113,1,3)}.
Néo é C.L.

4. Averigue se (0,1,4) € ((1,3,-5),(2,9,4)) e interprete geometricamente a
situacgdo.

(0,1,4) ¢ {((1,3,-5),(2,9,4)). De facto, este subespaco gerado define um plano
que passa na origem de equagado 19x — 13—4y + 14z = 0 (verifique) e (0,1,4) ndo
satisfaz esta equacdo.

2 -1 5
5. Justifique que (3, 1) estd no espaco das colunas da matriz l 4 3 9 ] e

escreva-o como combinacao linear das colunas dessa matriz.

3 2
e

6. Determine e interprete geometricamente os espacgos de colunas das ma-
trizes consideradas na alinea 1.

a) 6(A)={(by, b,): b,=—2b,, b, €R}
b) 6(A)=R?

¢) 6(A)={(0,0)}

d) 6(A)={(by, by, bs): by=Db,+ by, b, €R, b, €R}
€) 6(A)={(by, bs, b3): by = b, +2b,, b, €R, b, €R}
f) 6(A)=R?

g) €(A)=R?

h) 6(A)={(b,, b,): b,=3b,, b, €R}

i) 6(A)={(by, by, bs): by=3by, by=2b,, b, €R}

-1
+(—1+§a3)[ 5 |t

5
9 }, com asz €R.

EXERCICIOS 14.
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

1. Decida sobre aindependéncia linear dos seguintes conjuntos de vetores.

a) {(3,1),(4,—2)}
Li.
b) {(3,1),(4,-2),(7,2)}
Ld.
o {(-1,2,0,2),(5,0,1,1),(8,—6,1,—5)}
1d.
d) {(-1,2,0,2),(5,0,1,1),(8,—6,1,—5),(0,0,0,1)}
Ld.
e) {(0,—-3,1),(2,4,1),(—2,8,5)}.
Li.

2. Decida sobre a independéncia linear dos conjuntos de vetores,
U = {(1!2)_170)) (0)2) 1»0)’ (27_1) 3» 0)’ (lr 1) 1; 1)} €
U/ = {(1)2)_1r0)’ (2)_1) 3) 0)’ (1) 17 1) 1)}

UlieU’li.
3. Mostre que o conjunto de vetores {(1,0,3,1),(—1,1,0,1),(2,3,0,0),(1,1,6,3)}

élinearmente dependente. Pode cada um dos vetores ser expresso como
uma combinacao linear dos restantes?

Nao, pois (2,3,0,0) ndo é C.L. dos restantes vetores.

4. Discuta, em func¢do de @, 3,7 €R, a independéncia linear dos seguintes
conjuntos de vetores.

a) {(1!_2)!((2)_1)}
li. o a#3.

b) {(,1,1),(1,a,1),(1,1,a)}
Lioa#-21.

C) {0,T»_/j)r(—%o»(1),(/3,_05»0)}-
Ld. Va,B,y €R.

5. Sejam {v;, v, v3} um conjunto linearmente independente de vetores de
R™ e uy = v, + 1y, Uy = 1) + 13 € U3 = 1, + v3. Justifique que {u;, u,, usz} é
também linearmente independente.

EXERcICIOS 15.
1. Indique quais dos seguintes conjuntos sdo bases de R?:
a) V= {(1)_1))(37 0)}

Sim.
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b) U ={(1,1),(0,2),(2,3)}
Nao.

o W= {(1, 1)! (8! 8)}
Sim.

2. Indique quais dos seguintes conjuntos sdo bases de R3.

a) V={1,1,1)(0,2,3),(1,0,2)}
Sim.

b) U={1,0,1),(2,4,8)}
Nao.

c) W={3,0,1),(1,1,1),(4,1,2)}.
Nao.

3. Considere em R? os vetores v; =(a,6,—1), v, =(1,a,—1) e v3 =(2,a,—3),
coma €R.

a) Determine a de modo que {v;, 1, 13} seja uma base de R3.
a# —% ea#2.

b) Para um dos valores de a determinados em a), determine as com-
ponentes do vetor (—1, 1,2) em relacdo a base correspondente.
Assumindo @ =0vem (—1,1,2)= v, + 30, — £ V3.

EXERcCICIO 16. Determine uma base para o espaco nulo de cada uma das se-
guintes matrizes.

01 2
1 0 -1 2 1 2 3
a) b) |0 2 4
01 3 4 1 2 5
0 3 6
1 21 -1 3 0 0
d|[2 43 0 2 e [0 0
36 4 -1 5 0 0

a) Possivel base para o espaco nulo: {(1,—3,1,0),(2,—4,0,1)}.
b) Possivel base para o espaco nulo: {(—2,1,0)}.

¢) Possivel base para o espaco nulo: {(1,0,0),(0,—2,—1)}.
d) Possivel base para o espac¢o nulo: {(—2,1,0,0,0),(3,0,—2,1,0),(—7,0,4,0,1)}.

e) Possivel base para o espaco nulo (R?): {(1,0),(0,1)} (base canénica).
EXERCICIO 17. Considere o subconjunto de R?,
V ={(x1, X2, X3, X4) : X1 = Xp —3x3, X3 =2x4}.
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

a) Mostre que V é subespaco vetorial.

b) Indique uma base de V.
Uma possivel base é {(1,1,0,0),(—6,0,2,1)}.

ExErcicios 18. Indique uma base para cada um dos seguintes conjuntos.

1. O plano de R? definido por 2x; +4x, —2x3 =0.
Uma possivel base é {(—2,1,0),(1,0,1)}.

2. O hiperplano de R® definido por 3x; —6x, +3x3—2x; +9x5 = 0.
Uma possivel base é{(2,1,0,0,0),(—1,0, 1,0, 0),(%,0, 0,1,0),(—3,0,0,0,1)}.

EXERcICIO 19. Determine uma base para o espaco das colunas de cada uma
das matrizes do exercicio 16.

a) Possivel base para o espaco das colunas: {(1,0),(0,1)}.
b) Possivel base para o espago das colunas: {(1,1),(3,5)}

c¢) Possivel base para o espago das colunas: {(1,2,3)}.
d) Possivel base para o espaco das colunas: {(1,2,3),(1,3,4)}

e) Possivel base para o espaco das colunas ({(0,0,0)}): {} (por convengao).
EXERCICIO 20.

1. Calcule dim§, com S =< {(1,0,1),(1,—1,0),(3,—1,2)} >e S={(x,y,2,t) €
R*:x—2y+z—1t=0}.

2e3.

2. Para que valores de ¢ a dimensao do subspaco
§=< {(1» ay_l)»(_l) 1) 1))(a) 0)_1)} > € 3?

a#—1,1.

EXERCICIO 21. Determine uma base e a dimensao dos subespacos de R* gera-
dos pelos seguintes conjuntos de vetores.

a) {(1! 0) 2)3)7(7:47_2) 1))(5)27 4) 1)7(3) 2r 0) 1)}
Uma possivel base € {(1,0,2,3),(7,4,—2,1),(5,2,4,1),(3,2,0,1)} e a dimensao € 4.

b) {(1’3)2’_1)’ (2) 0)_1’0)’(1) 1) 1) 1)’(1)2) 07 0)’ (5’ 6) 2) 0)}

Uma possivel base € {(1,3,2,—-1),(2,0,—1,0),(1,1,1,1),(1,2,0,0)} e a dimensao é
4,

EXERCICIO 22. Seja V o espaco vetorial gerado pelo conjunto de vetores de R3

{(1,0,5),(1,1,1),(0,3,1),(—3,0,—2)}.
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a) Mostre que V =R3,
b) Determine uma base de R® contida no conjunto de vetores dado.
Uma possivel base é {(1,0,5),(1,1,1),(0,3,1)}.

¢) Escrevao vetor (—2,3,4) como combinagao linear dos vetores da base ob-
tida em b).

(—2,3,4)=(1,0,5)—3(1,1,1)+2(0,3,1).

1 -1 0
EXERCICIO23. SejaA=| 0 1 1 |=[uj|luxlus].
1 01

1. Para que valores de a € R o vetor (a, a?,2) é combinacao de linear de u;,
U, e uz?

a=—2ea=1.

2. Indique uma base para R3 que inclua os vetores u, e us.

Uma possivel base para R® é {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,2)}.

EXERCICIOS 24.

1. Seja A uma matriz do tipo m x n. Para cada um dos casos considerados
na tabela seguinte, determine as dimensdes de 6(A), A (A) e A/ (AT).

(a) (b) () (d) (e) ) (g
mxn | 3x3|3x3|3x3|5x9|9x5|4x4|6x%x2
car(A) 3 2 1 2 2 0 2

dim%6(4) |32 ]1]2]|2
dimA(A) |0 |1 |2]7]|3
dim A (AT) | 0 | 1

2. Seja A uma matriz quadrada de ordem 3, cujo espaco das colunas define
um plano de R? que passa na origem. Pode o espaco nulo de A determi-
nar um plano que passa na origem? Justifique.

Nao. Tem que ser uma reta que passa na origem (Porqué?).

EXERcCICIOS 25.

1. Construa uma base de R® que inclua o vetor (1,1, 1).

Uma possivel base é {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)}.
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

1 0 1 3
_ , 0 -1 1 0 )
2. Considere a matriz A= L o . Verifique que v =(0,3,3,—1)
2 1 1 6

pertence a .4/ (A) e indique uma base de .4/(A) que inclua v.

Uma possivel base é {(—1,1,1,0),(0,3,3,—1)}.

1 O 2
. . 2 =1 5 0
3. Considere a matriz
1 -1 3 -1
o 1 -1 2

. , = . . . o~
a) Resolvaosistemahomogéneo Ax =0eindique adimensdo de 4 (A).
N(A)={(x1, X2, X3, X4) 1 X1 = —2X3 — Xyy Xp = X3 —2X4, X3 €R, x4 €R}, cuja
dimensao é 2 (nimero de variaveis livres).

b) Mostre que {(1,2,0,—1) e (—1,3,1,—1)} é uma base de A4(A).
4

6
c) Verifique que v = é solucao do sistema Ax = , € mostre

— =
NN

que se u é um vetor do espaco nulo de A, entao v + u é também
soluc¢do do sistema.

-1 0
_ 1 2
4. Sejam A= ) eV ={(x,%, X3, X)) ER* : X+ X, — X3+ X4 =
1 0 -1
0, xZZX3}

(a) Descreva ./(A) analitica e geometricamente.
N(A)={(x1, X5, X3) : X1 = X3, Xp = —%x3, X3 €R}. A(A) define a reta de R®
que passa na origem e contém a direcao (1, —%, 1).

(b) Indique uma base e a dimensao de V.
dim(V') =2 e uma possivel base para V é {(0,1,1,0),(—1,0,0,1)}.
(c) Mostre que 6(A)=V.
Uma possivel forma é verificar que ¢(A)C V e que dim ¢ (A)=dim V...

11 111
» B=
22] l011

a) Mostre que S é um espaco vetorial de R3.

5. Considere A= eS={xeR3: Ax = Bx}.
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b) Indique uma base de S.
Uma possivel base é {(—3,1,0),(—3,0, 1)}.

¢) Determine um vetor nao nulo do espaco nulo de A que pertenca a
S.

Por exemplo (0,1,—1).

d) Mostre que se y é um vetor que pertence simultaneamente a S e ao
espaco nulo de A, entdo y também pertence ao espaco nulo de B.
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

Exercicios variados

EXERCICIOS 26.

1 0 1 1
X1
_ —1 2 1 -3
1. Considere A= =[nlnl,x=| x |ey=
1 2 0
X3
1 3 2 —4

(a) Descreva, analitica e geometricamente, 6 (A).
6(A)={(by, by, b3, by): by =2b;—3b,, b, €R, b; €R, b, € R}. Trata-se de
um hiperplano de R que passa na origem.
(b) Indique uma base e a dimensao de 6 (A).
Uma possivel base é {v;, 1, 13} e a dimensao de ¢(A) é 3.
(c) Mostre que o vetor y pertence a 6 (A) e escreva-o como combina-
¢do linear dos vetores da base de 6 (A) indicada em b).
y=0v,—-2v, + vs.
(d) Indique um vetor de R* que néo pertenca a 6 (A).
Por exemplo (1,0, 0,0) (Justifique!)
(e) Indique dim .4(A).
dim(¥(A))=0.
(f) Seréd{y, v3} umabase de 6 (A)? Justifique.
Nao! Todas as bases para ¢ (A) possuem 3 vetores.

(g) Classifique o sistema Ax =0.

Determinado.
1 1 -1
2. Considere amatrizA=| —1 -1 1
2 2 =2

(a) Determine ./ (A) e interprete-o geometricamente.
N(A)={(x1, Xp, X3) : X; =—Xp + X3, X, €R, x3 € R} Define o plano de R® que
passa na origem e contém as direcdes (—1,1,0) e (1,0, 1).

(b) Indique uma base para 6 (A).
Uma possivel base é {(1,—1, 2)}.
(c) Indique car(A).
car(A)=dim6(A)=1.
(d) Mostre que A (A)={((—1,1,0),(1,0,1)).

3. Considere V ={(1,1,0),(—1,1,1),(1,3,1)).
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(@) Indique dim V.
dim(V)=2.
(b) Mostre que (2,4,1)e V.
(c) Indique uma matriz A tal que 6¢(A)=V.

Por exemplo, A =[v; 1] onde v, =(1,1,0) e v, = (—1,1,1) (indique outra
possivel matriz).

4. Considere os vetores u =(1,2,1)e v =(0,3,1).

(a) Indique vetores w e z distintos de u e v tais que (u, v) = (w, z).
Porexemplo, z=u—vew=u+v.
(b) Escreva uma matriz A quadrada de ordem 3 tal que 6 (A) = (u, v).
(c) Determine A (A).
N (A)={((—1,—1,1)) para a matriz indicada em b).

5. Sejam v; =(1,—1,1), », =(1,0,—1), 13=(2,—1,0) e v, =(1,1,0).

(a) Sera{v, vy, v3, 14} linearmente independente?
Nao (4 vetores de R® sdo sempre 1.d.)

(b) Sera que (v, 1, v3, 1) = R3?
Sim.

(c) Indique uma base para R® constituida por vetores de {v;, v,, U3, v4}.

{1, 2, 4}
=3 ]e b:l ! ]
—6 2

a) Determine uma base A(.</).
{31}

b) Determine uma solucdo do sistema Ax = b.
(1,0).

c) Seja x; a solucao obtida em b). Verifique que para todo o vetor u €
N (o), xo+ u é solucdo de Ax =b.

d) Interprete geometricamente os resultados obtidos nas alineas an-
teriores e conclua que nao existem mais solucdes para o sistema
Ax=Db.

6. Sejam A=
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