Testes de Hipoteses sobre os parametros

O resultado usado para construir ICs também permite Testes a Hipdteses
sobre cada f;. Admitindo a Hipotese Nula Hj : ; = c:

=C

ﬁ 7;\

J — Pln :

T=—7—2 ~ ly(ps1) : vj=0.1,..p
Gﬁj

Rejeita-se Hy em favor da Hipotese Alternativa H; : ; # ¢ se o valor
calculado de T na amostra, T.4, recair numa das caudas da distribuicao.

Fixando o Nivel de Significancia a, tem-se a Regiao Critica:

'hlp-l'l

EADZoo

97



Testes de Hipéteses (bilateral) a B;

Testes de Hipoteses a B (Modelo de Regressao Linear Multipla)
Hipoteses: Hy: fBj =c¢ vs. Hy: P # ¢

=C

—

Estatistica do Teste: T = %"L ~ th—(p+1) »S€ Hp verdade.
1
Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao bilateral): Rejeitar Hy se

Teale > tafn—(p+1)) U Teale < —lg[n—(p+1)]

< |Tcaic| > tgin-(p+1))
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Testes de Hipéteses a f; (unilaterais)

=C

A N
B — Bj Ho
=7 & ~ In-(p+1)
Bj

Com a Hipotese Alternativa H, : §; > ¢, s valores
grandes da estatistica sugerem a rejeicao de Hj :
ﬁjiC(OU HoZﬁI'ZC):

Com a Hipdtese Alternativa H, : ; < ¢, sé valores
pequenos de T4 sugerem rejeitar Hy : f; > ¢ (ou
Hp : ﬁ,‘ =)
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Testes de Hipoteses sobre os parametros

Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla,

Testes de Hipéteses a B (Regressao Linear Multipla)

> <
Hipoteses: Hy: B = ¢ vs. Hi: B # ¢
< >
ﬁ._ﬁzc
Estatistica do Teste: T = ’G—’”“ ~ th(p+1) »S€ Hp verdade.

”!

Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Rejeitar Hy se
Teale < —la[n—(p+1)] (Unilateral esquerdo)
|Tca]c| > ta.'."2[n_(p+1)] (Bilateral)
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Os p-values

Valores de prova (p-value)

O p-value é a probabilidade da estatistica de teste tomar valores mais
extremos que o valor calculado a partir da amostra, sob Hp

—

O calculo do p-value é feito de forma diferente, consoante a natureza
da Regiao Critica (RC) (unilateral direita ou esquerda, ou bilateral).

Sendo T —~ n-(p+1)

RC Unilateral direita: p=P[T > Teac]
RC Unilateral esquerda: p = P[T < Teac]

RC Bilateral: p=2%PIT > | Teixll-
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A relacao de p-values e niveis de significancia

@ p—value > o = nao rejeicao de Hy ao nivel «;
@ p—value < o = rejeicao de Hy ao nivel o;

p-value >« p-value <a

0.4
0.4

03
03

densidade t-Student
0.2
||
densidade t-Student
0.2
|

01
0.1

00
0.0

Em geral: p-value muito pequeno implica rejeicao Hp. 102



Ainda o exemplo dos lirios

-lproc reg data=iris;
RLM model PetalWidch =
ran;

Sepallength SepalWidth Petallength/clb:

Parameter Estimates

Parameter Standard
Variable DF  Estimate Error tValue Pr> |t 95% Confidence Limits

1 -024031 017837  -1.35 0.1800

Intercept

—g-s9283——0-t1224—> leSte H,: B,=0 vs. H;: B, #0
1 020727 0.04751 -4.36 <.0001 g-4238—p Teste Hy: ;=0 vs. H;: 1 #0

1 022283 0.04894 455 <0001 o1 L2088 Teste HO: ﬁZ:O VS. Hl: :82 =0
PetalLength [ 1 052408 002449 2140 <0001 ]—0-41553 05248y Teste HO: ﬁ3=0 VS. Hl: ﬁ3 -0

bz—[(3|H 0.52408
Exemplo: Tgg)e = = BslHo _ = 21.40
033 0.02449
O valor de prova (p-value) indica uma clarissima rejeicdo da hipétese nula para um
nivel de significancia usual

SepalLength
SepalWidth

Nota: por exemplo, para o teste H,: f;=0.5 vs. H;: f; #0.5
bs—B3|Hy  0.52408-0.5

Toge = 2=F2lto — = 0.983258473

0'[?3 0.02449

|Tcaicl < 1.96,para a = 0.05,nao se rejeita a hipdtese nula
toos 1,y = Lo.025(146) = 1.96
2
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Combinacoes lineares dos parametros
Sejaa = (ay.ay.....ap)" um vector ndo aleatério em RP*', O produto interno

a'B define uma combinacao linear dos parametros do modelo:
a'B = apfo+aiPi+afo+...+apPp .
Casos particulares importantes sao se:
@ atem um unico elemento ndo-nulo, &;,1 = 1: alp = B;.
@ a sé tem dois elementos ndo-nulos, a;,1=1e a;,4 ==+1: @ B=pBi+ B;.

@ a=(1,xq.%,....Xp): @'B é 0 valor esperado de Y associado aos valores
indicados das variaveis preditoras:

alf = PBo+Pix1+PoXo+ ...+ BoXp
= E[Y|Xi=x1.X2=Xa,..., Xp=Xp]

= Hyy
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Inferéncia sobre combinagoes lineares dos f3;s

Estima-se a‘' com a mesma combinacéo linear dos estimadores:

étﬁ = aofo + a1 P4 +32[32+...+ap[3p.

Sabemos determinar a distribuicao de probabilidades de é‘ﬁ:
@ Sabemos queB ~ Np+1 (ﬁ : GZ(X'X)‘1)
@ Logo, 5‘5 ~ (3B, o2al(X!X)'a)
@ Ouseja, Z = .=/ E. A(0,1);

Vo2al(X!X) 'a
@ Por um raciocinio analogo ao usado nos f; individuais, tem-se:

alp —alp |
v QMRE -at(XtX)-'a

™ ta—(p+1) -
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Quantidades centrais para a inferéncia sobre 5’3

Teorema (Distribuicées para combinacgdes lineares dos f3s)
Dado o Modelo de Regresséao Linear Multipla, tem-se

a'p—ap
Gé’ﬁ

N

n—(p+1) »

com . . = \/QMRE -a(X'X) a.

Este Teorema da-nos os resultados que servem de base a construgao
de intervalos de confianca e testes de hipéteses para quaisquer
combinagoes lineares dos parametros 3; do modelo.
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Intervalo de confianca para a!p

Intervalo de Confianga a (1 — a) x 100% para a!

Dado o Modelo de Regressao Linear Mdltipla e uma amostra, o intervalo a
(1 — a) x 100% de confianga para uma combinagao linear dos parametros,

a'B = apPo + a1 By + ... + apPp, é:

ab+t,

—'t-. A ~
a b — t . G_. = . & G_, =
Fh-(p+1)] “alg ’ Zn-(p+1)] “atp ?

com &@'b=agby+aiby+..+abp € & :=/QMRE-a'(X'X) Ta.

a'p
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Formulas para a estimagéo de f; + ;

A férmula geral 65,5 = /QMRE -a!(X'X) 'a admite uma expressao

alternativa no caso particular duma soma ou diferenca de dois fs.

Pela formula geral da variancia duma soma ou diferenca de v.a.s,

VIBi£pB] = VIBi]+ VIB]+2Cov[Bi.p .
< 6;32-;3 = 0% [(XX)d o+ XKLy E 20 ] -
i=Py

Logo, o erro padrao de f3; + f3; é:

6;3,':;3! — \/OMRE- [(X’X)lff,_,.” + (X)) 1 140 i2(x'X)|,!1_,,,]] :
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ICs para combinacoes lineares

Numa RLM, o IC duma combinacao linear genérica a‘g, precisa da

matriz das (co)variancias estimadas dos estimadores 8,

——

V[ﬁ] = QMRE - (X'X)" ",

proc reg data=iris;

!

que e gel’ada model PetalWidth = Sepallength SepalWidth Petallength/clb covb xpx;

run;

A matriz das (co)variancias estimadas no exemplo RLM dos lirios é:

Covariance of Estimates

Variable Intercept SepalLength

Intercept 0.0318157664 -0.005075942
Sepallength -0.005075942 0.0022568367
SepalWidth -0.002486105 -0.001344002

PetalLength 0.0015144174 -0.001065046

SepalWidth
-0.002486105
-0.001344002
0.0023949317
0.000802941

PetalLength
0.0015144174
-0.001065046
0.000802941
0.0005998259




ICs para combinacoes lineares

O erro padréo estimado de §; + f3,

5008, = | V1Bs] + 7[Ra] + 2C00[3,, 8o

03,8, = /0.0022568367 + 0.0023949317 + 2(-0.001344002) =0.04431439

Covariance of Estimates

Variable
Intercept
SepalLength
SepalWidth
PetalLength

Intercept

0.0318157664
-0.005075942
-0.002486105
0.0015144174

SepalLength

-0.005075942
0.0022568367
-0.001344002
-0.001065046

SepalWidth
-0.002486105
-0.001344002
0.0023949317
0.000802941

PetalLength
0.0015144174
-0.001065046
0.000802941
0.0005998259



Testes a combinacgoes lineares dos parametros

Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla,

Testes de Hipoteses relativos a a'f

,Z
Hipoteses: Ho: @B = c s
<
Estatistica do Teste: T = aﬂ;’f'”o
atp

Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao):

Tcalc < _ta[n-(p+1)]
| Tcalcl > ta,.-"2[n—(p+1 )]
Tcalc > ta[n—(p+1)]

Rejeitar Hy se
(Unilateral esquerdo)
(Bilateral)

(Unilateral direito)
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Intervalos de confianga para E[Y| X1 =Xq,..., Xp = Xp]
Como caso particular do resultado anterior, tem-se:

IC para o valor esperado de Y, dados os preditores

Dado o Modelo RLM e uma amostra com os valores X = (X, Xa,..., Xp)' das
variaveis preditoras, o valor esperado de Y,

Hye = E[Y[X1=X,.... Xp = Xp] = Bo + B1X1 + ... + BpXp ,
é estimado por [y =by+ by X3 +...+bpXp .

Um intervalo a (1-a) x 100% de confianca para u . € dado por:

] ﬂ” . t%ln(pml .aﬁvi ' ﬂYi T t%lﬂw*”] -6"-,” [,

com &; = \/QMRE -a!(X'X)~1a , onde & = (1.X;.Xp..... Xp).
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Sep=1,RLS

Formulas para uma regressao linear simples

Numa regressao linear simpes, a férmula da variancia de fiy/y é:

. 1 (x-X)°
2 — —_ e,
%y = Vilyxl =0 [,ﬁ”w”.szx]
V.
— 8 = OMRE-ll+(X ")2‘
Yix n (n-1) - Sy

O intervalo de confianca para uy|, na RLS é:

| (bo+byx)-tg-65,, . (bo+byx)+te-8y,,

1
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A variabilidade duma observacgao individual de Y

Consideraram-se intervalos de confianca para o valor esperado de Y,
Ry = E[Y|Xi=x1.%=x... Xp=x0] = Bo+ B1 X1 + B2 Xo + ... + BpXp
usam a variabilidade associada ao estimador fiyx:
aﬁh_i = V[Bo+ 1 X1 + BoXo + ... + Bo Xp) = 6% - @' (X'X) 4,
coma = (1,X1,X2.,....Xp).
Uma observacao individual de Y tem uma variabilidade adicional, pois:

Y = Uyg+€ = Pot+Pixg+Poxo+...+PpoXp+E.

A flutuagao aleatéria de observagodes individuais em torno do hiperplano é
V|[e] = o2. Sera necessario somar a variancia associada a estimagéo do
hiperplano e a variancia das observacgoes individuais:

gy = Vliyzl+ Vle] = o2 -a'(X'X)'da+0% = o2 |a"(X'X) 'a+1].
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Intervalos de predicao para Y

Podem obter-se intervalos de predicao para uma observacao individual de Y,
associada aos valores X; = xq,..., Xp = Xp das variaveis preditoras.

Nestes intervalos, a estimativa da variancia duma observacgao individual de Y
é a estimativa de 7,4, resultante de substituir 62 pelo QURE amostral:

Intervalos de predicao para observacgoes individuais

] “Yli o t_fz{ ln (p+1)] ' Glndlv b “YI* + t%[n '(p’1)l : o-lnd’v [

N F NN

ﬂyx=b0+b1x1 +b2X2+...+prp

Sindiv = \/OMRE[148!(X'X)-1a] com  &=(1.x %p...%p).
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Sep=1,RLS

Formulas para a regressao linear simples
Na regressao linear simples usa-se a férmula

1 (x=X)2 1 (x=-X)2

n (n 1)-35 Vel n (n-1)- Sy
\—,_/ — '3

=V{fyz]

Logo,
RLS: Intervalo de predicao para observacao individual de Y |

| Byix — tazi0-2) Ogiv  +  Ryix + 202" Oinaiv | -

com [y =Dbyp+biXx € Oingiv= \."'OMRE' [1 F+ (:_1:;:2]_
| X

Quer numa regressao linear simples, quer numa multipla, estes intervalos
sao necessariamente de maior amplitude que os intervalos de confianca

para 1y (para igual nivel de confianga (1—a) x 100%). e



Testando a qualidade do ajustamento global

Numa Regressao Linear, o modelo é inutil se for indistinguivel do modelo
nulo, i.e., do modelo de equacao Y; = 5 + . O modelo nulo pode ser visto
como um submodelo de qualquer modelo linear, em que todas as variaveis
preditoras tém coeficiente nulo: f5;=0, ) > 0.

O teste de ajustamento global visa testar se um dado modelo linear é
significativamente diferente do modelo nulo.

As hipoteses em confronto sao:

Ho: Br=PBo=..=Pp=0
[MODELO COMPLETO = MODELO NULO]
VS.

Hy: 3j=1,...p tq. B;#0
[MODELO COMPLETO # MODELO NULO]

NOTA: repare que 3 nao intervém nas hipoteses.
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O teste de ajustamento global (cont.)

Definindo:

@ O Quadrado Médio da Regressao como QMR = 298,

p

@ O Quadrado Médio Residual como QMRE — —SQRE_

n-(p+1)

Sob a Hipdtese Nula do teste de ajustamento global:

QMR

F =

QOMRE Fip.n-(ps1)] -

Esta é a estatistica F do teste de ajustamento global.
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Expressao alternativa para a estatistica do teste F

A estatistica do teste F de ajustamento global do modelo numa Regressao
Linear Multipla pode ser escrita na forma alternativa:

= n—(p+1) R

p 1-R2°

A estatistica F € uma funcao crescente do coeficiente de determinacao
amostral A%, o que justifica a natureza unilateral direita da regiao critica.

As hipoteses do teste também se podem escrever como
Ho: %#° =0 VS. Hy : %% >0.

A hipétese H, : #° = 0 indica auséncia de relagéo linear entre Y e 0
conjunto dos preditores. Corresponde a um ajustamento “péssimo” do
modelo. A sua rejeicao nao garante um bom ajustamento.
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O Teste F de ajustamento global do Modelo

Teste F de ajustamento global do modelo RLM

Hipéteses: Hy: Bi=p=..=p =0
VS.

Hy : 3j=1,..,p talque B; # 0.

Estatisticado Teste: F = SMEL —~ Fip 0 (pi1) Se Ho.

Nivel de significancia do teste: «
Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se Feaic > fajp.n-(p+1)] :
2]
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Outra formulagao do teste F de ajustamento global

Teste F de ajustamento global do modelo RLM (alternativa)
Hipoteses: Hy : #° = 0 vs. Hy : #° > 0.

Estatistica do Teste: F = 221 B — F, . (4 se Hy.
Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita
Rejeitar Hy se Feaic > fa(p.n-(p+1))

A hipétese nula Hy : #% = 0 afirma que, na populacéo, o coeficiente de
determinacao é nulo.
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Ainda o exemplo dos lirios

Informacao Teste F de ajustamento Global

Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square FValue Pr>F
Model 3 81.18964 27.06321 73439 <.0001
Error 146 538030 0.03685

Corrected Total 149 86.56993

Root MSE 0.19197 R-Square 09379
Dependent Mean 1.19933 Adj R-Sq 0.9366
Coeff Var 16.00615
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O R? modificado (adjusted R?)

O Coeficiente de Determinacgao usual define-se como:

g2 _ SQR _ . SQRE
SQT SQT

O R? modificado, sendo QMT = 59T — 2 é:

QMRE — 1 SQRE n-1 21_(1__R2), n-1

2 — — -
fmea = 1= "omr = '~ "sar 7@

n-(p+1)°

Para qualquer modelo linear (com preditores), tem-se: A2, < RZ.
Se n > p+ 1 (muito mais observagoes que parametros), R? ~ R,"’nod
Se n é pouco maior que p, RZ_, < R? (excepto se A% ~ 1).

—OMT-OMRE 6 € a proporcao da variabilidade total de Y que permanece

inexpllcada apés a introdugéo dos preditores. Logo, A2 “od € 0 ganho na
explicacao de sﬁ associado ao modelo.

Root MSE
Dependent Mean
Coeff Var

0.19197
1.19933
16.00615

R-Square 09379

Adj R-Sq  0.9366
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