CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

EXERcCICIOS 11.
1. Considere a transformacao linear T,(x)= Ax, em que Ay,, e x € R?.
Indique matrizes A,., de modo a que:

(a) T4 defina a reflexdo no plano relativamente ao primeiro eixo coor-

denado.
(b) A accdo de T4 no quadrado unitério definido pelos vetores (1,0) e
(0,1) corresponda a cada uma das 3 situagdes ilustradas a seguir:

X X2
Ty(x)

(i) ﬁ\

X1

X 2

X2
Ty(x)

g o

X2

(iii)

X1

1 o o | 1

Relativamente ao 3° caso, escreva a transformacdo que obteve como
composicdo de duas transformacdes geométricas nio triviais.

2. Considere a matriz A= . Interprete e comente a ac¢do da trans-

formacdo geométrica do plano definida por A no quadrado unitério (ver
exercicio anterior) e no paralelogramo definido pelos vetores (1,0) e(1, 1).
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3. Interprete o produto de matrizes AB usando uma transformac¢do geomé-

trica do plano, onde
-1 0 0 1 1
e B= .
0 1] lo 1 —1]

4. Defina as rotag6es no espac¢o de 0 radianos em torno do primeiro e do
segundo eixos coordenados (no sentido direto).

A=

5. Indique as matrizes das seguintes transformacdes lineares.

@ T(x,y,2)=02x+y,—y,x+y+z).
(b) T(xl, X9, X3, )C4) =X +2x2 +3X3 +4X4.

(€) T(x1,x2)=(x1, X2, X1 + X2).

6. Averigue quais das seguintes transformacdes lineares sdo invertiveis, in-
dicando a respetiva inversa caso exista.

(a) Rotacdo no plano no sentido anti-horario de 8 radianos.
(b) Projeccdo no espaco sobre o plano xOy.
© T(x,y,2)=(x+y,y+z,x+2)

Exercicios variados

EXERcCICIOS 12.

1 01 2
1. Calcule A2+3bbT,comA=| -1 2 5 |eb=]| —1
-1 00 1

2. Indique o conjunto de solucdes dos sistemas lineares

x +y + z =1
(a) 2x + y + z =1
3x + y + z =1
Xp — 2x + X3 — x4 = 8
(b) 3x; — 6x, + 2x3 = 18
X3 — 2x4 = 5

3. Discuta os sistemas Ax = b para «, B €R, com

1 0 1
@ A= 0 1 -1 |eb=
3 1 a
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

1 -1 1 1
1 0 -1 0
(b) A= 2 -1 0 |eb=]1
a 2 1 2
1 -1 1 B
(1 2 3 1
©0A=| 0 1 1 |eb=]1].
10 «a p
[1 2 0
d A=|2 a 5 |eb=|p
1 1
(a1 1 1
e A= 1 a -1 [eb=]| 0
1 1 1 1
1 1 0 X 3
4. Discutaosistema | 1 1 b vy |= 2 ,coma,beR.
a b b—a z 1+3a
5. Determine a, b, c € R de modo a que o sistema
X + ay + ¢z = 3
bx + cy + -3z = -5

Il
S

ax + 2y + bz

admita a solucéo (2,—1,2).

6. Considere a matriz A=

—_— = O =
—
— O =

Determine e interprete geometricamente o conjunto de solugées do sis-
tema Ax =0.

1 0
. ) 2 —1 5 0
7. Considere a matriz A=
1 -1 3 -1
o 1 -1 2
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a) Determine o conjunto dos vetores b € R* para os quais Ax = b é
possivel.
b) Qual é a caracteristica de A?

¢) Dé exemplo de um vetor ¢ para o qual o sistema Ax = ¢ seja impos-

sivel.
102 X
8. Considere A=| 2 2 5 | eosistema(A—AI)x =0, com x = X | e
1 00 X3

AeR.
a) Indique a caracteristica de A—AI em fung¢do de A. Para que valores
de A o sistema é indeterminado?
b) Mostre que se v € R? é solucdo do sistema, entdo Av = Av.

c) Resolvaosistema considerando A =—1. Interprete geometricamente
o conjunto das solucdes.

a —2 4 4
9. Considere A= 1 0 1]eb= 1 ,coma, ff €R.
-1 -1 —a 3+p

a) Discuta o sistema Ax = b para todos os valoresde a e a 3.
b) Resolva o sistema Ax = b, considerando a =0e 8 =—3.

¢) Indique, justificando, um valor de a para o qual a matriz A é inver-

tivel.
1 1
10. ConsidereA=| 2 1 —1 [eb=| 2 |,coma,pe€R.
3 3a 6

(a) Discuta o sistema Ax = b em funcao dos parametros a, f € R.
(b) Indique os valores de @, B para os quais A é invertivel.

(c) Considere a =0 e inverta a matriz A.

11. Sejam A, B, C e D matrizes quadradas invertiveis de ordem 7. Resolva,
caso seja possivel, as seguintes equagdes matriciais (em ordem a X):
(@ (C+X)A=D.
(b) B(CA+3X)=DX.
(c) ABX=1.
(d) 3X+AX =1I.
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(e) (AB)'BAX =1.

(f) (X—AP=B+(X—-A)X.
(8 ABX(AB)'=1.

(h) BX+XA=1.

(2 3

Determine matrizes X e Y taisque 3X —2Y = 4 e—X+Y=2I
1 2 3

ConsidereA=| 0 1 1 |eB= 2
4 10 12 -1 0

(a) Determine a inversa de A (caso exista).

(b) Resolva a equacdo matricial AX = B.

Seja A uma matriz quadrada tal que A3 = 0.

Mostre que I — A é invertivel com inversa I + A+ A2,

Escreva uma equacao vetorial equivalente a

1 1
X1
(@) 2 =2 l ]=
3 2

X1
1 2 4 3
5 0 2 2

X3
Interprete a transformacao geométrica do plano, dita transformacao afim,
T(x,y)=(x+a,y+Db), a,beR,

e indique os valores de a e b para os quais a transformacao é também
linear.

Interprete a transformacdo geométrica do espacgo definida pela matriz
A=diag(a, b,c), coma,b,c eR.
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Capitulo 2

Espacos vetoriais

EXERCICIOS 13.

1. Determine e interprete geometricamente os espacos nulos das seguintes
matrizes.

3 4 1 2 0 0
a) b) C)
6 -8 3 4 0
101 2 0 [1 2 0
d 210 e |31 1 f) 1 2
31 1 5 5 1 (0 2 3
[ 3 1
1 —2 2 1 —2 2 _
o[l ] W[t ]
4 —6 2 3 6 6
|6 -2

2. Escreva (—3,12,12) como combinacio linear dos vetores v; = (—1,3,1),
1,=(0,2,4)e v13=(1,0,2).

3. Em cada uma das alineas seguintes, verifique se o vetor u é combinacédo
linear dos vetores de V.

a u=3,-5), V={12),(26)}

b) u=(1,1,1), V={1,0,1),(0,35)};

o u=(2,-24%13), V={1,-1,00)(2,0,1,1)(0,3,1,1)}
d) u=(0,1,0,1,0, V={1,221,1),(5113,1,3)}

4. Averigue se (0,1,4) € ((1,3,-5),(2,9,4)) e interprete geometricamente a
situacao.

5. Justifique que (3, 1) estd no espaco das colunas da matriz

13



2 =1 5
4 3
matriz.

l e escreva-o como combinacao linear das colunas dessa

6. Determine e interprete geometricamente os espacos de colunas das ma-
trizes consideradas na alinea 1.

EXERcICIOS 14.

1. Decidasobre aindependéncia linear dos seguintes conjuntos de vetores.

a) {(3,1),(4,—2)}
b) {(3,1),(4,—-2),(7,2)}
o {(-1,2,0,2),(5,0,1,1),(8,—6,1,—5)}
d {(-1,2,0,2),(5,0,1,1),(8,—6,1,—5),(0,0,0,1)}
e) {(0,-3,1),(2,4,1),(—2,8,5)}.
2. Decida sobre a independéncia linear dos conjuntos de vetores,

U = {(1)2)_1) 0)! (0)2) 1) 0)»(2)_1) 3) 0))(1y 1) 1) 1)} €
U, = {(1’ 2)_170)r (2)_]-) 370)r(1) ]-) ]-7 1)}

3. Mostre que o conjunto de vetores {(1,0,3,1),(—1,1,0,1),(2,3,0,0),(1,1,6,3)}
élinearmente dependente. Pode cada um dos vetores ser expresso como
uma combinacao linear dos restantes?

4. Discuta, em func¢do de @, 8,y € R, a independéncia linear dos seguintes
conjuntos de vetores.

a) {(1’_2)r (a’_l)}
b) {(a,1,1),(1,a,1),(1,1,a)}
C) {Ov Y _/3 )) (_7) 0» a)r (ﬁ ,—a, O)}

5. Sejam {v;, 15, v3} um conjunto linearmente independente de vetores de
R" e u; = v, + 1y, Up = 1 + 13 € U3z = b + 3. Justifique que {u;, Uy, us} é
também linearmente independente.

EXERcicIOS 15.
1. Indique quais dos seguintes conjuntos sdo bases de R?:

a) V:{(l,—l),(S,O)}
b) U ={(1,1),(0,2),(2,3)}
c) W={(1,1),(8,8)}.

2. Indique quais dos seguintes conjuntos sdo bases de R3.
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

a) V={(1,1,1),(0,2,3),(1,0,2)}
b) U ={(1,0,1),(2,4,8)}
c) W={3,0,1),(1,1,1),(4,1,2)}.

3. Considere em R3 os vetores v; =(a,6,—1), v, =(1,a,—1) e v3 =(2,a,—3),
com a €R.

a) Determine ¢ de modo que {v;, 1», 15} seja uma base de R3.

b) Para um dos valores de o determinados em a), determine as com-
ponentes do vetor (—1, 1,2) em relacdo a base correspondente.

EXERcicIO 16. Determine uma base para o espago nulo de cada uma das se-
guintes matrizes.

01 2
1 0 -1 -2 1 2 3
a)[ ] b)l ] c) |0 2 4
01 3 4 1 2 5
0 3 6
1 21 -1 3 0 0
d) 2 3 0 2 €) 0 0
3 6 4 —1 5 00

EXERCICIO 17. Considere o subconjunto de R,
V ={(x1, X2, X3, X4) : X1 = X, —3X3, X3=2X4}.

a) Mostre que V é subespaco vetorial.

b) Indique uma base de V.

ExERrcicios 18. Indique uma base para cada um dos seguintes conjuntos.
1. O plano de R? definido por 2x; +4x, —2x5=0.
2. O hiperplano de R® definido por 3x; —6x, +3x3—2x; +9x5 = 0.

EXERCICIO 19. Determine uma base para o espaco das colunas de cada uma
das matrizes do exercicio 16.

EXERCIcCIO 20.

1. Calcule dim§, com S =< {(1,0,1),(1,—1,0),(3,—1,2)}>e S={(x,y,2,t) €
R*:x—2y+z—1t=0}

2. Para que valores de ¢ a dimensao do subspaco
§=< {(1» a,—l),(—l, 1) 1),((1, 0)_1)} > € 3?
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EXERCICIO 21. Determine uma base e a dimensao dos subespacos de R* gera-
dos pelos seguintes conjuntos de vetores.

a) {(1,0,2,3),(7,4,—2,1),(5,2,4,1),(3,2,0,1)}
b) {(1,3,2,-1),(2,0,—-1,0),(1,1,1,1),(1,2,0,0),(5,6,2,0)}
EXERCICIO 22. Seja V o espaco vetorial gerado pelo conjunto de vetores de R3
{(1,0,5),(1,1,1),(0,3,1),(—3,0,—2)}.
a) Mostre que V =R3,
b) Determine uma base de R® contida no conjunto de vetores dado.

¢) Escrevao vetor(—2,3,4) como combinacao linear dos vetores da base ob-

tida em b).
1 -1 0
EXERCICIO23. SejaA=| 0 1 1 |=[uj|luslus].
1 01

1. Para que valores de a € R o vetor (a, @?,2) é combinacdo de linear de u;,
U, e uz?

2. Indique uma base para R3 que inclua os vetores u; e us.

EXERCICIOS 24.

1. Seja A uma matriz do tipo m x n. Para cada um dos casos considerados
na tabela seguinte, determine as dimensoes de 6(A), A (A) e & (AT).

(a) (b) (c (d) (e) ) (g
mxn | 3x3|3x3|3x3|[5x9|9x5|4x4]|6x%x2
car(A) 3 2 1 2 2 0 2

2. Seja A uma matriz quadrada de ordem 3, cujo espaco das colunas define
um plano de R? que passa na origem. Pode o espaco nulo de A determi-
nar um plano que passa na origem? Justifique.

EXERCICIOS 25.

1. Construa uma base de R® que inclua o vetor (1,1, 1).

1 0 1 3
, , 0 -1 10 _
2. Considere a matriz A= L1 0 3l Verifique que v =(0,3,3,—1)
2 1 16

pertence a ./ (A) e indique uma base de .4/'(A) que inclua v.
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

1 0 2
. .12 -1 5 0
3. Considere a matriz
1 -1 3 -1
0 1 -1 2

a) Resolvao sistemahomogéneo Ax =0 eindique a dimensao de A4 (A).
b) Mostre que {(1,2,0,—1) e (—1,3,1,—1)} é uma base de A(A).
4

c) Verifique que v = é solucao do sistema Ax = , e mostre

—
[ \ClNe]

\S]

que se u é um vetor do espago nulo de A, entao v + u é também
solucao do sistema.

-1

4. Sejam A= eV ={(x, %, x5, %) ER* : X+ Xy — X3+ X4 =

S NN O

0, Xy = X3}

(a) Descreva .4'(A) analitica e geometricamente.
(b) Indique uma base e a dimensao de V.

(c) Mostre que 6(A)=1V.
1 1 1
, B=
l 01 1

a) Mostre que S é um espaco vetorial de R3.

1 1

eS={xeR3: Ax = Bx}.
2 2

5. Considere A=

b) Indique uma base de S.

¢) Determine um vetor ndo nulo do espac¢o nulo de A que pertenca a
S.

d) Mostre que se y é um vetor que pertence simultaneamente a S e ao
espaco nulo de A, entdo y também pertence ao espaco nulo de B.

ISA/ULisboa - 2022/23 17



Exercicios variados

EXERCICIOS 26.

1. Considere A=

(@
(b)
()

(d)
(e)
(f)
(8

1 0 1 1
X1
B ST -
=l W»L|U3, X=| Xo | €Y=
1 2 3 2 y 0
X3
1 3 2 —4

Descreva, analitica e geometricamente, 6 (A).
Indique uma base e a dimensao de 6 (A).

Mostre que o vetor y pertence a 6 (A) e escreva-o como combina-
c¢ao linear dos vetores da base de 6 (A) indicada em b).

Indique um vetor de R* que ndo pertenca a 6(A).
Indique dim A(A).
Serd {y, v3} uma base de 6¢(A)? Justifique.

Classifique o sistema Ax = 0.

1 1 -1
2. Considere amatrizA=| —1 -1 1
2 2 =2

(a)
(b)
()
(d)

Determine ./'(A) e interprete-o geometricamente.
Indique uma base para 6 (A).

Indique car(A).

Mostre que A (A)={(—1,1,0),(1,0,1)).

3. Considere V ={((1,1,0),(-1,1,1),(1,3,1)).

(@
(b)
()

Indique dim V.
Mostre que (2,4,1)e V.
Indique uma matriz A tal que €(A)=V.

4. Considere os vetores u =(1,2,1)e v =(0,3,1).

(@
(b)
()

Indique vetores w e z distintos de u e v tais que (u, v) = (w, z).
Escreva uma matriz A quadrada de ordem 3 tal que 6(A) = (u, v).
Determine A (A).

5. Sejam v; =(1,—1,1), v, =(1,0,—1), 15 =(2,—1,0) e v, =(1,1,0).

(@
(b)

Sera {v;, w, 13, 14} linearmente independente?

Sera que (vy, U5, 13, Ug) = R3?
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

(c) Indique uma base para R® constituida por vetores de {v;, v5, 3, V4}.

ol

a) Determine uma base A(.¢/).

6. Sejam A=

b) Determine uma solucao do sistema Ax = b.

c) Seja x; a solucdo obtida em b). Verifique que para todo o vetor u €
N (), xo+ u é solucdo de Ax =b.

d) Interprete geometricamente os resultados obtidos nas alineas an-
teriores e conclua que ndo existem mais solucdes para o sistema
Ax=h.
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