Recordatéria: norma (comprimento) de um vetor do plano

ordenadas
xp |7 x = (x1, x2)
W

abcissas
X1

||x|| representa a norma ou comprimento do vetor x, ou seja, a distancia
do vetor a origem. Pelo teorema de Pitagoras obtém-se,

Xl = Gl = /3¢ +x3 = v/ (x1,%2) - (x1,%2) = VX - x = VxTx
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Norma de um vetor do espaco
cotas
X3 |-

V‘X - (X15X2;X3)

W

X3
ordenadas

’,"4X2

abcissas

Analogamente, tem-se pelo teorema de Pitagoras,

2
Il = .3 0] = \/ (V+3) +8 =2+ 844 =i
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Norma de um vetor de IR”

Defini¢cdo de norma (caso geral)

Dado x = (x1,x2,...,%s) € R" define-se a sua norma (comprimento) por,

x| = VxTx = x x=\/x{ +55 + -+

X :”(47 27 _1’2)” = \/(45 2a _19 2) ' (47 25 _172) - \/42 + 22 + (_1)2 + 22 = 5.

Propriedades da norma

Para qualquer x € R" e A € R tem-se

1. x> 0.
2. |Ix|| = 0 se e s6 se x = 0.
3. axll = ALl

4. |Ix|IIP=x-x=x"x.

Dem (do ponto 3): ||[Ax|| = /(Ax)TAx = VAxTAx = VA2VxTx = |)|||x]].
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Distancia (euclideana) entre vetores de R”

A partir da norma define-se a distancia (euclideana) entre vetores de R".

Definicao distancia euclideana

Dados x,y € R" define-se a distancia entre x e y por

dx,y) =lIx —yll = /(xa =) + (2 — y2)> + - -+ + (X0 — ¥n)?

y d(xy) = lIx =l

Por exemplo,

d((1,3,2,1),(1,4,3,-1)) = |(1,3,2,1) - (1,4,3,-1)|
- ”(07 -1, _172)” = \/6
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Propriedades da distancia

Propriedades da distancia

Dados x, y,z € R", tem-se
1. d(x,y) > 0.
2. d(x,y) =0 & x=y.
3. d(x,y) =d(y, x).
4. d(x,z) <d(x,y)+d(y, z).
A propriedade 4. designa-se por desigualdade triangular e significa que o

comprimento do lado de qualquer tridngulo é inferior ou igual a soma dos
comprimentos dos outros dois lados.

X

A 3 primeiras propriedades significam que d(x, y) define uma dissemelhanca.
Uma distancia é uma dissemelhanca que verifica ainda a propriedade triangular.
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Vetor unitario e versor

Definicoes de vetor unitdrio e versor

> x € R" diz-se unitdrio se ||x|| = 1, isto &, se x - x = ||x]|> =1

» A cada vetor x € R”, x # 0, associamos o tinico vetor unitario com
a mesma direcao e sentido que x, designado versor de x:

X
vers(x) = —-.
x|
Tixl
Por exemplo, vers(3,4) = “8’23“ = (354) = (3,3).

Note-se que |vers(3,4)[| = (2, 5) | =1/ + 32 = L.
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Ortogonalidade entre vetores

Vetores ortogonais

Dois vetores u, v € R™ dizem-se ortogonais (u L v) se u-v =0, ou
equivalentemente, usando a notacdo matricial, u’ v = 0.

—4
Por exemplo, os vetores u = (—4,1,2,1) = ; e
1
1
1 - : :
v=(1,1,1,1) = | | sdo ortogonais pois
1
1
u-v=u'v=[-4 12 1] i =—4+1+2+1=0.
1
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Ortogonalidade entre um vetor e um subespaco vetorial

Consideremos o plano de R que passa na origem,
V = {(x1,x2,x3): x1 +2x+3x3 =0}.
Podemos escrever,
V = {(x1, x2, x3): (x1,%2,x3) - (1,2,3) = 0},

o que significa que o vetor normal ao plano V/, (1,2,3), é perpendicular a
todos os vetores de V. Diz-se entdo que (1,2, 3) é ortogonal ao
subespago V/, que se denota por (1,2,3) L V.

Mais geralmente tem-se a seguinte definicao

Vetor ortogonal a um subespaco vetorial

Sejam u € R™ e V subespaco vetorial de R™. Diz-se que é u ortogonal a
V' e denota-se u | V se u for ortogonal a todos os vetores de V isto &,

se u'v =0 para qualquer v € V.
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Vetor ortogonal a um subespaco dado por geradores

O seguinte resultado mostra que para verificarmos que um vetor é
ortogonal a um subespaco vetorial basta mostrar que é ortogonal a
um conjunto de geradores desse subespaco.

Teorema (resultado chave)

Sejam u € R™ e V = (vy,...,v,) subespaco vetorial de R™.
Tem-se,
u L Vi,
ulV <
ul v,
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Exercicio na aula
Exercicio

Sejam v = (1,2,—-1), v» =(2,0,2), V = (vi,n) e b=(1,—1,—1).
Prove que b L V.

Resolucao: tem-se:

1
» blwvipoisvi-b=v/b=[12 —1]| -1 | =0.
-1
1
> blwpoisva-b=v/b=[2 0 2]| -1 | =0.
—1

Como b L vi e b L v, conclui-se pela proposicao do slide 145 que
bl V= <V17 V2>.
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Complemento ortogonal de um subespaco vetorial

Definicao de complemento ortogonal

Seja V subespaco vetorial de R™. Chama-se complemento ortogonal de
V e denota-se por V-, ao conjunto de todos os vetores de R™ que s3o
ortogonais a V/, isto é,

VE={xeR™ : x 1V}

» Note-se que por definicao de complemento ortogonal, tem-se

ulVeuevt

» Vejamos como determinar o complemento ortogonal num exemplo,
que nos ira sugerir também um método geral para calcular
complementos ortogonais de subespacos vetoriais arbitrarios.
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Consideremos novamente os vetores v; = (1,2, —1), v» = (2,0,2) e seja
A=[vi v»]. Vamos determinar C(A)* = {x € R3: x 1 C(A)}.

Dado x = (x1,x2, x3) € R3 tem-se:

vi x =0
x LC(A)=(vi,wn) & {VlJ_X <=>{

vo L x V2TX:0
( -X].—
[1 2 —1]| x | =0
< 9 ) )
X1
[2 0 2 ]| x | =0
\ _X3_
- X1
1 2 -1 10 T =
o [1: 2][2][0]@/4“
Logo, C(A)t ={x€eR3: ATx= 6} = N(AT) = ... = {(—1,1,1)) (verifique).
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Uma relacao fundamental

A relacao estabelecida no slide 148 pode ser generalizada para o espaco das
colunas de uma matriz arbitraria A. Mais precisamente tem-se o seguinte.

Complemento ortogonal do espaco de colunas / espago gerado

Sejam vi,...,vp ER"e A=[wvi -+ v,]. Tem-se:

CAY: = (w,...,va)" = N(AT).

» Em geral, se V subespaco vetorial R" de dimensdo k > 0e {wv1,...,w} é
base de V/, podemos escrever V = C(A) onde Apxk =[vi -+ w] éa
matriz da base.

> Logo V* =C(A)T = N(AT) é também um subespaco vetorial de R™ e
tem-se, atendendo a que o ndmero de colunas de AT ém,

dim V" =dimN (A7) = m — car(A”) = m — car(A) = m — dim V.

Estas e outras propriedades do complemento ortogonal estdo reunidas no
teorema do préximo slide.
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Propriedades do complemento ortogonal
Teorema

Seja V' um subespaco vetorial de R™. Entdo V- é também subespaco
vetorial de R™ e tem-se:

> VNVt ={0}.

> (VD =V,

» dim V +dim VL =dimR”™ = m.

» Se {vi,...,v,} ébasede Ve {ws,...,w,_,} é base de V-, entdo
{vi, o VW, s Wi},

base de V' pase de V-

é base de R™.

Note-se que a relagdo V' N V- = {0} significa que o vetor nulo é o tnico
vetor que é ortogonal a si préprio.

A relacio (V1) = V significa que se W = V- entdo W+ = V.
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