Parte C
Introducao a Inferéncia Estatistica
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Inferéncia Estatistica

E o processo de tirar conclusdes sobre uma populagdo com base no
conhecimento parcial de uma amostra.

Question or Idea?

(https://onlinecourses.science.psu.edu/stat200/book/export/html/51)
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Inferéncia Estatistica

Para estimar o valor médio (valor esperado) ;. de uma populacao:

Populagao

amostra; — x("
amostra, — x®

¥ @

@ x tém variabilidade resultante da amostragem
@ como quantificar esta variabildade com base numa Unica
amostra?
@ onde estd o u?
Para uma apresentagao informal da Inferéncia Estatistica sugere-se a visualizagao deste video

https://www.youtube.com/watch?v=tFWsu09£740
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 https://www.youtube.com/watch?v=tFWsuO9f74o

Inferéncia Estatistica

@ A inferéncia estatistica € baseada em modelos de probabilidade.

@ As amostras devem ser obtidas com intervencéo do acaso e ser
representativas da populacao.

@ Compreende trés tipos de ferramentas:

e estimacao pontual
e intervalos de confianca

o testes de hipdteses
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Exemplo 10

Numa linha de engarrafamento de azeite, supde-se que a quantidade
despejada em cada garrafa (em litro) € uma variavel aleatéria X que
segue uma distribuicdo normal, X —~ N (u,0),com pe o
desconhecidos. Considera-se que o processo esta regulado quando
u=1e o < 0.07. Como avaliar a concordancia dos dados com a
suposicao y = 1?

Escolhe-se ao acaso uma amostra de n = 20 garrafas e mede-se a
quantidade (litro) de azeite contida em cada uma:

Histogram of azeite

Frequency
012 3 456

:

I T T T T 1
0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2
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Exemplo 10

Com base nestes 20 valores pode-se:

@ estimar o valor de 1 e afirmar: uma estimativa para n é
X = 0.96485; (seréa este valor “muito” diferente de 1?)

@ determinar um intervalo de confianga para u e afirmar:
p € ]0.9216,1.0081[ com 95% de confianga; como este intervalo
contém o valor 1, ndo ha razdo para desconfiar que p seja
diferente de 1;

o testar as hipéteses = 1 contra i # 1 e afirmar: com um nivel de
significancia de 5%, rejeita-se a hipétese © = 1 se
X —1
s/v20
p-value de 0.1053; ao nivel de significancia de 0.05 nao se rejeita
a hipétese de = 1.

> 2.093. Ou ainda, este teste de hipéteses tem um
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Conceitos em Inferéncia Estatistica

Populacdao — conjunto completo de todas os elementos com uma
caracteristica comum; a caracteristica que se pretende estudar é
considerada uma variavel aleatéria X. E frequente designar a propria
populagao por X.

Amostra aleatoria

Amostra aleatéria de dimensao n, € uma colegao (Xj, Xz, ..., Xp) de n
variaveis aleatérias independentes e semelhantes, i.e., tendo todas a
mesma distribuicdo que é a distribuicao da populacao X em estudo.

Amostra concreta — colegdo dos valores efetivamente observados. E
considerada uma concretizagdo (de entre as muitas possiveis) da
amostra aleatoria.
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Conceitos em Inferéncia Estatistica

POPULAGAQ, X

Amostra aleatdria: (X1, Xo,-+- X,,)

AMOSTRAGEM INFERENCIA
ALEATORIA ESTATISTICA

. /Amostra
#\concreta
¢ Ay

Universo de Amostras

Parametro de uma populagéao — constante desconhecida, cujo
verdadeiro valor se pretende “estimar” ou “validar”. Por exemplo p, 0
valor esperado de X.
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Conceitos em Inferéncia Estatistica

Para obter estimativas dos parametros desconhecidos, aceder a
informagao sobre o erro associado a essas estimativas e validar
hipéteses sobre os valores dos parametros, utilizam-se estimadores.

Estimador e estimativa

Um estimador de um parametro € uma fun¢do da amostra aleatoria
(X1, Xo,--- , Xn), que serve para obter “valores aproximados” de um
parametro populacional desconhecido. Quando se aplica essa funcao
(ou procedimento) a amostra concreta, o valor resultante designa-se
uma estimativa.

Por exemplo, o estimador usual do valor esperado p de uma

o - v 1< .
populagédo € a média amostral definida por X, = - Z Xi. Entao, para
i=1
obter uma estimativa de ., recolhe-se uma amostra de dimensao ne
aplica-se a expressao do estimador a amostra concreta:
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Conceitos em Inferéncia Estatistica

POPULAGAO X com valor Estimador de p
esperado p I 1
Amostra aleatéria: Xn = ;Z,-=1Xi
(leXZI "'Xn) é uma variavel aleatéria

[AMOSTRAGEM
ALEATORIA

Estimativa de p

1 n
fn =- Z Xi
n =1

é um nimero

Amostra concreta:
(o1, 2, *++ Xn)

Cada amostra concreta da origem a uma nova estimativa x, mas em
geral apenas se dispde de uma Unica amostra com a informagao:

@ n, adimensao
@ X, a média
@ s, 0 desvio padrao
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Conceitos em Inferéncia Estatistica

Um estimador é uma variavel aleatéria, que se caracteriza através da
sua fungéo densidade de probabilidade. A Inferéncia Estatistica utiliza
a teoria da Probabilidade para determinar a distribuicao de
probabilidades do estimador, designada distribuicao de amostragem.

Por exemplo, a distribuicdo de amostragem de X, modela a
distribuicdo dos valores das médias x de cada amostra concreta, ao
longo do universo de possiveis amostras.

Sabe-se que se (Xi, Xz, - -, Xp) € uma amostra aleatdria extraida de
uma populagéo normal, X ~ N (u, o), entédo

Xn—pu
a/vn

Xn ~N(u,0/V/n) < ~ N(0,1)
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Conceitos em Inferéncia Estatistica

Se a amostragem for feita numa populagéo com distribuicao
desconhecida com valor médio 1 e variancia o2, a distribuicao de
amostragem de X, é ainda aproximadamente normal, desde que a
dimensao da amostra seja suficientemente grande (Teorema Limite
Central) -
Xnp—p

o/

N(0,1), n> 30

Dada a amostra aleatoéria, (Xi, Xz, ..., X,;) extraida de uma populagéo
X, os parametros que vao ser considerados, seus estimadores e
estimativas associadas sao:
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Parametros, estimadores e estimativas

Parametro a estimar Estimador Estimativa
U X = 27771)(1 X — Z%ﬂ(i
o2 2 — > (Xi— X)? §2 — > (X —X)?
n—1 n—1
~  X@ . x(b)
P ~ P=0
po— H2 X1 — Xz Xp — X2
o2/ 03 $2/ 3 /3
P1 — P2 /3: - 7’; Py — P2

(@ X -v.a. que conta o nimero de sucessos na amostra de dimensao n
(b) x - nimero observado de sucessos na amostra de dimens&o n.
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Conhecer a distribuicdo de um estimador permite:

@ associar a uma estimativa um intervalo de valores acompanhado
de uma indicagdo do grau de confianga em que o verdadeiro valor
do parametro pertenca a esse intervalo — construir intervalos de
confianga para o parametro;

@ tomar decisdes sobre hipbteses colocadas sobre o valor do
parametro, controlando o erro associado a essa decisdao — fazer
testes de hipdteses ao parametro.

Seguem-se as distribuicdes de alguns estimadores.
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Estimador do valor esperado de uma populacao,

Seja (X1, X, ..., Xn) uma amostra aleatoria (a.a.) extraida de uma
populagéo X, com valor esperado y e variancia o2.

Estimador de u

BI—L

=F

Caso A: Populagéao normal com o conhecido (slide 173)

X—p
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Estimador do valor esperado de uma populacao,

Caso B: Populacao com qualquer distribuicao e amostra grande
(n > 30) (slide 174)

X
~ N(0,1) se o conhecido

X —u .
~ N(0,1) se o desconhecido
sjyn "N (©01) seo |

s é o desvio padrdao da amostra.
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Estimador da variancia de uma populacao, o2

Seja (X1, X2, ..., Xn) uma a.a. extraida de uma populagdo com
distribuicdo normal, X —~ N (u, o).

Estimador de o2

1 & —
=y R
i=1

Distribuicdo de amostragem:
(n—1)8?

2
02 X(n-1)

ava, ()% 1) tem distribuicdo qui-quadrado com n — 1 graus de
liberdade.

Atencao: Em populagbes em que nao se verifica a normalidade, esta
distribuicdo nao é valida.
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Estimador da varidncia de uma populacéo, o2

Funcgéo densidade da distribui¢cdo an):

o
g 7 —— 4 graus de liberdade

—— 10 graus de liberdade
—— 20 graus de liberdade

dchisq
0.10
|

0.05
|

Y ~x = E[Y]=n e Var[Y]=2n
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Estimador da variancia de uma populacao, o2

Note-se que o estimador S? verifica:

—1)82 _

E[M] =n-1s (n 21)E[Sz} =n—1 @E[Sz} = o2
g g

Um estimador cujo valor esperado coincide com o parametro a estimar

diz-se estimador centrado.

Esta é uma propriedade desejavel a um bom estimador.
Conclui-se assim que

1 < 2 & .
S? = — > (X; — X)? é um estimador centrado de o2.
p

E esta propriedade que justifica 0 denominador de S2 ser (n—1) e
nao, por exemplo, n.

Exercicio: mostrar que X é um estimador centrado de .
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Estimador do valor esperado de uma populacao,

Caso C: Populagao normal com o desconhecido
X—p
sivn oy
em que S é a raiz quadrada do estimador de o2, S = v/ S2.

Ava. SY/;\/’% tem distribuicdo t-Student com n — 1 graus de liberdade.
Fungéo densidade da distribui¢ao £,

<
S 7 — NOY)

— teomt0gausdelbersade ' A curva é mais achatada do
que aN(0,1)e
aproxima-se desta a
medida que aumenta o

n® de graus de liberdade.

03
I

dt
0.2
L

0.1

0.0

Y ~ t(n) =
-6 -4 -2 0 2 4 6 E[n = 0 e Var[Y] e nTr'Z
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Distribuicoes .V, t-Student e x> em Python

° )(ff\.A/(M,(T)

u <> loc o <> scale

norm.pdf (x, loc, scale) # f(x)

norm.cdf (x, loc, scale) # F(x)=P(X<=x)

norm.ppf (pr, loc, scale) # Quantil de probabilidade pr

Exempilo:

>>> from scipy.stats import norm

>>> print(norm.pdf(1,1,0.05)) # note que f(x)>1
7.978845608028654

>>> print(norm.cdf(1.96,0,1)) # P(X<=1.96)
0.9750021048517795

>>> print (norm.ppf (0.975,0,1)) # F(x)=0.975 <=> x=1.96
1.959963984540054

>>> print (norm.ppf (0.025,0,1)) # F(x)=0.025 <=> x=-1.96
-1.9599639845400545
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Distribuicoes .V, t-Student e x> em Python

e X ~ 1ty

n < df

t.pdf(x, df) # f(x)

t.cdf(x, df) # F(x)=P(X<=x)

t.ppf(pr, df) # Quantil de probabilidade pr

Exempilo:

>>> from scipy.stats import t
>>> print(t.cdf(2.093, 19))
0.974998810528586

>>> print (t.ppf(0.975, 19))
2.093024054408263

>>> print(1-t.cdf(2.093, 19))
0.025001189471414054

>>> print(t.cdf(-2.093, 19))
0.025001189471413988
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Distribuicoes .V, t-Student e x> em Python

o X ~ 5

n < df

chi2.pdf(x, df) # f(x)

chi2.cdf(x, df) # F(x)=P(X<=x)

chi2.ppf(pr, df) # Quantil de probabilidade pr

Exemplo:

>>> from scipy.stats import chi2
>>> print(chi2.cdf(32.852, 19))
0.9749978372652895

>>> print(chi2.ppf (0.975, 19))
32.85232686172969

>>> print(chi2.ppf (0.025, 19))
8.906516481987971
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Intervalo de confianca para o valor esperado . de

populacao normal com o conhecido

Sabe-se que

_ X-u
X/\N(M,U)@Z—WAN(OJ)

F. densidade de Z —~ N(0,1): Confianca=(1 — a) x 100%

P[—Za/g <Z< Za/Z] =1-a«a
Valores usuais de confianga:
90%, 95%, 99%

95% de confianga:
< a=0.05— Zaj2 = 20.025 = 1.96
scipy.stats.norm.ppf(1-0.025,0,1)

—Zg/2 Zy /2
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Intervalo de confianca para o valor esperado . de

populacao normal com o conhecido

Construcao do IC:

n
Pl—z,0 < < Z, =1-
/2 /\/_ 2/2] (0%

& P —Za/gi < X—,u < za/2%7j| =1-a«a

vn
& P- X—zo <y < X422 11—«
- - a/277 - - a/ZW,' = -
- . B .
s P X—Za/gﬁ < pu < X+Za/2%:| =1-«
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Intervalo de confianca para o valor esperado . de

populacao normal com o conhecido

Construcao do IC (continuacao):

€ ]7—2 /2\/_ X+za/2\/_[com probabilidade (1 — «)

quando se substitui o estimador X pela estimativa X
l

RS ]7— za/g%?, 7+za/2%{com (1 — a) x 100% de confianca
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Intervalo de confianca para o valor esperado . de
populacao normal com o conhecido

Intervalo a (1 — «) x 100% de confianga para p, numa
populacdo normal com ¢ conhecido

_ o _ o
X — Za/zﬁv X+ Za/ZW,'

Significa que se se recolhesse muitas amostras de dimenséo n e para
cada uma delas se calculasse o IC, (1 — «) x 100% desses intervalos
conteriam o verdadeiro (e desconhecido) valor de .
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Intervalo de confianca para o valor esperado . de

populacao normal com o conhecido

IC’s para 11
amostras concretas:

X ~N(2,1)
(Xq, Xo, ..., Xo0) amostra aleatéria de X |
——
Confianca= 95%
<1-a=095<a=0.05 A
—t
Zy2 = 20025 = 1.96
——
IC a 95% para u:
1 1 —
X -196-L, x+1.96ﬁ[
——
(X1, X2, ..., Xop) amostra concreta — x
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Intervalo de confianca para o valor esperado . de

populacao normal com o conhecido

Observacoes:
@ 0 IC para ;. é centrado na estimativa x

o a amplitude do IC & 2za/2%

@ com (1 — a) x 100% de confianga, o erro maximo cometido ao
estimar u por X é a semi-amplitude do IC, ¢ = za/gi

Vvn
@ em populagbes com maior variabilidade (maior o), os intervalos
de confianca tém maior amplitude (sdo menos precisos)

@ amostras de maior dimensao tém mais informacao da populacao
e dao origem a intervalos de menor amplitude (mais precisos)
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Intervalo de confianca para o valor esperado . de

populacao normal com o conhecido

@ mantendo a dimensao da amostra, 0 aumento da confianca é
acompanhado do aumento da amplitude do IC (diminuigéo da
precisao)

@ para amostras de dimenséao 20, de uma populagado normal com
o =1, osintervalos a (1 — a) x 100% de confianga séo

_ 1 _
X = Zyp—7=—=, X + Zoj2 ==

9
v20 v20
~— —
€ €
99%
95%
90%
| | T | 1
0 1 X2 3 4

No limite, o intervalo com 100% de confianca seria a reta real.
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Intervalo de confianca para .., amostras grandes

(n > 30)

Para o caso B,

X — X —
o/V/n /\/_

em que s é o desvio padrdo da amostra,

~N(O 1), o conhecido ou ~ N(0,1), o desconhecido

Intervalo a (1 — «) x 100% de confianca para p, em amostras

grandes

— (o — g q

X — Za/2%7 X + Za/zﬁ se o conhecido

_ S S .
X—2z, /2%, X+ 2z, /2ﬁ se o desconhecido
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Intervalo de confianc¢a para ;:, populacao normal

com o desconhecido

Para o caso C:

_X—p

sivn o

em que S é o estimador usual de o.

Funcao densidade de T ~ f(,_y)

P [—ta/g(n,” <T< ta/g(n,”] =1—-«

—taj2 tas2
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Intervalo de confianc¢a para ;:, populacao normal

com o desconhecido

A construcdo do IC para p € idéntica a dos casos A e B, substituindo a
distribuicdo N (0, 1) pela t,_1).

Intervalo a (1 — «) x 100% de confianga para p, numa

populacdo normal com o desconhecido

_ s _ s
X — ta/2(n—1)77a X + ta/2(n-1)77

em que s é o desvio padrao da amostra.

Note-se que este resultado nao abrange o caso de amostras
grandes se as populagdes nao forem normais. O caso de populagdes
ndo normais € o B (caso as amostras sejam grandes). Em amostras
pequenas de populagdes ndo normais é necessario utilizar testes nao
paramétricos, assunto que nao é abordado nesta UC.
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Exemplo 10 (continuacao)

Para averiguar se . = 1 pode-se calcular o intervalo de confianga a 95%
para ;.. Como o desvio padrao da populagdo (o) é desconhecido e a amostra
n&o é grande (n = 20), usa-se o intervalo ]7 — taj2(n-1) 75 X+ taj2(n-1) 5 [
Note-se que é necessario pressupor que a populagao tem distribuicao
normal; o histograma parece estar de acordo com este pressuposto, mas
sera necessario validar esta hipétese com um teste estatistico (mais a
frente).

Informagédo com base na amostra:
n=20

X = 0.96485 litro

s? = 0.0085413 litro?

Confianga=95% < 1 —a = 0.95 < a/2 =0.025  — fye5(19) = 2.093

tabela ou t.ppf(1-0.025,19)
O IC tem semi-amplitude ¢ = ta/z(,,_”\/iﬁ = 0.043253, portanto pode-se
afirmar, com 95% de confianga, que 1 € 10.9216, 1.0081[. Como o valor 1
estd incluido no intervalo, este € um valor possivel para p.
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Intervalo de confianca para o2

Sabe-se que para amostras aleatérias de populagcdes normais se tem
(slide 179)
(n—1)8?
Y2 = e an_”

Funcao densidade de X%n—1)

P [X$—a/2(n—1) <xf< Xi/Z(n—1) =1-a

2 2
Xi-a/2 Xa/2
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Intervalo de confianca para o2

A construcéo do IC para ¢ segue 0s passos:

(n—1)8?
>

P X3 _aj2(n1) < < Xi/Z(n—1)] =1-a

[ 2 1
s P 5 > 5~ 3 =1—-q«
| X1—a/2(n—1)

R o
ﬁpmw%w]ﬂ_a

_X$_a/2(n_1) Xi/Z(n—1)

. o — 2 — 2
O intervalo aleatério (;’ 1S , z(n S
Xas2(n—1)  Xi—a/2(n—1)

[contém o2 com

probabilidade 1 — a.
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Intervalo de confianca para o2

Quando se substitui 0 estimador S? pela estimativa s° calculada a
partir de uma amostra concreta, obtém-se o

Intervalo de confianga a (1 — a) x 100% para o2

](n— 1)s®  (n—1)s? [

Xi/Z(n—1) 7 X%—a/2(n—1)

Note-se que este intervalo ndo é centrado na estimativa.

Para o Exemplo 10, tem-se 2 € ]0.004940, 0.01822[ com 95% de
confianga. C i

T T T T ]
2
0.000 0.005 S 0.010 0.015 0.020

X§_025(19) 32.8523 € x2 o75(19) = 8-90655 (ver tabela e slide 185).
Este IC pressup6e a normalidade da populacao.
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Intervalo de confianca para uma proporcao

Pretende-se estimar a proporcao p de “sucessos” numa populacao.

Por exemplo, a proporgao de pinheiros infetados com uma doenga em
Portugal ou a proporcéo de artigos defeituosos numa linha de
producao.

Considera-se uma amostra aleatoria de dimensao n, (X1, Xo, - -+ , Xp)
emquecada X;, i =1,2,--- ,n, toma os valores 1 (sucesso) com
probabilidade p e 0 (insucesso) com probabilidade 1 — p.

X =>4 X; representa o nimero de sucessos na amostra aleatéria.

Estimador de p

P

S| X

. . LA X p p
Uma estimativaparap é p = n em que x € o0 numero de sucessos

observados na amostra.
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Intervalo de confianca para uma proporcao

Sabe-se que a v.a. X tem distribuicdo binomial com parametros n e p.

Se n grande,

X ~B(n,p) — X~ N(np,\/npq) < 15=)—,:~N<p, ’E>

Distribuicdo de amostragem: Z =

Intervalo de confianga a (1 — a) x 100% para p, em amostras

grandes

. p(1 — p
b= zuo p(1 —p)

< p < Ptz
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Testes de hipoteses

Uma hipétese estatistica é qualquer conjetura sobre aspetos
desconhecidos da populagéo (que podem ser parametros ou mesmo
a forma da distribuicéo).

Se a hipétese diz respeito a:
@ um parametro, supondo conhecida a forma da distribui¢éo, a
hipétese diz-se paramétrica.
@ investigar a forma da distribuicdo, ou um parametro
sem admitir o conhecimento da forma da distribuicao, a hipétese
diz-se nao paramétrica.

Um teste de hipoteses € um procedimento que permite decidir se uma
dada hipétese formulada sobre a populacdo é ou nao suportada pela
informacao fornecida pelos dados de uma amostra.
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Testes de hipoteses

Em primeiro lugar irdo ser estudados testes de hipéteses para
parametros de populacdes:

@ valor esperado i de uma populagao
@ variancia ? de uma populagao
@ propor¢ao de sucessos p numa populagao

Num teste de hip6teses ha 5 passos a seguir.

Exemplificam-se estes 5 passos no contexto de um teste a uma média
populacional .

O objetivo é testar alguma afirmagéo sobre o valor esperado ;. de uma
variavel numérica X numa populacao; por exemplo, saber se é
admissivel que p = E[X] = 2.
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Testes de hipoteses | Passo 1 de 5

Passo 1: Especificar as hip6teses e o nivel de significAncia do teste

As hipéteses em confronto sao:

Ho - Hipotese nula € a hipdtese que tem o beneficio da duvida (€
considerada verdadeira até haver evidéncia estatistica para a sua
rejeigao, ou seja até os dados testemunharem fortemente contra essa
hipétese)

H; - Hipotese alternativa é a hipétese que tem o énus da prova onde
se especificam o(s) valor(es) a “aceitar” quando se rejeita a hipotese
nula.

Se os dados nao contradizem a hipétese nula, a conclusao é fraca: os dados
ndo fornecem evidéncia suficiente contra Hy, 0 que pode acontecer com
amostras pequenas e/ou em populagdes com muita variabilidade. Nesse
caso nao se aceita a hipotese alternativa.

Se a hip6tese nula é rejeitada, aceita-se H;.
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Testes de hipoteses | Passo 1 de 5

A resposta a um teste de hipéteses é dada na forma

@ Rejeitar Hy - significa que os dados observados testemunham
fortemente contra Hy; neste caso € adotada a hipétese Hq ou

@ Nao rejeitar Hy - significa que ndo ha evidéncia suficiente para
rejeitar Hp.

Ao tomar decisdes sobre a populacdo com base numa amostra
corre-se riscos, i.e. cometem-se erros:

Decisao
Realidade Rejeitar Hg N&o rejeitar Hy
Ho verdadeira || ERRO de tipo | nao ha erro
Ho falsa nao ha erro ERRO de tipo Il
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Testes de hipoteses | Passo 1 de 5

O erro do tipo | € considerado 0 mais gravoso, por isso é-lhe atribuida
uma baixa probabilidade. Define-se nivel de significancia do teste
como

a = P[errodotipo|] = PJrejeitar Hy | Hp verdadeira].

Habitualmente considera-se o = 0.05 ou 0.01.

O erro do tipo |l esta relacionado com a poténcia do teste:
Poténcia= 1— 3 = 1-—P[errodotipo Il ] = PJ[ rejeitar Hy | Hy falsa).

E possivel verificar que ao diminuir a probabilidade do erro do tipo | (a),
aumenta-se a probabilidade do erro do tipo Il, ou seja reduz-se a poténcia do
teste. Uma descricao de fatores que influenciam a poténcia de um teste pode
ser consultada em https://en.wikipedia.org/wiki/Power_(statistics)
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Testes de hipoteses | Passo 2 de 5

Passo 2: Definir a Estatistica do Teste

@ Uma estatistica de teste é uma variavel aleatéria, fungao da
amostra aleatéria e de Hy, cujo comportamento permite definir as
condigbes que levam a rejeigéo de Hp.

o E necessario conhecer a distribuicao de probabilidades da
estatistica de teste quando H, é verdadeira.

Por exemplo, num teste ao valor esperado i de uma populagéo
normal com desvio padrao o desconhecido, a estatistica de teste é

_X-mo
s/vn "

em que g € o valor de 1 ao abrigo de Hy.
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Testes de hipoteses | Passo 3 de 5

Passo 3: Definir a Regido Critica (ou Regiao de Rejei¢ao)

@ é o conjunto de valores da estatistica de teste ao qual se associa
arejeicao de Hy;

@ é constituida pelos valores da estatistica de teste “menos
plausiveis” caso Hg seja verdade ;

@ a probabilidade de a estatistica de teste pertencer a RC € o nivel
de significancia «;

@ a RC pode ser bilateral ou unilateral, dependendo da hipo6tese
alternativa, Hj.
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Testes de hipoteses | Passo 3 de 5

Por exemplo, num teste ao valor esperado i de uma populagéo
normal com desvio padrdo o desconhecido, em que a estatistica de

teste é T = % ~ tn—1), podera ter-se:

@ Teste bilateral
Ho: n=po
Hi: w# po

Funcgéo densidade de T sob Hg

/\ \ Regido Critica:
l1-a \

T < —tyo ou T >t
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Testes de hipoteses | Passo 3de 5

@ Teste unilateral direito @ Teste unilateral esquerdo
Ho: 1 < o Ho: n = po
Hi: p>po Hi: p<po
Funcao densidade de T sob Hg Funcéo densidade de T sob Hp
Regido Critica: T > 1, Regiao Critica: T < —1,
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Testes de hipoteses | Passo 4 de 5

Passo 4: Calcular o valor da Estatistica de Teste

@ Escolhe-se uma amostra concreta (sé neste passo intervém os
dados) e

@ calcula-se o valor da estatistica de teste para essa amostra
No exemplo,
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Testes de hipoteses | Passo 5 de 5

Passo 5: Conclusao

@ Toma-se a decisao de rejeitar Hy ou de nao rejeitar Hp, consoante
o valor da estatistica de teste, calculado para a amostra
observada, recaia ou ndo na Regiéo Critica.

No exemplo:

@ se Tygc € RC — Rejeita-se Hy e “aceita-se” Hy
@ se T4 ¢ RC — Nao se Rejeita Hp

Os passos 3 a 5 podem ser substituidos pela indicagéao de uma
medida de plausibilidade de Hy, designada valor de prova ou p-value,
definido como a probabilidade de obter um valor tao ou mais extremo
qguanto o observado na estatistica do teste, caso Hy seja verdade. O
p-value mede a concordancia dos dados com Hy. Quando um p-value
€ muito pequeno, considera-se Hy irrealista, optando-se pela sua
rejeicao.

Secgdo Matematica do DCEB, ISA, Ulisboa ESTATISTICA (2024/2025) 212/286



p-value e nivel de significancia

Note-se que:

@ p-value < a & T4 € RC — Rejeita-se Hy ao nivel de
significancia «

Teste bilateral

p-value = 2P [T > |Tsqcl]

—[Teadtasz taj2 [Tead
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p-value e nivel de significancia

Teste unilateral direito Teste unilateral esquerdo

a

Teae ~ta

p-value =P [T < Teqic]
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Exemplo 10 (continuacao)

Para averiguar se . = 1, uma alternativa ao IC obtido no slide 196 é a
realizacao de um teste de hipdteses bilateral.

1. As hipéteses em confronto sdo Ho: =1 vs Hy: p # 1.
Nivel de significancia: « =P[rejeitar Hy | Hp verdade]= 0.05.

2. Estatistica de teste: T = ~ t19) SOb Ho

X -1

S/vn

3. Para a = 0.05, fyg25(19) = 2.093. Regido critica: T < —2.093
ou T > 2.093.

X —1
4. O valor da estatistica de teste € Togc = —= = —1.700899.
calc s/v/20
5. Como T4 £RC, ndo se rejeita Hy ao nivel de significancia de

5%.
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Exemplo 10 (continuacao)

O p-value, 2P [T > |To5cl], pode obter-se com o comando Python
2%(1-t.cdf (1.700899, 19)) — 0.10527

O teste de hipéteses pode ser feito em Python com a fungao
ttest_1samp do modulo stats da biblioteca scipy:

azeite=[1.139, 0.833, 0.943, 0.909, 0.965, 0.928, 1.041, 1.145,
0.901, 1.103, 0.897, 0.907, 0.954, 0.855, 0.885, 1.010,
1.049, 0.926, 0.880, 1.027]

from scipy.stats import ttest_lsamp

azeite_res=ttest_lsamp(azeite, popmean=1)

ci = azeite_res.confidence_interval(confidence_level=0.95)

print(ci)

print (azeite_res)

O resultado €

Confidencelnterval (low=0.9215965245545, high=1.00810347544547)

TtestResult(statistic=-1.700899055041, pvalue=0.1052715589045,

df=19)
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Exemplo 10 (continuacao)

Se se pretendesse averiguar se u < 1, as hipéteses seriam
Ho: n>1 vs Hy:u< 1. Aregido critica seria (para 0 mesmo nivel
de significancia) Teg)c < —fo.05(19) = —1.729.

Tealc = —1.700899 ¢RC, X n&o ¢ significativamente inferior a 1.
Em Python:

>>> azeite_res_uni=ttest_lsamp(azeite, popmean=1,
alternative=’less’)

>>> print(azeite_res_uni)
TtestResult(statistic=-1.7008990550410794,
pvalue=0.05263577945227641, df=19)

>>> print (’p-value=’,azeite_res_uni[1])
p-value= 0.05263577945227641
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Exemplo 10 (continuacao)

Para averiguar se o2 > 0.07% = 0.0049, ¢é preferivel realizar um teste
de hipéteses unilateral a calcular o IC (slide 199). O IC é equivalente a
um TH bilateral, como se viu no exemplo acima.

1. As hip6teses em confronto sdo Hy: 02 < 0.0049 vs Hj:

o2 > 0.0049.
Nivel de significancia: « =P[rejeitar Hy | Hp verdade]= 0.05.
2. Estatistica de teste: y? = (n-1)& ~ X%4, SOb Hp.
0.0049 (19)
3. Para o = 0.05, Xg.05(19) = 30.14. Regido critica: x> > 30.14.
19 x &°

4. O valor da estatistica de teste & X2 = = 33.1193.

0.0049
5. Como Xgalc €RC, rejeita-se Hy ao nivel de significancia de 5%, e

conclui-se que s? é significativamente superior a 0.0049.
p-value = P [x2 > Xﬁam] —0.023289 (1-chi2.cdf(33.1193, 19))
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Teste de normalidade de Shapiro-Wilk

E um teste de hipdteses ndo paramétrico, para averiguar se uma
populagédo X segue a distribuicdo normal.

Ho: X tem distribuicdo normal
Hi: X nédo segue a distribuigdo normal

Para os dados do Exemplo 10 (slide 167), tem-se
Em Python:

Histogram of azeite

>>> from scipy.stats import shapiro

>>> azeite_shapiro=shapiro(azeite)

>>> print(azeite_shapiro)
ShapiroResult (statistic=0.9238094711857526,
pvalue=0.11732708960912808)

Density

0 1 2 3 4 5

N~
07 08 09 10 11 12

) Como o p-value é superior a 0.05, a este nivel de significancia ndo
azeite

se rejeita a hipdtese da normalidade da quantidade de azeite
despejada numa garrafa.
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Comparacao de parametros de duas populacoes

Sejam X e Y duas populagdes. Pretende-se, a partir de amostras
recolhidas destas populacdes, comparar os dois valores médios e/ou
as duas variancias populacionais.

As duas amostras sao independentes quando nao ha relagao entre os
elementos de cada uma das amostras

@ amostra aleatéria de dimensao n extraida da populagao X:

(X17X2a"' 7Xn)
@ amostra aleatéria de dimensao m extraida da populacédo Y:
(Y17 Y27"' ,Ym)

@ nao harelagéo entre X e Y;
@ pode-se alterar a ordem em cada amostra
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Amostras independentes e amostras

emparelhadas

Um caso particular de amostras ndo independentes é o de amostras
emparelhadas.

Duas amostras, necessariamente com a mesma dimenséo, estao
emparelhadas quando
@ amostra aleatéria de dimensao n extraida da populagao X:

(X17X27'” ,Xn)
@ amostra aleatéria de dimensao n extraida da populacao Y:
(Y17Y27"'7YI7)

@ X; e Y, estdo associadas, formam um par (X, Y;)
@ ndo se pode alterar a ordem em cada amostra

Aqui estd um video https://www.youtube.com/watch?v=-6vDjGR41YM
que pode ajudar a visualizar a diferenca entre amostras
independentes e amostras emparelhadas.
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Amostras independentes e amostras

emparelhadas

Exemplo: Pretende-se comparar o rendimento médio de duas variedades de
milho. A experiéncia pode ser delineada das duas formas seguintes

Terreno semeado com variedade A Terreno semeado com as duas variedades

Terreno semeado com variedade B

! !

Amostras independentes Amostras emparelhadas por talhdo
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Amostras independentes e amostras

emparelhadas

O emparelhamento permite eliminar o efeito de fatores exteriores ao
objetivo do estudo.

Neste caso, eventuais diferengas na composigao do solo e nas
condicoes de humidade e temperatura, poderiam afetar o rendimento
do milho.

O emparelhamento, ao tornar as unidades experimentais mais
homogéneas, permite que diferengas que se observem nos
rendimentos sejam exclusivamente atribuidas a diferenga entre as
variedades do milho e n&o a outros fatores externos.
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Comparacao dos valores esperados de duas

populacoes quando as amostras sao
independentes

Duas populagées, X e Y tais que
E[X] = ux, E[Y] = py, Var[X] = 0%, Var[Y] = o2.
Para comparar px com py, pode fazer-se

@ intervalo de confianga para pux — py

o teste de hipbteses a ux — py

Estimador de x — py em amostras independentes

(X4, Xo,- -+, Xpn,) amostra aleatoéria da populagdo X com média X
(Y1, Ya,---, Yn,) amostra aleatéria da populagéo Y com média Y

X-Y
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Comparacao dos valores esperados de duas

populacoes em amostras independentes

Para a distribuicdo de amostragem do estimador X — Y, sera
necessario considerar trés casos.

Caso A: Populacdes normais com variancias conhecidas
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Comparacao dos valores esperados de duas

populacoes em amostras independentes

Caso B: Amostras grandes

> ~ N(0,1) seox e oy conhecidos
Ty oy
Y

\/W ~N(0,1)

se ox € oy desconhecidos

Caso C: Populagdes normais com variancias desconhecidas mas
supostas iguais

X-Y) -

(ux — Ity) 2 _ (x—1)S§+(ny—1)S}
/1 - t(nX+nY_2) em que SP - (nx+ny—2)
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Comparacao das variancias de duas populacoes

em amostras independentes

Sejam X e Y duas populagdes normais:

X ~N(ux,ox)e Y ~N(uy,oy);

(X4, Xo,- -+, Xn,) amostra aleatéria extraida da populagdo X e
(Ys, Ya,---, Yn,) amostra aleatéria extraida da populacdo Y
duas amostras independentes.

Estimgdor de 0% /0% em amostras independentes de populagdes
normais

A distribuicao de amostragem é

Sk/o%
S%/a% - F(”x—17nv—1)
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Comparacao das variancias de duas populacoes

em amostras independentes

Fungéo densidade da distribuicado F Em Python:

com (m, n) graus de liberdade, F(n n
>>> from scipy.stats import f

3 -~ — (3,20) graus de liberdade

e ot v >>> print(f.cdf(2.348,10,20))
0.9500101654895448

>>> print(f.ppf(0.95,10,20))
2.3478775669983114

>>> print(1/f.ppf(1-0.95,20,10))
2.3478775669983114
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Comparacao dos valores esperados de duas

populacoes quando as amostras sao
emparelhadas

@ Duas populagdes, X e Y taisque E[X] = ux, E[Y] = ny

@ (Xy,Xo,---,Xn) amostra aleatéria da populagédo X
@ (Y, Yo, -+, Yn) amostra aleatéria da populagéo Y
@ (Dy,Ds,---,Dp) amostra das diferengas, D; = X; — Y;
(i=1,---,n)
(Dy, Dy, --- , Dn) € uma amostra da populagao das diferencgas,

D=X-Y,com E[D] = up = ux — py e Var[D] = o3.

O estimador de up é D. Os resultados referentes & estimacéo de .
numa populacdo, podem ser utilizados para a estimacgéao de up na
populagéo das diferencas.
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Comparacao dos valores esperados de duas

populacoes quando as amostras sao
emparelhadas

Caso A: Populacdo D normal com op conhecido

D—pup
op/vn

Caso B: Populagdo D com qualquer distribuicao e amostra grande

AN(OJ)

D—pup .
—"= ~ N(0,1) se op conhecido
op/Vn (0.1) seco

D—up
sp/v/n

Sp é o desvio padrao da amostra das diferencas.

~ N(0,1) se op desconhecido

Caso C: Populagado D normal com op desconhecido

Dopp .\
Sp/vn

em que S ¢ o estimador de 02,
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Comparacao dos valores esperados de duas

populacoes quando as amostras sao
emparelhadas

Note-se que, sendo as amostras emparelhadas (n&o independentes),

OX,/'\./\/ e Y,‘A./\/‘#D;:X/—Y//‘\N
o Var[Dj) = Var[Xj] + Var[Y;] — 2Cov[X;, Yi]
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Comparacao dos parametros de duas populacoes

em Python

Comparacao dos valores esperados em duas amostras
independentes de populagdes normais com variancias supostas iguais

from scipy.stats import ttest_ind

@ Teste bilateral ou intervalo de confianga:

Ho: ux — py =0 vs Hy: jixe — 1y # 0

ttest_ind(x, y, alternative=’two-sided’, equal_var=True)
@ Teste unilateral esquerdo:

Ho: px — py > 0Vs Hyt jixe — iy < 0

ttest_ind(x, y, alternative=’less’, equal_var=True)
@ Teste unilateral direito:

Ho: px —py <OvsHy: i — 1y >0

ttest_ind(x, y, alternative=’greater’, equal_var=True)
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Comparacao dos parametros de duas populacoes

em Python

Comparacao dos valores esperados em duas amostras independentes
de populagdes normais com variancias nao necessariamente iguais

Caso as variancias populacionais ndo se possam considerar iguais,
pode-se fazer a comparagao dos valores esperados com o teste de
Welch (ver, por exemplo
https://en.wikipedia.org/wiki/Welch’s_t-test).

As instrugoes em Python sdo idénticas as do slide anterior,
substituindo equal_var=True por equal_var=False
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Comparacao dos parametros de duas populacoes

em Python

Comparacao dos valores esperados em duas amostras emparelhadas,
supondo que a populagéo das diferencas tem distribuicdo normal

from scipy.stats import ttest_rel

@ Teste bilateral ou intervalo de confianga:
Ho: ux — py =0 vs Hy: jixe — 1y # 0
ttest_rel(x, y, alternative=’two-sided’)
@ Teste unilateral esquerdo:
Ho: px — py > 0Vs Hyt jixe — iy < 0
ttest_rel(x, y, alternative=’less’)
@ Teste unilateral direito:
Ho: px —py <OvsHy: i — 1y >0
ttest_rel(x, y, alternative=’greater’)
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Comparacao dos parametros de duas populacoes

em Python

Comparacao das variancias em duas amostras independentes de
populagcdes normais.

Nao existe uma funcdo em Python para comparar variancias através
do teste F do slide 227. No entanto o valor da estatistica de teste é
simplesmente

s

Fealc = 2

O p-value pode obter-se recorrendo a funcao distribuicao cumulativa
da distribuicao Fn,_1,n,-1)
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Comparacao dos parametros de duas populacoes

em Python

Comparagao das variancias em duas amostras independentes de
populagdes normais.

Célculo do p-value do teste de hipéteses

from scipy.stats import f

@ Teste bilateral:
Ho: 0% /0% =1 vs Hy: 0% /0F # 1
2*min(f.cdf (Fcalc,nX-1,nY-1), 1-f.cdf(Fcalc,nX-1,nY-1)))

@ Teste unilateral esquerdo:
Ho: 0% /0% > 1vs Hy: 0% /0F < 1
f.cdf(Fcalc, nX-1, nY-1)

@ Teste unilateral direito:
Ho: 0% /0% < 1vsHy: 0% /05 > 1
1-f.cdf(Fcalc, nX-1, nY-1)
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Comparacao de proporcoes

Pretende-se comparar as proporcdes de “sucessos” em duas
populagdes com base em duas amostras independentes.

Xj representa o numero de sucessos numa amostra de dimensao rny
de uma populagdo em que a propor¢ao de sucessos € py,
X1 —~ B(m,p1)
Xo representa o numero de sucessos numa amostra de dimenséo o
de outra populagao em que a proporg¢ao de sucesso € po,
Xo —~ B(no, p2)
O estimador da diferenga entre as duas proporgoes é
Pr—P="1_"2
m n

Se ny e np grandes,

"31—/32NN<P1—P2,\/p:7i+%)
1 N
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Testes x? de Pearson

Os slides desta Seccao sdo também baseados em material pedagé-
gico disponibilizado pelo Prof. Jorge Cadima no d&mbito da UC Estatis-
tica e Delineamento (https://fenix.isa.ulisboa.pt/downloadFile/
563022967868449/aulasQui2. pdf).

Os testes de qui-quadrado de Pearson sdo testes de ajustamento para
dados nominais ou dados classificados em categorias ou classes.

Trata-se de testes de hipoteses ndo paramétricos, baseados em
contagens, que partilham a mesma estatistica de teste, a estatistica
de Pearson. Sao também designados testes x?, uma vez que a
estatistica de teste segue, assintoticamente, uma distribuicao
qui-quadrado.
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Testes x? de Pearson

Vao ser abordados os casos:

o Testes x? em dados de contagem unidimensionais
@ Testes x? em tabelas de contigéncia (bidimensionais)

o Probabilidades especificadas por uma teoria (genética, por
exemplo)
o Testes de Independéncia

o Testes de Homogeneidade
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Exemplo 11 | hipdétese genética

A descendéncia originada pelo cruzamento de dois tipos de plantas pode ser
qualquer um dos trés genotipos cc, cC e CC. Um modelo tedrico de
sucessao genética indica que os tipos cc, cC e CC devem aparecer na razao
1:2:1. Efetuou-se o cruzamento daqueles dois tipos tendo-se classificado
90 plantas. A sua classificagcao genética foi registada na tabela:

Genodtipos cc cC CC
Num. plantas 18 44 28

Questao: Estes dados estardo de acordo com o modelo genético?

40

@ observada
B esperada

Frequéncia
20 30
| |

10
|

cc cC CcC
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Teste x? em dados de contagem unidimensionais

Suponha-se que uma populacao é caracterizada por um atributo
qualitativo que pode assumir as categorias A¢, Ao, - - - A, com
probabilidades desconhecidas.

Considerando um conjunto de valores 7; > 0 (i = 1,2, - - - k) tais que
ZL m; = 1, pretende-se testar as hipéteses:

Ho: P(A) =m;, Vi=1,...,k versus Hq: P(A;) # m; para algum i

Recolhe-se uma amostra de dimenséao N e conta-se 0 numero de
elementos da amostra que pertencem a cada categoria. Para a
categoria A;, seja

O; : a frequéncia (absoluta) observada na amostra;
E; = N=; : a frequéncia esperada ao abrigo da hipotese nula.
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Teste x? em dados de contagem unidimensionais

Pearson sugeriu, no inicio do século XX, a

Estatistica de teste

K 2
> < (0i—E)
X2 = ;—E;

que é uma medida do afastamento entre os dados e a hip6tese nula.
Quanto maior for o valor observado de X?, menos plausivel é a
hipétese nula. Por isso a regido critica é unilateral direita. Para definir
a regiao critica ou de rejeicao (ou o p-value) € necessario conhecer a
distribuicdo por amostragem de X?, no caso de Hy ser valida.

Distribuicao por amostragem

k

O: — E; 2
i=1 !
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Teste x? em dados de contagem unidimensionais

A distribuicdo x? é assintotica, isto é, & uma distribuicdo aproximada,
valida apenas para amostras “grandes”. De acordo com Cochran, o
critério de validade da distribuigao x? é:

Critério de Cochran

@ nenhum E; inferior a 1
@ nao mais de 20% dos E;’s inferiores a 5.

Note-se que o critério se aplica as frequéncias esperadas e nao as
observadas. Quando o critério nao se verifica, agrupam-se categorias
de forma a atingir as frequéncias minimas requeridas.
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Teste x? em dados de contagem unidimensionais

O teste x2 em dados de contagem unidimensionais pode resumir-se

na seguinte tabela:

categoria

A4 Ao Ak | Total
Probabilidades sob Hp e o Tk 1
Frequéncias esperadas E; E Ex N
Frequéncias observadas Oq 0> Ok N
S 01—E)? 0, —E,)? Ok —Ex)?
Contribuiggo paraa E.T. | {2 zA) (%2 &) e
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Exemplo 11 | hipdétese genética

A descendéncia originada pelo cruzamento de dois tipos de plantas
pode ser qualquer um dos trés genétipos cc, cC e CC. Um modelo
tedrico de sucessao genética indica que os tipos cc, cC e CC devem
aparecer narazao 1 : 2 : 1. Efetuou-se o cruzamento daqueles dois
tipos tendo-se classificado 90 plantas. A sua classificagao genética foi
registada na tabela:

Gendtipos cc cC CC
Num. plantas 18 44 28

Questao: Estao estes dados de acordo com o modelo genético?

Ou: P(cc)=‘11r e P(cC)=§ e P(CC)=%?
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Exemplo 11 | hipdétese genética

Teste x? de Pearson considerando as k = 3 categorias para os gendtipos:
@ Ho: m =0.25,m = 0.5,13 = 0.25 vs Hy: probab. diferentes

@ Estatistica de teste: 3 (0 E)
Xe=3 = E “— ~ Xt SobHo
i=1
em que O; é a frequéncia observada da i-ésima categoria e
E; = Nxj = 907, é a frequéncia esperada. A distribuigao X%z) s0 é vélida
para amostras grandes.
@ Regido critica: ao nivel de significancia o = P[rejeitar Ho | Ho
verdadeira]=0.05, rejeita-se Ho se Xcal c> X5 05(2) = 5-991.

@ Tabela resumo:
gendtipo cc cC cC | Total
i 0.25 0.5 0.25 1
E; 225 45 225 90
O; 18 44 28 90
0,—E)*
(9801 0.9000 0.0222 1.3444 | X2 . = 2.2667
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Exemplo 11 | hipdétese genética

@ Todas as frequéncias esperadas sao superiores a 5, 0 que garante a
validade da distribuicao assintética ao abrigo do critério de Cochran.

@ Como Xéalc ¢ RC, néo se rejeita Hy ao nivel de significancia de 5%,

nao havendo razées para duvidar da hipdtese genética que prevé
aquelas proporgdes para os gendtipos.

Em Python, com a biblioteca scipy:

>>> import numpy as np
>>> from scipy.stats import chisquare
>>> 0i=[18,44,28]
>>> pi=[0.25,0.5,0.25]
>>> Ei=np.array(pi)*sum(01i)
>>> res=chisquare(f_obs=0i, f_exp=Ei)
>>> print (’X2cal=’, res[0])
X2cal= 2.2666666666666666
>>> print (’pvalue=’, res[1])
pvalue= 0.3219582715376759
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Exemplo 11 | hipdétese genética

Densidade de x5,

p —value =0.322

X2 o = 2.2667 5.991

calc

RC
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Exemplo 12 | hipétese de distribuicao uniforme

Na auséncia de uma teoria bem definida, pode-se admitir a partida
que todas as categorias sao igualmente frequentes na populagéo. Por
exemplo, pode esperar-se que o numero de insectos apanhados numa
armadilha a diferentes horas do dia seja constante; ou que a
frequéncia de avistamento de um animal em diferentes habitats seja
também contante. Por outras palavras, na auséncia de informacao,

usa-se a distribuicao uniforme, em que a frequéncia esperada de cada

1 N
uma de k categorias é calculada como E; = N x PR
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Exemplo 12 | distribuicao uniforme

Uma empresa de comida para caes pretende testar 3 novos sabores de
comida para cées para decidir se exclui algum sabor da sua futura producao
ou se produz os 3 sabores.

Seleciona uma amostra aleatéria de 75 cées, oferece a cada um os 3
sabores e anota a preferéncia de cada cao. Os resultados foram:

Sabor escolhido | Explosdo de Alho  Delicia de Mirtilo  Frescura de Menta
Nam. cées | 22 30 23

@ Os 75 caes que constituem a amostra tém igual preferéncia pelos 3
sabores?

@ Pode-se concluir que a amostra foi retirada de uma populagdo de cées
que escolhem os 3 sabores com igual frequéncia?

© Baseado nos resultados desta experiéncia, o presidente da empresa
deve eliminar os sabores Explosao de Alho e Frescura de Menta?
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Exemplo 13 | ajustamento a Binomial

No controlo de qualidade de uma linha de produgéo de latas de
cerveja, contou-se o numero de latas improprias em cada um de 200
packs de 6 latas. Os resultados foram:

NUm. latas impréprias 0 1 2
NUm. packs 141 48 9

3 4 5 6
2 0 0 O

Questao: E admissivel que o niimero de latas impréprias por pack
siga uma lei Binomial com probabilidade de sucesso p = 0.047?

Note-se que cada uma das 200 contagens corresponde ao resultado
de repetir 6 vezes uma experiéncia que resulta no resultado “lata
imprépria” (éxito) ou “lata aceite” (fracasso). A distribuicdo Binomial
sera valida se os controlos de cada lata sdo independentes e com
probabilidade constante de éxito.
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Exemplo 13 | ajustamento a Binomial

Podera realizar-se um teste de x2 de Pearson tomando como
“categorias” os valores possiveis para a variavel. Neste caso trata-se
de um teste de ajustamento a uma distribuicao discreta.

Teste x? de Pearson :
© Ho: X — B(6,0.04) vs Hi: X A B(6,0.04)

@ Estatistica de teste: . )
X2 _ (0i - E) 5 bH
=2 TE T Xe S0P
i=1

em que O; é a frequéncia observada do i-ésimo valordav.a. X e

E; = Nx; = 2007; é a frequéncia esperada. As probabilidades sob Hy
sdo P[X = x] = (5)p*(1 — p)®~*,x = 0,1,---6. A validade da
distribuicéo X(QG) pode ser apreciada através do critério de Cochran.
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Exemplo 13 | ajustamento a Binomial

@ Tabela resumo:

x| O 1 2 3 4 5 6 | Total
i | 0.7828 0.1957 0.0204 0.0011 0.0000 0 O 1

E; | 156.552 39.138 4.077 0.226 0.007 0 0| 200
O; 141 48 9 2 0 0 0| 200

O critério de Cochran néo é valido pois ha classes com a frequéncia
esperada inferior a 1. Agrupando as 4 ultimas classes, o critério é
aproximadamente valido:

X | 0 1 >2 | Total
e 0.7828 0.1957 0.0216 1

E; | 156.5516 39.1379 4.3106 | 200
O; 141 48 11 200
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Exemplo 13 | ajustamento a Binomial

Seréa necessario redefinir a estatistica de teste:

@ Estatistica de teste: 3

©: — E?
X2 = Z—( ’ = ) ~ X% SobHo
i=1 !

@ Regido critica: ao nivel de significAncia o = 0.05, rejeita-se Hy se

Xealc > X%.os(z) =5.991.

@ Tabela resumo:

X | 0 1 >2 | Total

i 0.7828 0.1957 0.0216 1

E; 156.5516 39.1379 4.3106 200

O; 141 48 11 200
©ZEY | 15449 20067 10.3812 | X2, = 13.9328
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Exemplo 13 | ajustamento a Binomial

@ Como Xgalc =13.9328 > 5.991, rejeita-se Hyp, optando-se por Hy:
X /~ B(6,0.04), ou seja pela hipétese de X néo ter distribuicao binomial
ou ter distribuicao binomial com outro valor de p. A categoria “> 2”
contribui para a estatistica de teste com uma parcela com um valor
muito elevado que, por si s0, levaria a rejeicao de Hp.

Em Python, com este script

import numpy as np

from scipy import stats

0i=[141,48,11]

pi=list(stats.binom.pmf ([0,1],6,0.04))+
[1-stats.binom.cdf (1,6,0.04)]

Ei=np.array(pi)*sum(0i)

print(stats.chisquare(f_obs=0i, f_exp=Ei))

obtém-se o resultado
Power_divergenceResult (statistic=13.932738649668284,
pvalue=0.0009430706809671183)
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Exemplo 14 | ajustamento a Poisson

Num ensaio sobre pereiras Rocha, foi testado o sistema de conducéo
Tatura. Foi observado o numero de gomos florais em 80 pereiras,
tendo-se obtido as contagens abaixo indicadas. Pretende-se saber se
€ possivel considerar que o nimero de gomos por arvore segue uma
lei Poisson, com valor esperado 7.

No.degomos 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
No.dearvores 0 1 3 9 6 15 4 8 7 6 4 6 3 4 3 1

Para que as probabilidades, ao abrigo da hipétese de validade da Poisson,
somem 1 é necessario acrescentar a categoria “> 16”.

Sendo X ~ P(7), P[X =x] = , x=0,1,2,--- As frequéncias
esperadas para as duas prlmelras categorlas sao E1 =80P[X =0]=0.073
e E> = 0.51, ambas < 1. Ha também demasiadas categorias com E; < 5. E
portanto necessario agrupar categorias para que se verifique o critério de
Cochran. Sugere-se o seguinte agrupamento em k = 9 categorias:

No.degomos <3 4 5 6 7 8 9 10 > 11
No.dearvores 13 6 15 4 8 7 6 4 17
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Exemplo 14 | ajustamento a Poisson

Teste de ajustamento y? de Pearson :
@ Ho: X ~P(7) vs Hi: X AP(7)

@ Estatistica de teste: E
O; —
E ©i- &) ~ Xfgy SOb Ho

em que O; é a frequéncia observada da i-ésima categoria e
Ei = Nxj = 807r, éa frequenma esperada. As probabilidades sob Hy sao

PIX=x]= , Xx=0,1,---. A validade da distribuicao X?s) é
justificada peIa valldade do critério de Cochran (no quadro abaixo).

@ Regido critica: ao nivel de significAncia o = 0.05, rejeita-se Hy se
X2 > Xﬁos(g) = 15.5043.

C
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Exemplo 14 | ajustamento a Poisson

@ Tabela resumo’:

Xi [ <3 4 5 6 7 8 9 10 > 11 [ Total
T 0.082 0.091 0.128 0.149 0.149 0.130 0.101 0.071 0.099 1
E; 6.541 7.30 10.22 11.92 11.92 10.43 8.11 5.68 7.88 80
O; 13 6 15 4 8 7 6 4 17 80
_E)2

(©; EiEI) 6.377 0.231 2.239 5.262 1.289 1.128 0.550 0.496 10.549 28.121

(< XCZallc = 28.121 pertence a regido critica, logo rejeita-se a hipdtese de
que X tenha distribuicdo Poisson com valor esperado 7, ao nivel de
significancia de 5 %. A ultima parcela da estatistica de teste tem um

valor muito elevado, contribuindo fortemente para a rejei¢cédo de Hy.

'0s valores de E; (frequéncias esperadas) foram obtidos utilizando mais casas
decimais em 7; do que as mostradas.
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Exemplo 14 | ajustamento a Poisson

Em Python:

import numpy as np

from scipy import stats

0i=[13, 6, 15, 4, 8, 7, 6, 4, 1T7]

pi=[stats.poisson.cdf(3,7)]+
list(stats.poisson.pmf (range(4,11),7))+
[1-stats.poisson.cdf(10,7)]

Ei=np.array(pi)*sum(0i)

print(stats.chisquare(f_obs=0i, f_exp=Ei))

Resultado:
Power_divergenceResult (statistic=28.12210172199837,
pvalue=0.00045158002259350095)
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Em vez de se admitir um valor para o parametro p da distribuigao
binomial ou para o parametro )\ da distribuicdo de Poisson,
poder-se-ia, em alternativa, estimar-se p e A a partir dos dados da
amostra. Quando se usam estimativas de parametros para estimar as
frequéncias esperadas, a distribuicdo da estatistica do teste de
Pearson ainda é assintoticamente x2 mas o nimero de graus de
liberdade tera que ser adaptado ao niumero de parametros estimados.
Este assunto n&o vai ser desenvolvido.
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Testes x° em tabelas de contingéncia

Uma tabela de contingéncia € uma matriz onde se representam
frequéncias absolutas de pares de categorias de dois atributos
qualitativos ou discretos. Existem duas caracteristas, Ae B, em que A
pode tomar a valores distintos e B pode assumir b valores distintos.
Na tabela

By B --- By |Soma
Ar | O Oz -+ O | M
A | Oz O -+ Oz | No
Aa Oa1 Oaz CC Oab Na~
Soma N4 N.o N.b N

Oj; representa a frequéncia observada do par (i-ésima categoria de A,
Jj-ésima categoria de B). N;. e N; s&o as frequéncias marginais

b
observadas, N = Y7 1 0 e Nj =31, 0.
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Testes x° em tabelas de contingéncia

Nos testes y? em tabelas de contingéncia pretende-se testar
hipoteses sobre as probabilidades conjuntas P(A;, B;)
(desconhecidas) de o atributo A pertencer a categoria A; e o atributo B
pertencer a categoria B;. Designam-se 7 (i=1,---,a,j=1,--- ,b)
essas probabilidades sob a hip6tese nula.

@ As probabilidades 7; podem ser totalmente especificadas por
alguma hipétese (genética, por exemplo) - Situacao 1

Duas situagbes com interesse em que 7;; tém que ser estimadas s&o:

@ Teste de independéncia - Situagao 2

@ Teste de homogeneidade - Situagao 3
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Situacao 1: 7 especificadas por uma hipotese

Considerando um conjunto de valores 7 (i =1,--- ,a,j=1,---,b)
tais que "2, Z/l?ﬂ mj = 1, pretende-se testar as hipoteses:

Ho: P(Aj, Bj) = m; V(i,j) versus Hi: P(A;, B;) # mj para algum (i, )

Recolhe-se uma amostra de dimensédo N e conta-se 0 numero de
elementos da amostra que pertencem a cada par de categorias. Para
o par (A;, B)), seja

Oj; - afrequéncia observada na amostra;
Ej = Nr; : a frequéncia esperada ao abrigo da hipotese nula.
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Situacao 1: 7 especificadas por uma hipotese

A estatistica do teste e a sua distribuicao por amostragem sao
idénticas ao caso unidimensional:

Estatistica de teste

a b
(O" _ E..)2
xe=y Y

Distribuicao por amostragem

(O — E;
Z Z U Il) X%abfﬂ SOb HO
i=1 j=1

A validade da distribuicdo assintética depende da verificagdo de um
critério que define quando é que uma amostra é considerada
suficientemente grande. Pode-se aplicar o critério de Cochran as
frequéncias esperadas E; de cada célula da matriz.
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Situacao 1: 7 especificadas por uma hipotese

O teste x? em tabelas de contigéncia pode resumir-se na seguinte

tabela:
B, B By Soma
Aq O11 (E11)  O12 (Eq2) O1p (E1p) | Ny
Ax | Oz (Ez1) O (Exo) Ozp (Ezp) | Na.
Aa Oa1 (Ea1) Oa2 (Ea2) Oab (Eab) Na~
Soma N4 No Ny N

Secgdo Matematica do DCEB, ISA, Ulisboa

ESTATISTICA (2024/2025)

265/286



Exemplo 15 | hipdétese genética

Supde-se que em coelhos existe: um gene que controla a cor do pélo,
com um alelo determinante do cinzento (dominante) e um alelo
determinante do branco (recessivo); outro gene que controla o tipo de
pelagem, com um alelo determinante do pélo normal (dominante) e
um alelo determinante da pelagem tipo Rex (recessivo).

Para avaliar a hip6tese de segregacao independente e dominancia /
recessividade dos genes, realiza-se uma experiéncia cruzando
coelhos de uma populacéo inicial, que sao heterozigéticos nos dois
genes, i.e., ttm um alelo de cada cor e um alelo de cada tipo de
pelagem.

Numa descendéncia de N = 232 coelhos, observou-se:

Tipo
Cor Normal Rex \
Cinzento 134 44 .
Branco 42 12 coelho Branco Rex
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Exemplo 15 | hipdétese genética

Na hip6tese de segregacdo independente e dominéncia / recessividade dos
2 genes, espera-se que a proporgao de coelhos na descendéncia com cada
par de caracteristicas seja: 9: 3 : 3 : 1 de, respetivamente, coelhos cinzentos
de pelagem normal : coelhos cinzentos de pelagem Rex : coelhos brancos
de pelagem normal : coelhos brancos de pelagem Rex. Portanto as
hipéteses do teste sdo:

© Ho:miy = &, m2 = 21 = &, M2 = 15 versus Hy: algum ; diferente

@)
© A estatistica do teste é: X2 =37 | 7 | M ~X%_1) sO0b Ho.
I

As frequéncias esperadas obtém-se multiplicando as probabilidades
pelo numero total de observagoes, E; = 232r.

@ Hj é rejeitada para valores elevados de discrepancia entre frequéncias
observadas e esperadas, a regiao critica € unilateral direita. Ao nivel de
significancia o = 0.05, rejeita-se Ho se X2, > X5 s(3) = 7-8147.

chi2.ppf(1-0.05, 3)
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Exemplo 15 | hipdétese genética

@ Tabela resumo:

Tipo
Cor Normal Rex
Cinzento | 134 (130.5) 44 (43.5)
Branco 42 (43.5) 12 (14.5)

@ O valor da estatistica de teste € entao:
»  (134—-130.5)% (44 —435)® (42-435)® (12-14.5)
Xoale ="—7305 * 435 ' 435 1 145
@ Nao se rejeita Hy, i.e., ndo se rejeitam as hipoteses genéticas referidas
(dominancia/recessividade e segregacao independente dos genes), ao
nivel de significancia de 5%.
O p-value é 0.9005 (1-chi2.cdf (0.5824, 3))

@ Em Python:

0i=[134,44,42,12]
pi=np.array([9,3,3,1])/16
Ei=pi*sum(0i)

print (chisquare (f_obs=0i, f_exp=Ei))

=0.5824
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Situacao 2: Teste de independéncia

Os testes de independéncia tém por objetivo averiguar a existéncia de
uma associagao entre dois atributos A e B. A hipo6tese testada € a
hipétese de independéncia. Se os atributos sdo independentes, as
probabilidades conjuntas sao iguais aos produtos das probabilidades
marginais:

P(A;, B) = P(A)P(B)), ¥(i.))

Portanto as hipéteses em confronto no teste sao:
Ho: mj = m. 7 V(i,j) versus Hy:algum 7 # 7. 7

em que 7. = Z}’:1 Tjj e T = >, 7jj $40 as probabilidades
marginais, em geral desconhecidas.

Este teste difere do anterior no sentido em que a hip6tese nula do
teste ndo esta completamente especificada.
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Situacao 2: Teste de independéncia

As probabilidades marginais sao estimadas a partir dos dados.
Se os dados estao representados numa tabela de contingéncia como
a do slide 261, as probabilidades marginais sao estimadas por
. R N; .
i = 3 (i=1,---,a e 7= N (G=1,---,b)
Assim, as frequéncias esperadas ao abrigo de Hy, Ej;j = N
= Nr;. 7, sdo estimadas como

N o N;. N,
Ej=Nrj7;= N_IW =N

=<
=
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Situacao 2: Teste de independéncia

A estatistica do teste tem a expressao idéntica a da Situagao 1, a
distribuicdo por amostragem é assintoticamente 2, mas os graus de

liberdade sao diferentes devido a necessidade de estimacao de
parametros:

Estatistica do teste e distribuigéo por amostragem

(0 —
ZZ 5 ~ X{a-1)(b-1) SOb Ho

i=1 j=1 /
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Exemplo 16 | Teste de independéncia

Andlises qualitativas sugerem que a distribuicado da vegetacao
herbacea em torno de arvores isoladas, em climas aridos, depende da
orientacdo geografica. Pretende-se validar estatisticamente esta
suspeita, para um dado ecossistema.

Tribulus terrestris Zygophyllum simplex Aristida adsencionis
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Exemplo 16 | Teste de independéncia

Contabilizou-se (até totalizar 1000) o nimero de plantas de trés
espécies herbaceas que germinaram em torno de arvores isoladas de
Acacia tortilis, em cada um dos quadrantes com orientagdo Norte,
Este, Sul e Oeste. Obtiveram-se os seguintes resultados:

Orientagao geografica
Espécie Norte Sul Este Oeste N;.
Tribulus terrestris 4 157 12 28 201
Zygophyllum simplex | 150 243 26 47 466
Aristida adsencionis 47 73 27 186 333
N, 201 473 65 261 | N =1000

Pretende-se testar se existe independéncia entre os 2 atributos:
Espécie (com a = 3 categorias) e Orientagdo (com b = 4 categorias).
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Exemplo 16 | Teste de independéncia

Teste de hipéteses:

@ Hg: Tjj = Tj. X T.j, vVi=1,2,8,j=1,2,3,4 vs. Hy: H(i,j)i v #* T Tj
mj € a probabilidade de uma planta ser da i-ésima espécie e ter
germinado num quadrante com a j-ésima orientagéo
m;. € a probabilidade de uma planta escolhida ao acaso ser da i-ésima
espécie
7.; € a probabilidade de uma planta (de qualquer espécie) ter germinado
num quadrante na j-ésima orientagao
As probabilidades marginais tém que ser estimadas a partir dos dados.
=2
o Estatistica de teste: X2 = 520, 7, @ ~ X%, sob Ho,
[/
Oj; é o numero de plantas da /-ésima espécie observadas num
quadrante com a j-ésima orientacao
N;. N,
1000

Ei=Nx# x#j= é a frequéncia esperada estimada.
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Exemplo 16 | Teste de independéncia

O menor valor de Ej é Ej3 = 201X5 = 13.065, que ¢ superior a 5, 0 que
justifica a validade da distribuicdo assintética, de acordo com o critério
de Cochran.

@ Regido critica (unilateral direita): ao nivel de significancia « = 0.05,

rejeita-se Ho se X2, > x5 s(5) = 1259.

o Xgalc = 332.79 > 12.59. Trata-se de um valor muito elevado, que leva a

rejeigao clara da hipétese de independéncia entre espécie e orientagao
geografica.

@ p-value ~ 0 (1-chi2.cdf (332.79, 6))

@ Dada a rejeigao da hipétese de independéncia, € interessante investigar
quais sao as associagdes significativas entre espécie e orientagao.
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Exemplo 16 | Teste de independéncia

Por exemplo, para a espécie Zygophyllum simplex, tem-se

Orientagao geogréfica
Zygophyllum simplex | Norte Sul Este Oeste Total
Oy; 150 243 26 47 466
EZI 93.666 220.418 30.290 121.626 | 333
(—025%521)—2 33.881 2314 0.608 45.788 | 82.591
)

S6 esta espécie contribui com duas parcelas para a estatistica de teste que
seriam, por si sé, suficientes para rejeitar a hipétese nula (cada uma é

> 12.59). Note-se que Oz > I:—‘m, 0 que indica uma associagao positiva
entre esta espécie e a orientacdo Norte. Pelo contrario, Os4 < Ezs, 0 que
indica uma associagao negativa entre a espécie e a orientacdo Oeste.
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Exemplo 16 | Teste de independéncia

Em Python:

0ij = np.array([[4, 157, 12, 28],
[150, 243, 26, 47],
[47, 73, 27, 18611)
# Executar o teste do qui-quadrado
X2calc, pval, gl, Eij = chi2_contingency(0ij)
# Mostrar os resultados
print (’Qui-quadrado: ’, X2calc)
print (’p-value: ’, pval)
print (’Graus de liberdade:’, gl)
print (’Frequéncias esperadas:\n’, Eij)

Resultado:

Qui-quadrado: 332.786020182768
p-value: 7.636494289069907e-69
Graus de liberdade : 6
Frequéncias esperadas:
[[ 40.401 95.073 13.065 52.461]
[ 93.666 220.418 30.29 121.626]
[ 66.933 157.509 21.645 86.913]1]
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Situacao 3: Teste de homogeneidade

Suponha-se que uma populacao é classificada em a subpopulagées,
de acordo com as categorias do atributo A (A, A, - - - , Ag). O objetivo
do teste de homogeneidade € o de averiguar se a distribuigéo do
atributo B é idéntica (homogénea) para todas as subpopulagées, ou
seja, pretende-se averiguar se

Designando por ;;; @ probabilidade de uma observagao da
subpopulagéo A; ser classificada na categoria B;, as hipoteses em
confronto no teste s&o:

T = T2 = -+ = T|a [= 74]
Ho : vs Hj: alguma igualdade falha
Tp|t = Tpj2 = *** = Tpja |= T.b]
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Situacao 3: Teste de homogeneidade

Na disposi¢édo do slide 261, a hipdtese nula é a de as probabilidades
condicionais serem iguais em cada coluna, ou seja de homogeneidade
de cada coluna (atributo B), através das linhas (subpopulagdes).

As probabilidades marginais que intervém em Hy ndo séo conhecidas
e terdo que ser estimadas a partir dos dados. Neste caso, os dados
sao constituidos por N;. elementos da subpopulagéao Ay, No.
elementos da subpopulacao A,,- - -, N, elementos da subpopulagéo
Az, ou seja os totais por linha na tabela de contingéncia do slide 261
sao previamente fixados. Assim, as probabilidades marginais de B

séo estimadas por
. N
R U=10)

As frequéncias esperadas ao abrigo de Hp séo Ej; = N;.m;; = N;. ;.

As frequéncias esperadas estimadas sao E',-- = N;. 7= N, Wj

Secgdo Matematica do DCEB, ISA, Ulisboa ESTATISTICA (2024/2025) 279/286



Situacao 3: Teste de homogeneidade

A estatistica de teste tem a mesma expressao da Situacdo 2 e tem a
mesma distribuicao assintética (slide 271), isto &,

Estatistica do teste e distribuigéo por amostragem

(05 -
ZZ e =1 ~ X(a-1)b-1) S0P Ho
i=1 j=1
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Exemplo 17 | Teste de homogeneidade

Nos solos de uma dada regiao foi assinalada a presenga de larvas de
4 espécies de insectos que afetam as principais culturas da regiao.

Pretende-se investigar se as frequéncias relativas das espécies de
larvas sao, ou nao, iguais nos varios tipos de solos.

Em cada tipo de solo foram
Classificaram-se os solos em trés  recolhidas 100 larvas, que foram

tipos: arenosos, limosos e classificadas de acordo com a
argilosos respetiva espécie
(atributo A, com a = 3 categorias). (atributo B, com b = 4 categorias).
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Exemplo 17 | Teste de homogeneidade

As frequéncias observadas das espécies de larvas, para cada tipo de
solo, foram:

Espécie de larva
Tipodesolo| 1 2 3 4 Ni.
Arenoso 27 24 23 26 100
Limoso 20 32 18 30 100
Argiloso 13 37 16 34 100
N, 60 93 57 90 | N=300

O objetivo é averiguar se cada espécie de larva se distribui de forma
analoga (homogénea) pelos 3 tipos de solo, ou seja

P(j|solo arenoso) = P(j|solo limoso) = P(j|solo argiloso) Vj = 1,2, 3, 4.
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Exemplo 17 | Teste de homogeneidade

Teste de hipéteses (teste de homogeneidade)

@ A hipotese nula é: a probabilidade de uma larva encontrada em cada
tipo de solo ser da espécie j, (j = 1,--- ,4) é igual para todos os tipos de
solo, sendo também igual a probabilidade de a larva ser da espécie da j,
independentemente do solo.

T1|solo arenoso = T1|solo limoso = 71|solo argiloso [= 4]
Ho : T2|solo arenoso = 72|solo limoso = 72|solo argiloso [= 7]
T3|solo arenoso — 73|solo limoso = 73|solo argiloso [= 73]
T4|solo arenoso — T4|solo limoso = 74|solo argiloso [= m.4]

H,: alguma igualdade falha

. 0 — E;
o Estatistica do teste: X2 = % 12, 1% ~ X% SOb Ho,
i

Oj; € o numero de larvas da espécie j observadas no i-ésimo solo

n N ~ ~ ~

100x60 __ 100x93 - 100x57
Ej= N #; =100 x — 300 Ein = 550> E2="350 » Eiz= "3
A 100x90
Eis = T300
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Exemplo 17 | Teste de homogeneidade

@ Regido critica (unilateral direita): ao nivel de significancia « = 0.05,

rejeita-se Ho se X2, > x5 gs5(6) = 12.591.

@ Tabela resumo

Espécie de larva
Tipo de solo 1 2 3 4 N;.
Arenoso 27 (20) 24 (31) 23(19) 26 (30) 100
Limoso 20 (20) 32(31) 18(19) 30(30) 100
Argiloso 13(20) 37 (31) 16(19) 34 (30) 100
N, 60 93 57 90 N =300

Todas as frequéncias esperadas s&do superiores a 5, pelo que o critério
de Cochran é valido. Nao € necessario agrupar células.

] X(falc = 10.109. Este valor ndo pertence a regiao critica, portanto, ao
nivel de significancia de 5 %, ndo se rejeita a hipotese de
homogeneidade das distribuicdes de espécies de larva, nos trés tipos

de solos.
@ p-value = 0.1201 (1-chi2.cdf (10.109, 6))
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Exemplo 17 | Teste de homogeneidade

Em Python

import numpy as np
from scipy.stats import chi2_contingency
# Criar a matriz de frequéncias observadas
0ij = np.array([[27, 24, 23, 26],
[20, 32, 18, 301,
[13, 37, 16, 3411)
# Executar o teste do qui-quadrado
X2calc, pval, gl, Eij = chi2_contingency(0ij)
# Mostrar os resultados
print (’Qui-quadrado: ’, X2calc)
print (’p-value: ’, pval)
print (’Graus de liberdade:’, gl)
print (’Frequéncias esperadas:\n’, Eij)

Resultado: Frequéncias esperadas:
Qui-quadrado: 10.109281267685342 [[20. 31. 19. 30.]
p-value: 0.12012474641823215 [20. 31. 19. 30.]
Graus de liberdade : 6 [20. 31. 19. 30.]]
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Nota sobre testes de independéncia versus

homogeneidade

Os testes de independéncia e homogeneidade parecem idénticos na sua
forma: partilham a mesma estatistica de teste e a mesma distribuigdo de
amostragem. A diferenca encontra-se no delineamento das experiéncias.

No teste de independéncia, os elementos da amostra sao extraidos ao acaso
de uma populagéo e dois atributos sdo observados para cada elemento. S6
o numero total de elementos da amostra é previamente fixado pelo
experimentador.

No teste de homogeneidade os dados séo selecionados ao acaso de cada
subpopulagao separadamente. Os numeros de elementos de cada
subpopulagao sédo previamente definidos pelo experimentador. A hipétese
nula é a de cada subpopulagéo partilhar a mesma distribuigao de um outro
atributo.

As diferencas sao subtis mas importantes: as hipéteses de referéncia sao
diferentes e as conclusdes também sao diferentes.
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