Propriedades dos valores proprios - exemplo

Consideremos a matriz A do exemplo do slide 209 e a respectiva
informacao espectral do slide 216,

1 10 A | ma.(A) | mg.(N) base de E()\)
A=10 2 0 1 2 2 [ {(1,0,0),(0,0,1)7
0 1 1 2 1 1 {(1,1,1)}

Constata-se que:

» 2=m.g(l) <ma.(l)=2
1=mg.(2) <m.a.(2)=1.

» m.a.(l)+m.a.(2) =2+ 1= 3= n (ordem da matriz A).

» A soma dos valores préprios de A contando com repeticdes (m.a.),
1+ 1+ 2 =4, coincide com tr(A) =142+ 1 =4 (soma das
entradas da diagonal principal).

» O produto dos valores préprios de A, contando com repeticoes
(m.a.), 1 x 1 x 2 coincide com det(A) = 2 (verifique).

» Como A = 0 nao é valor préprio a matriz A € invertivel.
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Diagonalizacao de matrizes

Definicao de matriz diagonalizavel

Uma matriz A de ordem n diz-se diagonalizavel se existir uma
matriz invertivel P e uma matriz diagonal D tal que

P~YAP=D.
A matriz P designa-se por matriz de diagonalizacao para A.

Observacao

. 1 1 1 1
ConS|deremosA—[O 2]eP_[O 1].Tem—se

1 0
—1 L L
P AP_D_[OQI.

Como obter uma matriz de diagonalizacao P?
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Diagonalizacao e base propria

Seja A uma matriz quadrada de ordem n e D = diag(\1, ..., An) uma matriz
diagonal. Dada uma matriz invertivel P =[vi --- v, ], isto é, uma matriz de
uma base {v1,...,v,} de R", tém-se as equivaléncias

P'AP=D & PP 'AP=PD <& AP=PD.

Como se tem,

AP = Alvi v -+ v|=[Avs Avn, --- Avy,], e
N 0 - 0]
0 X --- 0

PD = [vi vo» - wvu]|. L Sl =M v - Agvn ],
0 0 - A

conclui-se que AP = PD se s6 se Av; = \jv;, paratodoo /i =1,...,n.

Logo A é diagonalizdvel com matriz de diagonalizacao P tal que
P~ 'AP = D = diag(\1, ..., \n),

se e s6 se {vi,...,Vn} for uma base de R"” formada por vetores préprios de A
associados aos valores préprios A1, ..., Ap.
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Propriedades dos vetores proprios

Observacao

Sejam A matriz quadrada de ordem n e \},..., A\, os valores préprios
distintos de A.

» Pode-se mostrar que existe uma base de R"” formada por vetores

proprios de A se e s se

m.g.(\]) + -+ m.g.(\,) = n.
Esta base é obtida reunindo bases dos subespacos préprios
E(N)), ..., E(\,).

» Uma vez que soma das m. a. dos valores préprios distintos de A é
igual a ordem da matriz A e que a multiplicidade geométrica de
qualquer valor préprio é sempre inferior ou igual a sua multiplicidade
algébrica, a condicao anterior é equivalente a condicao

m.g.(\))=m.a.(\), i=1,... k.

1
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Critérios de diagonalizacao

Teorema

Seja A matriz quadrada de ordem n. As seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

(i) A é diagonalizavel.
(i1) Existe uma base de R"” formada por vetores préprios de A.

(iii) A soma das multiplicidades geométricas dos valores préprios
distintos de A é n.

(iv) m.g.(A\) = m.a.(\) para qualquer valor préprio A de A.

Nas condi¢cGes equivalentes anteriores a matriz P =[v; --- v, | onde
{vi,...,v,} é uma base de R"” formada por vetores préprios de A, obtida
reunindo bases de todos os subespacos proprios de A, é uma matriz de
diagonalizacao para A que verifica,

P1AP = diag(\1, .-, A\n),

com \; valor préprio associado ao vetor préprio v;, parai =1,...,n.
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Exemplo do slide 209 revisitado

Consideremos novamente a matriz A do exemplo do slide 209 e a respectiva
informacao espectral do slide 216,

1 1 0 A | ma.(A) | mg.(N) base de E())
A=|0 2 0 1 2 2 1(1,0,0),(0,0,1)}
0 1 1 2 1 1 {(1,1,1)}

» Uma vez que m.g.(1) =m.a.(l)=2em.g(2) =m.a.(2)=1, Aéa
diagonalizdvel e o conjunto
{1, w2, us} ={(1,0,0,),(0,0,1),(1,1,1)},

obtido reunindo a base {(1,0,0),(0,0,1)} de E(1) com a base {(1,1,1)}
de E(2) é uma base de R> formada por vetores préprios de A.

1 0 1
» Logo a matriz desta base prépria, P=[u1 w wz3]= 1|0 0 1| éuma
0O 1 1
matriz de diagonalizagcdo para A, tendo-se ( verifique),
1 —1 0 1 1 0| |1 0 1 1 0 O
P*AP=|0 -1 1]]0 2 0|0 0 1|=1]0 1 0O
0 1 O O 1 1((0 1 1 0O 0 2
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» Consideremos agora a matriz D = do exercicio 44,

OO =
NN =
o1 NN O

cujos valores préprios distintos sao A=1e )\ =6, tendo-se
m.a.(l)=2>mg.(l)=1em.a.(6) =m.g.(6) = 1.

» Como m.g.(1) # m.a.(1) ndo existe uma base de R3 formada
por vetores proprios de D e portanto D nao é diagonalizavel.

» Neste caso a cardinalidade (ndmero de vetores) maxima de
um conjunto linearmente independente formado por vetores
préprios de D é m.g.(1) + m.g.(6) =2 < 3 = dimR>.
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