Capitulo 3

Ortogonalidade e Projecao
Ortogonal

NORMA E DISTANCIA

Exercicios 29.
1. Calcule as normas e indique os versores dos seguintes vectores.

(a) (1»_1’2)
(b) (-=1,0,7,0)
(© (5,0,1,0,1,3)
2. Calcule as distancias entre os seguintes pares de vectores.
(a) (1»_1;2) € (0)_1) 0)
(b) (=1,0,2,0)e(1,0,0,1).
(C) (5» 0’ 1) 0) 173) € (_1’ 2) 0) 1» 1!0)'

Exercicio 30. Determine os vetores de norma +21 que sao solucdo do sistema

1 -1 1 0 1
linear Ax=bcomA=| —1 1 0 0]eb= 1
0 1 1 -1 —1

ORTOGONALIDADE E COMPLEMENTO ORTOGONAL

Exercicio 31. Considere v; =(1,0,1)e v, =(1,1,—1).

1. Determine o conjunto dos vectores de R? simultaneamente ortogonais a
U € Uy,

2. Indique um vetor unitério de R® simultaneamente ortogonal a v; e v;.

21



Exercicios 32.
1. Justifique que (2,1,1,—1) é ortogonal ao espaco gerado pelos vetores,

(1) 01 0)2)’ (—1,0,2, 0)) (_1’2) O) 0)7 (1) 1) 174)'

2. Verifique que (4,2,—1) é ortogonal ao espaco das colunas da matriz

1 0 -1
A= -1 1 2
2 2 0

Exercicios 33.

1. Determine os complementos ortogonais do espaco das colunas de cada
uma das seguintes matrizes (no caso das alineas a), b) e c¢) interprete
ainda geometricamente o resultado obtido).

. 3 1 -1 111
(a)l ] b)) ] 0 2 |0 21

—2 6

i 1 0 0 3

1 [ 1 1

2 -1 -2
(d) (e)

3 1 -1

4 | -1 1

2. Determine os complementos ortogonais dos subespacos gerados pelos
conjuntos de vetores {(1,2,2,1), (1,0,2,0)} e {(1,1,2,—1)}.

3. Calcule a dimenséao e indique uma base do complemento ortogonal de
cada um dos seguintes subespacos gerados.

(L.1).

() ((1,1,3),(1,1,2),(0,0,1)).

(© ((1,1,0,0),(0,2,4,5)).

@ ((2,2,1,0),(2,4,0,1),(4,—2,1,-1),(8,4,2,0)).

(@

4. Para cada subespaco da alinea anterior indique uma base de R”, com n
conveniente, que seja constituida por vetores desse subespaco e do seu
complemento ortogonal.
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PROJECAO ORTOGONAL

1 0 1
Exercicio 34. ConsidereamatrizA=| 0 1 |eovetorb=| —2
1 1 1
5
Justifique por defini¢ao que proj4)(b) = % —4
1

Exercicios 35.
1. Determine projgs(a, b,c) e proj{a}(a, b,c)paratodooa,b,c eR.

2. Considere o vetor b =(1,1,2) e o subespago vetorial V = ((1, 0,1),(0,1, 1)).
Justifique que b € V eindique as projecoes ortogonais de b sobre Ve V<.

Exercicios 36.
1. Determine a projecdo ortogonal do vetor (2, 3) sobre o vetor (3,1).

2. Determine as proje¢do ortogonais do vetor (6, 5,4) sobreareta<(1,—1,3)>
e sobre o seu complemento ortogonal.

Exercicio 37. Considere o vetor b =(4,—1, 1) e os subespacos vetoriais de R3,
U={(x,y,2):x+y+z=0} e V=<(1,0,1),(0,1,1)>.
1. Determine as projecdes ortogonais de b sobre U+, U, V+te V.
2. Calcule as distanciasde baU ea V.
3. Identifique o vetor de V a menor distancia do vetor b.

Exercicios 38.
1. Determine a projecao ortogonal do vetor (0,2,5,—1) sobre o subespaco
vetorial de R* gerado pelos vetores (1,1,0,2) e (—1,0,0,1).
2. Considere o subespaco vetorial de R,
U ={(x1, X2, X3, X4) : X1+ Xp — X3+ X4, =0, X, —x3=0}

e ovetor v =(2,1,0,1). Determine as proje¢coes ortogonais de v sobre U
e sobre complemento ortogonal de U'.

Exercicio 39. Sejam v; =(1,0,1,0), b, =(1,1,1,1), 15=(1,—1,1,—1), A=[v; 1, 13]
eb=(1,2,3,4).

1. Calcule a projecdo ortogonal de b sobre 6 (A)usando o método das equa-
¢Oes normais.

2. Indique uma solu¢do dos minimos quadrados do sistema Ax = b. Serd
que essa solucdo corresponde a uma solugdo de Ax = b no sentido usual?
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MATRIZ DE PROJECAO

Exercicios 40.
1. Considere ovetor w =(1,—2,2,2)eosubespaco V =<{(1,2,0,0),(1,0,1,1)} >.

(a) Determine a matriz de proje¢do P sobre o subespaco V.

(b) Utilizando a alinea anterior calcule a projecdo de w sobre V.

2. Determine as matrizes de projecdo ortogonal sobre o plano V de equa-
¢i0 x+2y +3z=0esobre V1.

3. Sejam Aumamatriz do tipo mxn, com caracteristicane P = A(ATA)TAT
a matriz de projecao sobre 6 (A). Prove os seguintes resultados.

(a) PT =P (P ésimétrica).
(b) P?2=P (P éidempotente).

1
4. Justifique que P = 3 é a matriz de projecao sobre o su-

—_— - O O
—_— - O O

1
1
0
0

O O =

bespaco vetorial W ={(x,y,z,t): x =y, z =t}.

BASE ORTOGONAL E METODO DE GRAM-SCHIMDT

Exercicios 41.
1. Considere u=(1,-1,0,1), v=(0,1,0,1), V=(u,v)e b =(2,-1,0,1).

(a) Justifique que {u, v} é uma base ortogonal do subespaco V.

(b) Utilizando a alinea anterior determine a projecao ortogonal de b
sobre V.

2. Considere os vetores de R3, a =(1,—1,1), b =(-1,1,2) e ¢ =(1,1,0).

(a) Mostre que {a, b, c} é uma base ortogonal de R3.

(b) Utilizando projecdes ortogonais escreva (0,2,4) como combinacdo
lineardea, b e c.

Exercicios 42.

1. (a) Utilizando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, deter-
mine uma base ortogonal de R? que inclua o vetor (1,0, 1).

(b) Transforme a base obtida na alinea anterior numa base ortonor-
mada de R3.
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2. Seja V ={(x1, X2, X3, X,) ER* : x; + xp — X3+ x, = 0}.
(a) Utilizando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt deter-
mine uma base ortogonal de V.
(b) Utilizando a alinea anterior calcule a projecdo ortogonalde (2,1,0, 1)
sobre V.
3. Considere W ={(1,1,1,—-1),(0,1,2,—1)) e b =(4,—1,0,3).

(a) Determine uma base e a dimensdo de W+,

(b) Calcule projy,.(b).

(c) Calcule as distanciasde b a W e W+,

(d) Indique uma base ortogonal de R* que contenha uma base de W'.
4. Determine uma base ortogonal de R* que inclua uma base de cada um

dos seguintes subespacos vetoriais
(a) ((1; 0) 1) 0)! (1) 1) 1) 1)) (1; _1) 1)_1»
b) {(x,y,z,w):x—y—2z4+w=0, x+z2=0}

EXERCICIOS VARIADOS
Exercicios 43.
2
1. Considere A= 01 -1 |eb=
—2 b 2

(a) Indique uma base e a dimensao de 6(A).

(b) Descreva, analitica e geometricamente, 6 (A).
(c) Qual a dimensao de A (A)?

(d) Calcule a projecao de b sobre 6 (A).

2. Considere V={(x,y,z)eR3: x =y}

(a) Indique uma base e a dimensdo de V.
(b) Determine o conjunto de todos 0s vetores ortogonaisa V.

(c) Calcule a matriz de projecao sobre V.
3. Considere uma matriz As,,4 tal que {(2,3,1,0)} é uma base para 4 (A).

(a) Qual a caracteristica de A?
(b) Indique as solucdes de Ax =0.

(c) Escreva a matriz de projecdo sobre A (A).
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(d) Calcule a distancia de b =(0,2,1,0) a A (A).
4. Determine uma base ortogonal para cada um dos subespacos vetoriais

(@ ((1,1,1),(1,0,—1),(0,3,1))
(b) ((1,0,1,0),(1,1,1,1),(1,—-1,1,—1))
© {(x,y,2):x+y=0, y+z=0}
d {(x,y,z,w):x—y—z+w=0, x+z=0}
5. Segundo a lei de Hooke, o deslocamento x de uma mola relativamente a
sua posicao de equilibrio, é proporcional a for¢a aplicada na mola, isto €,
verifica uma relacdo do tipo F = k x em que k é uma constante positiva

designada por constante eldstica da mola (esta lei é uma aproximacao
apenas valida para pequenas deformacdes da mola).

posicao de
equilibrio

Foram efectuados diversos deslocamentos numa mola e registadas as
forcas que foram necessdrias para produzir esses deslocamentos, assi-
naladas no seguinte quadro.

x; (m) | 0.1 015 02 025 03 035
E (N) |2.1 39 57 82 105 11.7

Pretende-se estimar o valor da constante eldstica da mola k que mini-
miza o erro E no sentido dos minimos quadrados, isto €, que minimiza

E*=(R —kx;)’ +---+(F—kxg).

Interprete geometricamente o resultado obtido.
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