Conceitos de vetor e valor proprio de uma matriz

Vamos agora introduzir um conceito fundamental em Algebra Linear que
“explora” as direcoes invariantes associadas as matrizes.

Vetor préprio e valor proprio de uma matriz

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Um vetor v € R”, v # 0, diz-se um
vetor proprio de A se existir um escalar A € R tal que

Av = \v.

E o escalar X\ diz-se o correspondente valor préprio de A.

Exemplo retirado do 22 teste de 8 de janeiro de 2024

2 -1 0
Considerando A= | 2 0 1 |ev=(-10,2) tem-se
0 1 2
2 -1 0 —1 —2 —1
Av=| 2 0 1 0 | = 0 | =2 0 [ =2v,
0 1 2 2 4 2

o que mostra que v é vetor préprio de A associado ao valor préprio A = 2.
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Outros vetores préprios de A associados ao valor préprio 27

» O vetor préprio v = (—1,0,2) associado ao valor préprio A = 2 ndo
é Unico. Por exemplo, se considerarmos u = —v = (1,0, —2) tem-se

Au= A(—v) = —Av = =2v = 2(—v) = 2u,

0 que mostra que u é também vetor préprio de A associado ao
mesmo valor préprio A = 2.

» Como determinar todos os vetores préprios associados ao valor
proprio A = 27

» Para respondermos a este tipo de questoes vamos introduzir no
préoximo slide o conceito de subespaco proprio. ..

Exercicio

Mostre que mais geralmente todos os multiplos nao nulos de
v =(—1,0,2) ainda sdo vetores préprios de A.
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Subespaco préprio e multiplicidade geométrica

Conceitos de subespaco préprio e multiplicidade geométrica

Sejam A matriz quadrada de ordem n e A € R um valor préprio de A.
Chama-se subespaco préprio de A associado a A ao subespaco vetorial,

E(A) =N(A=)).
A dimensao de E()\) designa-se por multiplicidade geométrica de A
(m.g.(A)), isto é, m.g.(\) = dim E(])).
Tém-se as equivaléncias,
Av=Xv & Av—Avr=0 < (A—X)v=0
& ve EN)=NA-M),
que provam o seguinte resultado.

Teorema

Os vetores proprios de A associados a um valor préprio A de A s3o os
vetores ndo nulos do subespaco préprio E(\) = N (A — Al).
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Vetores proprios associados a A = 2 da matriz do slide 230

2 -1 0
Vimos no slide 230 que A = 2 era um valor préprio de A= | 2 0 1
0 1 2

Vamos calcular o respetivo subespaco préprio E(2) = N (A — 2/). Tem-se:

2 -1 0 2 0 0 0O -1 O
> A-2l=| 2 o 1 |—-]10 2 0 ]|=]2 -2 1
0 1 2 0O 0 2 0 1 0

» Aplicando o método de Gauss a matriz ampliada [A — 21| 6} obtém-se,

0 -1 00 1 0 210 x1  +3x3=0
2 0 1|0 | —=--— |0 1 0|0 |- x2 =0
0 1 010 0 0 0|0 (x3 €R)

> Logo, E(2) =N(A-2])= {(—%X3,0,X3) :x3 ER} = <(—%,O, 1)), cuja base
é {(—%,O, 1)}, e m.g.(2) = dim E(2) = 1 (ndmero de vetores da base).

» Geometricamente E(2) é a reta que passa na origem com direcdo (—%,0, 1).
Os vetores préprios de A associados ao valor préprio A = 2 correspondem aos
vetores ndo nulos da reta E(2), isto &, aos vetores da forma ( — %X3,0,X3) com
x3 # 0. Por exemplo, considerando x3 = 2 conclui-se novamente que (—1,0,2)
é um vetor préprio de A associado ao valor préprio A = 2 (cf. slide 230).
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Como determinar todos os valores proprios de uma matriz?

Observacao

Seja A é uma matriz quadrada de ordem n. Tem-se:

A € R é valor préprio de A <& existe um vetor préprio v # 0
associado ao valor préprio A

existe v # 0 tal que Av = \v
existe v # 0 tal que (A— A)v =0
N(A =) # {0}
dimN(A—AI)#0

car(A—Al) #n

(A — Al) ndo é invertivel.

(A I

» Concluimos assim que os valores préprios de A correspondem aos valores
do “pardmetro” X para os quais a matriz (A — Al) é singular.

» Para calcular esses valores vamos associar a cada matriz quadrada A um
nimero real denotado det(A) e designado determinante de A que toma o
valor zero se e sé se A for nao invertivel. . .
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Motivacao e determinante de matrizes de ordens < 2

Motivacao : associar a cada matriz A,x, um nldmero real det(A),
designado determinante de A, tal que

A é invertivel <« det(A) #0

» Se n=1, define-se,
det [a] = a.

» Se n =2, define-se,

Interpretacao geométrica do determinante de matrizes 2 x 2

O valor absoluto do determinante de uma matriz

A= [j Z]:[u J carm o= (8, €) @ v = (&)

"4
ﬂ corresponde a area do paralelogramo definido por u e v.
U Esta area é nao nula se e sé se u e v sao nao colineares,
isto é, car(A) = 2, ou seja, A é invertivel!
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Determinante de matrizes de ordem 2 - exemplo

: . 1 2
Por exemplo, o determinante da matriz A = [ ] é,

det(A) =

7/

3 4

=1x4-2x3=-2+#0.

Logo A é invertivel (det(A) # 0) e o paralelogramo definido pelos
vetores u = (1,3) e v =(2,4) tem area 2.
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Determinante de matrizes 3 x 3: regra de Sarrus

» Se n = 3, define-se o determinante de A usando o esquema abaixo em que
repetimos as 2 primeiras colunas de A:

a b e a / b
NOX X

det(A) = det | d e f d e
/// \ ) \>\/ \

g h I g h

= aei + bfg + cdh — [ceg + afh + bdi].

Por exemplo,

1 0 -2 1 0
det(A) = det 2 1 1 2 1 =1x1x14+40x1x(-1)+(—2)x2x3
—1 3 1 —1 3

—[(-2)x1x(-1)+1x1x3+0x2x1]=1+0-12—[243+0] = —16.

Em particular, A é invertivel pois det(A) # 0.
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Determinantes 3x3

Interpretacao geométrica do determinante de matrizes 3 x 3

O valor absoluto do determinante de uma matriz
A=[u v wlsxzcomu,v,w &€ R? corresponde ao
volume do paralelipipedo definido por u, v e w. Este
volume é n3o nulo se e sé se o paralelipipedo for nao
degenerado, ou seja, u, v, w forem nao complanares,
ou seja, car(A) = 3, isto é, A invertivel.

» Por exemplo, o paralelipipedo definido pelas 3 colunas da matriz A
do slide anterior, v = (1,2, —-1), v=(0,1,3) e w = (—2,1,1), tem
volume 16.

» A regra de Sarrus sé se aplica a matrizes 3x3. Para calcular
determinantes de matrizes de ordem arbitraria pode-se usar
a chamada regra de Laplace.

» Vamos ver em seguida como aplicar o determinante para calcular
valores préprios de uma matriz. . .
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De volta aos valores e vetores proprios. . .

Polindmio caracteristico de uma matriz

Se A é uma matriz quadrada de ordem n e A uma variavel entdo a
expressdo det(A — A/) define um polinémio de grau n na varidvel \,
que se designa por polindmio caracteristico de A e se denota pa().

Da observacao do slide 234 conclui-se imediatamente o seguinte.

Teorema

Tem-se que o € R (ou mais geralmente o € C) é valor préprio de uma
matriz quadrada A se e s se pa(a) = det(A — al) =0, isto é, se e sé se
a for uma raiz do polinémio caracteristico pa(A).

As raizes de pa(\) podem ser reais ou complexas e estarem repetidas!

Multiplicidade algébrica de um valor préprio

Chama-se multiplicidade algébrica de um valor préprio «, denotada
m.a.(«), ao niimero de vezes que « aparece repetido como raiz na
factorizagao de pa()).
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Valores préprios e polindmio caracteristico - exemplos

» Verificar que o € R (ou a € C) é valor préprio de A — mostrar que pa(a) = 0.

-1 1 0
Por exemplo, vejamos que o = 3 é valor préprio de A = 0 3 0
o 1 -1
-1 1 0 3 0 O
pa(3) =det(A—3k) = det 0 3 O[—-— 0 3 O
o 1 -1 0O 0 3
—4 1 0
= det 0 O 0 | =0 (verifique).
0O 1 -4

» Determinar os valores préprios de A — determinar as raizes de pa(A).

Por exemplo, se A = { _411 é } obtém-se calculando o polinédmio
caracteristico de A, pa(A) = det(A — Al), pela férmula do slide 235,
1—A 1
pa(A) = det(A— Al) =det { 4 5_

= (1-M)x(B5-XN)—-1x(-4)=X—-61+9=(\-23)2%
Logo pa(\) apenas admite a raiz dupla A = 3 e portanto A tem como tnico

valor préprio A = 3, com multiplicidade algébrica 2 (m.a.(3)=2).
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Valores proprios e respetivas m.a. da matriz do slide 230

2 -1 0
Consideremos novamente a matriz A = |2 0 1|. Vamos calcular os valores
0 1 2

proprios de A e as respetivas multiplicidades algébricas.

» Aplicando no calculo do determinante a regra de Sarrus do slide 237 obtém-se,

2 -1 0 A
pa(A) = det(A—Al)=det| |2 0 1| — A
o 1 2 A
2—AX -1 0 2—X -1
= det 2 —A 1 2 —A
0 1 2— ) 0 1

= (2=AN)(-A)2—-A) + (=D)*1X0 + Ox2xT

—[0X X0 4+ (2—A) x1x X1 + (=1)x2x (2= X)]
= 2-)ENC-2)+2-2)=02-)((=M)2-A)+1)
= 2=\ =-22+1)=02-N(\-1)>~

» Logo pa(A) admite a raiz dupla A = 1, uma vez que aparece repetida 2 vezes na
factorizacao do polinédmio e a raiz simples A\ = 2.

» Portanto A admite os valores préprios distintos, A = 1, 2, tendo-se m.a.(1) = 2
e m.a.(2) = 1.
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Subespacos préprios e resp. m.g. do exemplo anterior

Vamos agora calcular os subespacos préprios associados aos 2 valores préprios de A,
A=1e X =2. J4 vimos no slide 233 que E(2) = ((—%,O, 1)) tendo-se m.g.(2) = 1.

Vamos calcular o subespago préprio E(1) = N(A—11) e a resp. m.g.(1):

2 -1 0 1 0 O 1 -1 0
>» A—-1/= ]2 0 1{ — [0 1 0f = 2 -1 1 obtendo-se,
o 1 2 0O 0 1 0 1 1
1 -1 010 1 0 1|0
|[A-1]0]=|2 -1 1|{0| —- -+ = | 0 1 1]0
0 1 110 0O 0 0O
Logo
ED)=NA-1) = {(x1,x,x3):x1=x =—x3, x3 € R}

= {(—x3,—x3,x3) : x3 € R} = ((~1,-1,1)).
» Logo E(1) = ((—1,—1,1)). Uma base para E(1) é portanto {(—1,—1,1)},
tendo-se m.g.(1) = dim E(1) = 1 (nimero de vetores da base).

> Geometricamente E(1) define a reta de R3 que passa na origem com vetor
diretor (—1, —1,1).

» Os vetores proprios de A associados ao valor préprio A = 1 s3o os vetores
ndo nulos de E(1), isto é, os vetores da forma, (—x3, —x3, x3) com x3 # R.
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Quadro-resumo com a informacao espectral de uma matriz

A informacao obtida nos slides anteriores sobre os valores préprios

e respetivos subespacos préprios da matriz retirada do 22 teste de
8 de janeiro de 2024 (slide 230),

A=

2 —1
2 0
0 1

.
1
2_

dita informacao espectral de A, pode ser organizada numa tabela

da seguinte forma:

A | ma.(A\) | mg.()\) | basede E()\)
1] 2 1 | {(—-1,-1,1)
2 1 1 {(-3,0,1)}
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Informacao espectral - exercicio

Exercicio

Verifique que a informacao espectral relativa a matriz do slide 240,

-1 1 0
A=|0 3 0],
0 1 -1

pode ser organizada como no quadro-resumo seguinte:

A | ma.(A) | mg.(N) base de E(\)
-1 2 2 {(1,0,0),(0,0,1)}
3 1 1 {(1,4,1)}
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Conceitos e resultados fundamentais vistos até agora :)

Resumo

» Reconhecer / verificar que v # 0 é vetor proprio de A
— Mostrar que Av = Av para algum X\ € R.
A é o valor préprio associado a v.

» Determinar os vetores préprios de A associados ao valor préprio A
— Determinar os vetores ndo nulos de E(\) = N (A — Al).
A multiplicidade geométrica de A é m.g.(\) = dim E()\).

» Reconhecer / verificar que a € R é valor préprio de A
— Mostrar que pa(a) = det(A— al) = 0.

» Determinar os valores préprios de A
— Determinar as raizes (reais e complexas) de pa(\) = det(A — Al).
A multiplicidade algébrica de cada valor préprio A, m.a.(}\),
€ 0 numero de vezes que \ aparece repetido como raiz na
factorizacdo do polinémio caracteristico pa()).
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Propriedades dos valores proprios

Teorema

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao:

» Para todo o valor préprio A de A tem-se

1 <m.g.(\) <m.a.(\)

» A matriz A possui n valores préprios (reais e/ou complexos) contando
com repeticoes, ou seja, a soma das multiplicidades algébricas dos valores
préprios distintos de A é igual a ordem da matriz A.

» A soma dos valores préprios de A, contando com repeti¢cdes (m.a.), é
igual ao traco de A, tr(A), que se define como a soma dos elementos da
diagonal principal de A.

» O produto dos valores préprios de A, contando com repetices (m.a.), é
igual ao det A. Em particular,

A = 0 valor préprio de A & det(A) =0 < A ndo invertivel.
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Propriedades dos valores proprios - exemplo

Voltando a matriz A do exemplo do slide 230 e recordando a respectiva
informacao espectral do slide 243,

2 =1 0
A=12 0 1
0O 1 2

Constata-se que:

» 1=mg(l) <ma.(l)=2
1=mg.(2) <m.a.(2)=1.

A | ma.(A) | mg.(A) | base de E())
1 2 1 (—1,-1,1)}
> 1 1 ((=1/2,0,1)}

» m.a.(l)+m.a.(2) =2+ 1= 3= n (ordem da matriz A).

» A soma dos valores préprios de A contando com repeticdes (m.a.),
141+ 2 =4, coincide com o tr(A) =2+ 0+ 2 = 4 (soma das
entradas da diagonal principal).

» O produto dos valores préprios de A, contando com repeticoes
(m.a.), 1 x 1 x 2 coincide com det(A) = 2 (verifique).

» Como A = 0 nao é valor préprio a matriz A € invertivel.
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A relacao AP = PD

Sejam A matriz quadrada de ordem n. Recordemos que v # 0 é vetor proprio
de A associado ao valor préprio A € R se Av = Av. Suponhamos agora que

temos k vetores préprios v, ..., vk de A associados a k valores préprios (que
podem ser repetidos) A1, ..., Ak, isto é, que temos as relagdes,
AV,':)\,'V,', iZ].,...,k. (2)
Podemos escrever as k relacoes anteriores de uma forma bastante conveniente
usando a notac3o matricial. Para isso vamos designar P = | vi  v» -+ v |
a matriz dos vetores préprios e
N 0 - 0]
0 X --- 0
D = |. . o= e e oo Akex],
0 0 - A
a matriz diagonal dos respetivos valores préprios, onde ei, ..., e, sao as k as
colunas da matriz identidade de ordem k, /.. Tem-se entao a equivaléncia,
AV1 = )\1 V1
< AP = PD. (3)

AVk = )\k Vi
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A relacao AP = PD

De facto, tem-se por um lado,

AP:A[vl vk]:[Avl Avk]. (4)

Por outro lado,

PD = P[Xle -+ Axex]
 P(Aer) - P(we) |
:)\1Pe1 oo Ak Peg }
= [ Awv o vk, (5)

uma vez que Pe; corresponde a j-ésima coluna de P, que é v; (ver o slide
81). Das relagdes (4) e (5) conclui-se imediatamente a equivaléncia (3)
do slide anterior.
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2 -1 0
Consideremos A= |2 0 1| do slide 247 e os vetores v; = (—1,—1,1) € E(1) e
o 1 2
V2 = (_%707 1) € E(2)
1 -1
2
SejaP=[wvi w]=| -1 0 eDzll 0]
0 2
1 1
Tem-se,
2 -1 o] [ -1 -1 -1 -1
AP=12 0 1 —1 0| =1 -1 0
o 1 2 1 1 1 2
© 1
-1 —3 1 0 -1 -1
PD =] -1 0 0 o |~ —1 0
1 1 1 2
~ Avi = 1w, D o
Como AP = PD, temos as relacoes que signficam que v; e v» sao
Avr = 2w,

vetores préprios de A associados aos valores préoprios A =1 e A = 2, respetivamente.
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Caso P invertivel

Observacao

Quando P for invertivel, isto é, quando k = n e {vi,...,v,} for uma base de
R" formada por vetores prdprios de A, a relacdo

AP = PD,

pode ser escrita de duas formas distintas consoante o objetivo pretendido:

» AP=PD < P Y(AP)= P Y(PD) & | P 'AP =D

que significa que diagonalizdmos a matriz A e que nos leva ao conceito de
matriz diagonalizavel do préximo slide.

> AP =PD < (AP)P~' = (PD)P~* < | A= PDP!

que permite reconstruir a matriz A a partir da sua informacao espectral

(vetores e valores préprios de A) e que serd abordada mais a frente, no
slide 257.
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Diagonalizacao de matrizes

Definicao de matriz diagonalizavel

Uma matriz A de ordem n diz-se diagonalizavel se existir uma matriz
invertivel P e uma matriz diagonal D tal que

PLAP=D.

A matriz P designa-se por matriz de diagonalizacao para A.

» Pelos resultados do slide anterior A ser diagonalizavel é equivalente
a existéncia de uma base de R” formada por vetores préprios de A,
que designaremos por base prdpria associada a A.

» Nessa altura uma matriz de diagonalizagao P é a matriz dessa base
de vetores proprios e a correspondente matriz diagonal D contém
na diagonal principal os valores préprios associados a esses vetores
préoprios, pela mesma ordem.
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Construcao de bases proprias associadas a uma matriz

Observacoes
Seja A matriz de ordem n com valores préprios distintos A, ..., .. Tem-se:
» Os vetores de uma base propria associada a matriz A tém que vir dos
subespacos préprios E(A7),. .., E(A\y).
» Prova-se que a reuni3o de bases dos subespacos E()\}), ..., E(\;) é um

conjunto linearmente independente de vetores.

O conjunto Li. anterior possui m.g.(\]) + - + m.g.(\},) vetores logo
define uma base base prépria de R"” se e sé se

m.g.(A\1) + - -+ m.g.(\) = n.
Podemos substituir a condicao anterior pela condicao
m.g.(\;) =m.a.(\), i=1,...,k,

uma vez que soma das multiplicidades algébricas dos valores préprios
distintos de A € sempre igual a ordem da matriz A e a multiplicidade
geométrica de qualquer valor préprio é sempre inferior ou igual a sua
multiplicidade algébrica.
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Critérios de diagonalizacao

Podemos resumir as consideracoes dos slides anteriores no seguinte resultado.

Teorema
Seja A matriz de ordem n. As seguintes afirmacdes sao equivalentes:
(i) A é diagonalizavel.

(ii) Existe uma base {vi,...,v,} de R" formada por vetores préprios de A,
obtida reunindo bases de todos subespacos préprios de A.

(iii) A soma das multiplicidades geométricas dos valores proprios de A é n.

(iv) m.g.(A\) = m.a.(\) para qualquer valor préprio A\ de A.

Nas condi¢Bes equivalentes acima a matriz da base prépria, P=[vi -+ v,], é
uma matriz de diagonalizacao para A, tendo-se

P~ lApP = diag()\1, S )‘”)’

com \;, i =1,...,n, valores préprios de A (que podem ser repetidos)
associados aos vetores préprios v;, i = 1,...,n.
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Exemplo de uma matriz diagonalizavel

Consideremos a matriz A do exercicio do slide 244 e resp. informacao espectral,

-1 1 0 A | ma.(\) | mg.(N) base de E(\)
A=| 0 3 0 1 2 2 1(1,0,0),(0,0,1)}
0 1 -1 3 1 1 1(1,4,1)}

» Uma vez que m.g.(1) =m.a.(1) =2 e am.g.(2) =m.a.(2) =1, a matriz
A é diagonalizavel e o conjunto de vetores

{U17 ur, U3} — {(1, 0, 0, ), (O, 0, 1), (1, 4-, 1)},

obtido reunindo a base {(1,0,0),(0,0,1)} de E(—1) com a base
{(1,4,1)} de E(3) é uma base de R> formada por vetores préprios de A.

1 0 1
» Logo a matriz desta base prépria, P=[wu1 w wuz]= [0 0 4| éuma
0 1 1
matriz de diagonalizacdo para A, tendo-se (verifique),
1 —-1/4 0] -1 1 0o7[L 0 1 -1 0 0
P'AP=| 0 -1/4 1 0O 3 0|0 0 4/=]|0 -1 0
0 1/4 0 0 1 -1 (0 1 1 o 0 3
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Exemplo de uma matriz nao diagonalizavel

Consideremos a matriz A e a respetiva informacao espectral do slide 243,

2 -1 0 A | ma.()\) | mg.(A\) | basede E())
A=12 0 1 1 2 1 (—1,-1,1)}
0 1 2 > 1 1 1(—1/2,0,1)}

» Como m.g.(1) # m.a.(1) n3o existe uma base de R3 formada por
vetores proprios de D e portanto A é nao diagonalizavel.

» Neste caso a cardinalidade (niimero de vetores) maxima de um
conjunto linearmente independente formado por vetores préprios de
Aémg(l)+mg(2)=2<3=dimR>
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E para terminar...

Reconstrucao de uma matriz diagonalizavel a partir da informacao espectral

Determinar a matriz A a partir da informacao espectral dada na seguinte tabela

A | ma.(N\) | mg.(N) base de E()\)
3 2 2 100,1,0), (1,1, -1)}
> 1 1 {(1,-1,0)}

Resolucao:

» A é diagonalizavel pois m.g(—3) = m.a.(—3) e m.g(2) = m.a.(2).
» Reunindo as bases dos subespacos préprios de E(—3) e E(2) dadas na tabela,
obtém-se a base de R3 formada por vetores préprios de A (base prépria),

{vi,vo,v3} = {\(O, 1,0), (1,1, —1)/, \(1, —1, 0)/ }.
base dZE(—3) base EerE(Z)

» Sejam P = [vl Vo V3:| matriz da base prépria e D = diag(A1, A2, A\3) matriz

diagonal que contém os correspondentes valores préprios A1 = Ao = —3, A3 = 2.
» Calculando P~ ! e usando a relacidio A = PDP—! (ver o slide 251), obtém-se,
0 1 1 -3 0O O 1 1 2 2 0 5
A= 1 1 -1 0O -3 0 o 0 -1 |=| -5 -3 -5
0 -1 0 0 0 2 1 0 1 0 0 -3
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