Recordatéria: norma (comprimento) de um vetor do plano

ordenadas
xp |7 x = (x1, x2)
W

abcissas
X1

||x|| representa a norma ou comprimento do vetor x, ou seja, a distancia
do vetor a origem. Pelo teorema de Pitdgoras obtém-se,

Xl = Gl = /3¢ +x3 = v/ (x1,%2) - (x1,%2) = VX - x = VxTx

Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 123
Norma de um vetor do espaco
cotas
X3 |-

V‘X - (X15X2;X3)

W

X3
ordenadas

’,"4X2

abcissas

Analogamente, tem-se pelo teorema de Pitagoras,

2
Il = .3 0] = \/ (V+3) +8 =2+ 844 =i
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Norma de um vetor de IR”

Defini¢cdo de norma (caso geral)

Dado x = (x1,x2,...,%s) € R" define-se a sua norma (comprimento) por,

Il = VXTx = VX x = /@ T B+ + 3

X ”(47 27 _1’2)” = \/(45 2a _19 2) ' (47 25 _172) = \/42 + 22 + (_1)2 + 22 = 5.

Propriedades da norma

Para qualquer x € R" e A € R tem-se

1. x> 0.
2. |Ix|| = 0 se e s6 se x = 0.
3. axll = ALl

4. |Ix|IIP=x-x=x"x.

Dem (do ponto 3): ||[Ax|| = /(Ax)TAx = VAxTAx = VA2VxTx = |)|||x]].
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Vetor unitario e versor

Definicoes de vetor unitdrio e versor

> x € R" diz-se unitdrio se ||x]| = 1, isto &, se x - x = ||x]|> =1

» A cada vetor x € R”, x # 0, associamos o tinico vetor unitario com
a mesma direcao e sentido que x, designado versor de x,

X
vers(x) = —-.
x|
Tixl
Por exemplo, vers(3,4) = “8’;‘;“ = (354) = (3,3).

Note-se que |vers(3,4)[| = (2, 5) | =1/ + 32 = L.
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Distancia (euclideana) entre vetores de R”

A partir da norma define-se a distancia (euclideana) entre vetores de R".

Definicao de distancia euclideana

Dados x,y € R", x = (x1,...,xn) e ¥y = (y1,...,Y¥n), define-se a distancia entre
X e y por,

dix,y) =lx —yll = /(xa =y1)> + (e — y2)2 + - - - + (xa — yn)?.

y d(x,y) = lIx =yl

X=Yy
-y
Por exemplo,
d((1,3,2,1),(1,4,3,-1)) = ||(1,3,2,1) — (1,4,3,—1)]|
= ]/(0,-1,-1,2)|| = V6.
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Propriedades da distancia

Propriedades da distancia
Dados x, y,z € R", tem-se
1. d(x,y) > 0.
2. d(x,y) =0 & x=y.
3. d(x,y) =d(y, x).
4. d(x,z) <d(x,y) +d(y, 2).
A propriedade 4. designa-se por desigualdade triangular e significa que o

comprimento do lado de qualquer tridngulo é inferior ou igual a soma dos
comprimentos dos outros dois lados.

X

(=1]

A 3 primeiras propriedades significam que d(x, y) define uma dissemelhanca.
Uma distancia é uma dissemelhan¢a que verifica a desigualdade triangular.
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Ortogonalidade entre vetores

Vetores ortogonais

Dois vetores u, v € R™ dizem-se ortogonais, que se denota por u | v, se
u-v =0, isto é, em notacao matricial, se ulv=0.

—4
Por exemplo, os vetores u = (—4,1,2,1) = ; e
1
1
1 - : :
v=(1,1,1,1)= | | sdo ortogonais pois
1
1
u-v=u'v=[-4 12 1] i = —4+1+2+1=0.
1
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Ortogonalidade entre um vetor e um subespaco vetorial

Vetor ortogonal a um subespaco vetorial

Sejam b € R™ e V subespaco vetorial de R™. Diz-se que b € ortogonal a
V' e denota-se b | V/ se b for ortogonal a todos os vetores de V isto é,
se b'v =b-v =0 para qualquer v € V.

Vejamos um exemplo.

> Seja V =((1,2,—1)) a reta de R? que passa na origem com
direcdo u = (1,2, —1). Vejamos que b= (1,—-1,—-1) L V.
Comecemos por notar que b L u pois b - u = 0 (confirme). Como

V={((1,2,-1)) ={au : a €R},
qualquer vetor v € V é da forma v = au com a € R e obtém-se
b'v=b"(au)=ab'u=a(b-u)=a0=0.
Logo b é ortogonal a todo o vetor de V e portanto b 1. V.
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Seja V = (v1,v2), com vy = (1,2, -1) e v» = (1,0, 1).
Vejamos que b= (1,—-1,—-1) L V:

» Comecemos por notar que b | vi,vo poisb-vi =0eb-v, =0
(confirme).

» Como
V = <v1, v2> ={aavi+av @ ag,an € R},

qualquer vetor v € V é da forma v = a1 v + as v» com a1, as € R
e obtém-se

b'v = b'(aqvi+asw)=a1b"vi+azb’ v

= ozl(b~v1)+042(b-v2):0410+042020.

Logo b = (1,—1,—1) é ortogonal a todo o vetor de V e portanto b L V,
o que significa que b é um vetor normal ao plano V. Em particular, V
admite a equacdo cartesiana x — y — z = 0, o que pode ser confirmado
calculando C(A) = (w1, ) com A=[vi v,], que fica como TPC...
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Vetor ortogonal a um subespaco dado por geradores

Nos dois exemplos anteriores vimos que o vetor b era ortogonal ao
subespaco vetorial V' porque era ortogonal aos geradores de V. Tem-se
um resultado analogo para um subespaco vetorial geral.

Teorema (resultado-chave)

Sejam u € R™ e V = (vy,...,v,) subespaco vetorial de R™. Tem-se:
u_l Vi
ulV < :
ul v,

Como uma base de um subespaco vetorial constitui um conjunto de
geradores desse espaco, deduz-se o imediatamente o seguinte resultado.

Corolario

Seja V. = (wv1,...,Vv,) um subespaco vetorial de R™ e u € R™.
Entdo u L V se e sé se for ortogonal aos vetores de uma base de V.
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Demonstracao do resultado-chave

Dem.: suponhamos que v L. V. Entdao u 1 v paratodoo v € V,
tendo-se, em particular, u L v1,...,u L v,, uma vez que os vetores
Vi,...,V, pertencem a V.

Reciprocamente, suponhamos que u L vi,...,u L v, e seja
beV =(vi...,v,). Entdo b é CL de vy,..., Vv, e portanto existem
ag,...,a, € R" tais que b = a3v; + - - - + a,v,. Daqui resulta que

uTh = uT(alvl + - Fapv,) = uT(alvl) 4 uT(oz,,v,,)
= v+ e, v, =0,

uma vez que u’ v; = 0 para todo i. Logo u L b, para todo o b € V, isto
é,ul V. O

Observacao

Em Algebra Linear é frequente que para provar que todos os vetores de
um subespaco vetorial verificam uma certa propriedade seja suficiente
provar a propriedade para um conjunto finito de geradores do subespaco.
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Exemplo
Exercicio
1 2 3]
: 0O -1 O
Sejam A = 5 0 _3 =[vi v» s]leb=(1,1,1a).
1 -1 0

Determine os valores de pa_ra os quais b L C(A).

Resolucao: tem-se C(A) = <v1, va, v3). Logo pelo teorema-chave
do slide 132 tem-se,

bJ_Vl
bJ_C(A) = bJ_<V1,V2,V3> = bl w
bJ_V3
b-vi =0
& b-v= < a=1 (confirme!)
b-vz =20
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