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Nota Introdutoria

Apresentamos aqui um conjunto de exercicios preparados para as aulas priticas da unidade
curricular Estatistica, leccionada no 3 © semestre de todas as licenciaturas de Bolonha do ISA, com
excepcao de Arquitectura Paisagista.

E por demais reconhecida a importincia crescente da Estatistica como ferramenta impres-
cindivel na analise, interpretacdo e previsdo de resultados em todas as dreas no dominio das Ciéncias
e Engenharias, nomeadamente as que constituem a formacao disponibilizada pelo Instituto Superior de
Agronomia

Na reestruturacdo actual esta unidade curricular passa a ter Sh/semana sendo 2h tedricas e 3h
praticas (até 2009/2010 dispunha de 2h tedricas e 4h praticas). Tem como principais objectivos:

e Apresentar os conceitos basicos de Probabilidade (com os principais modelos probabilisticos, im-
prescindiveis para a modelagdo e inferéncia de caracteristicas de interesse e que estdo sujeitas a
intervenc¢ado do acaso - aleatdrias).

e Ensinar métodos de interpretacdo, descri¢do, andlise e inferéncia realizados sobre um conjunto
de observacdes obtidas em trabalhos de campo nas diferentes unidades curriculares dos planos
curriculares do ISA.

e Introduzir um software estatistico adequado, que possua técnicas actualizadas para os tratamentos
estatisticos que os alunos necessitem de realizar. Muitos sdo os programas informéticos existentes.
Entendemos, porém, que ao introduzir os nossos alunos no software @ estamos a colocd-los na
vanguarda do que hoje é usado quer nas aplicacdes quer na investigacao.

Estes exercicios integram trés capitulos: Estatistica Descritiva, Introducio a Teoria da Probabi-
lidade e Introduc@o a Inferéncia Estatistica. No final de cada capitulo de exercicios encontram-se topicos
de resolucdo ou algumas solugdes.

Para preparar desde ja os alunos na introduco e utilizagao do software estatistico que vamos
usar, na 12 parte destas folhas de exercicios, dedicadas a Estatistica Descritiva, apresentamos uma lista
de exercicios de treino do @®. Alguns exercicios de Estatistica Descritiva serdo também resolvidos com
apoio do @®.

Como material de apoio sobre o @ utilizar os textos referenciados na pagina web da Estatistica
(https://fenix.isa.ulisboa.pt/qubEdu/disciplinas/estat/2017-2018/1-semestre).

Antes de cada aula pratica os alunos deverao tentar resolver os exercicios da
matéria ja leccionada, principalmente os indicados na aula teérica e pelo respectivo pro-
fessor da pratica.
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Capitulo 1 Estatistica Descritiva

Nota: Todos os ficheiros e/ou objectos referidos nos exercicios encontram-se na pagina web
da Estatistica:
(https://fenix.isa.ulisboa.pt/qubEdu/disciplinas/estat/2017-2018/1-semestre).

Exercicios de Introducio ao software
com algumas aplicacoes em Estatistica

Os exercicios seguintes ilustram e fazem a aplicacio da breve introdugio ao software @ feita
na primeira semana de aulas. Este software serd utilizado ao longo de todo o semestre, como apoio na
resolucdo de exercicios.

1.1. E desencadeado um programa de controlo da poluicdo de um rio em que sdo efectuadas medigdes
antes de langar a campanha antipoluicdo (Ano0) e um ano apds (Anol). Os resultados destas
medi¢des sdo os seguintes:

Pontodecontrolo | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ano0 68 83 101 82 96 74 65 74 52 99
Anol 67 87 90 76 98 69 68 65 59 70

a) Usando a linguagem @ crie dois vectores Ano0 e Anol, com os dados observados.
b) Verifique que os dois vectores t€m o mesmo nimero de registos.
¢) Crie o vector di f com as diferengas entre os valores de Ano0 e Anol.

d) Calcule medidas de localizacdo e dispersao para os dados do Ano0.

1.2. a) Crie os vectores nomes, idades e alturas, com 0s nomes e as respectivas idades e
alturas de dez dos seus colegas.

b) Construa o vector 16gico cartac em que cada componente indica se o aluno da componente
homdloga do vector nomes possui ou nao carta de conducao.

¢) Determine o maximo do vector idades e o minimo do vector alturas.
d) Determine a média das alturas e identifique os alunos que t&m altura superior a este valor.
e) Identifique os colegas com carta de conducgido e determine o seu ndmero.

f) Construa a data frame colegas que contenha os vectores nomes, idades, alturas e
cartac. Resolva novamente as alineas c), d) e e) utilizando este novo objecto.
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1.3. O ficheiro “concelho.txt” contém o nome de todos os concelhos de Portugal Continental, o respec-
tivo nimero de freguesias € o nome do distrito a que pertencem.

a) Leia os valores do ficheiro “concelho.txt” e guarde-os na data frame conc.
b) Qual ou quais os concelhos com maior nimero de freguesias?
¢) Guarde no objecto t ot c o nimero total de concelhos existentes em Portugal Continental.

d) Crie a tabela dist com o nome de todos os distritos de Portugal Continental e o respectivo
nimero de concelhos.

e) Construa um diagrama de barras com o nimero de concelhos por distrito de Portugal Conti-
nental.

f) Calcule o nimero médio de concelhos por distrito.
1.4. a) Crie o vector v com o resultado de 30 lancamentos de um dado equilibrado de seis faces
(sugestao: utilize a instru¢cdo sample (1:6, 30, rep=TRUE) )

30 30 —\2
30y, . 30 (v, —v
Lim1Vi e a variancia s2 = Lii(vi—v)® 1(36 )

c¢) Utilize os comandos mean (v) e var (v) para resolver a questdo anterior. Comente os
resultados obtidos.

destes 30 valores.

b) Calcule a média v =

d) Faca um diagrama de barras de v.

e) Crie os vectores wl e w2 com, respectivamente, os resultados de 300 e 3000 langamentos de
um dado de seis faces equilibrado. Construa um diagrama de barras para os valores de cada
um destes vectores e compare-os com o diagrama obtido na alinea anterior.

1.5. Importe o ficheiro de objectos “SementesOzono.RData”. Este ficheiro contém os vectores sementes
e ozono. O vector sementes contém o nimero de sementes de um certo cereal que germinaram
em cada um de 50 vasos iguais (inicialmente foram semeadas 5 sementes em cada vaso). O vec-
tor ozono contém 78 valores de concentracdo de ozono na atmosfera (ppm) obtidos numa dada
cidade.

Calcule o nimero médio de sementes que germinaram por vaso e a concentracdo média de ozono
observada.

1.6. Importe o ficheiro de objectos “DadosMeteo.RData”. Este ficheiro contém os vectores precip,
temp e vento, com dados de precipitacdo (mm), temperatura do ar (°C) e velocidade do vento
(ms~"), respectivamente, medidos numa estacdo meteorolégica em Evora.

a) Indique o ndmero total de elementos e o niimero total de observagdes nio disponiveis (NA)
de cada vector.

b) Determine indicadores numéricos de localizacdo e de dispersdo para estes dados.
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Exercicios de Estatistica Descritiva a uma dimensao

Nota: Recorde-se que os ficheiros e/ou objectos referidos nos exercicios se encontram na pagina
web da Estatistica
(https://fenix.isa.ulisboa.pt/qubEdu/disciplinas/estat/2017-2018/1-semestre).

1.7. Classifique, justificando, cada uma das seguintes varidveis quanto ao tipo: qualitativo/quantitativo,
continuas/discretas.
a) Cor do cabelo de uma pessoa;
b) Peso de um bebé a nascenca;
¢) Numero de automdveis que passaram na portagem nos domingos de verao;
d) Qualidade da comida numa cantina (m4, razoavel, boa, muito boa);
e) Temperatura maxima didria em Agosto deste ano;
f) Numero de sementes que germinaram num vaso onde foram semeadas 5 sementes.

1.8. Para cada um dos conjuntos de dados apresentados abaixo, construa uma tabela de frequéncias
absolutas, relativas, relativas acumuladas e absolutas acumuladas.

a) Conjunto 1 — nimero de nematodes contados em cada uma de 60 placas observadas ao mi-

croscépio.
05 3 2 2 3 14 2 1 3 4 410
2 23 54 512 112 2 2 13
2 1 4 3 2 5 3 2 14101 3 2
1 5 4 3 2 3 3 5 2 4 2 4 3 2 3

b) Conjunto 2 — ndmero de laranjas de cada uma das 40 4rvores de um laranjal

131 136 150 152 155 156 162 169 170 177
188 196 201 201 205 210 210 211 214 216
217 220 225 226 231 238 240 244 244 247
251 262 268 275 288 297 300 302 303 305

¢) Conjunto 3 — peso (kg) de 56 ovelhas, apés administracdo de um dado tratamento. Estes
dados encontram-se no ficheiro “ovelhas.txt”.

30.28 27.58 2791 2933 3120 2840 333 2540
3426 3255 21.78 25.59 35.08 26.86 33.20 29.70
3947 30.15 3340 2738 30.39 2585 29.11 26.22
33.54 3040 29.60 28.82 30.70 30.83 33.84 27.58
2946 36.15 2340 2448 30.35 23.85 27.12 26.42
36.54 2040 2330 3842 31.10 2583 31.84 2258
31.54 2242 3335 2822 3415 2683 21.24 30.14
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1.9. Para os vectores x = (x1,x2,Xx3,X4,%5) € Y= (y1,Y2,V3,Y4,ys) pretende-se calcular:

i Y x i) Y2 .x iii) Y3, x3
iv) Yo, 2x; V) Yoxi—4 vi) Yo a7
vii) (L7 x)? viil) Y7 xiyi i) (T2 x) (i)

Considere os seguintes casos:

a) x=(2,5,6,10,15) e y=(-1,2,0,3,4).

b) x designando o peso (em gramas) de 5 macas colhidas numa macieira e y o peso (em gramas)
de outras 5 magas colhidas noutra macieira:
x = (120, 150,260,210,150) e y=(110,210,130,210,180).

c¢) Para os vectores dados em b) calcule o peso médio das 5 macas colhidas em cada macieira.
Exprima o valor desses pesos médios em kg.

d) Escreva os valores dos somatérios indicados de 1) a ix) no caso de os pesos dados em b) terem
sido registados em kg.

1.10. Um viticultor registou o peso diario das uvas recolhidas durante os 15 dias de uma vindima, mas
no fim s6 forneceu o peso médio diario - 515 kg.

a) Qual foi a produgdo total (peso em kg) daquele periodo?

b) Exprima o valor da producao total daquele periodo em toneladas.

¢) Alguém comentou que naqueles 15 dias o peso minimo diério colhido tinha sido 150 kg e o
peso mdximo didrio 475 kg. O que pensa destas afirmacdes?

d) Constatou-se que num dos dias tinha havido erro no registo do peso de uvas colhidas. Por
engano o registo desse dia foi de 20 kg. Qual o valor do peso médio didrio no caso de se
decidir:

i) retirar aquele registo;
ii) substituir aquele registo por um valor que o viticultor considerou mais verosimil (450kg);
iii) por um valor escolhido por si. Justifique a sua escolha.

e) Se em média, por dia, foram recolhidos 515kg de uvas, qual o peso médio de uvas recolhidas
numa hora de trabalho (1 dia = 8h de trabalho).

f) Complete a seguinte afirmacao:

Se x designa o valor de uma varidvel registado em kg/dia, e x designa o valor da mesma
varidvel registado em g/hora, entdo tem-se X =..... x (1 dia = 8h de trabalho).

1.11. Considere dois conjuntos de dados: o primeiro contendo o registo efectuado durante 50 dias,
do nimero de casos de intoxicacdo ocorridos, em cada dia, numa fébrica e o segundo com o
registo das preferéncias relativamente a 5 tipos de mistura de café (designadas por A, B, C, D e E)
manifestadas num inquérito feito a 1000 consumidores.

N9 de casos ‘ 0 1 2 3 4 5 6 Misturas de café ‘ A B C D E
N9 dedias | 13 15 8 6 5 2 1 N9 derespostas | 190 210 180 205 215
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a) Indique a varidvel considerada em cada um dos casos e classifique-a.
b) Determine uma medida de localizagdao adequada a cada um dos conjuntos de dados.

¢) Indique o valor do minimo e do méximo de cada conjunto de dados, caso existam.

1.12. Na tabela que se segue apresenta-se o agrupamento dos dados relativos a uma amostra de alturas
(em dm) de 100 arvores de uma mesma espécie.

classe \[100;120[ [120;130[ [130;135[ [135;140[ [140;150[ [150;170[ [170;200[
n%e érvores‘ 7 19 20 17 17 12 8

a) Elabore uma tabela de frequéncias relativas e frequéncias relativas acumuladas, dos valores
apresentados.

b) Indique, justificando, qual dos histogramas apresentado a seguir se pode considerar o mais
adequado para descrever o agrupamento de dados apresentado?

¢) Determine a mediana, aproximada, da altura das arvores observadas.

histograma 1 histograma 2

0.04
|
]
0.20
|
]

0.02
|
0.10
|

l——|—|

[ I I I I | [ I I I I |
100 120 140 160 180 200 100 120 140 160 180 200

0.00
0.00

1.13. De um total de N nimeros ha uma proporc¢do p de 1’s e uma propor¢cdo g = 1 — p de 0’s.

a) Calcule a média do conjunto dos N nimeros.

b) Supondo N grande prove que o desvio padrdo é aproximadamente ,/pgq.

1.14. Considere o quadro seguinte com os dados da altitude das principais serras do Continente (Fonte:
Instituto Geografico e Cadastral e Centro de Estudos Geograficos; dados reproduzidos no Anudrio
Estatistico, LN.E., Lisboa, 1980):
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Designacdo | Altitude (m) | Designacdo Altitude (m)
Peneda 1416 Gardunha 1227
Soajo 1415 Leomil 1008
Gerés 1507 Lapa 953
Barroso 1208 Marofa 973
Larouco 1525 Malcata 1075
Cabreira 1261 Grandola 325
Alvao 1283 Cercal 372
Marao 1415 Espinhaco de Cdo 297
Padrela 1146 Monchique 902
Coroa 1273 Caldeirao 577
Montezinho 1438 Mendro 412
Nogueira 1318 Ossa 653
Bornes 1200 S.Mamede 1025
Mogadouro 993 Adica 522
Montemuro 1382 Sico 553
Arada 1116 Aire 679
Caramulo 1071 Candeeiros 613
Bugaco 549 Montejunto 664
Lousa 1204 Sintra 528
Acor 1340 Arrabida 501
Estrela 1991 Monte Figo 411
Alvelos 1084

Os dados foram introduzidos no software @ e estdo disponiveis no objecto serras, no ficheiro

“Serras.RData”.

a) Agrupe os dados em classes. Faca a sua representacio grafica.

b) Comente a distribuicao das altitudes das serras.

c) Averigue se ha candidatos a “outlier” no conjunto dos dados.

1.15. Os valores da precipitacdo (em mm) registada na Estacdo Meteoroldgica de Lisboa, nos 31 dias do
més de Janeiro de um dado ano, foram os seguintes (dados do Instituto de Meteorologia):

Dia  Precip. | Dia  Precip. | Dia  Precip
1 0.0 11 3.8 21 0.9
2 0.0 12 0.3 22 0.3
3 0.0 13 0.0 23 18.2
4 0.0 14 0.0 24 4.0
5 4.7 15 0.5 25 4.6
6 0.6 16 7.0 26 22.0
7 17.2 17 0.0 27 15.6
8 1.4 18 0.0 28 0.0
9 11.2 19 33 29 34
10 1.0 20 7.6 30 0.0

31 0.0

a) Construa o histograma para os dados da precipitagdo e comente-o.

b) Obtenha a caixa-de-bigodes dos dados e comente-a.

c¢) Calcule a precipitacdo média e mediana didria em Lisboa, naquele més. Compare os valores
obtidos da média e da mediana e comente, tendo em aten¢do que ambos sdo indicadores de

localizacao.

d) Complete as seguintes afirmagdes:
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. . o . ~ . / .
1) Se x designa o valor da precipitacdo em mm por dia e x designa o mesmo valor da
o« . ~ . ~ !
precipitagdo expressa em cm por dia entio tem-se x =...... X.
.o o o« . ~ . / o
ii) Se x designa o valor da precipitacio em mm por dia e x designa o mesmo valor da

. . ~ ~ /
precipitacdo expressa em cm por hora, entdo tem-se x =...... X.

e) Introduza os dados no software @. Responda as questdes anteriores utilizando o @.

1.16. Num pomar de péra-rocha registou-se o nimero de péras que foram colhidas no ano passado em
cada uma das 60 pereiras. Os dados recolhidos foram introduzidos no ficheiro “peras.dat”.

a) Construa uma tabela de frequéncias e faca a representacio grafica do nimero de péras em
cada pereira daquele pomar.

b) Qual a producdo média e a producdo mediana de cada pereira? Calcule ainda o desvio padrdo
da produgdo de cada pereira. Comente.

¢) Construa a caixa de bigodes dos dados apresentados.

1.17. Um bidlogo estd a estudar uma unidade de aquicultura de criagdo de douradas. Num dado dia
recolheu 15 douradas no viveiro A e obteve como peso médio e varidncia x4 =235 ge sf‘ =254
g2; recolheu 20 douradas no viveiro B e obteve Xz = 245 g e 53 = 267 g°.

a) Indique a média e a variancia do conjunto das 35 douradas observadas nos dois viveiros.

b) Dé a resposta a alinea anterior se os dados fossem registados em kg.
1.18. Diga justificando se sdo verdadeiras ou falsas as afirmagdes que se seguem:

a) A amplitude interquartil ¢ metade da amplitude total.
b) A média estd sempre entre o primeiro e o terceiro quartil.
¢) A mediana estd sempre entre o primeiro e o terceiro quartil.
d) O desvio padrio é sempre igual a amplitude interquartil.
e) O desvio padriao € menor do que a média dos desvios relativos & média.
1.19. Num estudo, efectuado nos dois tltimos anos, sobre o nimero de golfinhos observados em cada

passeio organizado pela empresa OlhdGolfinho no estudrio do Sado, obtiveram-se os seguintes
dados:

n® degolfinhos | 0 1 2 3 4 5
n® depasseios | 17 45 84 52 23 11

6 8
2 1

a) Diga qual a varidvel em estudo e classifique-a.

b) Apresente os dados numa tabela de frequéncias relativas e faca a representacio grafica ade-
quada. Comente.

¢) Descreva a amostra indicando medidas de localizagfo central e de dispersao.

d) Qual é a percentagem de passeios em que no maximo se observaram 2 golfinhos?
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1.20. Numa experiéncia medem-se fluxos de calor de meia em meia hora, das 7h as 18h (inclusivé),
durante trés dias consecutivos. Os resultados obtidos (em W m~2) sdo indicados na tabela em
baixo. Ao lado da tabela estdo as caixas-de-bigodes dos trés dias, sem qualquer ordem aparente.
Os dados foram introduzidos no software @ e estio disponiveis no objecto fluxoCalor, no
ficheiro “FluxoCalor.RData”.

DIA1 DIA2 DIA3

27 24 35
32 238 74
31 -61 -49
-53 54 31
67 -59 -18
-48 -65 32
238 67 233
47 74 .57
41 120 .34 i + N i +
41 -150 -59
63 -7 -48
-114 -50 92
-100 98  -138
2100 -175 74 . % ””””””” - +
175 -184  -103

-208 -178 -196
-228 -228 -194
208 295 259 J + ,,,,,,,,,,,,,, . +
-208 -320 -255

-196 -359 -284
-236 -401 -324 T T T T
-210 -422 -294 -400 -300 -200 -100
-216 -405 -372

a) Associe cada diagrama ao respectivo dia. Justifique.

b) Sem fazer contas, diga se a média correspondente ao diagrama do topo serd inferior ou supe-
rior a -100. Justifique.

c) Considere agora o conjunto das observacdes nos 3 dias.

1) Calcule os indicadores de localizacdo e dispersdo destes dados.
ii) Desenhe o boxplot dos dados e compare com os que lhe sao fornecidos.
iii) Construa uma tabela de frequéncias para dados agrupados em classes de amplitude 50.

iv) Use a tabela da alinea anterior para calcular valores aproximados da média e da mediana
das observacdes nos trés dias. Comente os resultados.

1.21. (Exame 16.01.2012) Registaram-se os atrasos nas chegadas, em minutos, em voos europeus num dado dia
do més de Julho de 2009 no aeroporto da Portela. Os dados recolhidos em 100 voos foram organizados
na seguinte tabela:

Atraso 10;10] ]10;20] ]20;30] ]30;40] 140;50] 150;60]
N¢ de voos 24 23 33 9 7 4

a) Identifique e classifique, justificando, a varidvel em estudo.
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b) Determine valores aproximados da média, desvio padrio e coeficiente de variacdo da varidvel

em estudo.

¢) Determine valores aproximados dos quartis da varidvel em estudo. Poderdo existir outliers

na amostra observada? Justifique.

1.22. Na figura que se segue apresentam-se, para 3 conjuntos de dados, os histogramas e respectivas caixas de
bigodes sem qualquer ordem. Associe cada histograma a caixa de bigodes relativa ao mesmo conjunto

de dados.

hist 1 boxplot A
IS

hist 2 boxplot B
Ho[ - 1

LN -

hist 3 boxplot C

-l | F---

iy

1.23. (Exame 25.01.2010) Num estudo realizado para avaliar o efeito de trés sprays, A, B e C, em insectos,
organizaram-se 3 grupos de 12 recipientes cada, nos quais se colocou o mesmo nimero de insectos a

que se aplicaram aqueles insecticidas. Indicadores relativos ao n® de insectos mortos em cada um deles,

encontram-se no quadro e diagrama seguintes.

ay H Z}i i ‘ ):l-lilxl-2 ‘ min ‘ Q1 ‘ Q2 ‘ Q3 ‘ max

wn
e

=
=

20

A 174 2768 7 115 | 140 | 17.8 | 23
B 184 3022 7 125 | 165 | 175 | 21
C 25 95 0 1.0 1.5 3.0 7

15

10
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a) Associe cada boxplot a cada spray, indicando o valor das barreiras de outliers no primeiro
diagrama. Justifique.

b) Compare os trés conjuntos de dados quanto a localizacdo, dispersdo e simetria.
c) Para a totalidade das observacgdes calcule a média, a variancia e a amplitude total.
d) A totalidade dos dados foi agrupada em classes, com extremos 0, 5, 10, 15, 20 e 25, e

frequéncias absolutas observadas, respectivamente, 11, 5, 9, 8 e 3. Calcule a média, mediana
e variancia para os dados agrupados.

1.24. (Teste 11.11.2015) Considere os seguintes valores referentes ao registo do teor didrio de vitamina C no
sumo de meldes (em mg/dose de sumo) na época da colheita. Os valores foram introduzidos no software
@, sendo efectuados alguns célculos cujos resultados se apresentam abaixo.

>y<-c(13.6,14.1,14.6,14.8,15.1,15.6,15.8,16.1,16.2,16.4,16.6,17.1,
17.9,18.9,20.8)
#y: designa valores observados de Vitamina C

> length (y) > sum(y) > sum(y”2)
[1] 15 [1] 243.6 [1] 4005.82

> quantile (y,probs=c(0.25,0.5,0.75), type=2)
25% 50% 75%
14.8 16.1 17.1

a) Classifique, justificando, a varidvel em estudo.
b) Calcule o coeficiente de variacdo dos valores observados de vitamina C.
c) Faca a representagdo grafica do boxplot dos dados, apresentando os cdlculos necessérios.

d) Construa um histograma considerando os dados classificados em 5 classes. Comente-o tendo
em conta o boxplot obtido na alinea anterior.

e) Numa segunda medi¢ao do teor didrio de vitamina C constatou-se que o ultimo valor regis-
tado, 20.8, estaria incorrecto.

Actualize os valores dos resultados do @ apresentados acima se for decidido:

i) substitui-lo pelo pendltimo valor registado;

i) elimina-lo.

1.25. (Exame 14.01.2013) Pensa-se que o custo de manutencdo (em euros) de tractores aumenta com a idade
(em anos) do tractor. Para modelar a relagdo entre o custo e a idade registaram-se observagdes de idade
de 17 tractores e respectivo custo de manutencdo. Os dados foram introduzidos no programa @, nos
objectos idade e custo. Apresentam-se alguns resultados obtidos.
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> sort (custo)

(1]

163 182 466 495 549 619 681 723 764 878 890

[12] 987 1033 1049 1194 1373 1522
> summary (idade)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.500 3.000 4.500 3.824 5.000 6.000
> summary (custo)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
163.0 A B 798.1 1033.0 1522.0
> var (idade) > var (custo)

(1]

> cor (idade, custo)

(1]

> plot (idade, custo,pch=20)

a)

b)

d)

e)

2

h)

3.248162 [1] 142478.4

1000 1400

custo

0.7831099 g8 P

600

X}
.

idade

Classifique a variavel “custo de manutencdo”. Justifique. Face ao objectivo do estudo trata-se
da varidvel resposta ou da varidvel independente?

No output do @, obtido com 0 comando summa ry (custo) faltam dois valores. Calcule-
0S.

Esboce a caixa-de-bigodes do custo de manuten¢do. Comente.

Determine a variancia da idade dos tractores se os valores observados fossem registados em
meses.

() Poder-se-4 admitir a existéncia de uma relagio linear entre as varidveis? Justifique. In-
dependentemente da sua resposta determine a equacdo da recta de regressdo que modela a
relacdo entre as varidveis em estudo.

(%) Calcule a precisio da recta e interprete o seu significado.

() Qual a varia¢do anual média do custo de manutencio estimada pela recta de regressdo
quando os tractores tém idade entre 0.5 e 6 anos?

(%) Determine os coeficientes da recta de regressio se a idade fosse dada em meses. Justifi-
que.

() _ Alinea a resolver na seccao “Estatistica Descritiva a duas dimensoes”.

Aulas Prdticas de Estatistica — ISA (2017/2018)
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Exercicios de Estatistica Descritiva a duas dimensoes

1.26. As colunas da data frame coxr (no ficheiro “Cor.RData”) contém, respectivamente, a cor dos olhos
e do cabelo de 300 portugueses. Com estes dados, construa uma tabela de contingéncia. Determine
as frequéncias marginais e indique o seu significado.

1.27. A tabela seguinte mostra os valores do indice de precos ao consumidor (IPC) em Portugal nos
ultimos anos, considerando 2012 como ano base.

Ano(x) 2012 2013 2014 2015 2016
IPC(y) 100 102,77 103.05 102.76 103.26
a) Calcule cov(x,y), a média e a variancia de x e de y.

b) Se aos anos de observacdo, x, se tivesse aplicado a transformagdo 2(x —2011), i.e., se se
considerasse os anos representados por 2, 4, 6, 8, 10, qual seria o valor de cov(x',y), com
X' =2(x—2011)?

¢) Comente os resultados obtidos em a) e b) e diga se podera considerar-se a covaridncia um
bom indicador da existéncia de uma relacio forte entre x e y. Justifique.

d) Independentemente das respostas anteriores, determine a equacio da recta de regressao de y
sobre x.

e) Calcule a precisdo da recta e interprete o seu significado.
f) Qual a variac@o anual média dos precos, estimada pela regressao, no periodo 2012-2016?
g) Mantendo-se a actual tendéncia, qual prevé que seja o IPC em 20177

h) Quais seriam os valores dos coeficientes da recta de regressao se o indice de pregos ao con-
sumidor tivesse como base o ano de 2013, i.e. y} = 100y;/y2?

1.28. Para n = 20 pares de observagdes (x;,y;), seja y = —5.6+0.7 x, a equacdo da recta de regressio
dos minimos quadrados de y sobre x.

a) Comente as seguintes afirmacdes:
i) O coeficiente de correlacdo entre y e x € positivo porque o declive da recta é positivo.

ii) Em média, quando x aumenta y ndo aumenta, pois o declive da recta € menor do que 1.

b) Sendo 2,221 x; = 200 determine z?ﬁl Vi.
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1.29. Diga qual dos valores abaixo indicados se aproxima mais do coeficiente de correlagdo dos dados
descritos nas seguintes nuvens de pontos:

2) 0 b) 0.8 ¢)-0.5 d)2.0

v \4 Vi

00
o)
8 0
%g
0000 O

1.30. Num estudo sobre o consumo de gasolina de varios modelos de automéveis ligeiros de passageiros
e a cilindrada do respectivo motor, foi estabelecida a seguinte equacao da recta de regressdo dos
minimos quadrados

y=354+2x

em que x ¢ a cilindrada (em 103 cm?) e y € o consumo (em litros por 100 km percorridos). Sabendo
que a precisdo desta recta € de 0.803 e que a média e o desvio padrado das cilindradas observadas
foram de 2.027 e 0.994 (10° cm?), respectivamente, responda as seguintes questdes:

a) Determine a média e o desvio padrao dos consumos de gasolina dos automéveis observados.

b) Qual € a variacdo esperada para o consumo de gasolina quando se aumenta a cilindrada de
1000 cm?3?

¢) Qual dos seguintes gréficos corresponde a nuvem de pontos e a respectiva recta de regressao
do estudo descrito?
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d) Parece-lhe adequada a utilizagdo do modelo linear para descrever a relagdo entre o consumo
de gasolina e a cilindrada do motor nos modelos de automéveis analisados? Justifique.

1.31. (Exame 7.01.2010) A evaporacdo dos solventes que se usam nas tintas depende da humidade am-
biente. O conhecimento desta relacdo poderd ser ttil para melhorar a qualidade da operacdo de
pintura. Foi realizado um estudo para examinar a rela¢do entre x - “humidade relativa ambiente
(%)” e y - “quantidade de um determinado solvente evaporado durante a pintura (% do peso)”.
Desse estudo resultaram os seguintes dados:

n=20; £=525; §=9.5; s2=256.5789; s7=10.2632; cov(x,y)=—46.0526

1.32.

a) Classifique, justificando, a varidvel x - “humidade relativa ambiente”.

b) Poder-se-4 admitir a existéncia de uma relacao linear entre as varidveis? Justifique.

¢) Independentemente da resposta a alinea anterior, determine a recta de regressao dos minimos
quadrados de y sobre x. Indique uma medida da precisdo dessa recta e interprete o seu valor.

d) Suponha que foi registado o residuo e = 0.34, associado a observacdo x = 55, relativamente
a recta de regressao definida em c). Qual o correspondente valor observado para y?

A medigao directa do calor especifico de ramos de macieira € dificil de efectuar. Um investigador
propde predizer o calor especifico de ramos individuais a partir de medi¢cdes (muito mais simples
de efectuar) da percentagem de dgua no ramo, em vez de medir directamente o calor especifico.

Para isso recolheu observacdes da percentagem de dgua (x) e do calor especifico (y) de 21 ramos.
Os valores obtidos (registados no ficheiro “CalorEspecifico.RData’”) sdo os seguintes :

X
49
58
59
51
56
61
56

y
46

90
104
65
85
113
96

X
53
50
57
53
60
52
58

y
57

44
100
89
96
69
111

X
62
63
52
51
65
52
54

y
119

131
53
70
131
66
69
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a) Desenhe o diagrama de extremos e quartis para os valores do calor especifico observados.
Comente a distribui¢ao dos dados.

b) Parece-lhe adequada a existéncia de uma relacdo linear entre x e y? Porqué? Independente-
mente da sua resposta ajuste aos dados a recta de regressdao dos minimos quadrados.

¢) Qual o valor que se prevé para o calor especifico quando a percentagem de dgua € de 60?
Justifique.

d) Sabe-se que, para facilitar os cdlculos, os valores originais obtidos para o calor especifico
dos ramos (y/) foram transformados de acordo com a expressiao y = 1000 y, — 600, sendo os
valores de y os registados na tabela dada acima. Suponha que lhe era pedido para escrever a
regressdo linear entre x e y'; deduza a relacdo existente entre os coeficientes da nova recta e
os da recta que obteve em b). Haverd alteracdo na precisio da regressao?

1.33. (Exame 26.01.2015) A nuvem de pontos de n = 22 pares de observagdes (x;,y;), i =1,...,22, tem
centro de gravidade (¥,y) = (2.5;9). Foi ajustada uma recta de regressdo de y sobre x pelo método
dos minimos quadrados. O residuo associado ao ponto (5;7.5) é ¢; = 3.5.

a) Mostre que a equagao da recta de regressdo é y = 14 —2x.
b) Sabendo que Y72, (x; —X)> =46.25 e s?=10.25, calcule
o2
1) s

i) cov(x,y);
iii) o coeficiente de determinacdo da recta de regressao.

¢) Considere a transformacdo afim x’ = 10+ 0.5x. Determine os coeficientes da recta de
regressdo de y sobre x'.

1.34. A seguinte tabela apresenta o periodo de gestacdo (x), em dias, e o tempo médio de vida (y), em
anos, registados em 10 mamiferos.

‘ urso hipopétamo canguru leopardo ledo macaco rato porco cdo gato
x;i | 219 238 42 98 100 164 21 112 61 63
yi| 18 25 7 12 15 15 3 10 12 12

Os dados foram introduzidos no software @, apresentando-se abaixo os resultados obtidos:

x<-c(219,238,42,98,100,164,21,112,61,63)
y<-c(18,25,7,12,15,15,3,10,12,12)

>mean (x) > mean (y) «

[1] 111.8 [1] 12.9 Q

> var (x) > var (y) ~" o

[1] 5394.622 [1] 36.1 2

> cov(x,y) > plot(x,y) 50 100 150 200
[1] 396.7556 X
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a) Parece-lhe adequada a existéncia de uma relagdo linear entre x e y? Justifique.

b) Independentemente da resposta a alinea anterior determine a recta de regressdo dos minimos
quadrados de y sobre x. Calcule a precisio da recta e interprete o seu significado.

c¢) Interprete, no contexto do problema, o significado do coeficiente de regressdo de y sobre x.

d) O periodo de gestacdo de uma girafa € de 425 dias. Se usasse a recta determinada em b) que
previsdo obteria para o seu tempo médio de vida? Critique o resultado obtido, sabendo que o
tempo médio de vida de uma girafa é de 10 anos.

e) Determine a recta de regressdo dos minimos quadrados de “tempo médio de vida” sobre
“tempo de gesta¢do”, sendo agora o tempo de gestacdo, x’, dado em meses (X' = x/30). Qual
a precisao desta recta?

1.35. (Teste 23.11.2010) Num estudo em que se pretende avaliar a influéncia da velocidade do vento
(m/s) na quantidade de dgua (centenas de litro) evaporada por dia na albufeira de uma barragem,
obtiveram-se os seguintes dados que foram introduzidos no software @®.

> x<-c (20, 50,30,55,70,45,60,25,40,35) #vel. vento (m/s)

> y<-c(3,5,3.5,6,9,5,7,4,4.5,4.5) #agua evaporada
> mean (x)

[1] 43

> mean (y) o .
[1] 5.15 o

> var (x) ~ - .
[1] 256.6667 > © - .

> var (y) o o

[1] 3.169444 «4 .

> cov(x,y) o ‘ e
(11 27 20 30 40 50 60 70

> plot (x,v,pch=20)

X

Com base nos resultados apresentados, responda as seguintes questoes.

a) Parece-lhe adequada a existéncia de uma relacdo linear entre x e y? Justifique.

b) Independentemente da resposta a alinea anterior determine a recta de regressdo dos minimos
quadrados de y sobre x. Calcule a precisio da recta e interprete o seu significado.

¢) Determine a equagdo da recta de regressao de “quantidade de 4gua evaporada” sobre “velo-
cidade do vento” no caso de os valores da velocidade do vento serem dados em km/h. Qual
serd a precisdo desta recta? Justifique. (Verifique que 1 m/s = 3.6 km/h).

d) Determine cov(x',y), sendo x" a varidvel em km /h.
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1.36. Foram seleccionadas aleatoriamente 20 folhas de videira da casta Agua Santa, tendo sido medidos,
para cada folha, os comprimentos (em mm) da nervura principal (varidvel NP) e das nervuras
laterais esquerda (varidvel NLesq) e direita (varidvel NLdir), bem como a drea foliar (varidvel
Area, em mm?). Alguns indicadores associados aos valores observados sio:

NLesqg NP NLdir Area
Min. : 8.20 Min. : 8.80 Min. : 8.90 Min. : 134.00
Median :10.70 Median :12.05 Median :10.80 Median : 199.00
Mean :10.70 Mean :11.97 Mean :10.71 Mean : 208.45
Max. :15.10 Max. :15.70 Max. :14.10 Max. : 356.50
Var : 3.0011 Var : 3.0314 Var : 1.8047 Var :3188.0763

> var (NLdir-NLesq)
[1] 0.8626053

a) Calcule o primeiro quartil da varidvel NP, sabendo que os valores observados foram:

15.7 15.4 14.0 12.7 12.6 12.6 12.6 12.6 12.5 12.4 11.7
11.6 11.5 11.1 10.8 10.5 10.5 10.2 9.7 8.8

b) i) Sendo (x;,y;),i=1,...,n, pares de observagdes das varidveis (x,y), mostre que

2

See-y)

=52+ si —2cov(x,y).

ii) Determine o coeficiente de correlacdo entre as varidveis NLdir e NLesq. Comente o
valor obtido.

¢) Ajustou-se uma recta de regressao de area foliar (Area) sobre comprimento da nervura prin-
cipal (VP), tendo-se obtido a equagdo Area = —137.951 4 28.927NP.

1) Qual a varia¢do esperada na 4drea foliar associada a um aumento de 1 mm no compri-
mento da nervura principal, estimada pela regressdo?

ii) Sabe-se que uma das 20 folhas observadas no ajustamento tinha 11.3 mm de nervura
principal e uma drea foliar de 190.0 mm?. Qual o residuo associado as observacdes
recolhidas nesta folha?

iii) Determine a precisdo da recta de regressao e interprete o valor obtido.

1.37. (Exame 31.01.2012) Realizou-se um estudo para averiguar a percentagem (P) de residuos sélidos
eliminados por um sistema de filtragem em fun¢do da taxa (T) de fluxo de efluente. No quadro
abaixo encontram-se alguns resultados observados:

Taxa de fluxo de efluente (T) ‘ 1 4 5 6 8 10 12
Percentagem de residuos sélidos (P) ‘ 24 19 18 e 14 e 10

a) Identifique a varidvel dependente e a varidvel independente.

b) Considere os resultados obtidos no @, apresentados abaixo, para responder as seguintes
perguntas:

i) Parece-lhe admissivel a existéncia de uma relacdo linear entre as varidveis? Porqué?
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ii) Escreva a equagdo da recta de regressdo dos minimos quadrados ajustada aos dados.
Interprete, no contexto do problema, o significado do coeficiente de regressao.

Im(formula = P - T)
Residuals:
1 2 3 4 5 6 7
0.62628 -0.59556 -0.33618 0.42321 -0.55802 -0.03925 0.47952

Coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])
(Intercept) 24.63311 0.45651 53.96 4.13e-08 *%*%*
T -1.25939 0.06148 -20.49 5.13e-06 #*%*%*

Multiple R-squared: 0.9882

1.38. Numa dada regido, registou-se anualmente entre 1998 e 2006 a producdo de trigo. Designando por
X 0 ano e por y a producdo de trigo, em milhares de toneladas, obtiveram-se os seguintes valores
para os 9 pares de observacdes efectuadas:

x=2002; y=270.5; Y, (x—%)2>=60
Ll (i-y)’ =14162 XL, (5 —7) (i —5) = ~203

a) Determine a recta de regressdo dos minimos quadrados da evolucdo da produgao de trigo em
funcdo do tempo. Indique a sua precisdo.

b) Se se decidisse identificar os anos por 1,...,9, respectivamente, qual seria a precisdo da recta
de regressio que se obteria considerando esta transformac¢o? Justifique convenientemente.

1.39. (Exame 12.01.2015) Numa estacdo meteoroldgica medem-se os valores didrios de precipitagcdo
(em mm) com dois instrumentos diferentes (A e B). O técnico responsavel da estacdo escolheu
ao acaso 18 dias em que existem registos dos dois instrumentos, introduziu os dados (precA e
precB) no software @ e obteve os seguintes resultados:

> mean (prech) > mean (precB) > cor (prechA, precB)
[1] 12.09286 [1] 13.72222 [1] 0.9956992

> var (prech) > var (precB)

[1] 194.3647 [1] 297.523

O instrumento B mede a precipitacao de forma mais correcta mas avaria-se com frequéncia. Com o
objectivo de prever o valor da precipitacdo medida pelo instrumento B, nos dias em que sé existem
dados do instrumento A, o técnico responsdvel decidiu realizar uma regressao linear com os dados.

a) Parece-lhe adequada a escolha de uma recta para modelar a relacdo entre as observagdes
diarias efectuadas por cada um dos instrumentos? Justifique.

b) Indique qual deverd ser a varidvel resposta e qual a varidvel preditora nesta recta de regressao.
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c) Obtenha a recta de regressao dos minimos quadrados indicando a sua precisdo. Interprete
essa precisao.

d) Num dia em que a precipitagdo medida pelo instrumento A foi 19.25 mm, quanto se prevé
que fosse a quantidade medida pelo instrumento B.

e) Suponha que os dados eram registados em dm. Qual a variacdo esperada nos registos do
instrumento B, quando a precipitagdo didria registada em A aumenta 1 dm? Justifique.

1.40. (Exame 25.01.2016) Num estudo realizado em pereiras, determinou-se colorimetricamente o teor
de clorofila, x, em 12 folhas e obtiveram-se os seguintes resultados (1 unidade=10 mg/m?):

2

min | 12 Quartil | 29 Quartil | 32 Quartil | max 52

24.6 27.825 35.150 38.500 41.7 | 33.96 | 37.6481

=l

a) Classifique, justificando, a varidvel em estudo.

b) Qual o boxplot que melhor corresponde aos dados apresentados? Justifique.

10 20 30 40 50 60

0
|

Boxplot |  Boxplot Il Boxplot Il

¢) O teor de azoto foliar (em g/kg de peso seco) relaciona-se linearmente com o teor de clorofila
medido colorimetricamente segundo a seguinte equagao de recta de regressdo dos minimos
quadrados y =2.3195+40.5224x, em que x € o teor de clorofila medido colorimetricamente
e y o teor de azoto foliar.

i) Sabendo que 96% da variabilidade de y € explicada pela regressdo, determine o coefici-
ente de correlacdo entre x e y. Interprete-o.
ii) Qual o residuo associado ao par (32.6, 18.1)?
iii) Determine a média e a variancia do teor de azoto foliar.

iv) Suponha que se decide expressar o teor de azoto foliar em g/100 g de peso seco. Consi-
derando esta unidade determine:

A. o coeficiente de correlagdo entre o teor de clorofila e o teor de azoto foliar;

B. o declive da recta de regressao.
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1.41. (Exame 10.01.2017) No programa de desenvolvimento de uma dada regido com solos de natureza
calcdria, pretende fazer-se um estudo para o estabelecimento adequado de pastagens. Recolheram-
se amostras de solo em vdrios locais e mediu-se o valor de vdrias caracteristicas importantes no
estudo da fertilidade do solo, produtividade e resisténcia a erosdo. De entre elas vamos considerar
a matéria organcia (MO) e o cdlcio de troca (Ca).

Considere os valores de medicdes de MO (em %) e de Ca (em cmol(+)/kg), registados em 30
locais. Os dados foram introduzidos no @ e executaram-se alguns comandos, cujos resultados se
encontram abaixo:

> sort (MO)
[1] 1.31 1.53 1.69 1.77 ... 2.55 2.60 2.81

> quantile (MO, type=2)
0% 25% 50% 75% 100%
1.31 2.03 2.18 2.36 2.81

> hist (MO, breaks=seq(1.2,3.2,by=0.4),plot=F)
Sbreaks
[11 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 3.2

Scounts > plot (MO, Ca)
(1] 2 4 20 3 1

Smids

[1] 1.4 1.8 2.2 2.6 3.0

> cor (Ca,MO)
[1] 0.6088

Ca
10 11 12 13 14 15
-]

> 1m(Ca"MO)

9
|
°

Call: ‘ ‘ ‘
lm(formula = Ca ~ MO) L5 20 25
Coefficients: MO
(Intercept) MO

4.71 3.47

a) Utilizando os resultados apresentados no output do @, construa a tabela de frequéncias abso-
lutas e relativas para os valores observados de MO, considerando como limites das classes
1.2,1.6,2.0,2.4,2.8 e 3.2 e esboce o histograma associado.

b) Esboce o boxplot para os dados de MO, apresentando os procedimentos que necessitou de
utilizar.

c) Calcule valores aproximados para a média e para a varidncia de MO.
d) Pretende-se verificar se existe alguma relagcdo entre Ca e MO.

1) Poder-se-4 admitir a existéncia de uma relacdo linear entre as varidveis? Justifique.
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ii) Num dado local observou-se (2.00,10.05) para o par (MO,Ca). Independentemente da
resposta a alinea anterior determine o residuo associado aquele par resultante de ajustar

a recta de regressao dos minimos quadrados aos dados.

iii) Calcule o declive da recta de regressdo se Ca for expresso em cmol(+)/(100g).

1.42. Considere os quatro conjuntos de dados seguintes (dados de Anscombe, 1973):

x1 yl x2 y2 x3 y3 x4 y4
10 804 | 10 9.14 | 10 746 8  6.58
8 6.95 8 814 | 8 6.77 8 576
13 7.58 13 874 | 13 1274 | 8 771
9 8.81 9 877 | 9 7.11 8 884
11 8.33 11 926 | 11 781 8 847
14 996 | 14 810 | 14 884 8 7.04
6 7.24 6 613 | 6 6.08 8 525
4 4.26 4 310 | 4 539 | 19 125
12 1084 | 12 9.13 | 12 8.15 8 556
7 4.82 7 726 | 7 6.42 8 7091
5 5.68 5 474 | 5 5.73 8 6.89

a) Calcule as médias e as variancias de cada uma das oito varidveis. Comente.

b) Calcule os coeficientes de correlacdo entre as varidveis x e as varidveis y de cada um dos
quatro pares de varidveis. Comente.

c¢) Calcule as rectas de regressao de y sobre x para cada um dos quatro pares de varidveis (x;,y;),

(i=1,...,4).

d) Construa as quatro nuvens de pontos correspondentes aos pares de variaveis utilizados nas

duas alineas anteriores. Comente, a luz dos resultados das alineas anteriores.

e) Construa os gréficos dos residuos para cada conjunto de pares de observagdes e comente-os.
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Exercicios de Revisao de Estatistica Descritiva

Xi

R1.1. Considere n pares de observagdes (x;,y;). Seja z; = ,i=1,---.n.

Sx
a) Mostre que as observacdes z; tém média nula e variincia unitaria.

b) Determinou-se a recta de regressdo dos minimos quadrados de y sobre x tendo-se obtido
y =3+ 1.5x. Sabendo que y = 10.5 e 52 = 0.25, determine a equagio da recta de regressio
de y sobre z.

R1.2. Considere n pares de observagdes (x;,y;).

a) Sendo X a média das observagdes x;, mostre que a média de z; = x;/k — m, (k e m nimeros
reais, k £0ei=1,...,n)éz=%/k—m.

b) Sejam y = bg + b1x a recta de regressdo dos minimos quadrados de y em x e J; os valores
estimados pela recta, correspondentes aos valores observados x;. Mostre que o coeficiente de
determinacdo, R2, ¢ igual ao quadrado do coeficiente de correlacao, r, isto €,

6 =\2
R — (i —y)° 2
Ty 2
i1 (i =)
R1.3. A densidade 6ptica (d) de uma solucdo de um dado produto quimico, medida para oito niveis di-
ferentes de concentracdo (c), estd registada na seguinte tabela (considerando unidades de medig¢ao
adequadas):

1 2 4 5 8 10 12 15
d 4 9 18 20 35 41 42 60

Yo ci=57 Y8 ,di=229 Y% cidi=2288 YP c2=579 Y% d?=9091

a) Pretende-se ajustar uma recta de regressao aos dados obtidos. Parece-lhe admissivel tal ajus-
tamento? Justifique convenientemente.

b) Independentemente da sua resposta a alinea anterior, escreva a equagao da recta de regressao
dos minimos quadrados que relaciona as varidveis envolvidas na experiéncia. Qual a precisdo
da recta que obteve? Comente.

¢) Sem efectuar novos célculos, altere uma unica observacdo de ¢, de modo que se verifique

2

uma diminui¢do da média ¢, um aumento da variancia sz

¢. Justifique.

e um valor idéntico para a mediana

R1.4. Pretende-se estudar a relagdo existente entre a superficie florestal (y) e a superficie territorial (x),
expressas em milhares de hectares, nos 18 distritos do Continente. A equagao da recta de regressao
(y = by + b1x), calculada a partir dos dados das Estatisticas Agricolas do INE, num dado ano, tem
os seguintes coeficientes: by = 13.1; by = 0.32.

a) Comente as seguintes afirmacdes:
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i) Em média, quando a superficie territorial aumenta, ndo aumenta a superficie florestal,
pois b; é menor do que 1;

ii) O coeficiente de correlacdo entre a superficie florestal e a superficie territorial tem de
ser positivo, porque o coeficiente by € positivo.

b) Sendo a superficie territorial total do Continente 8892.7 milhares de hectares, diga qual a
superficie florestal total.

R1.5. Num projecto de constru¢cdo de mesas para computadores, verificou-se ter interesse avaliar a
distancia entre o assento e os cotovelos, estando uma pessoa sentada. Designando essa quanti-
dade por y, procura-se relaciond-la com a altura total da pessoa (x). Os valores de uma amostra de
dimensdo n = 22 sdo dados na tabela seguinte:

altura(x) distancia ao cotovelo (y)
(cm) (cm)
159 22 23
160 25 25 27
161 24 27 25 26
162 23 26 27 29
166 27 23 28
168 27 29 31 31
172 34 35
Nota: Y22, x? = 590754 22 y2 = 16288 22 xiyi = 97547

a) Calcule a distancia média entre os assentos e os cotovelos e a altura média dos individuos
observados.

b) Calcule a mediana da varidvel altura.

¢) Estime um modelo de regressdo linear simples da distincia (y) em fungdo da altura das
pessoas. Indique a precisdo da recta e comente-a.

d) Considere que o par (166,23) resulta de uma medicao errada e foi decidido retira-lo. Deduza
a custa dos somatdrios dados na Nota os pardmetros da recta construida com as observacdes
restantes.

e) Qual o aumento esperado para a distdncia entre o assento e o cotovelo por cada aumento
unitario na altura de uma pessoa?

R1.6. Dados n pares de observagdes (x,y), seja y = by + byx a recta de minimos quadrados ajustada.

a) Defina coeficiente de correlag@o, ry, € indique uma sua propriedade.

b) Sendo s? =5.1; by = —3; X =3; y = 2.8 e > = 0.92 determine sy € a equacdo da recta de
regressao.

c) Prove que o declive da recta é invariante quando se efectua uma mesma transformacio de
escala a ambas as varidveis.
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R1.7. (Exame 17.01.2011) Foi efectuado um estudo para analisar a relacdo entre o nimero de dias apds a
eclosao do ovo (varidvel x, em dias) e o comprimento das asas de crias de pardal doméstico (Passer
domesticus) (varidvel y, em cm). Alguns indicadores associados aos dados observados sdo:

‘ Minimo 19 Quartii Mediana Média 32 Quartii Maéximo Variincia
X 3 6 10 10 14 17 21.83333
y 1.400 2.400 3.200 3.415 4.500 5.200 1.638077

A covariincia entre as varidveis x e y € 5.9 cmxdia.

a) Averigue se existem candidatos a outliers para os valores observados do comprimento das
asas (y) e desenhe a respectiva caixa de bigodes, indicando os valores utilizados na sua
construgdo.

b) Poder-se-a admitir a existéncia de uma relacao linear entre as varidveis? Justifique.

¢) Independentemente da resposta a alinea anterior, determine a recta de regressao dos minimos
quadrados de y sobre x. Qual ¢ a variacdo didria média do comprimento das asas de crias de
pardal doméstico prevista pela regressao?

d) Para a recta de regressao determinada na alinea anterior obteve-se o residuo —0.21538 asso-
ciado a observacdo x = 10. Calcule o correspondente valor observado para y.

e) Suponha que os dados do comprimento das asas foram registados em dm. Deduza a relagdo

entre os coeficientes da recta de regressao neste caso e a obtida na alinea c).

R1.8. Para oito pares de observagdes {(x;,y;)}5_, determinou-se a recta de regressdo dos minimos qua-
drados, y = 2.45 — 1.2x, cuja precisdo € 0.9604. Responda, justificando convenientemente, se
sao verdadeiras ou falsas as afirmacdes nas seguintes alineas.

a) Sabendo que ZE;:l x;=15entdo y =0.2.
b) O coeficiente de correlacdo é r = (0.98.
¢) Se sy =0.5522 entdo s; = 0.828.

R1.9. (Exame 27.01.2014) O grafico mostra o histograma dos 30 registos diarios disponiveis da concentragio
de CO, u g/m3, medida as 16h, em Janeiro de 2011, numa avenida de Lisboa.

Janeiro 2011, 16h

10 12

8
1

numero de dias
6
1

o

[ T T T T T 1
0 200 400 600 800 1000 1200

[CO]
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a)
b)

c)

d)

Identifique e classifique, justificando, a variavel em estudo.

Elabore a tabela de frequéncias absolutas, relativas e relativas acumuladas associada ao his-
tograma.

Determine valores aproximados para os seguintes indicadores:

1) mediana 1) média.

Em cada dia de registo da concentragdo de CO registou-se também o nimero de automdveis
que passaram nessa avenida entre as 15h30 e as 16h. Com os dados disponiveis obteve-se
a seguinte recta de regressao dos minimos quadrados da concentracdo de CO (y) sobre o
nimero de automoveis (x): y = 468.25+0.021 x.

1) Calcule um valor aproximado do nimero total de automdveis registado.
ii) Interprete, no contexto do problema, o valor do coeficiente de regressao.

iii) Num dos dias registou-se x = 282, ao qual se verificou estar associado um residuo igual
a —12.37, para o modelo de regressdo dado. Qual o valor observado para a concentragdo
de CO naquele dia?

R1.10. (Teste 12.11.2014) Pretende-se estudar a influéncia da infeccdo de um certo fungo no peso de

alfaces em estufa. Para cada uma de 20 alfaces obteve-se o peso em gramas e registou-se o grau de

infeccdo numa escala de 0 a 1 (sendo 0 — inexisténcia de infeccdo e 1 — infec¢do muito elevada).

Estes

valores foram introduzidos no software @. A seguir apresentam-se alguns dos comandos e

respectivos resultados:

> sort (peso)

[1]

12.1 16.7 25.1 28.8 32.3 38.3 43.3 44.2 55.7 75.7

[10] 103.0 108.3 109.1 157.6 175.4 200.5 204.3 204.5 215.7 313.6

> mean (peso) > mean (grau) .
[1] 108.21 [1] 0.515 o_
g_
> var (peso) > var (grau) § 8: * R
[1] 7439.075 [1] 0.05818421 . "_ . o
B i
|
> cov (peso,grau)

(1]

a)

b)
c)

-19.30121 0.1 0.3 0.5 0.7

grau

Calcule os indicadores necessarios para construir o boxplot do peso das alfaces. Faca a sua
representacdo grafica.

Sera de admitir a existéncia de uma relacdo linear entre as varidveis? Justifique.

Independentemente da resposta dada na alinea anterior, pretende-se ajustar uma recta de
regressao aos dados.
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i) Qual € a variavel resposta?
ii) Obtenha a equacgdo da recta de regressdao dos minimos quadrados para as varidveis em
estudo. Calcule a precisdo desta recta e interprete-a.

d) Se os valores do peso das alfaces forem registados em kg determine justificando:

1) A variancia da varidvel peso das alfaces.
ii) O declive da recta de regressao das varidveis expressas nas novas unidades.

R1.11. (Teste 9.11.2016) O teor de fendis na casca das batatas varia com a duracdo do ciclo da batateira.
Para determinar a data de colheita 6ptima, que permitird maior periodo de conservacao, avaliou-se
o teor de fendis em diferentes dias do ciclo cultural da batateira. Considere o output do @ com os
valores registados do teor de fendis (em pg/g de casca fresca) assim como alguns célculos.

> sort (fenois)
[1] 23.022 23.236 24.003 24.501 24.793 25.321 26.013 26.568 29.372

> quantile (fenois, type=2) > mean (fenois)
0% 25% 50% 75% 100% [1] 25.20322
23.022 24.003 A 26.013 29.372

a) Classifique, justificando, a variavel “teor de fendis”.
b) Determine o valor de A, em falta no output.
c¢) Esboce a caixa-de-bigodes dos dados, apresentando os cdlculos necessarios.

d) Sem efectuar calculos altere uma tnica observacdo do vector fenois de modo que, para o
seu novo vector de dados, os resultados apresentados em quantile (fenois, type=2)
se mantenham e a média aumente. A caixa-de-bigodes do seu novo vector de dados alterou-
se? Justifique.

e) Considere mais alguns resultados obtidos no software @, sobre os vectores fenois e
dias:

> mean (dias) >plot (dias, fenois)
[1] 116

> mean (fenois)
[1] 25.20322
> sd(dias)

[1] 5.477226
> sd(fenois)
[1] 1.957057 110 115 120
> cov (dias, fenois)

[1] 10.059 dias

fenois

23 25 27 29
1
-

1) Poder-se-4 admitir a existéncia de uma relagdo linear entre as varidveis? Justifique.

ii) Independentemente da resposta na alinea anterior, determine a equacdo da recta de re-
gressdo dos minimos quadrados que modela a relac@o entre o teor de fendis acumulados
na casca dos tubérculos e a duragao do ciclo, em dias.
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R1.12.

R1.13.

iii) Sabe-se que, na variedade de batata em estudo, o teor minimo de fendis, a colheita, re-
comendado € 28 pg/g de casca. Qual deve ser a menor duracdo do ciclo que o agricultor
deve respeitar para prever atingir aquele valor de teor de fendis?

iv) Determine, justificando, o declive da recta de regressdo se o teor de fendis for registado
em mg/g de casca fresca (Img=103pg).

(Teste 22.11.2013) Considere n observagdes de uma varidvel x. Designe por x = {x1,...,x,} essas
n observagdes e por X a média dessas observagdes. Designe por x' = {xy,...,x,,X} 0 novo conjunto
das n+ 1 observagdes.

a) Mostre que as médias de x e de X’ sdo iguais.

b) Estabelega a relagio existente entre s2 e s

xl.

(Teste 23.11.2010) Considere os dois quadros seguintes. O primeiro sistematiza os resultados de
um estudo sobre a opinido dos alunos acerca da qualidade das refeicdes que lhes sdo servidas numa
dada cantina e o segundo refere-se ao nimero de avarias em 200 elevadores de um dado fabricante
no periodo de 5 anos.

Qualidade da refei¢do ‘ Fraca Normal Boa Muito boa
N? de alunos |3 18 22 7

N2 deavarias | 0O 1 2 3 4 5
N9 deelevadores‘84 52 31 17 10 6

a) Indique qual a varidvel considerada em cada um dos quadros e classifique-a, justificando.
b) Determine uma medida de localizagdo adequada a cada um dos conjuntos de dados.

c¢) Para os dados do segundo quadro calcule a variancia e o coeficiente de variacao.
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Solucoes de alguns Exercicios — Capitulo 1

1.7. a) Qualitativa nominal
b) Quantitativa continua
¢) Quantitativa discreta
d) Qualitativa ordinal
e) Quantitativa continua

f) Quantitativa discreta

1.9. a) )38 )31 )30 iv)76 v)32 vi)390 vi) 1444  viii) 98  ix) 304
b) 1)890g ii)620g i) 1300g iv)1780g v)766¢
vi) 171100 g2 vi) 792100 g2 viii) 149600 g  ix) 747600 g?
c) x=0.178 kg  y=0.168 kg
d) 1)0.89kg ii)0.62kg iii) 1.30kg iv) 1.78kg V) 0.766 kg
vi) 0.1711 kg®  vii) 0.7921 kg?  viii) 0.1496 kg®>  ix) 0.7476 kg?

1.10. a) 7725kg
b) 7.725t

d) i) 550.357 kg
i) 543.6667 kg

e) 64.375 kg=64375 g.
f) x = 125x

1.11.  a) 12 conjunto (quadro da esquerda): varidvel - n® de casos de intoxicagdo em cada dia -
quantitativa discreta
22 conjunto (quadro da direita): varidvel - tipo de mistura de café - varidvel qualitativa
nominal

b) 12 conjunto: pode ser a média ¥ = 1.7 casos/dia ou a mediana me = 1 caso/dia ou a moda
mo =1 caso/dia
29 conjunto: moda mo = mistura tipo E.

¢) S6 é possivel indicar o minimo e o maximo para o 12 conjunto:
minimo - 0 casos/dia; maximos 6 casos/dia

1.12. b) As classes dadas tém amplitudes diferentes e como a drea de cada rectdngulo devera repre-
sentar a frequéncia relativa associada a respectiva classe, isto €, A; = f;, tem-se, por exemplo
A1 = f1=0.07,A; = f, =0.19, etc.
Como f3 =0.2 = 0.2 =alt; x5 = altz = 0.04. Efectuando raciocinio andlogo tem-se alts =
0.034. S6 poderd ser o histograma 1.

¢) 12 calcular classe mediana que é [135;140].
me ~ 136.1765
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1.17. a) Para as 35 douradas tem-se X = 240.71g e s> = 290.0042g> (quando se faz arredonda-
mentos em célculos intermédios pode obter-se resultados um pouco diferentes — por ex.
s? =1281.13g%)

1.19. a) varidvel - n® de golfinhos em cada passeio - varidvel discreta porque toma valores em Nj.

¢) médiax = 2.28, mo = 2 e X = 2 golfinhos por passeio.
Medidas de dispersao - variancia e desvio padrao.

d) Pretende-se F(2) = 2488 — (.6213, frequéncia relativa acumulada, logo € 62%

1.20. a) ParaDia 1 tem-se min(x;) = —236 e max(x;) = —27; Dia 2 min(x;) = —422 e max(x;) = —24
e Dia 3 min(x;) = —372 e max(x;) = —18.
Entdo Dia 1 corresponde ao diagrama 1 (topo), Dia 2 corresponde ao diagrama 3 (o que esta
em baixo) e Dia 3 corresponde ao diagrama do meio.

1.22. O histograma 1 corresponde ao boxplot C; o histograma 2 corresponde ao boxplot A e o histograma
3 corresponde ao boxplot B.

1.24. a) A varidvel em estudo é o “teor de vitamina C no sumo de meldes”(mg/dose); é quantitativa
continua porque assume valores numéricos em R, mais precisamente em R™.

b) Sejay o teor didrio de vitamina C.
O coeficiente de variacdo € CV), = Sjy x100% CV, =11.61%
Yy

c) Para representar o boxplot dos dados necessitamos dos seguintes valores (expressos em
mg/dose de sumo), obtidos directamente do output:
minimo: 13.6; maximo: 20.8; mediana: ¥ = Q,=16.1
12 quartil: Q;=14.8 e 39 quartil: 03=17.1
Barreiras superior e inferior:
BS = Q3+ 1.5(03 — Q1) =20.55  observa-se que hd um valor na amostra, 20.8, que é
superior a BS; logo € um candidato a outlier.
Bl = Q;—1.5(03— Q) =11.35  todos os valores da amostra sdo superiores a barreira
inferior, portanto ndo ha nenhum candidato a outlier.

O boxplot é:

d) Vamos considerar a amplitude, A, constante; para construir o histograma com 5 classes, tem-
se

. max(x;) — min(x;)

5
e vamos contruir a tabela das frequéncias absolutas necessaria para representarmos o his-
tograma (note-se que, como usamos classes com a mesma amplitude, podemos marcar as
frequéncias absolutas)

=1.44; usemos h = 1.5 mg/dose de sumo
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classes | n; N ]
[13.5;15[ | 4 "
[15;16.5] | 6 "
[16.5;18[ | 3 "
[18;19.5[ | 1 ~
[19.5;21] | 1 ]
n;— frequéncia absoluta. ° : : : : ‘

12 14 16 18 20 22

Verificamos que, embora a divisdo em classes e possivelmente a escolha das classes ndo
permita mostrar que hd um valor que se destaca do conjunto dos dados, o candidato a outlier
marcado no boxplot, ainda assim o histograma apresenta uma cauda mais prolongada do lado
direito.

e) i) As duas dltimas observagdes passam a ser: 18.9 ¢ 18.9.

> length (y) > sum(y) > sum(y”2)
[1]1 15 [1]1 241.7 [1] 3930.39

> quantile (y,probs=c(0.25,0.5,0.75), type=2)
25% 50% 75%
14.8 16.1 17.1

os quantis ndo sofrem alterag@o pois continuamos com a amostra com a mesma dimensao e
como o miximo depois de alterado mantém a mesma posi¢ao, i.e. continua a ser a observagao
X(15), nenhum quartil € alterado.

1.27.  a) Y2 ,x=10070; Y3 ,y;=511.84; Y3 x7 =20280990;
Yo, v?=52403.22; Y3, xy; = 1030852.3
cov(x,y) = 1.6275; X =2014; y=102.368; s =2.5; s; =1.7959
b) cov(x,y) = 3.255
d) y=—1208.746+0.651x

e) r> = 0.58997, i.e., cerca de 59% da variabilidade do indice é explicada pela recta de re-
gressdo; ndo € um muito valor préximo de 1, pelo que a recta ndo é muito precisa.

f) A variacdo anual média estimada € dada por b; = 0.651
g) $a17 = 104.321
h) b, = 0.6335; by = —1176.1662
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1.28. a) i) A afirmagido é verdadeira. A relagdo r = by s, /sy, (sx > 0,s, > 0) estabelece que r e by tém
o mesmo sinal. Logo b1 > 0=r> 0.
i1) A afirmacdo € falsa, pois by € positivo. O coeficiente b; representa a variacdo esperada
para y quando x aumenta de uma unidade.

b) Uma consequéncia da recta dos minimos quadrados é: y = by + b1 X, o que € equivalente a
Y yvi=nby+b Y x; =20 x (—5.6)+0.7 x 200 = 28.

1.29. Os valores que se aproximam mais dos coeficientes de correlacao dos dados sdo:
para anuvem I — > b); para a nuvem Il — > a); para a nuvem III — > c¢);

para a nuvem IV — > a); para a nuvem V — > b); para a nuvem VI — > b).

1.30. a) y="7.554litros por 100 Km; s, = 2.2185 litros por 100 Km.
b) Espera-se que o consumo de gasolina aumente 2 litros por 100 Km.

¢) Grafico II.

1.33. b) i) s2=12.2024;
il) cov(x,y) = —4.4048
iii) R> =r>=0.8595

b
b) Seja y = b{+ b} X' arecta de regressdo de sobre y sobre x'. b} = Lo 4 e by =

0.5
by —20b; = 54.

1.34. a) O diagrama de dispersdo sugere a existéncia de uma relacdo linear entre as varidveis x e y.
Como r = 0.899 se pode considerar ndo muito afastado de 1, é de admitir a existéncia de uma
relacdo linear entre x e y.

b) y=4.67740.0735x.

A precisio da recta é dada por 2 = 0.899% = 0.808, o que significa que 80.8% da variabili-
dade de y € explicada pela regressao de y sobre x.

¢) O coeficiente de regressdo de y sobre x, by = 0.0735, significa que, para aqueles mamiferos,
por cada dia de aumento no periodo de gestacdo se espera um aumento de 0.0735 anos no
seu tempo médio de vida.

d) A previsdo feita pela recta de regressdo da alinea b) para o tempo médio de vida de uma
girafa (sabendo que o seu periodo de gestacdo € de 425 dias) é

y=4.67740.0735 x 425 =35.9 anos.

Contudo, a utilizacdo desta recta de regressdo para prever o tempo médio de vida de uma
girafa ndo é aconselhdvel, ja que o valor da varidvel preditora (x = 425) ndo pertence a
gama de valores observados de x ([21,238]). Sendo assim, aquela recta ndo permite efectuar
este previsdo, pelo que, a grande diferenca entre o valor ajustado e o valor real (10 anos) é
justificavel.

e) y=4.677+2.205x".

Aulas Prdticas de Estatistica — ISA (2017/2018)

33



1.36. a) 10.65 mm.

c¢) i) Espera-se que a 4rea foliar aumente 28.927 mm?

ii) ep11.3)=1.076 mm?.
iii) R? =0.798.

1.38. a) y=7043.43 —3.383 x; a precisio da recta é R* = 0.485.

b) A mesma precisio.

1.39. a) Por consulta do output do ‘R tem-se o coeficiente de correlagdo, r = 0.9956992.

b) A varidvel resposta (y) € precB; a variavel preditora (x) € precA.

¢) Equacao da recta de regressdo € precB = by + b precA;
vamos referi-la como y = bg + b; x.
Resposta: y = —1.17512+1.231912 x
Precisdio darecta R = r? =0.9956992% = 0.9914.

d) 22.5391 mm

e) Sejam x’ e y os dados em dm; entéo temos ' =0.01x e y =0.01y

A variacdo esperada nos registos do instrumento B, quando a precipitacdo didria registada
em A aumenta 1 dm € dada pelo declive, b/, da recta de regressdo de y’ sobre x';

Resposta: b} = by, i.e., quando a precipitacdo didria registada em A aumenta 1 dm a precipitacio
didria registada em B aumenta em média 1.23192 dm.

R1.1. b) Sejay= b} +b|zrectadey sobre z

b/l _ cov(z,y)

22 como 7 = £ — 1 1
Sz Sy
0.75

L cov(z,x) = scov(x,y) e s2=1,entdo b= soov(x,y) =

Sx

R1.7. a) Tem-se a barreira inferior B; = 2.4 — 1.5(4.5 —2.4) = —0.75 e a barreira superior Bs =
4.5+ 1.5(4.5—-2.4) =7.65, portanto ndo hd, nos dados, valores inferiores a barreira inferior
e também ndo hd valores superiores a barreira superior, portanto ndo ha candidatos a outliers.
Os valores necessdarios a construcao da caixa de bigodes sdo:
max(y) =5.2, min(y) = 1.4, Q1 = 2.4, 03 = 4.5 e amediana j = 3.2.

ao di a ui uv , i
b) Como nio dispomos dos dados ndo podemos construir a nuvem de pontos, mas o coeficiente
3 _ cov(xy) _ 5.9 _ o
de correlacdo, r = S VAR 607 9.9866, apresen~ta l'lm valor prox1m9/de. 1
(—1 < r<1), pelo que podemos admitir a existéncia de uma relacao linear entre as varidveis.

c) A recta de regressdao €y =0.713+0.2702x.
O comprimento das asas aumenta por dia, em média, 0.2702 cm.
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R1.10.

R1.12.

d)

e)

b)
c)

d)

a) X' =

b)

Como y; = by + by x; +e¢;, onde ¢; € o residuo, entdo para x; = 10 tem-se y; = 0.713 +
0.2702 x 10 —0.21538 = 3.1996 cm.

y' = 0.1y designa o comprimento das asas expresso em dm.

Sendo assim, consideremos b e b;, os coeficientes da recta de regressao de y’ em x.
1 cov(xy Olwvx}
b (xy) _ (xy) _ =0.1b

)
Sy x

b=y —bx=0.1y—0.1b; x=0.1(y— b;x) = 0.1 by.

minimo: 12.1 gramas; maximo: 313.6 gramas

mediana: n = 20 € par, entdo X = Q> = (x(10) +x(11))/2 = (75.7+103) /2 = 89.35 gramas;

19 quartil: Q1 = 0 »5, tem-se n X 0.25 =5 (1nte1r0) logo Q1 = (x(5) +x(6))/2 = (32.3+
38.3)/2 = 35.3 gramas;

39 quartil: Q3 = Q) 75, tem-se n x 0.75 = 15 (inteiro), logo Q3 = (x(15) +x(16)) /2 = (175.4 +
200.5)/2 = 187.95 gramas.

N3ao hé candidatos a outliers

r=—0.927732.
1) A varidvel resposta € “o peso das alfaces”
i) y=279.04884 —331.7259 x; R* =r*> =0.86068
i) 53 =107 = 1070 x 7439.075 kg’

3
i) B — cov()zc’y’) _ 10 cozv(x,y) — 103 x by
s.x s.x

— Xxi+x+-+x,+x  nx+x  (n+1)x

/ g = :j.
n+1 n+1 n+1
2 _ Zn+l( 3)2 _ Z?:l(xi—f)z-i-(x_x)z _ lr.‘:l(x,-—f)z _ (n— 1)5)26
X n n n n
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Capitulo 2 Introducao a Teoria da Probabilidade

Exercicios de Introducao a Probabilidade

2.1. Considere os acontecimentos A e B tais que P(A) = 0.4, P(B) = 0.6 e P(AUB) = 0.8. Determine:

P(ANB); P(A—B); P(ANB); P(AUB).

2.2. Considere o tempo de vida de uma lAmpada em centenas de horas.

Seja Q = {t :# > 0} o espago de resultados associado a duracdo de vida da lampada. Considere os
acontecimentos:

A={r:t>15} B={r:2<tr<10} C={r:r <12}

Caracterize os seguintes acontecimentos:

AUB ANC  ANB (AUB)NC  AU(BNC).
2.3. Sejam A e B acontecimentos aleatorios definidos num espacgo de resultados Q. Mostre que:

a) P(ANB) =1—P(A) - P(B)+P(ANB);

b) A probabilidade de ocorrer um e apenas um dos acontecimentos A ou B € igual a P(A) +
P(B) —2P(ANB).

2.4. Sejam A e B acontecimentos num espago de resultados Q tais que P(A) +P(B) =xe P(ANB) = y.
Determine em funcdo de x e de y a probabilidade de:

a) Que se realize pelo menos um dos dois acontecimentos.
b) Que se realize um e um s6 dos dois acontecimentos.
c) Naio se realizar qualquer dos dois acontecimentos.

d) Que se realize quanto muito um Unico acontecimento.
2.5. Sejam A e B acontecimentos tais que P(A) = 0.5 e P(AUB) = 0.7. Determine P(B) sabendo que :

a) A e B sdo acontecimentos independentes;

b) A e B sdo acontecimentos mutuamente exclusivos.

2.6. Sejam A e B dois acontecimentos de um espago de resultados Q. Defina-se

AAMB=(A—B)U(B—A).

Escreva P (A A B) em termos de P(A), P(B) e P(A—B).
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2.7. Numa propriedade agricola, sabe-se que 60%, 75% e 50% das arvores sdo de folha caduca, de
fruto e de fruto com folha caduca, respectivamente. Calcule a probabilidade de uma arvore da
propriedade, escolhida ao acaso:

a) nao ser arvore de fruto;
b) ser arvore de fruto ou de folha caduca;

c¢) ser arvore de fruto, sabendo que tem folha caduca.

2.8. As probabilidades de trés corredores de velocidade percorrerem 100 metros em menos de 10 se-
gundos sdo respectivamente: 1/3, 1/5 e 1/10. Considerando que os tempos dos trés atletas sdo
independentes, calcule a probabilidade de, uma corrida em que participam apenas os trés atletas,
ser ganha em menos de 10 segundos.

2.9. Seja Q o espago de resultados associado a uma dada experi€ncia aleatdria e A e B acontecimentos
em Q com P(A) > 0.

a) Defina o seguinte conceito: “os acontecimentos A e B sio mutuamente exclusivos”.

b) Se A e B sdo acontecimentos tais que P(A) = 0.4, P(B) =0.3 e P(A|B) =0.5
i) Determine a probabilidade de que pelo menos um dos acontecimentos, A ou B, se realize.
ii) Determine a probabilidade de que um e sé um dos acontecimentos A ou B se realize.

iii) Mostre que A e B niio sdo mutuamente exclusivos.

iv) Serdo A e B independentes? Justifique.

¢) Prove que P(A) x [P(B|A) — 1]+ P(AUB) = P(A).
2.10. Sejam A, B e C acontecimentos independentes definidos num espaco de resultados Q.

a) O que significa dizer “A, B e C sdo acontecimentos independentes”?
b) Mostre que também sdo acontecimentos independentes:

i) Ae BNC;

i) Ae BUC.
¢) Mostre que:

i) P(AUB) = P(A)P(B) + P(B);

ii) P[(ANB)UC] = P(A)P(B)P(C)+P(C).

B

d) Mostre que se P(A|B) = P(A|B), com 0 < P(B) < 1, entdo A e B sdo acontecimentos inde-
pendentes.

2.11. Considere trés acontecimentos A, B e C tais que P(C) =0.3, P(B|C) = 0.4, P(B|C) =0.8, P(A|(BN
C)) = P(A[(BAC)) =

a) Calcule P(C|B).
b) Calcule P[(BNC)|A].

c¢) Diga, justificando, se os trés acontecimentos sdo ou nio independentes.
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2.12. Sejam A, B e C trés acontecimentos de um espaco de resultados Q.

a) Sabendo que AUBUC = Q, P(A)=0.3, P(B)=0.7, P(C) =05e ANB=CNB =0,
determine P(ANC). Justifique.

b) Se P(A) =0.3 e P(B) = 0.2, mostre que A e B sdo acontecimentos ndo mutuamente exclusi-
VOs.

c) Mostre que se A e B constituem uma parti¢do de Q entdo P(A —C) = P(C) — P(CN B), para
qualquer acontecimento C.

2.13. Sejam A e B acontecimentos tais que P(B|A) = 1/4, P(BJA) =1/3 ¢ P(A) =2/5.

a) Determine P(B) e P(A|B).
b) Ser@o A e B acontecimentos independentes? E mutuamente exclusivos? Justifique.

2.14. Um teste detecta a presenga de um certo tipo de bactérias na 4gua com uma probabilidade 0.9
no caso de o referido tipo existir. Se ndo existir, detecta a sua auséncia com probabilidade 0.8.
Sabendo que a probabilidade de que uma amostra de 4gua contenha bactérias daquele tipo é 0.20,
calcule a probabilidade de que, ao retirar uma amostra ao acaso:

a) o teste dé resultado positivo,i.e., detecte a presenca de bactérias;
b) haja de facto bactérias quando o teste da positivo;
¢) o teste dé€ um resultado errado.

2.15. Um determinado tipo de pecas é produzido pelas fabricas F}, F> e F3. Durante um certo periodo

de tempo, F; produziu o dobro das pegas de F, enquanto F, e F3 produziram o mesmo nimero de

pecas. Sabe-se ainda que 2%, 2% e 4% das pecas produzidas por Fi, F, e F3, respectivamente, sao
defeituosas. Todas as pecas produzidas nesse periodo de tempo foram colocadas num depdsito.

a) Qual a percentagem de pecas defeituosas e que sdo provenientes da fabrica F;?
b) Qual a percentagem de pecas defeituosas armazenadas?
¢) Foi encontrada uma peca defeituosa no depdsito. Qual a origem(fidbrica) menos provéavel
dessa peca?
2.16. Num dado pais 10% da populagdo sofre de uma determinada doenga: 6% de forma grave e 4% de
forma moderada. Para o seu diagnoéstico € efectuado um teste que dd resultado positivo:
— com probabilidade 1 para um individuo com doenca na forma grave;
— com probabilidade 0.75 para um individuo com doenc¢a na forma moderada;
— com probabilidade 0.05 para um individuo ndo doente.
a) Efectuando um teste num individuo ao acaso, qual a probabilidade de o resultado ser posi-
tivo?

b) Se, para um dado individuo, o resultado do teste foi positivo, qual a probabilidade de ele ter
a doenca?
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2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

c) Serd que existe independéncia entre ter a doenca na forma moderada e na forma grave?
Justifique.

Os trabalhadores de uma empresa da drea alimentar foram classificados em trés niveis de acordo
com o grau de instru¢do: formagdo minima, formacao média e formacao superior.

Sabe-se que 55% dos trabalhadores tem saldrio superior a 1000 euros. Em particular, t€ém salério
superior a 1000 euros 70% dos trabalhadores com formagao superior, 40% dos trabalhadores com
formacdo média e nenhum trabalhador com formacdo minima. Sabe-se ainda que 60% dos traba-
lhadores tém formacao superior.

Escolhendo um trabalhador ao acaso, calcule a probabilidade de:

a) Ter formacao média.
b) Ter formacdo superior, sabendo que ganha mais de 1000 euros.
(Exame 22.01.2009) O estudo das solu¢des aquosas existentes num laboratdrio relativamente ao
seu pH e comprimento de onda de absor¢ado conduziu aos seguintes resultados:
e 40% das solugdes sao 4cidas, 20% sao alcalinas e as restantes sao neutras;
e 25% das solugdes dcidas absorvem na zona de comprimentos de onda do vermelho;
e 5% das solugdes sdo neutras e absorvem na zona de comprimentos de onda do vermelho;
e a probabilidade de uma solucdo absorver na zona de comprimentos de onda do vermelho é
0.2.

Seleccionando ao acaso uma solucio no laboratdrio, determine a probabilidade de a solucao:

a) ser neutra e ndo absorver na zona de comprimentos de onda do vermelho;

b) absorver na zona de comprimentos de onda do vermelho sabendo que € alcalina;

¢) ndo ser neutra e nao absorver na zona de comprimentos de onda do vermelho.
(Exame 7.01.2010) Estudos recentes indicam que a probabilidade de existir petréleo numa deter-
minada regido do Algarve é de 0.2. Sabe-se que, caso haja petréleo, a probabilidade de este sair
na primeira perfuragdo é de 0.4.

a) Qual a probabilidade de sair petréleo na primeira perfuracido?

b) Se na primeira perfuracdo ndo apareceu petréleo, qual a probabilidade de existir petréleo na

regiao?

(Teste 12.11.2014) Os copos de vidro de laboratério sdo embalados e transportados em caixas
pequenas, médias e grandes na propor¢do de 6:3:1, respectivamente. Suponha que 3%, 2% e 1%
dos copos embalados em pequenas, médias e grandes caixas, respectivamente, se partem durante
o transporte.

a) Qual a probabilidade de um copo seleccionado ao acaso se partir durante o transporte?

b) Qual a probabilidade de um copo partido ter sido transportado numa caixa média?
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¢) Qual a percentagem de copos transportados em caixas grandes e que nio se partem?

2.21. (Teste 18.11.2011) Uma embarcagdo de recreio encontra-se desaparecida no mar. Considera-se que
o seu desaparecimento seja devido a uma de trés causas equiprovaveis: afundou-se, foi sequestrada
ou foi destruida por um temporal. Enviou-se uma equipa de busca e salvamento. Sabe-se que a
probabilidade da equipa de salvamento resgatar com vida todos os tripulantes € 4/5, 3/5 e 7/10,
respectivamente, nos casos de afundamento, sequestro e temporal. Determine a probabilidade de:

a) Todos os tripulantes serem salvos.

b) Todos os tripulantes serem salvos nos casos em que nao houve temporal.

c¢) Ter ocorrido um sequestro sabendo que todos os tripulantes foram salvos.

2.22. Sejam A, B e C trés acontecimentos aleatdrios tais que P(A) = a, P(B) = b, P(C) = ¢ #0,
P(ANBNC) =d e A e B sdo independentes.

a) Determine, em funcdo de a, b e c:
i) P(AUB) ii) O valor de d de modo que A, B e C possam ser independentes.
b) Determine, em funcdo de a, b, c e d:

i) P[(ANB)|C] ii) P(ANBNC).
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Exercicios de Variaveis Aleatorias e Pares Aleatorios

2.23. Uma caixa contém 10 iogurtes, estando 4 estragados. Retiram-se 3 sem reposicdo. Seja X a
varidvel aleatdria que representa o nimero de iogurtes estragados retirados.
a) Construa a distribuicdo de probabilidades de X.
b) Represente graficamente a distribui¢do obtida na alinea a).
¢) Determine a fungio distribui¢do cumulativa de X e represente-a graficamente.
d) Calcule P(1 <X <3).

2.24. Cinco bolas sdo retiradas, com reposi¢do, de uma urna que contém 4 bolas vermelhas e 6 bolas

brancas. Seja X a varidvel aleatéria que representa o total de bolas vermelhas retiradas.
a) Determine a fun¢do massa de probabilidades de X .
b) Determine a fun¢do distribui¢do cumulativa de X e represente-a graficamente.
¢) Calcule P(1 <X <3).

2.25. Num laboratério existem 40 ratos dos quais 30% siao machos. Caracterize a varidvel aleatéria
X que conta o nimero de fémeas que aparecem numa amostra de 8 ratos quando a selec¢io da
amostra ¢ feita:

a) Com reposicao.

b) Sem reposicao.
Determine o valor médio e a variancia de X em cada uma das situagdes anteriores.

2.26. Seja X uma variavel aleatéria discreta com a seguinte distribui¢do de probabilidades:

|2 -1 0 1 2
PX=x]|01 03 01 02 03

a) Calcule E[X] e Var[X].
b) Determine a func¢ao distribui¢do cumulativa de X.
¢) Calcule P(X > 0|X < 2).

d) Determine a distribui¢iio de probabilidades da varidvel aleatéria ¥ = X2,

2.27. O ntmero de televisores encomendados mensalmente em determinada loja € bem descrito por uma
variavel aleatéria X com a seguinte fungao distribui¢do cumulativa:

0 sex<0
0.1 se 0<x<«1
03 se1<x<?2
05 se 2<x<3
09 se 3<x<4
1 se x >4

\
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a) Determine a fun¢do massa de probabilidade da variavel aleatdria X.

b) Quantos televisores deve ter a loja em stock, por més, para que a probabilidade de satisfazer
todas as encomendas seja superior a 0.85?

¢) Se num dado més a loja s6 tiver 2 televisores em stock, determine a distribuicao de probabili-
dades da variavel aleatoria que representa a diferenga, em valor absoluto, entre as encomen-
das e o stock.

2.28. Seja X uma variavel aleatéria discreta com a seguinte distribui¢do de probabilidades:

xi|1-2k k=1 k 2k
pi| P 3p p p

a) Sabendo que E[X] = 1/3 calcule o valor de p e k.
b) Calcule Var[X].

¢) Deduza a distribui¢io de probabilidades da varidvel aleatéria ¥ = X2,

2.29. Seja X uma variavel aleatéria com valor médio Uy e varidncia G)%. SejaY = X ;fx .

Determine E[Y], Var[Y] e E[Y?].

2.30. Considere a fungdo densidade de probabilidade de uma variavel aleatdria continua X assim defi-

nida:
ax? 0<x<I1
0 outros valores de x.

fx) =

a) Determine a.
b) Determine a fungdo de distribuicdo cumulativa de X.
¢) Determine a mediana de X.

d) Calcule o valor b tal que a probabilidade de X exceder b seja igual a 0.05.

2.31. (Exame 28.01.2013) Considere que a concentragao de poluente (em unidades adequadas) nos gases
emitidos por uma fébrica é uma varidvel aleatéria X com funcio densidade

0 se x<0
fx)=19 I(1—e?)x se 0<x<2
e se x> 2.

a) Determine a fungo distribuicdo cumulativa de X.

b) Indique duas propriedades que uma qualquer funcdo distribuicdo cumulativa deve verificar.
Averigue se a funcdo que obteve na alinea anterior verifica essas propriedades.

¢) Qual é a probabilidade de a concentragdo ser superior a 2?

d) A concentracdo mediana serd superior ou inferior a 2? Justifique.
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2.32. Considere a variavel aleatéria continua X com a seguinte funcao distribuicdo cumulativa:

0 se x<0
Fx)=¢ ax+b se 0<x<m
1 se x> T.

a) Determine a e b.
b) Determine a fun¢do densidade de probabilidade de X.
c¢) Calcule o primeiro quartil da distribui¢do de X.
d) Calcule P(X < Z|X > Z).
e) Calcule:
i) E[X]eVarlX];

. 1
ii) E [X+2] e E[3X+2]

2.33. Um fornecedor de um produto de laboratério tem uma capacidade de armazenamento de 150
kg. No inicio de cada més € reposto o stock até a capacidade maxima de armazenamento. As
vendas mensais deste produto em centenas de kg sao dadas por uma varidvel aleatéria X, cujo
comportamento € bem descrito pela seguinte funcao densidade de probabilidade

x se 0<x<1
fx)=q¢ 1 se 1<x<15
0 outros valores de x.

a) Determine a funcdo distribuicdo cumulativa da v.a. X.

b) Se a dada altura de um més ja foram vendidos 50 kg do produto, qual a probabilidade de se
venderem mais de 100 kg no fim desse més?

¢) Indique o valor médio mensal e a mediana mensal das vendas daquele produto.

d) O lucro, Y, da venda do referido produto € funcdo de vérios factores. Considere a seguinte
expressao (simplificada) do lucro em funcdo das vendas ¥ = 50X — 25.

1) Qual o valor esperado do lucro mensal?

ii) Qual a probabilidade de, num dado més, ndo haver prejuizo ?

2.34. Seja X uma variavel aleatéria continua cuja fungfo distribui¢do cumulativa é:

0 se x<0
3x/4 se 0<x<1

Flx) = kx—x*/4 se 1<x<2
k se x> 2.

a) Determine a constante k.
b) Obtenha a funcdo densidade de probabilidade de X e faca a sua representacao gréfica.

c¢) Calcule o valor esperado e a mediana de X.
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d) Determine:
i) PX > 1] i) P[X < 3/2|X > 1/2].

2.35. Num processo de inventario concluiu-se que a raridade de determinada espécie animal era direc-
tamente proporcional a drea observada até que se avistasse um exemplar da espécie, associada ao
percurso de amostragem. Considere entdo a v.a. X designando a distincia percorrida até se avistar
algum exemplar da espécie, com funcdo densidade dada por

fw={ g =<
0 restantes valores de x.

a) Indique quais as condigdes que k e b devem verificar de modo que f(x) seja uma fungéo
densidade.

b) Determine a fun¢ao de distribuicdo cumulativa de X.

¢) Calcule a mediana de X.

d) Considere a v.a. Y = Cyp+ C1X, que caracteriza o custo de amostragem, onde Cy designa
os custos fixos e C; o custo por unidade de percurso. Determine o custo esperado para o
inventario.

2.36. (Exame 12.01.2015) Num estudo prévio a instalagdo de uma central edlica numa dada regido, um
meteorologista considerou que a velocidade didria minima do vento X, em m/s, € uma varidvel
aleatéria com funcdo de distribui¢do cumulativa, F, assim definida

0 se x<a
= -2
F(x) 1—exp<—x3 ) se x>a, a>0

a) Mostre, justificando, que a = 2.

b) Determine a funcdo densidade de X.
¢) Determine a mediana de X.

d) Determine a probabilidade de num dado dia a velocidade minima exceder 3 m/s se for inferior
a S m/s.

e) Admita que no caso da velocidade didria minima ser inferior ou igual a 5 m/s, a central
eblica funcionard adequadamente com uma probabilidade de 0.01, mas se for superior a 5
m/s funcionara adequadamente com uma probabilidade de 0.95.

i) Qual a percentagem de dias em que a central funcionard adequadamente?

ii) Qual a probabilidade de num dado dia a central ndo estar a funcionar adequadamente e
a velocidade minima do vento ser superior a 5 m/s?

2.37. A propor¢ao (em volume) de determinada substancia quimica num produto pode ser considerada
uma varidvel aleatéria X com funcdo densidade de probabilidade da forma:

ax’ +x 0<x<1

f(x):{o o.v. de x

Aulas Prdticas de Estatistica — ISA (2017/2018) 44



a) Determine a.
b) Determine a fungo distribuicdo cumulativa de X.

¢) Sempre que a propor¢do da referida substincia € inferior a 0.5 o produto é de qualidade
inferior. Qual a probabilidade de num produto que foi considerado de qualidade inferior a
propor¢ao daquela substancia ser superior a 0.25?

d) Determine o valor esperado e a varidncia da propor¢do de substancia no produto.

e) Seja Y o valor comercial (em euros) de cada unidade de volume de produto, fungdo da
proporcao da substincia, assim definido ¥ = 2X.

1) Determine a funcao densidade de probabilidade de Y.

ii) Qual a probabilidade de uma unidade de volume daquele produto ser vendida por mais
de 1 Euro?

iii) Exprima Cov[X,Y| em termos de Var[X] e determine o seu valor.

2.38. Numa empresa de produtos alimentares definiu-se X, v.a. indicadora da validade do produto, (-1
<> curta; 0 <» média; 1 <> longa) e Y a v.a. que classifica o preco de venda do produto, (0<> barato,

1< acessivel; 24> caro). Admita-se que o par aleatério (X,Y) tem fungédo massa de probabilidade
conjunta dada no seguinte quadro:

Y| O 1 2

X

-1 025 0.02 023
0 002 0 0.03
1 0.15 0.01 0.29

a) Haverd independéncia entre o preco de venda e a validade do produto? Justifique.

b) Calcule a probabilidade de um produto seleccionado ao acaso nao ter validade longa sabendo
que € caro.

¢) Considere a varidvel V = X? — 2. Determine a distribui¢io de probabilidades de V.
2.39. Sejam X e Y o ntimero de vitelos e leitdes, respectivamente, que nascem anualmente numa pequena
quinta de criacdo de gado.

O quadro seguinte da a distribuicdo de probabilidades conjuntade X e Y.

XY‘6 7 8 9 10

2 0.05 0.04 0.04 0.10 0.02
3 0.13 0.10 0.10 0.10 0.07
4 0.07 0.06 0.06 0.05 0.01

a) Escreva a distribui¢cdo de probabilidades do nimero de leitdes nascidos por ano nesta quinta.

b) Ser@o X e Y v.a. independentes? Justifique.

¢) Considere o niimero total de leitdes e vitelos que nascem anualmente. Qual o valor esperado
para aquele total?
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d) Determine a distribuicao de probabilidades do nimero de vitelos que nascem num dado ano,
sabendo que nasceram 7 leitdes.

2.40. Um cliente de uma livraria pode fazer encomendas de livros estrangeiros em inglés e francés que
ndo existam em stock.

O ndmero de livros em inglés e francés encomendados semanalmente € o par aleatério (X,Y) com
a seguinte distribuicao de probabilidades:

X Y‘ 1 2 3 4
0 0.01 0.02 0.04 0.03
1
2

0.05 0.10 0.20 0.15
0.04 0.08 0.16 0.12

a) Qual a probabilidade de numa semana serem encomendados no maximo dois livros?

b) Qual a percentagem de semanas em que existe igualdade de livros ingleses e franceses enco-
mendados?

c) Determine as funcdes distribui¢do cumulativa marginais das varidveis X e Y.
d) Calcule o coeficiente de correlagdo entre as varidveis X e Y e interprete o seu resultado.

e) Qual a distribuicdo de probabilidades da varidvel aleatéria “Numero total de livros em inglés
e francés encomendados semanalmente”?

f) Qual a probabilidade de numa semana se encomendar pelo menos um livro em inglés sabendo
que foram encomendados dois livros em francés?

2.41. Seja (X,Y) o par aleatério com a seguinte fun¢éo densidade de probabilidade conjunta:

flxy) = { g ) ieia);tgeszvak)lregs ﬁeg()i y).
a) Determine o valor da constante a.

b) X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes? Justifique.

¢) Calcule P[Y < X] e P[Y > 3 —X]. Comente.

d) Determine o valor médio de 1/X.

e) Determine a func¢do densidade condicional de Y|X = 3/2.

f) Calcule P[Y < 3/2|X =3/2].

2.42. Seja (X,Y) um par aleatério continuo com fungéo densidade de probabilidade conjunta assim
definida:

[ 3y se 0<x<y<1
fxy) _{ 0 outros valores de (x,y).

a) Determine as densidades marginais de X e de Y.
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b) X e Y sdo varidveis aleatérias independentes? Justifique a sua resposta.
c¢) Calcule a fun¢do distribuicdo cumulativa de Y.

d) Calcule P[X <1/4]Y =1/2].
2.43. Seja (X,Y) a varidvel aleatdria bidimensional continua com a seguinte fungéo densidade conjunta:

4xye*)‘2*y2 se x>0¢ey>0
fxy) =194
para outros valores.

a) Determine as funcdes densidade marginais de X e Y.

b) X eY sdo varidveis aleatérias independentes? Justifique.

¢) Calcule Cov(X,Y).

2.44. Um deposito de dgua para rega tem uma capacidade de 20000 litros. Seja X a varidvel aleatéria
que designa a quantidade de 4dgua, em dezenas de milhares de litros, que existe no depdsito, no
inicio de cada semana. Seja Y a quantidade, também em dezenas de milhares de litros, gasta na
rega durante a semana. Suponha que X e Y t€m funcio densidade de probabilidade conjunta assim
definida:

B xy/2 se 0<y<x<2
f(x.y) —{ 0 outros valores de (x,y).

a) Determine as densidades marginais de X e de Y. Serdo X e Y varidveis aleatdrias indepen-
dentes? Justifique.

b) Qual a probabilidade de a quantidade de dgua gasta na rega durante uma dada semana ser
inferior a 5000 litros, sabendo que no inicio dessa semana:

1) O depésito contém mais de 10000 litros de dgua?

ii) O deposito contém exactamente 10000 litros de dgua?

¢) Qual a probabilidade de numa dada semana se gastar exactamente a quantidade existente no
depdsito no inicio da semana?

d) Qual a quantidade média de dgua existente no depdsito no inicio de cada semana?

2.45. (Exame 25.01.2010) Seja (X,Y) um par aleatdrio cuja fungdo densidade de probabilidade conjunta
€ assim definida:

—x
Flxy) = { (2)y : f)?ltfos> Saloeresodz )E)f yl).
a) Determine as densidades marginais de X e de Y e identifique a distribui¢io de X.
b) Ser@o X e Y varidveis aleatorias independentes? Justifique.
c¢) Determine E[X], E[Y] e Cov[X,Y].
d) Calcule P[Y > VX].
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2.46. (Exame 31.01.2011) Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes, com fungdes densidade de
probabilidade definidas, respectivamente, por:

_J2(1-x) se O0<x<1 3 se0<y<l1
Srlx) = { 0 outros valores de x  © fr(y) = { 0  outros valores de y.
a) Determine, justificando, a fun¢do densidade conjunta de (X,Y).
b) Determine P[X > 3|1 <Y < 3].
¢) Calcule E[XY].
2.47. (Exame 31.01.2012) Num projecto duas tarefas A e B decorrem de forma independente. Sejam X

e Y as v.a.s continuas que representam o tempo (em anos) de duracdo das tarefas A e B, respecti-
vamente. As funcdes densidade de X e de Y sdo:

Fxlx) = { (6)X(1 g (S)Tlt?osgvilgor::s dex ’ fry) = { (1)/2 (S)Tltfosgv);lgoris de y.
a) Determine a funcdo distribuicdo cumulativa de X.
b) Qual é a probabilidade de a tarefa A durar mais de meio ano?
¢) Qual é o tempo médio de duragao da tarefa A?
d) Determine a fun¢do densidade conjunta do par (X,Y). Justifique.
e) Calcule a covariancia entre as varidveis X e Y. Justifique.
f) Determine a probabilidade de a tarefa A durar mais tempo do que a tarefa B.
g) Determine a probabilidade de a tarefa A durar mais de meio ano se:
1) atarefa B durar menos de 1 ano.
ii) atarefa B durar 1 ano.
h) Determine:
i) O valor médio do quociente X /(Y + 1).
ii) Var[X —Y]
iii) Cov[X,Y —X]

2.48. (Teste 11.11.2015) Uma empresa agricola produz anualmente pimento e tomate nas quantidades,
respectivamente, X e ¥ (em toneladas). A funcdo densidade de probabilidade conjunta que des-
creve a produgdo daqueles dois produtos da empresa é dada por:

3

= 1 0 < 1
Fley) = 2(x—|— ) se 0<x<y<

0 outros valores de (x,y).

a) Esboce a regido do plano onde a funcio densidade conjunta toma valores nio nulos.
b) Considere apenas a producao de pimento, X.

i) Determine a funcao densidade de probabilidade que descreve a produgdo de pimento.
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ii) Calcule a funcao de distribuicdo cumulativa de X.
iii) Determine a produc¢do anual esperada de pimento.

¢) Serdo as produgdes de pimento e tomate independentes? Justifique.

d) Supondo que num dado momento a producio de pimento € de meia tonelada, determine a
probabilidade de a produgao de tomate ser superior a 750 kg.

49
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Principais Distribuicoes Discretas e Continuas

2.49. Uma experiéncia aleatéria pode dar dois resultados: €xito ou fracasso, sendo a probabilidade de
resultar em éxito de 0.9. O custo de uma experiéncia que resulte em éxito € de 5 euros € em
fracasso de 10 euros. A experiéncia é repetida 20 vezes, de forma independente. Seja X a varidvel
aleatdria que conta o niimero de €xitos.

a) Identifique a distribuicao de X.
b) Calcule P[X > 15].
c¢) Calcule a probabilidade de haver mais €xitos do que fracassos.

d) Mostre que o custo total C das 20 experiéncias pode ser expresso como
C=200—-5X.

e) Calcule E(C).
f) Calcule P|C < 125].
2.50. (Teste 12.11.2014) Um produtor de bolbos de tulipa sabe que 5% dos seus bolbos ndo vingam.
Estes bolbos sdo vendidos em sacos de 10 unidades.
a) Caracterize a varidvel que designa o nimero de bolbos que ndo vingam em cada saco.
b) Calcule a probabilidade de, num saco escolhido ao acaso, s um bolbo nao vingar.
¢) O produtor anuncia que, em cada saco, pelo menos 9 bolbos vingam. Determine a percenta-

gem de clientes que podem reclamar devido a publicidade enganosa.

2.51. Numa experiéncia laboratorial injectaram-se n cobaias com uma determinada droga que inibe a
sintese de proteinas. A probabilidade de uma cobaia morrer durante a experiéncia, devido a droga,
€ 0.2. Seja X av. a. que designa “o nimero de cobaias que morreram durante a experiéncia”.

a) Identifique o modelo de probabilidade para X.
b) Supondo que se utilizaram 15 cobaias, qual a probabilidade de:
1) Duas delas morrerem?
ii) Pelo menos 8 delas sobreviverem?
¢) Determine o nimero minimo de cobaias que tém que ser utilizadas na experiéncia de modo

que a probabilidade de morrer pelo menos uma cobaia seja superior a 0.95.

2.52. (Teste 12.11.2014) Seja X uma v.a. com distribui¢do binomial de pardmetros n =2e p=0.1 ¢
seja Y outra v.a. com distribuicao uniforme discreta tomando valores O e 1.
a) Escreva a fun¢do massa de probabilidade de cada uma das varidveis X e Y.
b) Determine E[Y] e Var[Y].

¢) Mostre que Z = 2Y + 1 é uma varidvel aleatéria que tem também distribuicao uniforme dis-
creta.
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d) Sendo X e Y variaveis independentes determine, justificando:
i) A distribui¢do de probabilidade conjunta do par (X,Y).
ii) Cov[X,Y].
iii) Var[Y —2X].

2.53. Um instrumento para medi¢ao de humidade é constituido por 3 componentes instaladas de forma
independente. Todas as componentes tém a mesma probabilidade de avariar, igual a 0.1.

a) Identifique e caracterize a varidvel aleatdria que designa o nimero de componentes avariadas
no referido instrumento.
b) Determine a probabilidade de duas ou mais componentes avariarem.

¢) Para os instrumentos nas condicdes referidas, se nenhuma das 3 componentes esta avariada,
o instrumento funciona sempre, se uma tnica componente estd avariada o instrumento tem
probabilidade 0.6 de funcionar e se 2 ou mais componentes estdo avariadas, ndo funciona.
Determine a probabilidade de:

1) O instrumento funcionar.

ii) Existir uma componente avariada se o instrumento estd a funcionar.

d) Numa encomenda de 10 dos instrumentos das alineas anteriores para instalar em 10 locais
diferentes, quantos instrumentos se espera virem a falhar?

X
2.54. Seja X uma varidvel aleatoria com distribuicdo B(n; p) e Y a varidvel aleatéria definida por Y = —.
n
Calcule:
a) E[Y], Var]Y]e E[Y?];

b) A funcio geradora de momentos de Y.
2.55. A probabilidade de um atirador acertar num alvo é p = 1/4.

a) Seja X a varidvel aleatdria que conta o niimero de tiros necessdrios até acertar, pela primeira
vez, no alvo. Determine 7 tal que P[X < n| > 0.8.
b) Quantos tiros espera o atirador dar até acertar pela primeira vez no alvo?

2.56. O Duarte vai posicionar-se na linha de langamento livre num campo de basquetebol e atirar até
fazer um cesto. Se admitirmos que os langamentos sdo independentes e de probabilidade de acertar
constante e igual a 0.8, determine:

a) aprobabilidade de necessitar de menos de 5 langamentos para acertar;
b) o nimero esperado de lancamentos que tem que efectuar para acertar.

2.57. Sejam X; e X, duas varidveis aleatdrias independentes. Determine a distribui¢do de X; + X»
quando:

a) X e X, tém distribuicdo binomial de pardmetros (nj, p) e (n2, p), respectivamente.

b) X e X, t€m distribuicdo geométrica, com 0 mesmo parametro p.
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2.58. Uma pessoa planta 6 bolbos, escolhidos ao acaso de uma caixa que contém 5 bolbos de tilipa e
4 bolbos de junquilho. Qual a probabilidade de essa pessoa plantar 2 bolbos de junquilho e 4 de
tdlipa?

2.59. Um método frequentemente utilizado para estimar o nimero de animais de uma dada espécie num
certo habitat € o da captura-recaptura. O método pode ser exemplificado pela seguinte situagao:

Num lago sdo capturados, marcados e devolvidos a d4gua 5 peixes de uma certa espécie.
Passado algum tempo (a fim de permitir que os peixes marcados se distribuam aleatoriamente
pelo lago, embora ndo convenha deixar passar demasiado tempo, para se poder admitir que a
dimensao da populacdo permaneceu constante) sdo pescados 4 peixes dessa mesma espécie e
conta-se quantos de entre eles estdo marcados, o que serd representado pela varidvel aleatéria
X.

a) Qual a probabilidade de nenhum dos 5 peixes marcados ser recapturado, se existirem 10
peixes da referida espécie no lago? E se existirem 100?

b) A ideia do método de captura-recaptura consiste em considerar o tamanho da populagao
como sendo aquele que torna mais provavel o valor de X que resultou de uma experiéncia
deste tipo. Assim, por exemplo, qual dos 4 valores N = 10, N =20, N = 100 ou N = 1000,
considera mais plausivel para o tamanho da populacio se:

i) da experiéncia resultou X = 1;

ii) da experiéncia resultou X = 2.

2.60. (Teste 23.11.2010) Num armazém encontra-se um lote de 10000 latas de um certo produto ali-
mentar. Deste lote, 500 latas ja ultrapassaram o prazo de validade. O organismo responsavel pelo
controle de qualidade vai analisar uma amostra. Considere que o processo de amostragem ¢é feito
com reposicao.

a) Suponha que as latas s@o inspeccionadas sucessivamente até encontrar uma fora do prazo
de validade.
i) Identifique e caracterize a varidvel em estudo.
1) Qual a probabilidade de ser necessdrio inspeccionar 3 ou mais latas?
iii) Qual o niimero esperado de latas inspeccionadas?
b) Suponha agora que retira uma amostra de 15 latas. O controle de qualidade rejeita o lote se
nessa amostra forem encontradas mais do que duas latas fora do prazo de validade.
i) Calcule a probabilidade de rejeicdo do lote.

ii) O que pode dizer do valor calculado na alinea anterior no caso de o processo de amos-
tragem ser feito sem reposicao? Justifique.

2.61. O ndmero de petroleiros que chega a uma certa refinaria, em cada dia, ¢ uma v.a. X com distribuicao
de Poisson de parAmetro A = 2. As actuais instalagdes portudrias da refinaria podem atender até
3 petroleiros por dia. Se mais de 3 petroleiros chegam num dia, 0s petroleiros em excesso sao
enviados para outro porto.
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a) Qual a probabilidade de, num dado dia, a refinaria ter de recusar petroleiros?

b) Qual deverd ser a capacidade de atendimento da refinaria para permitir o acolhimento de
todos os petroleiros que chegam em cerca de 95% dos dias?

¢) Qual o ndmero esperado de petroleiros chegados por dia?

d) Qual o nimero mais provavel de petroleiros chegados num dia?

e) Qual a probabilidade de em dois dias chegarem 5 petroleiros?

f) Qual o nimero esperado de petroleiros atendidos num dia?

g) Qual o nimero esperado de petroleiros recusados num dia?

2.62. Uma empresa de aluguer de autocarros para excursdes de longo curso dispde de 5 veiculos. Sabe-

se, pela andlise do seu comportamento, que a procura semanal de veiculos segue uma distribui¢ao
de Poisson de média 3.

a) Determine a probabilidade de, em certa semana, um dos autocarros ndo ser alugado.

b) Qual a probabilidade de, em duas semanas, serem procurados 6 veiculos?

¢) Determine o valor esperado do nimero de clientes que em certa semana ndo podem ser
atendidos por ja estarem alugados todos os autocarros.

2.63. Suponha que o tempo, em minutos, necessario para que um técnico afine cada componente de uma
mdquina numa linha de producdo é bem descrito por uma varidvel aleatéria X com distribui¢do
U(5;10).

a) Qual a probabilidade de que uma componente escolhida ao acaso:

i) Tenha necessitado de mais de 7 minutos para ser afinada.
ii) Tenha exigido ao técnico um tempo de afinag@o inferior a 9 minutos sabendo que aquele
tempo foi superior a 7 minutos.

b) SejaY =10+ 5X o custo em euros de afinagdo de cada componente. Qual o custo esperado
de afinacdo de uma componente escolhida ao acaso?

2.64. (Exame 7.01.2010) Seja X uma variavel aleatéria com distribui¢ao uniforme continua no intervalo
] —0,6][, sendo 6 um valor real positivo.

a) Calcule a func¢ao de distribuicao cumulativa de X.
b) Calcule o valor médio, a mediana e a variancia de X.
¢) Considere a variavel aleatéria Y = 2X + 1.
i) Determine P[1 <Y < 0+ 1].
ii) Calcule Cov(X,Y).
iii) Serdo Y e X varidveis aleatorias independentes? Justifique.

2.65. Uma empresa agro-quimica fabrica mensalmente 90 toneladas de um dado produto. Sabendo que
a procura mensal deste produto é uma varidvel aleatéria aproximadamente normal de parametros
u=80te c =10t, calcule:
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a) A probabilidade de a procura mensal do produto se situar entre 68 e 90 toneladas;
b) A probabilidade de haver num més procura insatisfeita;
¢) A producgdo necessdria para que a probabilidade de haver procura mensal insatisfeita seja

0.025.

2.66. Um grossista de distribui¢do de fruta recebe do produtor p€ssegos de quatro categorias: extra, A, B
e C. Da experiéncia anterior, sabe-se que o didmetro de um péssego € uma varidvel aleatéria com
distribuicdo aproximadamente normal de média 64 mm e desvio padrdo 3 mm. A classificagdo do
referido fruto em funcdo do seu didmetro € a seguinte:

Categoria | Didmetro (X) em mm

C X <60
B 60 <X <65
A 65<X <70
Extra X >170

Atendendo aos custos de armazenamento e de distribui¢do, admite-se que o lucro liquido por
tonelada é de 80 euros para a categoria extra, 50 euros para a categoria A, 10 euros para a categoria
B e -5 euros para a categoria C.

Qual o lucro liquido esperado de um fornecimento constituido por uma tonelada de péssegos?

2.67. O comprimento da raiz principal de uma dada espécie de arbusto é bem modelado por uma
distribuicdo normal de média 50 cm e desvio padrdo 5 cm.

a) Qual a probabilidade de um arbusto seleccionado ao acaso ter uma raiz principal com com-
primento superior a 54 cm?

b) Em 200 arbustos desta espécie, qual o nimero deles em que se espera que as raizes principais
tenham comprimento superior a S4cm?

¢) Qual a probabilidade de a raiz principal de um arbusto seleccionado ao acaso ter comprimento
entre 50 e 56 cm?

d) Qual a probabilidade de a média dos comprimentos da raiz principal de 9 arbustos seleccio-
nados ao acaso ser superior a 52cm?

2.68. Admita que o conteido (em ml) de frascos de certo xarope segue uma distribuicdo normal de
pardmetros 4 =200 mle 6 =2 ml.
a) Qual a probabilidade de um frasco adquirido ao acaso ter menos de 195 ml de xarope?
b) Se comprar 5 frascos, qual a probabilidade de ficar em casa com menos de 0.99 1 de xarope?

¢) Num lote de 30 frascos qual a probabilidade, aproximada, de haver no maximo 5 com menos
de 195 m1?
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2.69. Uma fabrica produz motores cujo tempo de vida é uma variavel aleatéria com distribui¢do normal
de parimetros it =10 anos e 0 =2 anos. A fébrica quer criar um periodo de garantia para os
motores de forma a que ndo mais de 3% tenham de ser substituidos. Qual deverd ser o periodo de
garantia miximo oferecido pela fabrica?

2.70. Um produto pesa em média 10 g com desvio padrdo de 2 g. Este produto é embalado em caixas
com 50 unidades cada. Sabe-se que as caixas vazias pesam em média 500 g com desvio padrao de
25 g. Admita que as varidveis peso do produto e da caixa vazia sdo independentes com distribui¢do
normal.

a) Qual é a probabilidade, aproximada, de numa caixa encontrar no maximo 40 unidades do
referido produto com peso inferior a 8 g cada?

b) Qual € a probabilidade de uma caixa cheia pesar mais do que 1050 g?

2.71. Seja Y uma varidvel aleatéria continua com a seguinte funcao geradora de momentos:
2
My(r)=e¥"  teR

Y-3
a) Calcule a funcdo geradora de momentos da variavel aleatéria X = 0

b) Determine o valor médio e a variancia de X.

c) Se W ~ N(u,o) entdo a fungdo geradora de momentos de W é definida por
My (1) =M +(0)/2 R,
Identifique as distribuicdes de X e Y.

2.72. Um determinado modelo de avido pode transportar uma carga maxima (passageiros e bagagens)
de 9000 kg. Admita que o peso da bagagem de um passageiro é uma varidvel aleatéria com
distribuicdo N(18,5), que o peso de um passageiro-homem é uma varidvel aleatéria com distribuicéo
N(70,10) e que o peso de um passageiro-mulher é uma varidvel aleatéria com distribui¢do N(60, 10).

a) Qual é o peso da bagagem de um passageiro que € excedido por 20% dos passageiros, no
maximo?

b) Considere um casal (homem e mulher) que entra no avido. Qual a probabilidade de o peso
da mulher ser superior ao do homem? Que hipéteses tem de admitir para responder a esta
questdo?

¢) Num determinado vdo a lota¢do do avido estd completa com 80 homens e 20 mulheres, que
levam a respectiva bagagem. Qual a probabilidade de o avido ndo poder partir por excesso
de carga?

d) A companhia pratica a cobrangca de uma taxa para bagagens com peso superior a 20 kg.
Havendo 60 passageiros num vo6o, qual é a probabilidade, aproximada, de que mais de 10
passageiros paguem a referida taxa.

Aulas Prdticas de Estatistica — ISA (2017/2018) 55



2.73. (Exame 22.01.2009) Num restaurante, a procura semanal (em litros) de uma determinada marca
de cerveja segue uma distribuicdo normal com desvio padrao 4 litros. Sabe-se que em 50% das
semanas a procura € inferior a 50 litros.

a) Determine o valor médio e a variancia da varidvel aleatéria que designa a procura semanal
de cerveja daquela marca.

b) Calcule a probabilidade de, numa semana, a procura ser superior a 60 litros.

¢) Qual deverd ser a quantidade de cerveja que deve existir em cada semana de modo que a
probabilidade de haver ruptura de stock seja igual a 0.015?

d) Sendo cada litro de cerveja € vendido a 5 euros, caracterize a lei da venda mensal (4 semanas)
de cerveja, admitindo que em cada semana se esgota o stock.

2.74. (Exame 7.1.2010) O ntimero de ovos postos por segundo em certo aviario pode ser considerado
uma v.a. X com distribui¢do de Poisson de valor médio 1.

a) Mostre que P[X = 0] = P[X = 1] e que para todo 0 k > 1 se tem P[X = k] < P[X =k —1].
Comente.

b) Qual a probabilidade de num periodo de 5 segundos serem postos mais do que trés ovos?
Justifique.

¢) Sabendo que numa dada regido existem 40 avidrios idénticos a este, qual a probabilidade,
aproximada, de o nimero total de ovos postos por segundo nessa regido ser inferior a 30?
Justifique.

2.75. (Exame 7.1.2010) A producdo semanal de uma plantacdo de bananas é bem modelada por uma
varidvel aleatdria com distribuicdo normal de média 5 t e desvio padrdo 2 t. Admita que a producdo
¢ independente de semana para semana.

a) Numa semana escolhida ao acaso, qual a probabilidade de a producdo de bananas ser inferior
a3 t? E superior a 7 t?

b) A plantacdo tem despesas fixas semanais no valor de 2000€. O produtor vende as bananas a
500€ por tonelada. Qual a probabilidade de, numa dada semana em que toda a producdo é
escoada, o valor da venda ser inferior as despesas fixas? Justifique.

¢) Qual a probabilidade de num més (4 semanas) se conseguir satisfazer uma encomenda de 23
t de bananas? Justifique.

d) Determine a probabilidade de, em 8 semanas escolhidas ao acaso, haver no maximo uma em

que a producdo foi inferior a 3 t.

2.76. Suponha que os elos de uma corrente de bicicleta t€tm comprimentos aleatérios com distribui¢do
normal de média 0.5 cm e desvio padrdo 0.04 cm. As normas de um fabricante de bicicletas exigem
que o comprimento de uma corrente esteja compreendido entre 49 e 50 cm .
a) Qual a percentagem de elos cujo comprimento excede 0.6cm?

b) Se uma corrente tiver 100 elos, qual a proporc¢ao de correntes a satisfazer as normas exigidas?
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2.77.

2.78.

2.79.

2.80.

2.81.

c¢) Utilizando apenas 99 elos, que valor devera assumir o desvio padrdo para que 90% das cor-
rentes satisfaca as normas do fabricante?

Suponha que o peso de um pacote de farinha ¢ uma varidvel aleatéria que se admite ter valor médio
1 kg e desvio padrdo 0.05 kg. Pretende-se arrumar 99 pacotes numa prateleira que suporta 100 kg.
Qual o risco de a prateleira desabar? Justifique.

A producio didria de azeite num lagar segue uma distribui¢cdo normal com desvio padrio 50 litros.
Em 50% dos dias de laboragdo, a producgado ¢ inferior a 950 litros. Admita que a producdo é
independente de dia para dia.

a) Indique o valor da producio que ndo é excedido em 95% dos dias.
b) Qual a percentagem de dias em que a producio se afasta da média mais do que 100 litros?

¢) Qual a probabilidade, aproximada, de a producao mensal (30 dias) ser inferior a 28000 litros?

(Exame 31.01.2012) A temperatura didria em graus Celsius registada durante o verdo de um ano,
numa certa localidade as 12h, é uma v.a. X que segue uma distribuicdo normal com y = 27°C e
o =2°C.

a) Qual a probabilidade de se registar uma temperatura inferior a 28.7°C?

b) Considere as temperaturas referentes a 10 anos, no verdo, as 12h no mesmo local. Qual a
probabilidade de se registar uma temperatura inferior a 28.7°C em mais de 3 anos?

¢) Um turista americano que planeia visitar aquele local transforma a temperatura em graus
Fahrenheit através da relacdo Y = %X +32.

1) Qual € a distribui¢do da temperatura expressa em graus Fahrenheit? Justifique.

ii) Determine a probabilidade de o turista ter que enfrentar temperaturas superiores a 90°F.

Num edificio funcionam 7 elevadores. A carga mixima de cada elevador é de 320 kg. A dada
altura entra um grupo de 4 pessoas em cada um dos elevadores. Calcule a probabilidade de no
méximo 3 elevadores ndo funcionarem se o peso de uma pessoa for considerado uma varidvel
aleatdria com distribuicdo normal de média 71,75 kg e desvio padrao 10 kg.

O ndmero de avarias por més nos comboios da linha de Sintra que provocam a interrup¢do da
circulagdo é uma variavel aleatéria X com distribuicao de Poisson de pardmetro A = 3.5. O ndmero
de avarias num dado més € independente do nimero de avarias nos outros meses.

Por outro lado, o tempo necessario para restabelecer a circulagdo ferroviaria (tempo de interrupgao
da circulag@o) apés uma avaria é uma variavel aleatéria Y com distribuicdo .4 (3, 0.75) (em horas),
e também aqui, o tempo de interrup¢ao da circulagdo ap6s uma avaria é independente dos tempos
de interrup¢do da circulagdo ap6s outras avarias.

a) Qual o nimero esperado de avarias num dado més? E num ano?

b) Qual a probabilidade de o tempo de interrup¢do da circulagcdo apds uma avaria exceder 4.5
horas?
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¢) Tendo ocorrido duas avarias num més, qual a probabilidade de o tempo total de interrupg¢ao
da circulacdo apds as duas avarias ter excedido 8 horas?

d) Caracterize a lei da varidvel aleatdria que designa o tempo total de interrupg¢do da circulagdo
num més em que ocorram K avarias.

2.82. (Exame 31.01.2011) As magas colhidas num pomar sdo classificadas, de acordo com o seu peso,
em trés categorias: pequenas, médias e grandes. As macgas pequenas sao aquelas cujo peso é
inferior a 45 gramas e as grandes aquelas cujo peso excede 75 gramas. Suponha que o peso de
uma maca (em gramas) ¢ uma variavel aleatéria X, que se admite seguir uma lei normal com valor
médio 60 gramas e desvio padrio 15 gramas.

a) Qual a probabilidade de uma maca escolhida ao acaso ser classificada como grande?

b) O lucro (em céntimos) da venda de cada maca esté relacionado com o seu peso de acordo
com a expressio L = 12 — X? /350. Determine o lucro esperado da venda de cada maga.

¢) Enchem-se sacos com 10 macgas, seleccionadas ao acaso. Qual a probabilidade de um saco,
escolhido ao acaso, pesar mais de 0.5 kg?

d) Num dia em que se colheram 3000 macas qual a probabilidade, aproximada, de mais de 450
serem grandes?

e) As macas defeituosas vao para sumo. Sabe-se que vdo para sumo 2% das magds grandes,
5% das médias e 15% das pequenas. Escolhida uma maga ao acaso qual a probabilidade de
ir para sumo?

2.83. Uma pessoa vai diariamente a uma pastelaria tomar o pequeno almog¢o. Suponha que o tempo de
espera para ser atendida é uma varidvel aleatéria com distribuicio exponencial de média 4 minutos.
Qual a probabilidade de:

a) A pessoa ser atendida em menos de trés minutos?
b) Em pelo menos 4 dias de uma semana (considere a semana com 7 dias e o tempo de atendi-

mento independente de dia para dia) a pessoa ser atendida em menos de trés minutos?

2.84. Numa inddstria alimentar o consumo didrio de uma certa matéria prima (em toneladas) ¢ uma
varidvel aleatdria com distribuicao exponencial de valor médio 2.

a) Qual o valor do consumo didrio mediano daquela matéria prima?

b) Qual deve ser o stock da matéria prima no inicio de cada dia de modo que a probabilidade de
ruptura de stock seja 0.02?

¢) Considere de novo a situacdo da alinea anterior e suponha que a ruptura de stock ¢ indepen-
dente de dia para dia.

i) Identifique e caracterize a distribui¢do do nimero de dias de um més (30 dias) em que
ha ruptura de stock.

ii) Qual a probabilidade, aproximada, de num més (30 dias) haver mais de 2 dias com
ruptura de stock?
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2.85. (Exame 27.01.2014) O concentrado de tomate ¢ vendido em bisnagas que permitem uma menor
reducdo da exposicdo ao ar. O didmetro de abertura destas bisnagas € uma varidvel aleatoria, X,
com distribuicdo normal de pardmetros 4 =5 mm e 6 = 0.6 mm.

a) Calcule a probabilidade de, numa bisnaga escolhida ao acaso, o didmetro de abertura medir
i) menos de 3.5 mm ii) 5 mm.

b) Considere uma amostra de 100 bisnagas escolhidas ao acaso. Determine a probabilidade de:

i) a média dos didmetros de abertura ser superior a 5.1 mm.
ii) 3 bisnagas terem diametro de abertura inferior a 3.5 mm.

¢) O custo (em u.m. adequadas) de fabrico de uma bisnaga depende do didmetro da abertura
e pode considerar-se dado por C = 20+ 2X. Caracterize a lei do custo de fabrico de cada
bisnaga.

2.86. Uma fabrica dispde de duas mdquinas, que trabalham independentemente, uma a produzir fi-
chas e a outra a produzir tomadas. Sabe-se que o didmetro de um pino de uma ficha segue uma
distribuicdo normal com valor médio 2.0 mm e desvio padrdo 0.03 mm, e que o didmetro de um
orificio de uma tomada segue uma distribuicao normal com valor médio 2.04 mm e desvio padrao
0.04 mm. Calcule a probabilidade de:

a) o didmetro de um pino (de uma ficha) ser superior a 2.01;
b) o didmetro de um pino (de uma ficha) ser inferior a 2.04, sabendo que € superior a 2.01;
¢) o didmetro de um pino (de uma ficha) ser igual ao didmetro de um orificio (de uma tomada);

d) um orificio (de uma tomada) ter didmetro superior ao de um pino (de uma ficha).

2.87. (Exame 26.01.2015) A empresa Sumo-Laranjita distribui garrafas de 250 ml de sumo de laranja,
que sdo enchidas por uma méquina automdtica. Contudo nem sempre esta mdquina deposita a
mesma quantidade de sumo de laranja nas garrafas, havendo ligeiras flutuagdes. Admite-se que a
quantidade de sumo, X, em cada garrafa segue uma distribuicdo normal com valor médio igual a
250 ml e desvio padrdo 5 ml.

a) Qual a propor¢ado de garrafas com mais de 260 ml de sumo de laranja?

b) A empresa realiza com regularidade uma recolha aleatdria de 10 garrafas para controle do
processo de enchimento. Determine, justificando, a probabilidade de:

i) A quantidade de sumo nessas 10 garrafas ser inferior a 2.6 litros.
ii) A quantidade média de sumo nas 10 garrafas ser exactamente 250 ml.
iii) Haver nessa amostra 2 garrafas com mais de 260 ml de sumo.

¢) A empresa considera que o custo (em céntimos) de producdo de cada garrafa de sumo se
2

pode exprimir como C = 500 100. Determine o custo médio da produgdo de cada garrafa

de sumo.

2.88. ( 29 Teste 12.01.2015) Suponha que por ocasido da época natalicia a producdo didria de choco-
late, em toneladas, numa dada fébrica segue uma lei normal. Em 50% dos dias verificou-se uma
producdo superior a 20 toneladas e em 10% dos dias produzem-se menos de 16.8 toneladas.
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a) Determine o valor médio e a variancia da varidvel aleatdria “producdo didria de chocolate”
naquela fébrica.

b) Qual a probabilidade de, num dia escolhido ao acaso, a produgdo didria se afastar do valor
médio mais de 5 toneladas?

¢) Suponha que um defeito numa das médquinas provoca uma alteracdo na produgdo de cho-
colates, havendo uma diminuic¢do de 2 toneladas na produ¢do didria média, mantendo-se a
variancia. O que pode dizer sobre a probabilidade da alinea anterior? Justifique.

d) Para o fabrico de chocolates contendo 70% de cacau, a fabrica adquire 110 toneladas de
cacau por semana (7 dias). Qual a probabilidade de numa semana haver ruptura de sfock de
cacau?

e) Numa semana de producdo (7 dias) qual a probabilidade de haver no mdximo 4 dias em que
se produzem menos de 16.8 toneladas (considere a produgdo da fabrica independente de dia
para dia)?

2.89. (Exame 25.01.2016) Sabe-se que a morte dos individuos da espécie Buteo buteo (dguia de asa
redonda) encontrados em campos de forragem e de beterraba sacarina pode estar relacionada com
o uso de carbofuran. Numa determinada drea geografica, o estudo da concentracio de carbofuran
(mg/kg) revelou que 5% dos individuos da populagdo apresentavam valores daquela concentragdo
superiores a 3 mg/kg. Admita que a concentragdo de carbofuran tem distribuicao normal de valor
médio 1.2 mg/kg.

a) Determine a variancia da variavel em estudo.

b) Determine os limites do intervalo de concentra¢des centrado no valor médio que contém 50%
dos casos.

¢) Seleccionando ao acaso uma amostra de 20 aves, qual a probabilidade de:

i) A concentracdo média amostral ultrapassar o valor 2.2 mg/kg?

ii) Encontrar mais de 4 aves com concentragdo de carbofuran superior a 3 mg/kg?

2.90. (Exame 10.01.2017) A concentragio didria de um certo poluente ndo deve exceder 320 wg/m> de
acordo com as normas ambientais em vigor. Admita que a concentracdo deste poluente num dado
local tem distribui¢io normal com valor esperado 300 wg/m* e que as concentragdes do poluente
em dias distintos sdo independentes. Sabe-se ainda que neste local as normas ambientais ndo sao
cumpridas em 2.5% dos dias.

a) Calcule o desvio padrdo da concentracio do poluente neste local.
Nota: Se nfo resolveu esta alinea considere, no que se segue, o desvio padrao igual a 10.20
pg/m’.
b) Determine a probabilidade de, neste local, a concentracdo didria do poluente
i) estar entre 280 e 300 ug/m3; i) serigual a 320 ug/m?.

¢) Numa semana (7 dias), qual a probabilidade de, neste local,

i) a concentragdo didria média deste poluente exceder os 310 ug/m3?

Aulas Prdticas de Estatistica — ISA (2017/2018) 60



ii) serem cumpridas as normas ambientais relativas a este poluente em pelo menos 6 dias?

d) Os valores de concentragdo didria deste poluente, neste local, vao sendo registados dia apds
dia. Quantos dias se espera ter de registar até ocorrer o primeiro dia em que as normas
ambientais nfo sdo cumpridas? Justifique.

e) Num ano (365 dias) e neste local, qual a probabilidade, aproximada, de a concentracio didria
ndo cumprir as normas ambientais em 10 ou menos dias?
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Exercicios de Revisao de Introducao a Teoria da Probabilidade

R2.1. (Exame 7.01.2010) Sejam E, F e G acontecimentos de um espago de resultados Q.

a) Mostre que se E e F sdo acontecimentos mutuamente exclusivos se tem
P(EUF|G)=1-P(E|G)— P(F|G), para P(G) > 0.

b) Se P(E) = 0.3, P(F) = 0.8 ¢ P(G) = 0.4 podem os trés acontecimentos constituir uma
particdo de Q? Justifique.

R2.2. Sejam A e B acontecimentos de um espaco de resultados Q.

a) Defina os seguintes conceitos “os acontecimentos A e B sdo independentes” e “os aconteci-
mentos A e B sdo mutuamente exclusivos”.
b) Se A e B sdo acontecimentos tais que P(A) = 0.8, P(B) = o e P(ANB) = 0.6, determine o
de modo que:
i) A e B sejam independentes;
ii) A e B sejam mutuamente exclusivos.

c¢) Prove que:
P(AU(BNA))+P(AU(BNA)) =1+ P(BNA).

R2.3. Um vendedor de bolbos prepara encomendas a partir de 3 lotes de bolbos que, por terem idades
diferentes, ndo apresentam a mesma probabilidade de germinacgdo. A probabilidade de germinagao
de um bolbo € de 0.80 se pertence ao lote A, de 0.85 se pertence ao lote B e de 0.90 se pertence ao
lote C.

a) 1) Qual a probabilidade de germinacdo de um bolbo retirado ao acaso de um lote escolhido
ao acaso?

ii) Retirou-se um bolbo ao acaso de um lote escolhido ao acaso e verificou-se que ndo
germinava. Qual a probabilidade de o bolbo ter sido retirado do lote C?

b) Se uma encomenda for constituida por um bolbo (retirado ao acaso) de cada lote, qual a pro-
babilidade de pelo menos dois bolbos germinarem, admitindo a independéncia de germinagdo
entre os bolbos retirados de lotes diferentes?

R2.4. Considere A, B e C acontecimentos de um espago de resultados Q.

a) Seja 1/4 a probabilidade de pelo menos um dos acontecimentos B ou C ocorrer.
1) Qual a probabilidade de nenhum dos dois acontecimentos ocorrer?
ii) Sabendo que P(A|(BUC)) =0.3 e P(A|[(BUC))=0.7, calcule P(A).

iii) Qual a probabilidade de pelo menos um dos dois acontecimentos B ou C ocorrer, sa-
bendo que A ocorreu?

b) Mostre que se A e B sdo independentes, A e C sdo independentes e B e C sdo mutuamente
exclusivos, entdo A e BUC sdo independentes.
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R2.5. Um organismo estatal recorre a imagens de satélite para monitorizar a ocorréncia de incéndios.
Para tal, para cada parcela de terreno (que pode estar ardida ou nao) € calculado um determinado
indice a partir da informacdo adquirida pelo sensor do satélite. O valor deste indice pode ser
considerado uma v.a. que no caso de parcelas ndo ardidas se admite ter distribuicdo normal de
valor médio 2 e desvio padrdo 5 e para parcelas ardidas se admite ter distribui¢do normal de valor
médio 8 e desvio padrao 3.

Quando o sensor calcula um valor para o indice superior a 5, a parcela é registada pelo sensor
como ardida.

Considere que a proporc¢ao total de parcelas ardidas é 6%.

a) Qual é a probabilidade de, numa parcela ardida, o sensor calcular um valor do indice superior
as?

b) Qual a probabilidade de uma parcela escolhida ao acaso ser registada pelo sensor como ar-
dida?

c) Para uma parcela escolhida ao acaso, qual a probabilidade de ser tomada uma decisio errada
(o sensor registar como ardida uma parcela e ela ndo estar ardida ou o sensor registar como
ndo ardida a parcela e ela estar ardida)?

R2.6. Responda, justificando convenientemente, se sdo verdadeiras ou falsas as afirmacgdes nas seguin-
tes alineas.

a) Sejam A e B acontecimentos de um espago de resultados Q tais que P(A) > 0e P(B) > 0.

1) Se AUB se realiza, entdo A também se realizou.
ii) P(A—B) < P(A).

iii) Se A e B sdo mutuamente exclusivos, entdo P(A|(AUB)) = 5 &)

P(A)+P(B)"
b) Seja X uma varidvel aleatéria com funcao distribuicdo cumulativa F.
i) Sea>0,F(x) <F(x+a),VxeR.
ii) Se X —~ Geo(p),0< p < 1,entdo PX <1|X <2]=1/g,sendog=1—p.

R2.7. Uma empresa seguradora tem ao balcdo dois vendedores de seguros de vida. A experiéncia tem
revelado que 50% das pessoas que contactam o vendedor A e apenas 25% das pessoas que con-
tactam o vendedor B fazem um seguro de vida. Considere o par aleatério (X,Y) que representa
o nimero de apdlices vendidas diariamente por A e B num dia em que cada vendedor atende 2
pessoas.

a) Admitindo que que cada pessoa contactou um sé vendedor, determine a distribui¢do de pro-
babilidades conjunta do par aleatério (X,Y).

b) Qual a probabilidade de se vender pelo menos um seguro de vida?

¢) Qual a probabilidade de A vender pelo menos um seguro de vida sabendo que B vendeu dois
seguros?

d) Calcule E(X +7Y) e Var(X).
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R2.8. Sejam X e Y varidveis aleatdrias.

a) Defina Var[X| e prove que Var[b+ X] = Var[X] com b € R.

b) Seja X uma v.a. discreta com distribui¢do de probabilidade (x;, p;), i = 1,...,n. Defina E[X|
e prove que E[b+X|=b+E[X| comb € R.

¢) Se X — Poisson(2) e Y —~ Poisson(3), independentes, mostre que X +Y — Poisson(5).
R2.9. Suponha que a dureza X e a perda abrasiva ¥ de um dado bloco de material, expressas em uni-

dades adequadas, s@o varidveis aleatérias com fung@o densidade de probabilidade conjunta assim
definida

<x< <y <
i, )_{kxy+y se 0<x<1, 0<y<1 keR

10 outros valores de (x,y).
a) Determine k.
b) Mostre, justificando, que as varidveis X e de Y sao independentes.

¢) Determine a perda abrasiva esperada de um bloco de material, se a sua dureza é de 0.4.
Justifique.

R2.10. Seja X o tempo total desde a chegada de um cliente a uma estacdo de servigo até a0 momento em
que faz o pagamento, e seja ¥ o tempo que estd em fila até efectuar o pagamento (medidos em
unidades de 5 minutos). Suponha que as varidveis (X,Y) tém funcdo densidade de probabilidade
conjunta assim definida:

x/2)e™™ se 0<y<x
fly) = (x/2)

0 para outros valores de (x,y).
Sugestdo: sempre que necessario pode utilizar o seguinte resultado

Jor= x"e~*dx = n!,n € N.

a) Calcule as fungdes densidade marginais de X e Y.
b) Calcule o tempo médio de servigo. Qual a variancia do tempo de servigo.?

¢) As varidveis aleatérias X e Y sdo independentes? Justifique.

R2.11. A concentracdo (em ppm) de monéxido de carbono (CO) na atmosfera, numa determinada zona
urbana, no periodo das 8h as 10h, pode ser considerada uma varidvel aleatéria X com a seguinte

fun¢do densidade
0 sex <0
flx) = { 34e73% sex>0"

a) Determine a funcdo distribuicdo cumulativa de X.

b) Qual é a probabilidade de, numa amostra recolhida ao acaso naquele periodo, a concentragao
de CO exceder 2 ppm?
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¢) Mostre que a funcio geradora de momentos de X é

34

d) Determine as concentracdes média e mediana de CO naquele periodo.
R2.12. Considere a varidvel aleatéria X com a seguinte funcdo densidade

f(x):{ ax®* ! sexe€[0,1] a R’

0 restantes valores de x.

a) Determime o valor de o para o qual E[X]| =2/3.

b) Determine a func¢ao distribui¢do cumulativa de X.

¢) Determine o valor de m tal que P[X < m| = P[X > m].

d) Seja Z uma varidvel aleatéria, independente de X, com distribui¢do normal reduzida.
i) Determine a fun¢do densidade conjunta do par aleatdrio (X,Z).
ii) Determine P[Z > 1|X < 1].

iii) Determine o valor esperado e a varidncia de X — Z°.

R2.13. Seja X uma varidvel aleatéria que designa o tempo de vida (em anos) de organismos de uma dada
populacdo e Y um indice, comprendido entre O e 1, que exprime a velocidade de envelhecimento.
Suponha que X e Y tém funcdo densidade de probabilidade conjunta assim definida:

_f 2kye™ se x>0 e O0<y<I
floy) = { 0 outros valores de (x,y).
a) Determine o valor da constante k.

b) Determine as densidades marginais de X e de Y. Serdo X e Y varidveis aleatérias indepen-
dentes? Justifique.

¢) Qual a probabilidade de um organismo daquela populacdo viver mais de 2 anos se o0 seu
indice de envelhecimento € igual a 0.8?

d) Qual a probabilidade de um organismo daquela populacio ter um indice de envelhecimento
igual a 0.5?

R2.14. Considere a v.a. discreta, X, com a seguinte distribui¢do de probabilidade

Xi -1 0 1
pi |02 03 05

a) Chama-se momento de ordem k de uma v.a. X a E[X*], caso exista. Calcule os momentos de
ordem 1, 2 e 3 da v.a. X. Determine Var[X].

b) Considere Y outra v. a. discreta, independente de X, tal que
P[Y=0]=03eP[y =1]=0.7.
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i) Determine a distribui¢do de probabilidade conjunta do par aleatério (X,Y).
ii) Deduza a distribui¢@o de probabilidade da v.a. D = |X —Y/|.

R2.15. Dois estudantes A e B combinaram encontrar-se entre as 9h e as 10h para estudarem juntos. Sejam
X e Y as horas de chegada do estudante A e B, respectivamente, ao local de encontro. Considerando
que X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes com funcdes densidade, respectivamente

[ 2(x—9) 9<x<10
fx(x) = { 0 restantes valores de x
e
[ 9<y<10
fr(y)= { 0 restantes valores de y

a) Determine a funco distribuicdo cumulativa de Y.

b) Determine a fun¢do densidade conjunta do par aleatério (X,Y).

¢) Qual a probabilidade de ambos os estudantes chegarem entre as 9h e as 9h30?
d) Determine a probabilidade de o estudante A chegar antes do estudante B.

e) Qual a probabilidade de o estudante A chegar exactamente as 9h307?

f) Sabendo que o estudante A chegou as 9h15, qual a probabilidade do estudante B ter chegado
antes dessa hora?

R2.16. (Exame 12.01.2009) Para avaliar uma determinada doenca em perus efectuam-se dois testes. Designe-
se por X e Y as v.a.’s associadas aos resultados de cada um dos testes. Sabe-se que aqueles testes
dido resultado positivo (valor 1) ou negativo (valor 0) com as probabilidades indicadas na tabela
seguinte. O valor da constante a varia consoante a gravidade da doenca.

Y| o 1
;
0 Vda 1/d+a
1 14 1/4

a) Quais os valores possiveis para a?
b) Determine a funcdo distribuicdo cumulativa de X.
c) Para que valor(es) de a sdo as variaveis aleatdrias independentes?

d) Determine a fun¢do massa de probabilidade de Y |X = 1.

R2.17. (Exame 7.10.2010) Um inquérito realizado a um grande nimero de casais com dois ou menos
filhos conduziu a seguinte distribui¢do de probabilidade conjunta para (X,Y ), onde X representa a
faixa etaria média do casal (X =1 — menos de 25 anos; X =2 — 25 anos ou mais) e Y representa
o numero de filhos:

X
1 015 a 0.05
2 0.4 c
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a) Complete a tabela sabendo que P[X = 1] =0.3e E[Y] =0.8.

b) Determine a distribui¢do de probabilidade da faixa etdria média do casal, para os casais com
1 filho.

c) Serdo X e Y varidveis aleatérias independentes? Justifique.

R2.18. (Exame 22.01.2009) Considere-se um sistema eléctrico constituido por 100 componentes que fun-
cionam de forma independente. Cada componente tem uma duracdo de vida (em anos) que é
descrita por uma varidvel aleatéria X com funcdo densidade:

%e*"/ 2 sex>0
0 restantes valores.

a) Determine a fun¢do distribuicao cumulativa de X.
b) Determine o tempo mediano de vida de um componente.
c¢) Calcule a probabilidade de um componente ter uma duracdo de vida superior a 3 anos.

d) Qual a probabilidade de um componente durar pelo menos 4 anos sabendo que esté a funci-
onar h4 pelo menos 1 ano? Comente o resultado obtido, caracterizando a lei da v.a. X.

e) Calcule, aproximadamente, a probabilidade de a duracdo média de vida das 100 componentes
ser superior a 3 anos.

R2.19. Na época natalicia, certa pastelaria fabrica 3 tamanhos de bolo-rei: de 500 g, de 750 g e de 1000 g.
Nem todos os bolos fabricados contém brinde. Este é colocado de tal forma que 20% dos bolos de
500g ficam sem brinde, 0 mesmo sucedendo com 10% dos bolos de 1000 g e com 30% dos bolos
de 750g. 25% dos bolos fabricados sdo de 500g e outros 25% de 1000g.

a) Qual a probabilidade de um bolo sem brinde ser de 750 g?

b) A filha de um casal seu amigo apareceu-lhe com um brinde que lhe saiu no bolo-rei com-
prado na referida pastelaria. Qual dos bolos (tamanho) tem maior probabilidade de ter sido
comprado pelo casal?

c) A referida pastelaria tem uma producdo didria de 1000 bolos. Qual a probabilidade de uma
pessoa que compra 10 desses bolos ter pelo menos 2 com brinde?

R2.20. Considere uma empresa agricola que produz uvas e meldes nas quantidades (em toneladas) X e
Y, respectivamente. Devido as instdveis condi¢Oes atmosféricas o valor das produgdes € aleatorio
com f.d.p. conjunta dada por:

k(1—=x)(2—y) 0<x<1,0<y<2
flxy) =
0 outros valores.

a) Calcule k.

b) Se num dado momento a produc@o de meldes for de 1 t, qual serd a f.d.p. da producdo de
uvas?
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¢) Sera que as quantidades produzidas de cada fruta sdo independentes? Justifique.

d) Escolhendo ao acaso 20 empresas nas condi¢des anteriores, qual serd a probabilidade de, em
pelo menos 5 delas, a producdo de uvas ser superior a 800 kg?

R2.21. Um laboratério exporta um certo produto quimico para o mercado europeu. Este mercado exige
que o produto fornecido tenha entre outras caracteristicas, uma determinada colora¢do. Da producio
do laboratério, 60% tem a coloragao adequada, mas apenas metade desta quantidade satisfaz
também as outras condi¢des exigidas pelo referido mercado.

a) Qual a percentagem da producao do laboratério que satisfaz as condi¢des exigidas pelo refe-
rido mercado ?

b) De um lote de 100 produtos em que 30 ndo estdo em condi¢des de exportagdo, retirou-se uma
amostra de 10, sem reposicdo. Calcule a probabilidade de aparecer pelo menos um produto
que ndo seja exportavel.

R2.22. Numa linha de fabrico de uma determinada componente electrénica pode ocorrer um defeito muito
raro mas causador de grandes prejuizos. Seja 0.01 a probabilidade de ocorréncia desse defeito. Um
teste muito simples é realizado para detec¢do do defeito. Apresenta, no entanto, probabilidades
significativas de conduzir a conclusdes erradas. Assim, cerca de 5% das vezes o teste indica a
existéncia de defeito se nao houver defeito e cerca de 3% das vezes indica auséncia de defeito se
houver defeito.

a) Qual a probabilidade de se ter uma conclusao incorrecta?

b) Determine a probabilidade de o teste indicar a existéncia de defeito.

¢) Sdo comercializadas embalagens contendo 80 daquelas componentes. Qual a probabilidade
de, numa determinada embalagem, duas componentes apresentarem defeito?

d) A venda de cada embalagem referida na alinea anterior para o mercado € feita com um lucro
Y , que é funcdo de vérios factores entre os quais o nimero de componentes defeituosas.
Com o objectivo de simplificar os cdlculos considere constante o efeito de todos os outros
factores, sendo o lucro dado pela relacao

Y =0.02-0.1X

onde X € o nimero de componentes defeituosas em cada embalagem. Qual é nessa situagao,
a probabilidade de uma embalagem nao dar prejuizo?

R2.23. Em certo bairro recentemente construido e constituido por prédios de duas, tr€s ou quatro assoa-
lhadas, verificou-se que em 37% dos apartamentos os moradores ndo tém filhos. A distribui¢do
dos apartamentos por nimero de assoalhadas € a seguinte:

N9 e assoalhadas 2 3 4
Percentagem 30% 40% 30%

a) Determine a média e a varidncia do nimero de assoalhadas de um apartamento.
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b) Admitindo que o nimero de filhos por apartamento tem uma distribui¢do de Poisson, deter-
mine a probabilidade de num certo apartamento haver pelo menos cinco filhos.

c) Sabendo que dos moradores em apartamentos de duas assoalhadas apenas 20% té€m pelo
menos um filho e que nos de trés assoalhadas 30% ndo tém filhos, qual a probabilidade de
num apartamento de 4 assoalhadas escolhido ao acaso haver pelo menos um filho.

R2.24. Sejam X; e X, varidveis aleatérias com distribuicdo de Poisson de pardmetros A; e A, respectiva-
mente. Prove que se X; e X, forem independentes, a distribuigdo de X;|(X; + X, = k), k€N, é
binomial.

R2.25. Um avidrio embala os ovos que produz em trés tipos de caixas, com capacidade para 6 ovos. Ao
chegarem ao local de venda algumas caixas cont€ém ovos partidos. Sejam X, Y e W variaveis
aleatdrias que designam, respectivamente, o nimero de ovos partidos numa caixa de esferovite,
plastico e cartdo. Admite-se que X, Y e W t€m as seguintes distribui¢des:

ilo 1 2 3 4 5 6
PIX=i]073 017 007 003 0 0 0
Py =i]=PW=i] | 058 023 0.0 005 002 0.01 0.0l

a) Determine a probabilidade de uma caixa de esferovite ter pelo menos um ovo partido.
b) Qual o valor esperado e a varidncia do niimero de ovos partidos numa caixa de esferovite?

¢) Determine a probabilidade, aproximada, de o nimero total de ovos partidos em 100 caixas
de esferovite ser superior a 50.

d) Pretende-se adquirir 30 embalagens de ovos em caixas de cartdo. Qual a probabilidade de
haver mais do que uma caixa com todos os ovos partidos?

e) Diariamente, 20% dos ovos produzidos sao colocados em caixas de esferovite, 30% em cai-
xas de plastico e os restantes 50% em caixas de cartdo. Adquirida uma caixa ao acaso da
producdo didria deste avidrio, determine a probabilidade dos acontecimentos:

1) a caixa ndo ter nenhum ovo partido.

ii) a caixa ser de cartdo, tendo-se verificado que ndo tem ovos partidos.

R2.26. Para efeitos de comercializagdo, um dado fruto € classificado de acordo com o seu tamanho.
Considera-se que o diametro de uma peca deste fruto € uma varidvel aleatéria com distribui¢ao
normal de desvio padrdo igual a 5 cm e média u cm. A classificacdo, em categorias, do referido
fruto € a seguinte:

Categoria | Didmetro (X) em cm

Cl X <6
C2 6<X <12
C3 X>12

a) Sabendo que 30% dos frutos sdo da categoria C3, calcule o didmetro médio dos frutos e a
percentagem dos frutos das outras categorias.
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R2.27.

R2.28.

R2.29.

R2.30.

b) Se os frutos forem vendidos em embalagens de 6 unidades, qual a probabilidade de uma
embalagem ter pelo menos 2 frutos da categoria C3?

c¢) Sabendo que 10%, 8% e 2% dos frutos pertencentes respectivamente as categorias C1,C2 e
C3 se apresentam em més condicdes, qual a probabilidade de um fruto retirado ao acaso néo
estar em condicdes de ser consumido?

O nimero de peixes pescados por dia por um pescador é uma v.a. com distribuicdo de Poisson
com média 10. Admita que o nimero de peixes pescados € independente de dia para dia.

a) Determine a probabilidade de, num dado dia, o pescador pescar 2 peixes.

b) Qual a probabilidade aproximada de numa semana (7 dias) o nimero total de peixes pescados
ser superior a 807

¢) Num ano de pesca (365 dias), qual a probabilidade aproximada de haver pelo menos 3 dias
em que sdo pescados 2 peixes em cada dia?

O tempo de vida em horas de uma pega é uma variavel aleatéria com distribui¢do exponencial de
média 1000. Determine a probabilidade de:

a) Uma peca estar ainda em funcionamento ao fim de 800 horas.

b) Uma peca durar pelo menos 900 horas, sabendo que ja estd a funcionar hd pelo menos 100
horas. Interprete o resultado.

¢) Num lote de 100 pecas escolhidas ao acaso, o tempo médio de vida dessas pegas ser inferior
a 980 horas (Admita que o tempo de vida € independente de pega para pega).

Um artesdo executa pecas de barro, sendo o tempo de execugdo uma varidvel aleatéria X com
distribuicdo exponencial de valor esperado 2 horas.

a) Determine a funcdo distribuicdo cumulativa de X.
b) Qual a probabilidade de uma peca levar pelo menos 1h 30m a ser executada?

¢) Verificando-se que em certo momento uma pega j4 estd a ser produzida hd 30m, qual a proba-
bilidade de ser necessdrio esperar pelo menos mais 1h 30m para concluir a peca? Comente
relacionando com o resultado da alinea anterior.

d) O artesao mantém os registos do tempo de execugao de cada peca. Seis pecas foram escolhi-
das ao acaso. Qual a probabilidade de nenhuma ter levado mais de 1h e 30m a ser executada?

e) Num dia em que ndo havia qualquer peca em stock foi aceite uma encomenda de 100 pegas,
tendo o artesdo assumido o compromisso de fornecer as pegas no prazo maximo de 30 dias
(o que corresponde a 240 horas de trabalho). Qual a probabilidade de ele cumprir o seu
compromisso? Justifique.

Numa fébrica de ra¢des produz-se diariamente 100 unidades de um dado tipo de ragdo. A quanti-
dade de uma certa matéria prima incorporada em cada unidade é uma varidvel aleatéria de valor
médio 75g e varidncia 25g>. Admita a independéncia entre as quantidades de matéria prima ne-
cessdrias para cada unidade.
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R2.31.

R2.32.

R2.33.

a) Qual a probabilidade, aproximada, de a quantidade média de matéria prima por unidade,
usada num dado dia, ser superior a 74g?

b) Determine a percentagem, aproximada, de dias em que a quantidade de matéria prima usada
niao excede 7.6kg.

¢) Fazem-se lotes de 100 unidades de ragdo. Sabe-se que o custo da matéria prima é de 5
céntimos/g. Qual deve ser o valor a pedir na venda de cada lote de modo a cobrir o custo da
matéria prima em 95% das situagdes?

O diametro de um certo tipo de pecas é uma varidvel aleatéria com distribui¢cdo normal. As pecas
sdo consideradas defeituosas se o seu diametro diferir do valor médio ¢ mais do que 1.25 mm.
Sabe-se que 2.28% das pecas possuem um didmetro superior a 7 mm, sendo também esta percen-
tagem a das pecas com um didmetro inferior a 5 mm.

Tendo-se extraido uma amostra de 100 pecas de um grande lote, qual a probabilidade de aparece-
rem pelo menos 5 pecas defeituosas.

Seja T uma varidvel aleatoria que representa a duracdo até falhar (tempo de vida) de uma compo-
nente. Chama-se fiabilidade da componente no tempo ¢ ao valor R(¢) = P[T > t], i.e., a probabili-
dade de a componente ndo falhar durante o tempo .

a) Exprima a derivada da fiabilidade em funcdo de f, funcdo densidade de probabilidade da
varidvel aleatéria 7.

b) A distribuicdo do tempo de vida de uma ldmpada de um certo tipo € exponencial e a sua
fiabilidade para o periodo de 72 horas € 95%.

1) Qual é o tempo médio de vida de uma lampada daquele tipo?

ii) Sabendo que uma determinada lampada ndo falhou durante as primeiras 72 horas de
funcionamento, calcule a probabilidade de a mesma ldmpada nado falhar nas 72 horas
seguintes.

iii) Considerando que se dispde de uma amostra aleatéria de 50 lampadas, qual a probabili-
dade, aproximada, de a sua duragdo média ser superior a 1600 horas?

Duas empresas, A e B, fazem a abertura de furos para captagdo de dgua numa dada regido. A
empresa A cobra 3500€ por furo, independentemente da sua profundidade. A empresa B cobra
1000€ mais 25€ por cada metro de profundidade do furo. Na regido em questdo, a profundidade
dos furos segue uma distribuicdo normal com média 75 m e desvio padrdo 12 m e a profundidade
¢ independente de furo para furo.

a) Ao realizar um furo na referida regido, qual € a probabilidade de este ter uma profundidade:
1) superior a 90 m?
1) igual a 90 m?

b) Caracterize, justificando, a distribuicdo dos precos, P4 e Ps da empresa A e B respectivamente.
Qual € o preco médio de um furo realizado pela empresa B?
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R2.34.

R2.35.

R2.36.

¢) Qual é a probabilidade da empresa A cobrar mais do que a empresa B pela abertura de um
furo?

d) Sabendo que a empresa B abriu 10 furos num dado més, qual a probabilidade de o preco de
abertura desses furos ter sido superior ao valor que a empresa A cobraria se fosse ela a abrir
os furos?

(Exame 25.01.2010) Uma escola tem rapazes e raparigas de 18 anos na razao 3:1, respectivamente.
Aos 18 anos a altura dos rapazes segue uma distribui¢do normal de valor médio 175 cm e desvio
padrdo 10 cm enquanto a altura das raparigas segue uma distribuicdo normal de valor médio 165
cm e desvio padrdo 10 cm .

a) Qual a probabilidade de uma rapariga, escolhida ao acaso, ter altura superior a 170 cm?

b) Qual a probabilidade de um aluno qualquer (rapaz ou rapariga), escolhido ao acaso, ter altura
superior a 170 cm?

¢) Verificou-se que um aluno escolhido ao acaso tinha altura superior a 170 cm. Qual a proba-
bilidade de ser rapariga?

d) Pretende-se seleccionar 10 raparigas para um campeonato de voleibol. Qual a probabilidade
de a média das alturas ser superior a 170 cm?

(Exame 25.01.2016) Uma fabrica de pecas para programadores de rega pretende controlar a qua-
lidade da sua producdo em série, inspeccionando 10 pecas retiradas ao acaso de hora a hora, da
producdo dessa hora. Se for encontrada pelo menos uma peca defeituosa a produgao € interrom-
pida e o processo é examinado para detectar a causa da anomalia. Admita-se que a fabrica estd a
produzir 1% de pecas defeituosas.

a) Qual a probabilidade de o processo ndo ser interrompido?

b) Quantas pecas deveriam ser inspeccionadas (em vez de 10) de modo que, com uma probabi-
lidade de 0.95, o processo seja interrompido?

¢) A fébrica trabalha 8h por dia, 5 dias por semana. Qual a probabilidade de mais de 10 pecas
testadas durante uma semana serem consideradas defeituosas?

d) Suponha que se decide fazer o controle da qualidade da produg@o em série de outro modo:
num dado dia de produgdo vao-se inspeccionando as pecas a medida que vao sendo produzi-
das. Quantas pegas espera observar até encontrar a 12 defeituosa? Justifique.

O peso médio dos individuos duma certa espécie de bivalves € 31 g e o respectivo desvio padrdo é
2.4 g. Recolhe-se uma amostra aleatéria de 100 individuos desta espécie.
a) Qual a probabilidade, aproximada, de a média da amostra ser inferior a 30 g?

b) Qual a probabilidade, aproximada, de a média da amostra estar compreendida entre 30 e 31
g?

¢) Qual a probabilidade, aproximada, de o peso total da amostra ser superior a 3150 g?
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R2.37. O tempo de duragdo 7, em minutos, de uma chamada telefénica € uma variavel aleatéria com
distribuicao exponencial padrao. O custo, em euros, de cada chamada C(T'), fungdo da duracdo, é

dado por

0.2 0<T<3
o(T) = .

02+406(T—3) T>3

Determine o custo médio de cada chamada.

R2.38. Responda, justificando convenientemente, se sdo verdadeiras ou falsas as afirmac¢des nas seguin-
tes alineas.

a) Seja X uma varidvel aleatoria.
i) Se X — Poisson(3) entdo P[2 < X < 3] =0.
ii) Se X —~ .47(0,1) entdo P[X =0] =1/2.
iii) SejaX —~.47(0,1)eY =2X. Entdio Y —~ .#7(0,4).
b) Seja X1,X5,...,X, uma amostra aleatéria de dimensdo n, proveniente de uma populacdo X

com valor médio u e varidncia 6. Seja X a média da amostra aleatdria.

i) Se X —~ Bernoulli(p) entdao nX —~ B(n, p).

i) E{u] =X.
iii) X ~ A (u,0/y/n).

R2.39. (Exame 27.01.2014) Seja X uma variavel aleatdria continua com fung¢éo distribui¢do cumulativa

assim definida:
0 se x<b
F(x)= b

1-—= >b
o sexzb,
comb € R\ {0}.

a) Determine, justificando, o valor de b. Esboce o grafico da func¢ao distribui¢do cumulativa.
b) Determine a fun¢do densidade de probabilidade da v.a. X.

¢) Define-se um par de varidveis aleatdrias discretas (U, V) do seguinte modo:

e U=0seX >2 e U =1, caso contririo;
e V v.a. uniforme discreta tomando os valores 0 e 1;
e sabe-se que P[U =0|V =1]=1/2.

i) Construa a distribui¢do de probabilidade conjunta do par (U,V).

i) As varidveis aleatérias U e V sdo independentes? Justifique.
iii) Determine:

PV =1|U =0J; PU+V <1]; E[UV].

R2.40. Suponha que nos casais em que ambos estdo empregados, se pode admitir que a distribui¢do de
probabilidade conjunta do saldrio (em euros) da mulher (X) e do homem (Y) é a apresentada no
seguinte quadro:
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X Y‘ 1000 1500 2000

500 005 0.1 0.15
1000 0.1 0.2 0.1
1500 0.15 0.1 0.05

a) Num casal escolhido ao acaso, qual € a probabilidade de os salarios do homem e da mulher
serem iguais?

b) Determine as distribuicdes de probabilidade marginais.

¢) Haverd independéncia entre os saldrios do homem e da mulher? Justifique.

d) Qual é o valor médio e a variancia do salario de um casal?

e) Num casal em que o homem ganha 1000 euros, qual € a probabilidade de a mulher ganhar
tanto ou mais do que o homem?

f) Determine a distribui¢do de probabilidade do salédrio de um casal.
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2.1.
2.2.

2.5.

2.7.

2.8.

2.11.

2.12.

2.14.

2.16.

2.17.

2.18.

Solucoes de alguns Exercicios — Capitulo 2

P(ANB)=02; P(A—B)=02, PA-B)=04; P(AUB)=06

AUB={teR":2<t<10Vt>15}; ANC=0; ANB=A—-B=A; (AUB)NC = A;
AU(BNC)=A

a) P(B)=0.4

b) P(B)=0.2

a) 0.25.

b) 0.85.

c) 5/6.

A- Acontecimento “atleta 1 percorre 100 m em menos de 10 s”
B- Acontecimento “atleta 2 percorre 100 m em menos de 10 s”
C- Acontecimento “atleta 3 percorre 100 m em menos de 10 s”
Pede-se P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)
ouP(AUBUC)=1-P(ANBNC) = & =0.52
a) P(C|B) =0.4615.
b) P[(BNC)|A] =0.12.

¢) Sao nao independentes.
a) 0.1

a) 0.34
b) 0.53
¢) 0.18

a) 0.135

b) 0.667

¢) Designando por G - “doenga na forma grave” e RP - “resultado positivo”, tem-se P(G) =
0.06, P(RP) =0.135 ¢ P(GNRP) = 0.06, logo ndo ha independéncia.

a) 0.325

b) ~0.764

a) 0.35
b) 0.25
c) 0.45
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2.19. a) 0.08
b) 0.1304

2.20. a) 0.025
b) 0.24

¢) 9.9% dos copos

2.23. a)

c)

d) 0.833.
2.24. a)

b)

xi| 0 1

2

3

P(X=x) | 0167 0500 0300 0.033

00 02 04 06 08 10

|

|

1

1

1

1

0 x<0 : w
0.167 0<x<1 ° !
= 0.667 1<x<?2 ’
0.967 2<x<3
1 x> 3.
x| 0 1 2 3 4 5
P(X =x) | 0.0778 02592 03456 0.2304 0.0768 0.0102
0 x<0 e
0.0778 0<x<l S =
0.3370 1<x<2 et
0.6826 2<x<3 )
0.9130 3<x<4
0.9898 4<x<5
1 x> 5.
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c) 0.8352.
2.25. a) Com reposicgao:

x| 0 1 2 3 4 5 6 7 8
P(X =Xx;) | 0.00007 0.00123 0.01000 0.04668 0.13614 025412 029647 0.19765 0.05765
E[X]=5.6; Var(X)=1.68.
b) Sem reposicao:
x| 0 1 2 3 4 5 6 7 8
P(X=x;) | 0.00001 0.00029 0.00454 0.03374 0.13179 028115 032332 0.18475 0.04042

E[X]=5.6; Var(X)=1.38.
226, a) E[X]=03 Var(X)=2.0L.

b)
0 x< =2
0.1 —2<x<—1
0.4 ~1<x<0
F®=9 os 0<x<l1
0.7 1<x<2
1 x> 2.
¢) 3/7.
d) Vi :xiz ‘ 0 1 4
P(Y=y) |01 05 04
x| 0o 1 2 3 4
2270 prx =) (01 02 02 04 ol
b) >3
O D=[x_2| gl o0 1 2

P(D=d;) |02 06 02
228. a) p=1/6ek=1.

b) 8/9.
| 0 1 4
Y = X2 i | .
2 P(Y =y,) | 3/6 2/6 1/6
230. a) a=3.
b)
0 x<0
Flx)=< 0<x<l1
1 x> 1.
c) V0.5
d) v/0.95.
2.32. a) SeX év.a. continua entdo terd que ter-se F'(x) continua
lim, ,or F(x)=0 e lim,,-F(x)=1 , istoé,

1
a0+b=0 e an+b=1 = b:Oea:E

Aulas Prdticas de Estatistica — ISA (2017/2018)

77



1
b) f(x) = OE O<x<m

x<Ooux>mrm

1 T

c) F(x):zﬁx:% = X025 =
m T P(F<X<3%) 1
PX<Zix>ya=2"2)_ -
G PX <X =) =1~ 3

e) i) E(X) :/0 %dxz g; Var[X] = 7[—
[log(m+2)—log2] 3£

.. 2
i) = e > +
0 x<0
2
_ x/z 0§x<1
233, a) Fx)= x—1/2 1<x<15
1 x>1.5.

b) PX > 1|X >1/2|=4/7

¢) E[X] =23/24 centenas de kg, i.e., o valor médio é aprox. 95.93 kg. A mediana M é tal que
F(M)=1/2 < M = 1. Portanto a mediana é 100kg.

d) 1) E[Y]=275/12
ii) PlY > 0] =17/8.

235. a) k=b—1.

0 x <1
b) Flx) = bf1<1_i> I<x<b .
1 x>b
2b
©) Xo.szm-

d) E[Y] =Co+C) <bf 1 lnb>.

237. a)a=2
0 sex <0
b) F(x) = # se0<x<1.
1 sex>1
_ F(1/2)-F(1/4)
Y2y
O i) f)=4 F eUerel,
0 o.v.dey

i) PlY > 1] =27/32
iii) Cov[X,Y] =2Var[X]
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2.38. Tabela com as marginais

2.39.

2.40.

241.

Y| O 1 2

X

-1 0.25 0.02 023 05
002 0 0.03]|0.05

1 0.15 0.01 0.29 | 045

042 0.03 0.55

a) Nao, observe-se por exemplo que p1; # p1. X p.1

b) 26/55

x| 0 ! tem-se  —. |2 -1
pi |0.05 0.95 pi | 0.05 0.95

¢) Como

yi |6 7 8 9 10

pj 025 02 02 025 0.1

b) Asv.a’s discretas X e Y sdo independentes sse V(i, j) pi; = pi.p.j . Observe-se, por exemplo,
que pi11 # p1. p1, pois pi1 =P[X =2,Y =6]=0.05, p;. =P[X =2]=025e p; =Py =
6] = 0.25, portanto X e Y ndo sdo independentes.

c) EX+Y|]=E[X|+E[Y]=3+4+7.75=10.75.

d) Designemos por W a varidvel (X|Y = 7). A distribui¢do de probabilidades de W é
wi |2 3 4

PW=w] [02 05 03

a)

a) P(X+Y <2)=0.08
b) P(X =Y)=0.13

0 sey<l
31223§3<1 0.1 se I<y<2
¢) Fx(x) = ’ - e Fr(y)=4¢ 03 se2<y<3
06 se 1<x<?2 07 se3<y<d

1 sex>2 ) =Y

d) p=0

NP N T T
© 23 001 007 018 031 031 0.12

f) P(X > 1Y =2) =09

_ 1
a)a—§

b) X e Y ndo sdo v.a. independentes

©) PlY <X]=3 e PY>3-X|=3
_In(2) , 1

d) E[1/X] =75 +3

se y€[l,2]
se y¢[1,2]

g
N—"
=
T
[[3%)

S
I
—

N —
o +
W<
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242,

2.43.

2.44.

2.45.

2.49.

2.50.

2.51.

f) 11/24.

3 2
[ 5(1=x%), 0<x<1
a) fx(x) = { 0, outros valores de x
[ 3 0<y<lI
fr(y) = { 0, outros valores de y.
b) X e Y ndo sdo v.a. independentes
0 sey<O
0 Fr()={ » se0<y<l
1 sey>1.

d)

_ 2xe™ se x>0 _ 2ye™ se y>0
o hW={ " 0 e -]
b) X e Y sdo v.a. independentes

) COV(X,Y)=0

a)fx<x>={’3 se 0sxs2 fy<y>={5<2

0 o.v.de x

=

X e Y ndo sdo varidveis independentes.
b) »I/10 i)l/4
c) 0
d) 8/5 ou seja 16000 litros.

e se x>0

2y se 0<y<l1
a)fx(x)—{ 0 sex<O0 © fy(y)—{ (i) o.V.deii

b) X eY sdo v.a. independentes
c) E[X]=1, E[Y]=2/3 e Cov[X,Y] =0 pois X e Y sdo independentes.
d) 1/e

a) X —~ B(20;0.9).
b) 0.9568.

c) ~1.

e) 110

f) 0.9568.

a) X ~ 2(10,0.05); P[X =x] = (')0.05* x 0.95'"*, comx=0,1,...,10
b) 0.3152.
c) 8.61% dos clientes.

a) X —~ B(n,0.2).
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2.53.

2.55.

2.56.

2.61.

2.62.

2.63.

b) 1) 0.2309
1) 0.9958

¢) O niimero minimo de cobaias a utilizar na experiéncia deverd ser 14.

a) X é avariavel aleatoria que designa o n° de componentes avariadas no instrumento (instaladas
de forma independente). X — B(3,0.1).

b) PX >2]=1-P[X <1]=0.028

c) Seja F o acontecimento o instrumento funcionar”.
P(FIX=0)=1eP[X =0]=0.7290, P(F|X = 1)=0.6e P[X = 1] =0.243, P(F|X >2) =
Oe P[X >2]=0.028
i) P(F) = 0.8748.
ii) Pretende-se obter o valor de P(X = 1|F). Pelo teorema de Bayes, tem-se

P(X = 1|F) = EEXSDPR=N 1667

(F)
a) > 6.
b) 4.

a) 0.9984.
b) 1.25.

a) 0.1429.

b) A capacidade de atendimento devera ser de 4 petroleiros por dia.
c) 2.

d) 1ou?2.

e) 0.156

f) 1.782.

g) 0.218.

a) 0.1680.
b) 0.1606.
c) 0.1346.

a) 3/5
b) 2/3
c) 47.5 euros

2.64. Se X ~U(—6,6)(08>0)

—-0<x<0
outros valores de x.

ro={
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a)

0, x<—60
Flx)=¢ 52, -6<x<#
1, x>0

b) E[X] = =58 = 0 e Var[x] = L=C0L — &
Como a distribuicdo uniforme € simétrica, a mediana, Me, é igual ao valor médio, logo
Me = 0.
Mas, podia calcular-se Me como o valor para o qual F(Me) = 0.5.

_ Me+6

0 =05 Me=0.

F(Me)

¢) i) P[l<Y<6+1]=F(6/2)—F(0)=1/4.

ii) Cov(X,¥) = Cov(X,2X + 1) 2 2Cov(X, X) = 2Var[x] = 22,

(*) propriedade da covariancia.

iii) Dado que Cov(X,Y) # 0, X e Y sdo varidveis aleatdrias ndo independentes.

2.65. a) 0.7262.
b) 0.1587.
c) 99.6t.
2.66. 24.092 euros
2.68. a) 0.0062.
b) 0.0125.
c) ~ 1.
2.69. 6.24 anos
274, a) PX=0l= =cliPx=1]==c".
Parak > 1, P[X =k|-PX=k—1]= ek;,l - (k%i), < 0. Entao pode-se dizer que P[X = k| é
decrescente, sendo estritamente decrescente para k > 1.

b) Considerando o n® de ovos postos por segundo independente do n® de ovos postos noutro
segundo (disjunto do anterior) e sendo Y = Zle X;, representando o n® de ovos postos em 5
segundos. P(Y > 3) =0.735.

c) Seja W a v.a. que designa o nimero de ovos postos, por segundo, em 40 avidrios idénticos.
W = 2?21 X; (X; o nimero de ovos postos por segundo no i-ésimo avidrio). P(W < 30) ~
0.0484

2.75. a) Seja X a v.a. que representa a producdo semanal (em t) de bananas; X —~ .4(5,2). P[X <

3] = 0.1587. Como X é simétrica relativamente a it = 5; P[X > 7] = P[X < 3] =0.1587.
b) O valor da venda é 500X. P[500X < 2000] = 0.3085.
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2.77.

2.80.

2.81.

2.87.

R2.3.

R24.

R2.5.

R2.7.

c) Seja S4 a v.a. que representa a producdo de bananas (em t) em 4 semanas, Sy = ):?:1 X; em
que X; ~ A4(5,2) e X; independentes (i = 1,...,4).
Sy~ N (4x5,2x\V4) & Sy ~ N (20,4). P[Sq > 23] = 0.2266.

d) Seja Y a v.a. que representa o nimero de semanas, em 8 escolhidas ao acaso, em que a
producdo foi inferior a 8 t; ¥ —~ B(8, p) em que p = P[X < 3] calculada em a). P[Y < 1] =
0.5803

O risco da prateleira desabar quando se empilham os 99 sacos € baixo, cerca de 2.2%.
0.9998

a) 3.5e42
b) 0.02275
c) 0.02967
d) A v.a. “tempo total de interrupgdo da circulagio” tem distribuicio .4 (3K;0.75v/K)

a) 0.02275
b) i) 1
i) 0
iii) 0.0194

¢) 25.05 céntimos.

a) i) P(G) = P(GNA) + P(GNB) + P(GNC) = 0.85.
ii) P(C|G) =2/9.
b) P(G|A).P(G|B).P(G|C) + P(G|A).P(G|B).P(G|C)+
+P(G|A).P(G|B).P(G|C) + P(G|A).P(G|B).P(G|C) =0.941.
a) Tem-se P(BUC) =1/4.
i) P(BUC)=3/4
ii) P(A)=0.6
iii) P(BUCJA) =0.125

a) 0.8413

b) 0.3083

c) 0.2674

a) x Y‘ 0 1 2
0 0.141 0.094 0.015
1 0.281 0.188 0.031
2 0.141 0.094 0.015

b) P(X+Y >1)=0.859
©) P(X>1]Y =2)=0.75
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d) EX+Y)=15eVar(X)=0.5

ﬁe_x X > 0
R2.10. =3 2,
a) fx(x) { 0,  outros valores de x
1,—y
_ 28 (y + 1)7 y > 0
fr(y) { 0, outros valores de y.

b) Nota: 1 unidade = 5 min; 1 unidade? = 25 min?
EX—-Y|=E[X]—E[Y]=3—-3/2=1.5unid. & E[X]| =7.5 min.
Var[X —Y| = Var[X|+Var[Y] —2Cov[X,Y|
Var[X —Y] =3+7/4—2x3/2=7/4unid.? & Var[X — Y] = 43.75 min’.

¢) X e Y ndo sdo v.a. independentes.

0 sex <0
l—e 3% sex>0"
b) PX >2|=1—-F(2)=0.00111.

R211.  a) F(x) :{

d) E[X] =M} (0) = 55 = 0.294; 0.5 = 0.204.
R2.13. a) k=1.
e, x>0
b) fx(x) = { 0, outros valores de x

outros valores de y.

Como, fxy(x,y) =2ye " = fx(x) x fy(y), parax>0e 0 <y <1, e fyy(x,y) =0=fx(x) x
fr(y), para os restantes valores de x e y, conclui-se que as varidveis aleatérias X e Y sdo
independentes.

¢) P(X>2]Y =0.8)=P(X >2)=e2.

d) Como Y é uma v.a. continua entdo P[Y = 0.5] = 0.

2y, 0<y<l1

R2.14. a) E(X)=0.3,E(X?)=0.7, E(X?) =0.3 e Var(X) =0.61.

b b x Y‘ 0 ! ﬁ)D:|X_Y|:{0(A)L4 022 0214
-1 0.06 0.14
0 0.09 0.21
1 0.15 0.35
R2.15. a) Fr(y)= [’ fr(t)dt.
0 sey<9
FF(y)=< y—9 s9<y<10
1 se x > 10.

b) Como as varidveis aleatérias X e Y sdo independentes,
f(xvy) = fX(x) X fY(y)’ V(x,y) € R’
Portanto,
[ 2(x=9), 9<x<10e9<y<10
floy) = { 0, outros valores de (x,y).
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¢) PO<X <9.59<Y <9.5 = 0.125.
d) PIX <¥]=1/3.
R2I7. a) a=0.1;c=0.1:5=02.
12
®) XW—I)_{ 1/5 4/5.
R2.19.  a) 0.667.
b) 750 g.
c) ~ 1.
R220. a) k=1

b) f(X/y:I):{ 3<1—x> 25&31

¢) Sim
d) p =prob. de a producio ser superior a 800 kg
p=fos2(1—x)dx=0.04
X — n2 de empresas naquelas condigdes X — B(20;0.04)
PX >5]=1—P[X <4|
R221.  a) 30%.
b) ~0.977.

R2.22. a) 0.0498.
b) 0.0592.
c) 0.144.
d) 0.449.

R2.23. a) média =3; variancia =0.6.
b) 0.004.
c) 0.9667.

R2.25. a) 0.27.
b) E[X] =0.4 Var(X)=0.0592.
¢) ~0.0918.
d) 0.037.
e) 1) 0.61; ii) 0.475.

R2.26. a) Diametro médio dos frutos: 9.4 cm; 24.8% e 45.2% de frutos C1 e C2, respectivamente.
b) 0.58.
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c)
Categorias  P(C;) P(Mau/C;)

Ci 0.25 0.10
G 0.45 0.08
G 0.30 0.02.

Entdo P(Mau)= 0.067.

R2.28. a) P[X >800] ~0.449329

b) 0.449329
c) ~0.4207
(1—e*?) x>0
R2.29. a) F(x)=
0 x<0
b) 0.472

¢) P[X >2.0|X > 0.5] = 0.472

d) Y - n%de pecas para as quais o tempo de execucdo é > 1.5 horas;
Y ~ B(6;0.472); P[Y = 0] = 0.0216.

e) ~0.9772

R2.30. a) 0.9773
b) 0.9773
c) Deve pedir-se 379.11 euros

R2.32. a) R(t)=—f(r)
b) i) 1403.69 horas
i) 0.95
iii) ~0.1611
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3.1.

3.2

3.3.

34.

3.5.

Capitulo 3 Introducao a Inferéncia Estatistica

Exercicios de Distribuicoes de Amostragem e de Estimadores

De uma populagdo normal de média 8 e desvio padrdo 4, extraiu-se uma amostra aleatéria de
dimensdo 100.

a) Qual a probabilidade de a diferenga, em valor absoluto, entre a média da amostra e a média
da populacdo ser superior a 0.5?

b) Se a populacio ndo fosse normal, qual seria essa probabilidade? Justifique.

(Exame 12.01.2009) O peso médio dos individuos duma certa espécie de bivalves é 31 g e o res-
pectivo desvio padrdo é 2.4 g. Recolhe-se uma amostra aleatéria de 100 individuos desta espécie.

a) Qual a probabilidade, aproximada, de a média da amostra ser inferior a 30 g?

b) Qual a probabilidade, aproximada, de o peso total da amostra ser superior a 3150 g?

Mediu-se o comprimento (em cm) de 25 coelhos adultos de uma dada raga escolhidos aleatoria-
mente. A média da amostra foi 56.2 cm e o desvio padrdo 4 cm. Admita que a populagdo dos
comprimentos dos coelhos adultos daquela raca € bem modelada por uma distribui¢do normal.

a) Indique estimativas para a média e o desvio padriao da populagio.

b) Usando as estimativas da alinea anterior como os parametros da populacdo, determine a
probabilidade de o comprimento de um coelho adulto daquela raga, escolhido ao acaso, ser
superior a 57 cm.

¢) Chama-se erro padrdo da média amostral, X, a uma estimativa do desvio padrdo da v.a. média
da amostra. Com base nos resultados obtidos, determine o erro padrdo da média amostral?

Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicdo de Bernoulli de pardmetro p desconhecido e
(X1,X2,X3) uma amostra aleatdria associada a esta varidvel.

a) Quais as propriedades da amostra aleatéria (X, Xz,X3)?

b) Sugerem-se os dois estimadores para p, P, =X e P, = (X} +2X, + X3) /4. Determine o valor
esperado de cada um dos estimadores? Interprete.

¢) Analise os estimadores quanto a sua variancia. Qual dos dois estimadores considera que deve
ser escolhido para estimar p? Justifique.

d) Procedeu-se a recolha de uma amostra, nas condicdes do enunciado, tendo-se obtido os va-
lores (0, 1,0). Obtenha duas estimativas para p.

Depois de fabricado e embalado, a actividade de um certo adubo segue aproximadamente uma
distribuicdo normal com p = 120 dias e o = 40 dias.

Pretende-se enviar um lote de embalagens do referido adubo de modo que a actividade média
amostral (X) seja superior a 118 dias com probabilidade de 0.95. Qual o tamanho do lote a enviar?
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3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

Seja (X1, ..., X, ) uma amostra aleatéria de tamanho n proveniente de uma popula¢do X com distribui¢ao
U(0,1). Exprima, em fungdo de n, a probabilidade, aproximada, de X ser superior 0.9.

Uma amostra aleatéria de dimens@o 50, (X, ..., Xs), € extraida de uma populagio de Poisson com
A = 10. Recorra a distribui¢io normal para calcular um valor aproximado de P(X > 11).

Seja X1,Xa, . .., X, uma amostra de varidveis aleatdrias independentes e com a mesma distribui¢ao,
de valor médio y e varidncia 62. Considere os seguintes estimadores de i e 62, respectivamente,

1
Xi € 52:
n—1~*

1

-

Il
—_

X =

S =

n p—
(X;—X)2.
i =1
a) Prove que E[X]| = u e Var[X] = 6?/n.
b) Prove que

Y ()P = Y (X 4 (X — )2
i=1 =1

¢) Usando os resultados das alineas anteriores, mostre que E[S?] = 6.

(Exame 31.01.2011) Considere a amostra aleatdria X1, X>, ..., X0, retirada de uma populagao X
para a qual se tem E[X] = 0.5 e Var[X] = 0.0625. Considere a varidvel aleatéria S = ¥’} 20 X;.

a) Defina “amostra aleatéria”.

b) Determine o valor esperado e a variancia de S. Justifique convenientemente.

¢) Determine, aproximadamente, P[S < 45].
(Exame 17.01.2011) Seja X1,X>,...,X, uma amostra aleatéria de dimensao n, proveniente de uma

populagiio X com valor médio u e varidncia 2. Seja X a média da amostra aleatdria.

Responda, justificando convenientemente, se sdo verdadeiras ou falsas as afirmagdes nas seguin-
tes alineas.

&) X ~ A (u,0/ ).

b) E[u] =X.
¢) Se X — Bernoulli(p) entdo nX —~ Binomial(n, p).

Seja X1,X,...,X, uma amostra aleatéria de dimens@o n, proveniente de uma populagdo com
distribui¢ao de Bernoulli de pardmetro p, desconhecido. Considere av.a. ¥ =Y | X;.

a) Caracterize, justificando, a distribuicdo da v.a. Y.

b) Seja P=Y /n. Mostre que P é um estimador centrado de p.

(29 Teste 12.01.2015) Seja (X, ..., X,) uma amostra aleatéria de dimensdo n proveniente de uma
populagio X de valor médio p e varidncia 62. Seja X a média associada aquela amostra aleatdria.

a) 1) Defina “amostra aleatéria de dimensao n”.
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ii) Determine Cov(X;,X) em fungdo da variancia de X e da dimensdo da amostra.

- . . - 2y i X
b) Considere os seguintes estimadoresde u: X e T =————.
n(n+1)

i) Mostre que ambos sdo estimadores centrados de U.

i1) Determine a variancia de cada um dos estimadores.
n(n+1) u

. ,2_n(n—|—1)(2n+1)
2 =

0= .

Nota: Tenhaem contaque )/ i = G
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3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

Exercicios de Intervalos de Confianca e
Testes de Hipoteses

Seja X uma populacio com distribui¢do normal, de média u e desvio padrao o=2. Uma amostra
aleatdria de dimensdo 25 foi extraida desta populagdo, tendo-se obtido x = 78.3.

a) Calcule o intervalo de confianca a 99% para .
b) Qual o erro méximo cometido (a 99% de confianca) ao estimar y por x =78.3?

¢) Qual deverd ser a dimensdo da amostra para que o erro maximo cometido, a 99% de confianga,
ao estimar U por X , ndo exceda 0.1?

Para avaliar a tensdo maxima suportada por uma barra de aco testaram-se n barras tendo-se obtido,
nas unidades adequadas, X,, = 20 e para extremo superior do intervalo de confianca a 95% para o
verdadeiro valor médio da tensao obteve-se 21.7. Sabendo que se admite que a tens@o suportada
por uma barra de aco € uma v.a. normal com desvio padrdo o = 3, determine o extremo inferior
do intervalo de confianca e a dimensao n da amostra.

Uma empresa de peixe congelado estd a ser investigada com o objectivo de se verificar se cada
embalagem pesa de facto 1 kg em média. Numa amostra aleatéria de 100 embalagens de peixe
registou-se o peso (kg) de cada embalagem, x; (i = 1,...,100), tendo-se obtido os seguintes valo-

res:
100 100

Y xi=959kg Y x=93.12kg’
i=1 i=1

a) Indique uma estimativa para a média e para a variancia do peso de uma embalagem de peixe.

b) O que pode dizer sobre o resultado da investigagao? Justifique convenientemente, especifi-
cando as hipéteses que necessitou de considerar.

c) Determine, explicitando as hipéteses necessdrias, um intervalo a 95% de confiancga para a
variancia do peso de uma embalagem de peixe.

O grau de acidez do azeite produzido em certa regido supde-se ter distribui¢cdo normal. Uma
amostra da produ¢do de dimensdo 25 conduziu a uma acidez média de 1 grau e a um desvio
padrdo de 0.33 graus.

a) Face a estes valores, alguém sugeriu o intervalo ]0.815; 1.185[ para o valor esperado da
acidez. Qual o nivel de confianga associado a este intervalo?
b) Para o nivel de confianca determinado na alinea anterior, qual o erro mdximo cometido ao

estimar o verdadeiro valor médio da acidez por 1 grau?

Numa amostra de 16 elementos, que se supde ter sido retirada de uma populacdo com distribuicao
normal, o desvio padrao obtido foi de 5.2.
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a) Foi calculado um intervalo de confianga para a média populacional tendo-se obtido |24.2297;29.7703|.
Indique justificando:
1) Qual a média da amostra;

ii) Qual o grau de confianca do intervalo calculado.

b) Qual o intervalo de confianga a 95% para a variancia populacional?

3.18. (Exame 31.01.2012) Um silvicultor sabe que a altura das 4rvores para madeira é importante para
os compradores. Afirmou a um comprador que a altura média das suas arvores era 28 metros. O
comprador fechou negécio, mas aquando do abate escolheu ao acaso 65 drvores e mediu as alturas.
Obteve Y93, x? = 43959.32 m?, onde x; designa a altura de cada drvore seleccionada.

O comprador obteve o seguinte intervalo de confianca para a altura média, em metros:

]25.1538; 26.5462].

a) Calcule uma estimativa para a altura média das arvores daquela floresta.
b) Determine a confiancga do intervalo dado acima.
¢) Considera que o comprador tem razio para reclamar? Justifique.
d) Pretende-se construir um intervalo de confianga para a variancia da altura das arvores.
i) Indique o estimador da variancia usado na construcio deste intervalo, apresentando a
sua expressao.

i1) Com base nos resultados fornecidos construa o intervalo de confianga a 95% para a
variancia das alturas, indicando o(s) pressuposto(s) necessario(s).

3.19. Suponha que o rendimento de um pé de tomateiro expresso em kg é uma varidvel aleatéria com
distribuicdo normal de valor médio 1 kg. Numa parte da produgao foi utilizado um novo fertili-
zante. Observada uma amostra de 10 pés de tomateiro da parte da producdo em que foi utilizado o
novo fertilizante obtiveram-se os seguintes resultados:

1.375 1223 1.773 1.752 0.779 1407 1.068 1.633 1.201 1.042

expressos em kg. Que decisdo se deverd tomar perante estes resultados, face ao novo fertilizante?

3.20. Um processo de determinacdo do contetido de enxofre de um determinado produto forneceu os
seguintes resultados:

1.12 1.10 1.08 1.06 1.08 1.14 1.10 1.11 1.14

a) Encontre um intervalo de confianga a 95% para o verdadeiro contetido médio de enxofre,
apresentando as hipéteses a fazer sobre a populagdo que achar convenientes.

b) De acordo com certas normas, o contetido de enxofre niao deve ter um desvio padrio superior
a 0.02. Acha que a amostra recolhida permite afirmar que o produto estd dentro das normas?
Justifique convenientemente a resposta.

¢) De uma outra fabrica que produz idéntico produto recolheu-se uma mostra de 20 elementos
que proporcionou um desvio padrao de 0.085. Pode concluir que a variabilidade do contetido
de enxofre é, nesta fabrica, trés vezes superior a da outra?
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3.21. (Exame 28.01.2013) Pretende-se comparar dois antibiéticos A e B usados para o tratamento de um
certo tipo de infec¢do em bovinos. Escolhem-se ao acaso dois grupos de bovinos doentes: a um
grupo € administrado o antibidtico A e ao outro o antibiético B, registando-se o tempo (h) até os
sintomas desaparecerem.

a) Considere a v.a. X, de valor médio u e varidncia 62 desconhecidos, que designa o tempo
até os sintomas desaparecerem no grupo de bovinos a que se aplica o antibidtico A. Seja
(X1,...,X10) uma amostra aleatéria retirada de X. Sugerem-se dois estimadores para i,

X +3Xi0

Tl = Y [ T2 4 s

com X média da amostra aleatdria.

1) Defina “amostra aleatéria de dimensao 10”.
ii) Mostre que T} e 7> sdo estimadores centrados de [l e obtenha as respectivas variancias.

iii) Qual dos dois estimadores deve ser escolhido para estimar p? Justifique.

b) Os resultados obtidos pela aplicagdo dos dois antibiéticos foram introduzidos no software
@®. Utilize, sempre que possivel, os resultados apresentados no Anexo para responder as
pre que p p p p
seguintes questoes.

i) Com base nos dados recolhidos indique estimativas para o tempo médio no caso de
aplicacdo do antibidtico A, associadas aos estimadores dados em a).

ii) Face aos resultados obtidos poder-se-a concluir que o antibidtico A € mais lento do que
o antibidtico B no desaparecimento dos sintomas da infec¢do? Explicite e valide os
pressupostos necessarios a resolugdo do problema.

Anexo

> A<-c(49.5,48,52.5,46.5,52,48.5,40,50.5,46,46.5)
> B<-c(47.5,48.5,40.5,43.5,49,43,42,45,48.5,40)

> var (A) > var (B) > var (A-B)
[1] 13.05556 [1] 11.84722 [1] 19.29167

> shapiro.test (A)

Shapiro-Wilk normality test
data: A
W = 0.9189, p-value = 0.3481

> shapiro.test (B)

Shapiro-Wilk normality test
data: B
W = 0.9009, p-value = 0.2244

> shapiro.test (A-B)
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Shapiro-Wilk normality test
data: A - B
W = 0.9482, p-value = 0.6474

> var.test (A, B)
F test to compare two variances
data: A and B
F =1.102, num df = 9, denom df = 9, p-value = 0.8873
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.2737195 4.4366172

sample estimates:
ratio of variances

1.101993

> t.test (A,B,paired=T,alternative="two.sided")
Paired t-test
data: A and B
t = 2.3399, df = 9, p-value = 0.04403
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.1079894 6.3920106
sample estimates:
mean of the differences
3.25

> t.test (A,B,paired=T,alternative="1ess")
Paired t-test
data: A and B
t = 2.3399, df = 9, p-value = 0.978
alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:
-Inf 5.796092
sample estimates:
mean of the differences
3.25

> t.test (A,B,paired=T,alternative="greater")
Paired t-test
data: A and B
t = 2.3399, df = 9, p-value = 0.02201
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:
0.703908 Inf
sample estimates:
mean of the differences
3.25

> t.test (A,B,paired=F,var.equal=T,alternative="two.sided")
Two Sample t-test
data: A and B
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t = 2.0595, df = 18, p-value = 0.05421
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.06538397 6.56538397
sample estimates:
mean of x mean of y
48.00 44.75

> t.test (A,B,paired=F,var.equal=T,alternative="1less")
Two Sample t-test

data: A and B
t = 2.0595, df = 18, p-value = 0.9729
alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:

-Inf 5.986459
sample estimates:
mean of x mean of y

48.00 44.75

> t.test (A,B,paired=F,var.equal=T,alternative="greater")
Two Sample t-test

data: A and B
t = 2.0595, df = 18, p-value = 0.02711
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:

0.5135412 Inf

sample estimates:
mean of x mean of y

48.00 44.75

3.22. (Exame 25.01.2016) Um investigador estd interessado em avaliar, numa dada regido, a produgao
por macieira de duas variedades de maca: Gala e Golden. Para essa finalidade, foram registadas
as produgdes, em kg, de 10 macieiras de cada uma das variedades de mac¢a em estudo. Os dados
foram introduzidos no software @. No ANEXO apresentam-se resultados de comandos, alguns
inadequados. Responda, de forma completa, as seguintes questdes utilizando os resultados do
Anexo.

a) Indique uma estimativa para o valor médio da producdo da variedade Gala. Qual é o erro
maximo, a 95% de confianca, que se comete ao estimar i pela estimativa indicada?

b) Conjectura-se que as variabilidades das producdes das duas variedades sdo iguais. Serd esta
conjectura compativel com os dados obtidos?

¢) Com base nos valores obtidos poder-se-a concluir que a produ¢ido média da variedade Golden
¢ significativamente superior a producdo média da variedade Gala?

ANEXO
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> gala<-c(84,82,90,86,80,91,85,79,81,82)
> golden<-c(95,102,85,93,104,89,98,99,107,106)

> var (gala); var (golden); var (gala—-golden)
[1] 16.44444
[1] 53.51111
[1] 121.2889

> shapiro.test (gala); shapiro.test (golden); shapiro.test (gala-golden)

Shapiro-Wilk normality test Shapiro-Wilk normality test
data: gala data: golden
W = 0.9241, p-value = 0.3922 W = 0.9573, p-value = 0.7546

Shapiro-Wilk normality test
data: gala - golden
W = 0.9014, p-value = 0.2269

> var.test (gala,golden)
F test to compare two variances

data: gala and golden
F = 0.3073, num df = 9, denom df = 9, p-value = 0.09365
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.0763312 1.2372241
sample estimates:
ratio of variances
0.307309

> t.test (gala,golden,paired=T)

Paired t-test

data: gala and golden
t = -3.9625, df = 9, p-value = 0.003292

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:

-21.678314 -5.921686

sample estimates:
mean of the differences

-13.8

> t.test (gala,golden,paired=F,var.equal=T)

Two Sample t-test
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data: gala and golden
t = -5.2176, df = 18, p-value = 5.811e-05

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:

-19.356752 -8.243248

sample estimates:
mean of x mean of y

84.0 97.8

> t.test (gala,golden,paired=F,var.equal=T,alternative="1less")

Two Sample t-test

data: gala and golden
t = -5.2176, df = 18, p-value = 2.906e-05
alternative hypothesis: true difference in means is less than 0
95 percent confidence interval:

-Inf -9.213556
sample estimates:
mean of x mean of y

84.0 97.8

> t.test (gala,golden,paired=F,var.equal=T,alternative="greater")

Two Sample t-test

data: gala and golden
t = -5.2176, df = 18, p-value = 1

alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:

-18.38644 Inf

sample estimates:
mean of x mean of y

84.0 97.8

3.23. (Exame 11.01.2016) Os rolamentos produzidos por uma empresa devem ter didmetro entre 150 e
160 mm (inclusive). Uma amostra de 35 rolamentos foi seleccionada aleatoriamente e os valo-
res observados foram introduzidos no software R. Utilize os resultados apresentados no Anexo e
responda, de forma completa, as seguintes questdes. (Note que alguns resultados podem nio ser
necessarios ou adequados).

a) Indique uma estimativa para o valor médio e para a varidncia do diametro dos rolamentos.
Explicite os estimadores associados.

b) Determine um intervalo de confianca a 95% para o valor médio dos diametros das pecas
produzidas?

¢) Poder-se-4 admitir que mais de 60% dos rolamentos produzidos pela empresa satisfazem o
exigido? Justifique.
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ANEXO

> diametro<-c (135, 154, 159, 155, 167, 159, 158, 159, 154, 155,
+ 152, 169, 154, 158, 140, 149, 145, 157, 151,154,168,153,151,
+ 160, 155, 155, 143,157, 139, 159, 139, 159, 162, 151, 150)
> sort (diametro)
[1] 135 139 139 140 143 145 149 150 151 151 151 152 153 154 154 154 154 155
[19] 155 155 155 157 157 158 158 159 159 159 159 159 160 162 167 168 169

> mean (diametro) >var (diametro)
[1] 153.8571 [1] 63.2437

> shapiro.test (diametro)
Shapiro-Wilk normality test

data: diametro
W = 0.9476, p-value = 0.09577

> t.test (diametro)
One Sample t-test

data: diametro
t = 114.4572, df = 34, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true mean is not equal to 0
95 percent confidence interval:

151.1253 156.5890

sample estimates:
mean of x

153.8571

> t.test (diametro,mu=160,alternative="1ess")
One Sample t-test

data: diametro
t = -4.5698, df = 34, p-value = 3.080e-05
alternative hypothesis: true mean is less than 160
95 percent confidence interval:
-Inf 156.1301

sample estimates:
mean of x

153.8571

3.24. Num estudo sobre o nimero de folhas por planta de tabaco, obtiveram-se os seguintes dados:

n? defolhas | 17 18 19 20 21 22 23 24
n(—’deplantas‘ 3 22 44 42 22 10 6 1

a) Indique a unidade estatistica e a varidvel em estudo.
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b) Determine a média e a mediana da amostra. Compare-as e comente.

¢) Com base nesta amostra poder-se-4 afirmar que 90% das plantas de tabaco tém 21 ou menos

folhas? Justifique.

3.25. (Exame 7.10.2010) Duas marcas de chocolate (A e B) produzem chocolate rotulado “70% de ca-
cau”. Seleccionaram-se aleatoriamente 15 chocolates de cada uma das marcas, que foram analisa-
dos quanto ao teor de cacau. Os resultados foram introduzidos no software @. Utilize, sempre que
possivel, os resultados apresentados abaixo para responder as seguintes questdes (alguns calculos

apresentados sdo desnecessarios ou inadequados).

a) Conjectura-se que as variabilidades do teor de cacau dos chocolates das duas marcas sdo
diferentes. Serd esta conjectura compativel com os dados obtidos? Explicite e valide os

pressupostos necessarios a resolugdo do problema.

b) Indique estimativas para o valor esperado do teor de cacau dos chocolates de cada uma das

marcas.

¢) Os dados recolhidos evidenciam que o teor médio de cacau do chocolate da marca A € sig-
nificativamente superior ao da marca B? Explicite e valide os pressupostos necessarios a

resolu¢ao do problema.

d) O produtor de chocolate da marca A afirma que o teor médio de cacau do seu chocolate é su-
perior a 70%. O que pode dizer sobre a afirmac¢ao do produtor? Justifique convenientemente.

Especifique as hip6teses nula e alternativa de um teste de hipdteses que permita averiguar a
validade desta afirmacao.

[1] 72.8 69.6 70.0
[12] 75.4 72.1 70.4

[1] 69.8 71.3 67.3
[12] 73.1 70.6 68.5

> var (A)
[1] 4.483143

> shapiro.test (A)

Shapiro-Wilk normality test

data: A
W = 0.9066, p-value =

> shapiro.test (A-B)

Shapiro-Wilk normality test

data: A - B
W = 0.9754, p-value =

> var.test (A, B)

73

68.

.3 69.8 71.1 71.0 71.0 71.0 76.3 71.3

6

69.4 67.7 67.9 70.7 70.5 70.2 71.4 71.6

70.

0.1199

0.9283

2

> var (B)
[1]

> var (A-B)
[1] 3.643810

> shapiro.test (B)
Shapiro-Wilk normality test
data: B

W = 0.9613, p-value = 0.7144
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F test to compare two variances

data: A and B
F =1.7131, num df = 14, denom df = 14, p-value = 0.3254
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.5751437 5.1026658
sample estimates:
ratio of variances

1.713116

> t.test (A,B,paired=T,alternative="1ess")
Paired t-test
data: A and B
t = 3.1787, df = 14, p-value = 0.9967
alternative hypothesis: true difference in means is less than 0
95 percent confidence interval:
-Inf 2.434763

sample estimates:
mean of the differences

1.566667

> t.test (A,B,paired=T,alternative="greater")
Paired t-test
data: A and B
t = 3.1787, df = 14, p-value = 0.003349
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:
0.6985701 Inf
sample estimates:
mean of the differences
1.566667

> t.test (A,B,paired=F,var.equal=T,alternative="1less")
Two Sample t-test
data: A and B
t =2.2771, df = 28, p-value = 0.9847
alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:
-Inf 2.737039

sample estimates:
mean of x mean of y

71.58000 70.01333

> t.test (A,B,paired=F,var.equal=T,alternative="greater")
Two Sample t-test

data: A and B

t = 2.2771, df = 28, p-value = 0.01531
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alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:
0.3962939 Inf
sample estimates:
mean of x mean of y
71.58000 70.01333

3.26. Para decidir se deveria ou ndo lancar um novo produto no mercado, uma empresa de bens alimen-
tares fez um inquérito em 10 supermercados do Sul e 20 do Norte do pais, acerca do nimero de
unidades X do referido produto que estes esperam poder vender semanalmente. Obtiveram-se os
seguintes resultados:

| Yx Yt
Sul 1000 102550
Norte | 1200 75950

a) Determine estimativas para o valor médio e para a varidncia do ndmero de unidades que os
supermercados do Sul e do Norte esperam vender.

b) “Embora a média de vendas difira significativamente no Norte e Sul, a variabilidade das ven-
das € praticamente igual”. Critique fundamentadamente a afirmagao anterior, justificando.

3.27. A fim de investigar os efeitos de ambientes nitrosos e de ambientes fosfatados no desenvolvimento
de colonias de bactérias, contaminam-se 10 plaquetas envolvidas em cada um daqueles ambientes
com as bactérias em estudo, e deixa-se incubar durante 24 horas. Apds esse tempo, procede-se
a contagem do nimero de colénias de bactérias em cada plaqueta, tendo-se obtido os seguintes
resultados:

Ambiente nitroso ‘ 60 47 12 29 51 46 49 74 63 101
Ambiente fosfatado ‘ 8 46 21 13 58 33 20 46 31 38

Investigue a hipdtese de o tipo de ambiente ndo influir no desenvolvimento das colénias de bactérias.
Responda de forma completa a questio.

3.28. Numa Estagdo Florestal estudam-se problemas de intercepg¢ao de precipitagdo. Nesse sentido em
12 dias de chuva (suponha que se trata de uma amostra aleatéria de dias com precipita¢do) sio
colocados dois udémetros para medir a quantidade de precipitacdo: um numa zona desarborizada
e outro sob as copas das drvores. As leituras da quantidade de 4gua em cada udémetro (medidas
em cm de altura) deram os seguintes valores (cada coluna corresponde a um dia):

zona descoberta ‘ 587 130 234 282 589 909 193 927 465 435 500 843

sob coberto ‘4.96 1.14 224 226 475 7.83 186 885 4.17 3.65 4.08 799

a) Estime a precipitacdo média na zona desarborizada e na zona sob coberto.

b) Serd admissivel supor que a 95% de confianca as precipitacdes médias nos dois casos sao
iguais? Explicite as hipdteses necessdrias a resolucdo desta questo.
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¢) Tendo em conta que, pela prépria natureza do problema, o nivel de precipitacdo sob coberto
ndo deverd ser superior ao nivel da correspondente precipitacdo a descoberto, indique um
procedimento estatistico mais adequado para avaliar se existem diferencas significativas nos
dois casos.

3.29. Pretende-se testar se a propor¢cao de ulmeiros afectados pela grafiose € idéntica em duas zonas A
e B. Na zona A foi recolhida uma amostra aleatéria de 30 ulmeiros e verificou-se que 20 estavam
afectados pela grafiose. Na zona B recolheu-se uma amostra de 35 ulmeiros e verificou-se que 27
estavam afectados pela grafiose. Que conclusio se pode tirar ao nivel de significancia de 0.05?

3.30. Diga, justificando, se cada uma das afirmacdes seguintes é verdadeira ou falsa:

a) Num teste de hipéteses Hy : L =0 vs. H; : 4 # 0 em que se obteve um p-value = 0.034, ndo
se rejeita a hipdtese de a média populacional ser nula com um nivel de significancia de 0.01.

b) Se ]2.15;3.24[ é um intervalo de confianga a 95% para ¢? entdio a probabilidade de o2
pertencer a este intervalo € igual a 0.95.

3.31. E desencadeado um programa de controlo da polui¢io de um rio em que sio efectuadas medicdes,
antes de lancar a campanha antipoluicdo e um ano apds. As medi¢des sdo combinagdes de varios
indices; quanto maior for o valor resultante maior € a polui¢do. Obtiveram-se os seguintes resulta-
dos:

Ponto de controlo ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Antes da campanha | 68 88 101 82 96 74 65 74 52 99
Um ano apds 67 87 90 76 98 69 68 65 59 70

Serd que a campanha antipolui¢do reduziu de facto a poluicdo? Explicite e verifique todas as
hipdteses necessdrias a resolugao do problema, justificando convenientemente.

3.32. (Exame 31.01.2011) Para comparar dois tipos de maquina de ceifar (segadeiras) quanto a sua
eficiéncia, foram seleccionadas ao acaso 9 searas tendo sido cada uma dividida em dois lotes. Em
cada seara uma das segadeiras foi atribuida ao acaso a um dos lotes, ficando a outra para o outro
lote.

A eficiéncia € avaliada num intervalo de valores de O (eficiéncia minima) a 10 (eficéncia maxima).
Os valores registados relativos a eficiéncia de cada segadeira foram introduzidos no software @.
Responda as seguintes questdes utilizando os resultados de alguns dos comandos apresentados
abaixo.

a) Indique uma estimativa da eficiéncia média de cada uma das segadeiras.

b) Calculou-se um intervalo a 95% de confianga para a variancia da eficiéncia da segadeira 1,
tendo-se obtido ]0.5144;4.1381[. Qual o valor observado para a varidncia da segadeira 1?

c) Serd que a segadeira 1 € mais eficiente do que a segadeira 2?7 Justifique convenientemente
indicando e validando as condi¢des necessdrias a resolucdo.

# segl designa os valores observados de eficiéncia da segadeira 1
# seg2 designa os valores observados de eficiéncia da segadeira 2

VvV Vv
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> mean (segl) > mean (seg2) > var (seg2) > var (segl-seg2)

[1] 7.4 [1] 6.488889 [1] 0.5861111 [1] 0.6761111

> shapiro.test (segl) > shapiro.test (seg2)
Shapiro-Wilk normality test Shapiro-Wilk normality test

data: segl data: seg2

W = 0.8848, p-value = 0.1762 W = 0.9105, p-value = 0.3193

> shapiro.test (segl-seg2)
Shapiro-Wilk normality test

data: segl - seg2

W = 0.9648, p-value = 0.8472

> t.test (segl, seg2,paired=T,alternative="two.sided")
Paired t-test
data: segl and seg2
t = 3.3242, df = 8, p-value = 0.01047
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.2790663 1.5431559
sample estimates:
mean of the differences
0.9111111

> t.test (segl,seg2,paired=T,alternative="greater")
Paired t-test
data: segl and seg2
t = 3.3242, df = 8, p-value = 0.005237
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:
0.4014339 Inf
sample estimates:
mean of the differences
0.9111111

> t.test (segl,seg2,paired=T,alternative="1less")

Paired t-test
data: segl and seg2
t = 3.3242, df = 8, p-value = 0.9948
alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:

-Inf 1.420788
sample estimates:
mean of the differences
0.9111111
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> t.test (segl, seg2,paired=F,alternative="two.sided")
Welch Two Sample t-test

data: segl and seg2
t = 2.088, df = 14.548, p-value = 0.05482

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:

-0.02147036 1.84369258

sample estimates:
mean of x mean of y

7.400000 6.488889

> t.test (segl,seg2,paired=F,alternative="greater")
Welch Two Sample t-test

data: segl and seg2
t = 2.088, df = 14.548, p-value = 0.02741
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:

0.1446037 Inf

sample estimates:
mean of x mean of y

7.400000 6.488889

> t.test (segl,seg2,paired=F,alternative="1less")
Welch Two Sample t-test
data: segl and seg2
t = 2.088, df = 14.548, p-value = 0.9726
alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:
-Inf 1.677619

sample estimates:
mean of x mean of y

7.400000 6.488889

3.33. (Teste 17.01.2011) Uma méquina de ensacar estd regulada para encher sacos com 16 kg de acticar.
Para controlar o seu funcionamento escolheram-se, aleatoriamente, 15 sacos, que foram pesados.
Os valores obtidos foram introduzidos no software @. Responda as seguintes questdes utilizando,
sempre que possivel, os resultados dos comandos apresentados.

a) Indique uma estimativa para o peso médio e para a variancia do peso de cada saco.

b) Foi calculado um intervalo de confianga para a variancia do peso de cada saco, 62, tendo-se
obtido |0.01368 ; 0.04931].

1) Qual o estimador que foi utilizado na construcio do intervalo?

ii) Determine o nivel de confianca do intervalo dado.

¢) Que conclusdo pode tirar quanto a regulacdo da maquina? Justifique convenientemente, in-
dicando e validando os pressupostos necessarios a sua resposta.
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> peso
[1]16.1 15.8 15.9 16.1 15.8 16.2 16.0 15.9 16.0 15.7 15.8 15.7 16.0 16.0 15.8

> mean (peso) > shapiro.test (peso)

[1] 15.92 Shapiro-Wilk normality test
data: peso

> var (peso) W = 0.9377, p-value = 0.3544

[1] 0.0231428¢6

3.34. Um endlogo pretende avaliar a acidez total de um vinho. Para isso selecciona aleatoriamente 20
garrafas de vinho na adega e mede a acidez através do método cléssico e de um dispositivo de
titulacdo automadtica. Alguns resultados das andlises, em g/1, foram:

garrafa | 1 2 3 - 18 19 20
método classico | 4.8 34 25 .- 29 54 2.1
titulagdo automdtica | 6.1 5.1 2.1 --- 45 39 15

Os dados foram introduzidos no software @®. Abaixo apresentam-se resultados de comandos,
alguns inadequados. Responda as seguintes questdes utilizando os resultados apresentados abaixo.

a) De acordo com a legislacdo em vigor um vinho de mesa devera ter uma acidez total superior
a 3.5 g/l. Com base nos resultados das andlises efectuadas pelo método classico, o endlogo
podera concluir que o seu vinho cumpre os requisitos de acidez impostos pela legislagao?
Explicite e valide os pressupostos necessarios a resolu¢do do problema.

b) Com base nos valores obtidos poder-se-a concluir que os dois métodos de anélise da acidez
total do vinho t&€m resultados significativamente diferentes? Explicite e valide os pressupos-
tos necessdrios a resolugcdo do problema.

> classico
[1] 4.8 3.4
[16] 5.1 4.0

> automatico

N
(€]
w
o

4.3 3.6 3.5 3.5 4.0 3.6 6.3 3.0 3.1 3.7 2.8
2.1

N
O
(@)
S

[11] 6.1 5.1 2.1 4.9 6.6 4.0 4.5 1.0 4.7 3.5 8.2 3.9 3.6 4.5 3.5
[16] 6.3 4.7 4.5 3.9 1.5
> var (classico) > var (automatico) > var (classico—-automatico)
[1] 1.040105 [1] 2.887868 [1] 1.326605
> shapiro.test (classico) > shapiro.test (automatico)
Shapiro-Wilk normality test Shapiro-Wilk normality test
data: classico data: automatico
W = 0.951, p-value = 0.3827 W = 0.9625, p-value = 0.5959

> shapiro.test (classico—-automatico)
Shapiro-Wilk normality test
data: classico - automatico
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W = 0.9163, p-value = 0.08413

> t.test (classico,mu=3.5)
One Sample t-test
data: <classico
t =1.184, df = 19, p-value = 0.2510
alternative hypothesis: true mean is not equal to 3.5
95 percent confidence interval:
3.292693 4.247307

sample estimates:
mean of x

3.77

> t.test (classico,mu=3.5,alternative="greater")
One Sample t-test
data: classico
t =1.184, df = 19, p-value = 0.1255
alternative hypothesis: true mean is greater than 3.5
95 percent confidence interval:
3.375677 Inf

sample estimates:
mean of x

3.77

> t.test (classico,mu=3.5,alternative="1ess")
One Sample t-test

data: <classico
t =1.184, df = 19, p-value = 0.8745
alternative hypothesis: true mean is less than 3.5
95 percent confidence interval:

-Inf 4.164323
sample estimates:
mean of x

3.77

> t.test (classico,automatico,paired=FALSE, var.equal=TRUE)
Two Sample t-test
data: classico and automatico
t = -1.32, df = 38, p-value = 0.1947
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
-1.4821486 0.3121486

sample estimates:
mean of x mean of y

3.770 4.355

> t.test (classico,automatico,paired=TRUE)
Paired t-test

data: classico and automatico

t = -2.2714, df = 19, p-value = 0.03493
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alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
-1.12405128 -0.04594872
sample estimates:
mean of the differences
-0.585

3.35. 10 pessoas asmaticas participaram numa experiéncia destinada a estudar o efeito de um novo
tratamento da funcdo pulmonar. Durante 1 segundo registou-se o volume de ar expirado (em
litros) antes e depois da aplicacdo do tratamento. Os resultados obtidos foram os seguintes:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Antes 1.69 277 1.00 1.66 0.85 142 282 258 198 2.02
Depois 2.69 222 3.07 335 274 3.61 514 244 225 341

Nota: Para responder a esta pergunta utilize, sempre que possivel, resultados que lhe sao
apresentados no Anexo.

a) Determine um intervalo a 99% de confianca para o volume médio de ar expirado por uma
pessoa antes da aplicacdo do tratamento. Indique e valide os pressupostos necessarios a sua
resolucao.

b) Qual € o erro maximo cometido ao usar a média da amostra para estimar o volume médio de
ar expirado por pessoa, com o nivel de confiancga da alinea anterior?

¢) Os dados recolhidos dao indicagdo de que o volume de ar expirado € superior apds o tra-
tamento? Justifique, indicando e validando os pressupostos necessarios a resolucdo desta
questao.

ANEXO

>antes<-c(1.69,2.77,1.00,1.66,.85,1.42,2.82,2.58,1.98,2.02)
>depois<-c(2.69,2.22,3.07,3.35,2.74,3.61,5.14,2.44,2.25,3.41)

> var (antes) ;var (depois)
[1] 0.4807433
[1] 0.7567511

> var (antes—-depois)
[1] 1.056112

> shapiro.test (antes)

Shapiro-Wilk normality test
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data: antes
W = 0.9402, p-value = 0.5558

> shapiro.test (depois)

Shapiro-Wilk normality test

data: depois
W = 0.8633, p-value = 0.08348

> shapiro.test (antes—-depois)

Shapiro-Wilk normality test

data: antes - depois
W = 0.8972, p-value = 0.2039

> t.test (antes,depois, paired=F,var.equal=T)

Two Sample t-test

data: antes and depois
t = -3.4482, df = 18, p-value = 0.002868
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-1.9520632 -0.4739368
sample estimates:
mean of x mean of y
1.879 3.092

> t.test (antes,depois,paired=F,var.equal=T,alternative="1ess")

Two Sample t-test

data: antes and depois
t = -3.4482, df = 18, p-value = 0.001434
alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:
—-Inf -0.6029904

sample estimates:
mean of x mean of y

1.879 3.092
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> t.test (antes,depois,paired=F,var.equal=T,alternative="greater")

Two Sample t-test

data: antes and depois
t = -3.4482, df = 18, p-value = 0.9986
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:

-1.823010 Inf

sample estimates:
mean of x mean of y

1.879 3.092

> t.test (antes,depois,paired=T)

Paired t-test

data: antes and depois
t = -3.7326, df = 9, p-value = 0.004679
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:

-1.9481531 -0.4778469

sample estimates:
mean of the differences

-1.213

> t.test (antes,depois,paired=T,alternative="1less")

Paired t-test

data: antes and depois
t = -3.7326, df = 9, p-value = 0.002339
alternative hypothesis: true difference in means is less than 0
95 percent confidence interval:
-Inf -0.6172772
sample estimates:
mean of the differences
-1.213

> t.test (antes,depois,paired=T,alternative="greater")

Paired t-test
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data: antes and depois
t = -3.7326, df = 9, p-value = 0.9977
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:
-1.808723 Inf
sample estimates:
mean of the differences
-1.213

3.36 Uma associagao de defesa de consumidores pretende publicar um estudo comparativo dos precos
de dois supermercados. Para isso seleccionou 20 produtos e registou os precos de cada um nos
supermercados A e B (em céntimos):

Produto 1 2 3 4 5 6 - 15 16 17 18 19 20
Super. A 202 201 560 253 384 332 ... 624 851 742 501 476 765
Super. B 185 187 516 239 349 295 ... 613 851 731 546 490 762

Utilize os resultados apresentados abaixo para responder as seguintes questoes.

a) Determine uma estimativa para a diferenga dos precos médios nos dois supermercados.

b) Com base nos dados recolhidos, o que pode afirmar relativamente aos precos médios prati-
cados pelos dois supermercados? Explicite e valide as hipéteses necessarias a resolucio do
problema.

[1] 202 201 560 253 384 332 549 722 153 676 804 535 472 335 624 851
[17] 742 501 476 765

[1] 185 187 516 239 349 295 552 667 132 676 745 529 460 316 613 851
[17] 731 546 490 762

> mean (A) > mean (B) > var (A) > var (B) > var (A-B)

[1] 506.85 [1] 492.05 [1] 46116.77 [1] 46454.68 [1] 568.379

> shapiro.test (A) > shapiro.test (B)
Shapiro-Wilk normality test Shapiro-Wilk ormality test

data: A data: B

W = 0.957, p-value = 0.4864 W = 0.9552, p-value = 0.4521

> shapiro.test (A-B)
Shapiro-Wilk normality test

data: A - B

W = 0.9514, p-value = 0.3889
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3.37 (Exame 27.01.2014) Uma empresa agricola pretende adquirir um gerador. Face a dois tipos de
geradores (que designamos por gerl e ger2), de precos semelhantes, quer decidir comparando
a producdo de energia eléctrica, em kWh, de cada um dos geradores. Recolheu uma amostra
de 25 observagdes da quantidade de energia eléctrica produzida por cada gerador, em diferen-
tes situagdes. Os dados foram introduzidos no software @. Considere os seguintes resultados
referentes ao gerador tipo 1:

>var (gerl); mean(gerl) >shapiro.test (gerl)
[1] 18.90528 Shapiro-Wilk normality test
[1] 9.6056 data: gerl

W = 0.9514, p-value = 0.2698

a) Indique uma estimativa da variancia da producdo de energia eléctrica do gerador 1. Explicite
o estimador que lhe estd associado.

b) Poder-se-a considerar que a variancia da producdo de energia eléctrica no gerador 1 € superior
a 15(kWh)?? Justifique convenientemente a sua resposta.

c) Para obter um intervalo de confianga a 95% para a diferenga entre as producdes médias de
energia eléctrica dos geradores 1 e 2, usou-se o comando do R que se apresenta de seguida e
respectivo resultado (no qual trés valores foram substituidos por 2??2?):

>t .test (gerl,ger2,paired=?7??,var.equal=T)
Two Sample t-test

data: gerl and ger?2

t = -0.6632, df = ?2?2?? , p-value = 0.5104

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:

-3.009280 1?7?27

sample estimates:
mean of x mean of y

9.6056 10.3520

1) Qual a diferenca entre as médias observadas para a producdo de energia eléctrica dos
dois geradores? Qual o erro mdximo que se cometeria, a 95% de confianca, ao identificar
esta diferenca com a verdadeira diferenca entre as producdes médias de energia eléctrica
dos geradores?

iii) Que pressupostos deverdo ser verificados para construir o intervalo de confianga dado
no output?
— O que pode afirmar, a 95% de confianca, sobre a diferenca entre as produgdes médias de
energia eléctrica dos geradores?
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— A conclusido da alinea anterior seria alterada se considerasse uma confianca de 99%?
Justifique.

3.38 (Exame 26.01.2015) Para estudar o peso de uma certa espécie de peixe, recolheram-se dados do
peso (g) de 15 peixes fémea e de 15 peixes macho. Os resultados obtidos foram introduzidos no
software @. Utilize, sempre que possivel, os resultados apresentados no Anexo II para responder
as seguintes questoes.

a) Pretende-se estudar a variabilidade do peso dos peixes fémea.

1) Face aos dados recolhidos indique uma estimativa da variancia do peso dos peixes fémea.
ii) Qual o estimador associado a estimativa obtida em i)? Explicite-o e mostre que é um
estimador centrado da variancia populacional.

b) Justificando convenientemente, diga se os dados recolhidos sdo compativeis com as seguintes
conjecturas:

i) O peso de um peixe fémea daquela espécie segue uma distribuicao normal.
1) O peso médio de um peixe fémea daquela espécie é 1000 g.

c) Comente, justificando convenientemente, a seguinte afirmacio “O peso médio das fémeas é
superior ao dos machos”.

ANEXO
> femea
[1] 1007 965 ... 978 1020
> macho
[1] 934 1014 ... 1017 1023
> var (femea) > var (macho) > var (femea—-macho)
[1] 679.5714 [1] 765.6952 [1] 1629.695

> shapiro.test (femea)

Shapiro-Wilk normality test
data: femea
W = 0.9545, p-value = 0.5977

> shapiro.test (macho)

Shapiro-Wilk normality test
data: macho
W = 0.9371, p-value = 0.3477

> shapiro.test (femea-macho)
Shapiro-Wilk normality test

data: femea - macho

W = 0.9638, p-value = 0.7581

> var.test (femea, macho)
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F test to compare two variances

data: femea and macho
F = 0.8875, num df = 14, denom df = 14, p-value = 0.8265
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.2979674 2.6435622
sample estimates:
ratio of variances

0.8875221

> t.test (femea,mu=1000,alternative="greater")
One Sample t-test
data: femea
t = 1.6343, df = 14, p-value = 0.06224
alternative hypothesis: true mean is greater than 1000
95 percent confidence interval:
999.1448 Inf

sample estimates:
mean of x

1011

> t.test (femea,mu=1000)
One Sample t-test
data: femea
t = 1.6343, df = 14, p-value = 0.1245
alternative hypothesis: true mean is not equal to 1000
95 percent confidence interval:
996.5637 1025.4363

sample estimates:
mean of x

1011

> t.test (femea, macho, paired=F, var.equal=T, alternative="greater")
Two Sample t-test
data: femea and macho
t = 2.8389, df = 28, p-value = 0.004167
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:
11.1686 Inf
sample estimates:
mean of x mean of y
1011.0000 983.1333

> t.test (femea, macho, paired=T, alternative="greater")
Paired t-test

data: femea and macho

t = 2.6735, df = 14, p-value = 0.009088
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alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:
9.507904 Inf
sample estimates:
mean of the differences
27.86667
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Exercicios de Revisao de Inferéncia Estatistica

R3.1. Recolheu-se uma amostra aleatéria de dimensao 5 de uma populagdo normal. Determine a proba-
bilidade de o desvio padrdo da amostra ser inferior ao desvio padrio da populacio.

R3.2. Seja X uma varidvel aleatéria com distribui¢do binomial, X N B(n, p). Considere os estimadores

para p assim definidos P = ﬁill P, = %

a) Determine, em funcio dos pardmetros da distribuicio de X, o valor médio e a variancia dos
estimadores Py e P>. Qual deles preferiria? Justifique.

b) Suponha que numa amostra de dimensao 20, se observou a ocorréncia de 5 sucessos. Deter-
mine uma estimativa para p.

R3.3. (Exame 12.01.2009) A quantidade (em ppm) de um poluente no solo de uma certa regido € uma
v.a. X que se admite ter distribuicdo normal com valor médio u e variancia 62, desconhecidos.

Recolheu-se uma amostra de dimensdo 10 tendo-se obtido o desvio padriao de 1.3943 ppm. Com
base na amostra construiu-se o seguinte intervalo de confianca para u

[22.447 ; 25.313]

a) Indique estimativas do valor médio e da variincia da quantidade daquele poluente no solo.
b) Qual o grau de confianca daquele intervalo?

c¢) Construa um intervalo a 95% de confianca para ¢2.

R3.4. Num certo processo quimico € muito importante que uma dada solu¢do tenha um pH de exacta-
mente 8.20. O método utilizado na determinagdo do pH fornece medi¢des que se admite terem

distribuicdo normal de valor médio igual ao verdadeiro valor do pH da solucao e desvio padrao de
0.02.

Para avaliar o pH de uma solugao, efectuaram-se 10 medicdes independentes tendo-se obtido os
seguintes valores:

818 816 817 822 819 817 815 821 8.16 8.18

a) Indique uma estimativa do valor médio do pH da solucao.

b) Com base nestas 10 medi¢des, o que pode concluir relativamente a utilizacdo desta solugdo
no referido processo quimico?

c¢) Pretende-se efectuar um novo conjunto de medi¢des para diminuir o erro maximo cometido
na estimativa do verdadeiro valor do pH da solucdo. Mantendo-se todas as condi¢des referi-
das acima, qual deverd ser o tamanho da amostra para que aquele erro méximo nao exceda
0.01, a95% de confianca?

R3.5. Faz-se uma experiéncia para saber se dois regimes alimentares A e B produzem o mesmo aumento
de peso nos animais, durante um periodo de tempo fixado. Tomam-se 20 animais e de entre eles
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10 ao acaso aos quais € dado o alimento A. Aos outros 10 é dado o alimento B. Os aumentos de
peso (expressos em kg) no mesmo intervalo de tempo sdo os seguintes:

Regime A -20 00 42 63 96 43 102 11.0 124 13.1
Regime B 40 6.0 80 113 123 144 145 147 147 16.0

Diga se existe diferenca significativa entre os dois regimes alimentares, justificando conveniente-
mente todas as hipdteses necessdrias a resolugdo do problema.

R3.6. Um estudo pretende comparar um tipo de semente melhorada com o tipo de semente usado anteri-
ormente. A nova semente passard a ser utilizada se, em média, o crescimento das plantas apds 20
dias for superior ao das obtidas das ‘velhas’ sementes. Sdo criadas 15 diferentes situagcdes labora-
toriais, variando temperatura e humidade. Em cada situacio semeia-se uma semente de cada tipo
e obtém-se os seguintes resultados para o crescimento (em cm) das plantas apds 20 dias :

Situacdo 1 2 3 4 5 6 7 8
Sementes melhoradas 3.46 348 274 283 4.00 495 224 692
sementes tradicionais 3.18 3.67 292 3.10 4.10 4.86 221 691

Situacdo 9 10 11 12 13 14 15
sementes melhoradas 6.57 6.18 830 344 447 7.59 3.87
sementes tradicionais 6.83 6.19 8.05 346 4.18 743 3.85

Deverd passar a usar-se as sementes melhoradas? Responda justificando e explicitando quaisquer
hipéteses adicionais que seja necessdrio impor.

R3.7. Num estudo sobre a incidéncia de certa doenga numa populagado de insectos, um grupo de biélogos
registou ao longo de um ano o nimero de insectos contaminados em cada amostra de 5 insectos,
tendo para tal recolhido 100 amostras. Os resultados obtidos foram:

Num. de insectos contaminados 0 1 2 3 4 5
Num. de amostras 9 26 34 22 8 1

a) Construa uma tabela de frequéncias absolutas, relativas e relativas acumuladas para o nimero
de insectos contaminados por amostra.

b) Determine a média e a mediana do nimero de insectos contaminados por amostra.

¢) Considerando agora a totalidade de insectos observados como uma amostra aleatéria da
populacdo de insectos:

1) Determine uma estimativa da verdadeira proporcao de insectos contaminados.

ii) Qual é o erro maximo associado a estimativa obtida na alinea anterior, com uma confiancga
de 95% ?

R3.8. O dono de uma ervandria produz um cha relativamente ao qual afirma que é 90% eficaz para curar
dores de cabeca. Num inquérito feito a 250 pessoas, 198 concordaram que o ché cura as dores de
cabeca. Acha que o resultado do inquérito é compativel com a pretensao do produtor ?
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R3.9. Um investigador pretende estudar a incidéncia a nivel nacional, de uma doenga que ataca os pi-
nheiros. Observacdes efectuadas através do pais resultaram em 1233 casos de pinheiros afectados
(a nivel nacional) num total de 4250 observagdes.

a) Estime a percentagem de pinheiros afectados a nivel nacional.

b) Determine um intervalo a 95% de confianga para a verdadeira proporcao de pinheiros afec-
tados.

R3.10. (Exame 16.01.2012) Em varias espécies de animais, altos niveis de testosterona tornam os machos
mais atractivos para as fémeas. No entanto, conjectura-se que altos niveis de testosterona podem
enfraquecer o sistema imunitério, i.e., reduzem o nimero de anticorpos. Para responder a esta
questdo consideraram-se 13 melros de asa-vermelha, em cada um dos quais foi implantado um
tubo contendo testosterona. Em cada melro avaliou-se o nimero de anticorpos no sangue antes e
apoés o implante. Os resultados obtidos, em unidades convenientes, foram introduzidos no software

@.

Utilize, sempre que possivel, os resultados apresentados no Anexo para responder as seguintes
questdes (alguns dos procedimentos apresentados sdo inadequados).

a) Indique estimativas para o valor médio do nimero de anticorpos antes e depois do implante.

b) Determine um intervalo de confianca a 95% para a variabilidade do nimero de anticorpos
antes da introdugdo do implante.

¢) A conjectura de que o aumento do nivel de testosterona enfraquece o sistema imunitdrio
serd compativel com os resultados obtidos? Explicite e valide os pressupostos necessarios a
resolucdo do problema.

ANEXO

antes <-
c(4.65,4.21,4.91,4.50,4.80,5.01,4.88,4.78,4.98,4.41,4.75,4.70,4.93)
depois <-
c(4.54,3.80,4.98,4.45,5.00,5.00,4.35,4.96,5.02,4.73,4.77,4.60,5.01)

> var (antes) > var (depois)
[1] 0.05638077 [1] 0.1299974

> shapiro.test (antes)

Shapiro-Wilk normality test
data: antes
W = 0.9196, p-value = 0.2477

> shapiro.test (depois)
Shapiro-Wilk normality test
data: depois
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W = 0.831, p-value = 0.01631

> shapiro.test (antes—-depois)
Shapiro-Wilk normality test

data: antes - depois

W = 0.9169, p-value = 0.2275

> var.test (antes, depois)
F test to compare two variances
data: antes and depois
F = 0.4337, num df = 12, denom df = 12, p-value = 0.1622
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.1323375 1.4213773

sample estimates:
ratio of variances

0.4337068

> t.test (antes,depois,paired=F,var.equal=T,alternative="two.sided")
Two Sample t-test
data: antes and depois
t = 0.1927, df = 24, p-value = 0.8488
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.2240467 0.2702005
sample estimates:
mean of x mean of y
4.731538 4.708462

> t.test (antes,depois,paired=F,var.equal=T,alternative="1less")
Two Sample t-test
data: antes and depois
t = 0.1927, df = 24, p-value = 0.5756
alternative hypothesis: true difference in means is less than 0
95 percent confidence interval:
-Inf 0.2279316
sample estimates:
mean of x mean of y
4.731538 4.708462

> t.test (antes,depois,paired=F,var.equal=T,alternative="greater")
Two Sample t-test
data: antes and depois
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t = 0.1927, df = 24, p-value = 0.4244
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:
-0.1817778 Inf
sample estimates:
mean of x mean of y
4.731538 4.708462

> t.test (antes,depois,paired=T,alternative="two.sided")
Paired t-test

data: antes and depois
t = 0.3562, df = 12, p-value = 0.7279

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval:

-0.1180915 0.1642453

sample estimates:
mean of the differences

0.02307692

> t.test (antes,depois,paired=T,alternative="1ess")
Paired t-test
data: antes and depois
t = 0.3562, df = 12, p-value = 0.6361
alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:
-Inf 0.1385539
sample estimates:
mean of the differences
0.02307692

> t.test (antes,depois,paired=T,alternative="greater")
Paired t-test

data: antes and depois
t = 0.3562, df = 12, p-value = 0.3639
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0
95 percent confidence interval:
-0.09240003 Inf
sample estimates:
mean of the differences

0.02307692

R3.11. (Exame 12.01.2009) Um agricultor pretende experimentar dois tipos (I e II) de semeador de milho
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para comparar a produtividade das duas maquinas.

Para isso, num campo agricola marcaram-se aleatoriamente 10 parcelas de igual drea sendo cada
uma delas dividida em duas seccdes iguais. Em cada parcela sorteou-se a atribuicdo de um dos
tipos de semeador a uma das seccdes.

A produtividade (em unidades adequadas) de cada um dos semeadores foi registada, e os dados
foram introduzidos no software @. Utilizando os resultados apresentados abaixo (alguns desne-
cessarios), podera o agricultor admitir que a produtividade esperada das duas maquinas é igual?
Justifique convenientemente a sua resposta.

>x<-c(5.6, 8.4, 8.0, 8.6, 6.4, 7.8, 6.2, 7.7, 8.0, 7.7)
observagdes para o semeador tipo I.

>y<-c(6.0, 7.4, 7.3, 7.5, 6.4, 6.0, 5.5, 6.6, 5.6, 6.1)
observacdes para o semeador tipo II.

>mean (x) >mean (y) >mean (x-y)

[1] 7.44 [1] 6.44 [11 1

>var (x) >var (y) >var (x-y)

[1] 1.018222 [1] 0.5448889 [1] 0.68

> shapiro.test (x)
Shapiro-Wilk normality test

data: x
W = 0.8731, p-value = 0.1087

> shapiro.test (y)
Shapiro-Wilk normality test

data: vy
W = 0.9026, p-value = 0.2341

> shapiro.test (x-y)
Shapiro-Wilk normality test

data: x -y
W = 0.9765, p-value = 0.9435

R3.12. (Exame 31.01.2012) Um estudante de agronomia pretende estudar a producdo de uma certa vari-
edade de milho numa dada regido. Para esse efeito, feita a colheita, pesou 50 espigas e organizou
os resultados na tabela abaixo:
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Peso(g) | x | m |N;| fi | F
1180, 190] | 185 | 3
1190, 2007 12
1200, 210] 9 0.18
1210, 220] 30
1220, 230] 12 0.84
1230, 240] 8 |50

a) Identifique e classifique, justificando, a varidvel estatistica em estudo.

b) Diga o que representa o simbolo no cabecalho de cada coluna e complete a tabela. Esboce o
histograma associado.

¢) Calcule um valor aproximado da média e da mediana do peso das espigas.
d) Indique uma estimativa da percentagem de espigas com peso superior a 220 g.

e) O estudante tirou a seguinte conclusdo: “Esta variedade de milho tem uma boa produgao
porque mais de 30% das espigas t€m peso superior a 220 g”. Estd de acordo com o seu
colega? Justifique convenientemente.

R3.13. Seja Xj, X5, - -+, X,, uma amostra aleatdria retirada de uma populagdo com distribuicdo normal com
valor médio u e variincia 6 conhecida.

a) Qual é a probabilidade de o intervalo aleatério

— o — o
X—196—;X+1.96—
iR

conter o valor u?
b) Qual € o erro maximo cometido ao usar X para estimar p?
¢) Qual é a reducdo do erro maximo que se obtém quando a dimensao da amostra duplica?

d) Mostre que §2 = ﬁ Y (Xi— Y)z é um estimador centrado de o2.

R3.14. (Exame 14.01.2013) Seja X uma variavel aleatéria com valor esperado i e variancia 6 desconhe-
cidos. Recolheram-se aleatoriamente 15 dados da populag¢do X, que se introduziram no software
@ no objecto x. Responda as seguintes questdes utilizando, sempre que possivel, o output apre-
sentado em Anexo.

a) Pretende-se estimar o valor médio, ut, da populacdo X.
i) Mostre que X, média de uma amostra aleatéria de dimensio n retirada de X, é um estima-
dor centrado de . Exprima a variancia de X como funcdo dos pardmetros da populagdo.
ii) Com base na amostra recolhida indique estimativas do valor médio de X e da variancia
de X.
b) Pretende-se averiguar se a variancia da populacdo é superior a 1, pelo que se decide realizar
um teste de hipdteses.
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i) Formule as hipéteses do teste que permite responder a esta questao.

ii) Indique a estatistica de teste e a sua distribui¢do. Valide os pressupostos necessarios a

existéncia dessa distribuicao.

iii) Conclua o teste de hip6teses.

¢) Recolheu-se uma amostra de dimensao 15 de outra populag@o Y. Os dados foram introduzi-

dos no objecto y do R.

i) Indique um intervalo de confianga a 95% para a diferenca das médias das populacdes X

e Y. Explicite e valide os pressupostos necessarios.

ii) Os dados recolhidos evidenciam que as médias das duas populagdes sao iguais? Justifi-

que convenientemente.

ANEXO
> mean (x) > mean (y)
[1] 5.686667 [1] 4.646667
> var (x) > var (y)
[1] 1.0840095 [1] 1.855524

> shapiro.test (x)
Shapiro-Wilk normality test

> shapiro.test (y)

Shapiro-Wilk normality test

data: x data: vy
W = 0.9747, p-value = 0.6733 W = 0.9577, p-value = 0.2704
> shapiro.test (x-y)
Shapiro-Wilk normality test
data: x -y
W = 0.924, p-value = 0.2214
> var.test (x,vy)
F test to compare two variances
data: x and y
F = 0.5843, num df = 14, denom df = 14, p-value = 0.3261

alternative hypothesis:
95 percent confidence interval:
0.196151 1.740249
sample estimates:
ratio of variances
0.5842529

> t.test (x,y,paired=T)
Paired t-test

data: x and y

t = 2.1864, df = 14,

p-value = 0.04627

true ratio of variances is not equal to 1
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alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.01977868 2.06022132
sample estimates:
mean of the differences
1.04

> t.test (x,y,paired=F,var.equal=T)
Two Sample t-test

data: x and y
t = 2.3493, df = 28, p-value = 0.0261

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:

0.1331903 1.9468097

sample estimates:
mean of x mean of y

5.686667 4.646667
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Solucoes de alguns Exercicios — Capitulo 3

3.1. a) 0.2112
b) ~0.2112

3.2. a) Como n =100 é “grande”, pelo Teorema Limite Central, verifica-se para a média amos-
. X— v_ — _
tral, X = ¥ Xi/n, S8 ~N(0,1) = S5 ~ N(0,1). Logo, P[X < 30] = ®(33") =
D(—4.17)=1-P(4.17)=1-1=0

b) Seja Si00 = Z}gﬂ) X; o peso total da amostra aleatdria. Pelo Teorema Limite Central tem-se

S100 — 100 S100 — 3100
21007 2PH O N(0,1) = 210 22R N (0, 1),
/100 24
Entdo, P[S100 > 3150] = 1 —P[S190 < 3150] & 1 — P (2310) — 1 —(2.08) = 1-0.9812 =

0.0188.

33. a)x=562cmes=4cm

b) 0.42074

c) 4/5=0.8 cm.
34. b)p

d pr=1/3epr=1/2
3.5. 1082

3.6. ~ 1 —®(0.4v/12n), para n elevado
3.7. ~0.01267

3.13. a) ]77.27;79.33]
b) 1.03
c) 2654

3.14. 183en=12

3.15. a) x=0.959kge s*> =0.0116 kg’
c) ]0.00886, 0.0155]

3.16.  a) 99%
b) 0.185

3.17. a) )27  ii)0.95
b) ]14.76; 64.77]

3.24. a) Unidade estatistica: planta de tabaco; varidvel: n® de folhas por planta
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b) x=2967/150=19.78 e ¥=20

3.26. a) X5 =100, ¥y =060, s3=283.33 e s =207.89
3.30. a) Verdadeira
b) Falsa
R3.1. 0.7127
R32. a) E[P]="2tL E[P) = 12
Var|P|| = Var|P,] = %.
Péo que apresenta menor EQM portanto é o melhor.
b) Usando o melhor estimador, P», temos uma estimativa para p, pr»=5/21.
R3.3. a) Estimativa do valor médio u é X = 23.88 ppm e de 62 é s*> = 1.9441 ppm?
b) O grau de confianca é 99%.
R34. a) x=8.179
c) n>16
R3.7. a)
Freq. Abs. | Freq. Rel. | Freq. Rel Acum.
Xi n; ﬁ E
0 9 0.09 0.09
1 26 0.26 0.35
2 34 0.34 0.69
3 22 0.22 0.91
4 8 0.08 0.99
5 1 0.01 1.00
b) x=197/100 ¢ ¥=2
¢) i) p=197/500 = 0.394 ii) 0.0428
R3.9. a) 29.01%

b) 0.2765; 0.3037]
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