Analise Matematica

TOPICOS DE CALCULO PARA FUNCOES DE VARIAS
VARIAVEIS

Isabel Faria, Pedro Silva, Ana Isabel Mesquita

INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA

- 2011 -



ISA/UTL - Andlise Matemdtica — 2010/11



Nestes apontamentos expoe-se a componente de Calculo Diferencial e Integral para Funcgoes
de Varias Variaveis da Unidade Curricular Andlise Matemdtica, do 1° Ano das licenciat-
uras em Engenharia e em Biologia do Instituto Superior de Agronomia.

O texto foi adaptado de “Apontamentos de Analise Matematica II” de Isabel Faria, Ana
Isabel Mesquita, Jorge Cadima e Pedro Silva, e de “Licoes de Matematica I1” de Pedro

Silva.

Isabel Faria

Pedro Silva
Ana Isabel Mesquita
ISA, Abril de 2011

ISA/UTL — Andlise Matematica — 2010/11



Conteudo

1 __Dominio, curva de nivel e grafico. Superficies quadricas. Continuidadd . . .

1.2 Derivadas parciais. Plano tangente. | . . . . . . . . . . ... ... ...

1.3 Extremos livres

2 Integrais duplos

A_Codnicas

B__Quadrica;

18
29

39

61

65



CONTEUDO

ISA/UTL — Andlise Matematica — 2010/11



Capitulo 1

Topicos de calculo diferencial

O objectivo deste capitulo é generalizar nogoes e técnicas de calculo, conhecidas para
funcoes de uma variavel, a fungoes com mais que uma variavel.

Vamos limitar-nos a estabelecer as defini¢oes para o caso de funcoes de duas variaveis, o
que simplificard muito a notacao. A adaptacao destes conceitos para as fungoes com mais

do que duas varidveis nao introduz, em geral, novas dificuldades.

1.1 Dominio, curva de nivel e grafico. Superficies

quadricas. Continuidade

Consideremos uma funcao real de duas variaveis
f: D;CcR* - R,
(z,y) = z=f(zy)

Designamos o conjunto Dy por domz”m'clll de f, as variaveis x, y por varidveis independentes

e a variavel z por varidvel dependente (de x e y).

1Se nada for dito em contrario, o dominio de uma funcao é o maior subconjunto de R? onde a expressao

que a define tem significado.



1.1. /DOMI/NIO, CURVA DE NIVEL E GRAFICO. SUPERFICIES
QUADRICAS. CONTINUIDADE

Vejamos alguns exemplos.

ExeEmpPLO 1

A funcao f(z,y) = r + y tem dominio R?.

EXEMPLO 2

A fungdo f(z,y) = |[(x,y)|| = /2% + y? (norma de (z,y)) tem dominio R?.

EXEMPLO 3

A fungao f(z,y) = In(1 — 2* — y*) tem dominio
Dy ={(z,y): 1—2® —y* > 0} = {(z,y) 1 2" +y* < 1},

que corresponde ao interior do disco de raio um centrado na origem representado na

seguinte figura.

ExeEmpPLO 4
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

Vy—1
Y tem como dominio a regido de R?,

A funcao f(z,y) =
Df:{(ZL‘,y)IZL‘?éO,y—l ZO}:{(ZE,y)$7é0,yZ 1}7

que se encontra representada na seguinte figura.

EXEMPLO 5

A funcdo f(z,y,2) = \/1 — (22 + 92 + 22) tem dominio
Dy = {(£.9.2) : 1= (2P + P+ 2) > 0} = {(z.2) - 2® 442 + 2 < 1},
que corresponde a regiao do espaco delimitada pela esfera de equagao
4yt 22 =1,

incluindo a propria superficie da esfera.
4% y
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1.1. /DOMI/NIO, CURVA DE NIVEL E GRAFICO. SUPERFICIES
QUADRICAS. CONTINUIDADE

Defini¢ao 1 Consideremos uma fungao f : D; € R? — R. Chama-se grdfico de f ao

subconjunto de R3,

Gy ={(z,y,2) €R® : (z,y) € Dy, 2= f(x,y)}.

E importante constatar que, em geral, os graficos de funcgoes
reais de uma varidvel sdo curvas em R? e os graficos de

funcoes reais de duas varidveis sao superficies em R3.

z

T

Vejamos alguns exemplos de fungoes e respectivos graficos.

EXEMPLO 6

Consideremos a fungao f(z,y) = x + y cujo dominio é R?. O gréfico de f é

{(@,y,2) € R : 2 =a+y}

Reconhece-se imediatamente que o grafico de f é o plano de R3 de equacao z = = +y

representado na figura abaixo.
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

EXEMPLO 7
Consideremos a funcao f : R? — R definida por f(z,y) = 2* + y?. O gréfico de f é o

subconjunto de R3,

Gr={(x,y.2) : (x,y) €Dy =R, 2= f(a,y)=2"+y’},

designado por paraboloide eliptico e representado na figura (ver anexo quadricas).

Gy : z:m2—i-y2

EXEMPLO 8

xT

O grafico da funcao f(z,y) = e~ *~v” seria diffcil de representar sem o auxilio de software

computacional.
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QUADRICAS. CONTINUIDADE
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Uma vez que na grande maioria dos casos nao é facil representar o grafico de uma fungao,

recorre-se muitas vezes aos conjuntos de nivel da funcao.

Defini¢ao 2 Consideremos uma fun¢ao f : Dy € R* — R e uma constante real k.

Chama-se conjunto de nivel k ao subconjunto de R?,

Cy ={(z,y) € Dy : f(z,y) =k}

Para fungbes de duas varidveis os conjuntos de nivel
chamam-se curvas de nivel. Para fungoes de trés variaveis os
conjuntos de nivel, que se definem analogamente, designam-

se por superficies de nivel.

Os conjuntos de nivel podem ser vazios ou reduzirem-se a

um ponto.

Vejamos alguns exemplos de identificagdo dos conjuntos de nivel da funcao, onde se evi-

dencia a sua relacao com o gréafico da funcao.

EXEMPLO 9

Consideremos de novo a funcao f(z,y) = x + y cujo dominio é R2. E facil de verificar

que as curvas de nivel {(z,y) € R? : x + y = k} sao rectas paralelas de R?.
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

ExEmMPLO 10

As curvas de nivel da funcao f(z,y) = 22 +%?, sdo as circunferéncias centradas na origem,

de raio vk, k > 0, definidas por z2 + y? = k, tendo-se
0, k<0
Cr={(z,y) + 2" +y* =k} =1 {(0,0)}, k=0
circunf. raio vk, k>0
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1.1. /DOMI/NIO, CURVA DE NIVEL E GRAFICO. SUPERFICIES
QUADRICAS. CONTINUIDADE

ExEmpPLO 11

Consideremos
2 = f(z,y) = sin(z) cos(y) + 3,

com dominio D = {(z,y) € R? : 0 < z,y < 2r}. O gréifico desta fungiao encontra-se

representado na seguinte figura, assim como varias das suas curvas de nivel.

z
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A curva de nivel k é a projeccao no plano z0y da intersecgao

do gréfico de f com o plano z = k.
Curva de contorno de nivel k = f(a,b)

k::f(a,b)» plano z = k

Gy z= f(z,y)

Dy

C}: curva de nivel k (que passa em (a, b))
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

ExEMPLO 12

Consideremos por tltimo a funcao f : R* — R definida por

flz,y,2) = (z,y,2)|| = Va2 +y? + 22

As superficies de nivel & > 0 sao as superficies

C) = {(:L’,y,z) e R3: \/x2+y2+z2:k},

que se reconhece serem esferas de raio k, centradas na origem.

x3

2 2 2 2
1 xi+axs+x3 =k

A partir das curvas de nivel de uma funcao é possivel ter uma ideia de qual o respectivo

grafico, “levantando” as curvas de nivel.

ISA/UTL - Andlise Matemdtica — 2010/11
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1.1. /DOMI/NIO, CURVA DE NIVEL E GRAFICO. SUPERFICIES
QUADRICAS. CONTINUIDADE

Importa nesta altura reter os diferentes modos como curvas e superficies podem aparecer

definidas analiticamente.

Curvas em R?

Conjuntos de pontos (z,y) que verificam uma equagao da forma:

L |y=f(z)

Neste caso, a curva é o grafico de uma funcao de uma variavel.

Ex: y = f(z) = 2?
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

2. | f(z,y) =k

Neste caso, temos uma curva de nivel de uma funcao de duas variaveis.

Ex: 2% +y? =1 é a curva de nivel 1 de f(z,y) = 2% + y>.

Y

N
W

Note que a representacao f(x,y) = k é mais geral
do que y = f(x). De facto, y = 22 pode ser encarada
como a curva de nivel zero de f(z,y) = y—2? enquanto

que z2 4+ y? = 1 ndo pode ser vista como o grifico de

uma funcao de uma variavel.

As curvas referidas anteriormente sao exemplos de cénicas (ver Apéndice de cénicas).

Superficies em R?

Conjuntos de pontos (z,y, z) que verificam uma equagao do tipo:

L |z = f(z,y)

Neste caso, a superficie é o grafico de uma funcao de duas varidveis.

Ex: z = f(x,y) = Va2 + 92
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1.1. /DOMI/NIO, CURVA DE NIVEL E GRAFICO. SUPERFICIES
QUADRICAS. CONTINUIDADE

2. | f(x,y,2) =k

Neste caso, temos uma superficie de nivel de uma funcao de trés variaveis.

Ex: 2% + y? + 2% = 4 é a superficie de nivel 4 de f(x,y,2) = 2% +y* + 22
(1)
N2l

Entre os graficos de fungoes definidas em R? (que correspondem a superficies de R?) e
superficies de nivel de funcoes definidas em R? surgiram-nos algumas superficies quadricas

(ver Apéndice de quadricas).

Continuidade

A nocao de continuidade conhecida para funcoes de uma variavel generaliza-se de modo
natural para fun¢oes com duas (ou mais) varidveis. Intuitivamente, uma fungao de duas
variaveis é continua se pequenas variagoes nas variaveis independentes originam uma
pequena variacao no valor da funcao, o que se traduz no facto que os graficos de fungoes

continuas sao superficies sem “buracos”.
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

Importa registar que qualquer funcao construida a partir de fungoes continuas através de

somas, produtos, divisoes e composicoes, é ainda continua no seu dominio. E o caso das
e funcoes polinomiais;
Por exemplo f(x,y) = 2%y + 22y ¢ uma fungao polinomial, continua em R2

e fungoes racionais;

r+y

2717 ¢ continua no seu dominio, isto é em R?\ {(0,0)}.

A funcao racional f(x,y) =
e funcoes compostas de fungoes polinomiais, fungoes racionais, fungoes poténcia, funcao

exponencial e logaritmica e funcoes trignométricas;

As fungoes f(x,y) = In(z + y) e g(z,y) = arctg(x + €¥) s@o continuas, respectiva-

mente em {(z,y) : x* +y > 0} e em R%

Tal como até aqui trabalharemos apenas com fungoes construidas deste modo, ou seja,

com fungoes continuas.

ISA/UTL - Andlise Matemdtica — 2010/11 15



1.1. /DOMI/NIO, CURVA DE NIVEL E GRAFICO. SUPERFICIES
QUADRICAS. CONTINUIDADE

ExERcicios 1

1. Determine o dominio das seguintes funcoes e represente-o geometricamente:

(a) flz,y)="=.
(b) f(z,y) =In <§> R —
(0) fla,y) = 20D

(d) flr,y) = =5

(©) flzy) = /oy — 2.

() f(ey) = 2

2. Identifique os conjuntos de nivel e esboce o grafico das seguintes fungoes:

(a) flz,y) =3.
(b) flz,y) =2
(c) flz,y) ==*
(d) fz,y) = |z].

(e) flz,y) = ll(z,9)l
() flz,y) =2 +y*
(8) fla,y)=e "2
3. Relativamente a cada uma das fungoes indicadas nas alineas (f) e (g) do exercicio
anterior:
(a) Defina a curva de nivel que passa no ponto (1,1).
(b) Diga, justificando, se o ponto (1,1, 1) pertence ao respectivo gréfico.

(c) Determine o respectivo contradominio.
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

4. Defina analitica e geometricamente as curvas de nivel para as seguintes funcoes,

indicando em cada caso o respectivo dominio:

() flay) = \/Z

1’2

(b) floy) =

5. Identifique analitica e geometricamente os conjuntos de nivel das seguintes fungoes:

(a) f(z,y,2) =2 +y* + 2°
(b) flz,y,2) =2® + 9y
(C) f(ZL‘,y,Z):l‘2+y2—Z.

6. Determine uma fungao para a qual:

(a) y =3z + 4 é uma curva de nivel.
(b) 2 —y =1 é uma curva de nivel.
(c) #* —y =1 é uma superficie de nivel.

(d) 2% + y* = 4 é uma superficie de nivel.

ISA/UTL - Andlise Matemdtica — 2010/11 17



1.2. DERIVADAS PARCIAIS. PLANO TANGENTE.

1.2 Derivadas parciais. Plano tangente.

E conhecida para funcoes de uma varidvel real, f: I CR — R, a definicao de derivadaH

num ponto a € I,

) — pim 00 = Sa)

h—0 h
A existéncia de f’(a) equivale a existéncia da recta (nao vertical) tangente ao grafico de

f em (a, f(a)), sendo f’(a) o valor do seu declive.

Nao menos importante que a interpretagao geométrica da derivada é reconhecer que o
valor da derivada de f em a, f’(a), pode ser interpretado como a taza de variagao de f
em a

Para funcoes de mais do que uma variavel comecamos por estudar como é que a funcao
varia relativamente a cada uma das variaveis, isto é, qual a variagao que a funcao sofre
se alterarmos uma das variaveis mantendo as outras constantes. Isto leva-nos a definicao
de derivada parcial.

Consideremos z = f(x,y). Se fixarmos, por exemplo, a varidvel y = b (b constante) obte-
mos uma fungao z = f(x,b) de apenas uma varidvel . Geometricamente isto corresponde

a seccionar a superficie z = f(z,y) pelo plano y = b.

d d
2 A derivada de uma funcdo y = f(z) denota-se por 3’ ou f'(x) ou d—f ou ainda por d—y
x x
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

(1,0, fz(a,b))

z = f(x,b)

Plano y = b

A derivada de z = f(z,b) em x = a é

df (z,b) (a) = lim fla+ h,b) — f(a,b)
dx h—0 h ’

que é precisamente a derivada parcial de f em ordem a x no ponto (a,b), e que se denota

por L (a,b) ou por fi(a,b), isto ¢,

fila,b) = lim flath, b})l - fla,b)

O valor de f7(a,b) é a taxa de variagao de f no ponto
(a,b) na direcgao do eixo dos zz.

O valor de fé(a, b) é o declive da recta do plano y = b,

tangente a curva z = f(z,b) em (a,b, f(a,b)).

Analogamente se define derivada parcial em ordem a varidvel y no ponto (a,b) que se
0
denota por a—f(a, b) ou por f,(a,b). Se fixarmos ¥ = a obtemos uma funcio z = f(a,y)
x

de apenas uma variavel y, cuja derivada em y = b é precisamente

b+h)— b
f;(a,b):}llii%f(a’ + f)L f(a, )
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1.2. DERIVADAS PARCIAIS. PLANO TANGENTE.

Plano z = a

Z:f(x7y)

O valor de f;(a,b) é a taxa de variagao de f no ponto
(a,b) na direcgao do eixo dos yy.

O valor de f(a,b) é o declive da recta do plano = = a,

tangente & curva z = f(a,y) em (a,b, f(a,b)).

Na maior parte dos casos, as derivadas parciais calculam-se recorrendo as regras de
derivagao conhecidas para fungoes de uma varidvel, considerando a(s) outra(s) variavel

(varidveis) constante(s).

ExXEMPLO 13
Pretende-se calcular f;(1,2) e f,(1,2), para f(r,y) = 2%y + y3. Fixando y = 2 obtém-se

a fungao de uma variavel f(z,2) = 2z% + 8. Portanto,
£2(1,2) = (22° + 8)'|om1 = (42) o1 = 4.
Analogamente, fixando z = 1 tem-se f(1,y) =y +y> e

F(L2) =W+ 9" |y=2 = (1+3y*)]y—2 = 13.
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

De uma forma geral, se considerarmos uma das varidveis constante e derivarmos em ordem

a outra obtemos as funcoes

filwy) = @y+y°), =y, + (), = 2xy + 0 = 2ay,

fylzy) = (@Py+y°), =2*(y), + (y°), = 2° - 1+ 3y* = 2" + 3y*.

Os valores f;(1,2) e f,(1,2) obtém-se substituindo z por 1 e y por 2.

ExemprPLO 14

x
Se f(x,y) = €™ + = as fungoes derivadas parciais de 12 ordem sao
Y

of o ey L

8$<x’y> - f:v(x7y)_y€ +y7
of R S
8y<x’y> - fy<.§lf7y)—37€ yz'

Obviamente f; e f, s6 se definem em pontos do

. o .. P
dominio de f, isto ¢, os dominios de f; e f; estao

contidos no dominio de f.

Plano tangente

O andlogo, para fungoes de duas variaveis, da recta tangente ao gréfico de y = f(x), é o

plano tangente ao grdfico de z = f(z,y).

Geometricamente o plano tangente a uma superficie num ponto é o plano que “melhor”

aproxima a superficie perto desse ponto.
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1.2. DERIVADAS PARCIAIS. PLANO TANGENTE.

(a,b, f(a,b)

Plano tangente ao gréfico de f em (a,b, f(a,b))

Grafico de z = f(x,y)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

T Z:f($7b)

Enquanto que para uma funcao f de uma variavel a existéncia da recta tangente ao gréafico
de fem (a, f(a)) é equivalente a existéncia de f'(a), nao basta, para uma funcao f de duas
varidveis, a existéncia das derivadas parciais f;(a,b) e f;(a,b) para garantir a existéncia
de plano tangente ao gréfico de f em (a,b, f(a,b))
Caso exista, o plano tangente ao grafico de z = f(x,y) em (a,b, f(a,b)) deverd conter
as rectas tangentes as curvas z = f(x,b) e z = f(a,y) no referido ponto, o que nos vai
permitir deduzir uma equacao para o plano tangente.
Sendo

A(x —a)+ By —b) + C(z — f(a,b)) =0,

a equagao genérica de um plano que passa em (a,b, f(a,b)), determinemos A, B,C' de

forma a que o plano contenha as rectas tangentes referidas, cujas as equagcoes sao

y =0,
Z = f(CL, b) + fé(av b)(l’ - CL),

(1.1)

T = a,

z = [f(a,b) + fy(a,b)(y = b).

(1.2)
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

Substituindo (CT]) e (L2) na equagao do plano, obtém-se respectivamente,

Az —a) + C(f(a,b) + f,(a,b)(x — a) — f(a,b)) =0

B(y —b) + C(f(a,b) + fy(a,b)(y = b) — f(a,0)) = 0
- Alx —a)+ Cfl(a,b)(x —a) =0

By —b) + Cfy(a,b)(y = b) =0
o ) @ma)A+Cfi(ab)=0

(y = b)(B+ Cfyla,b)) =0

A=—Cfi(a,b)
=

B = —-Cf(a,b).

Assim, obtém-se substituindo A e B na equacao do plano,

Como C # 0, resulta finalmente

z = f(a,b) + fi(a,b)(x — a) + f,(a, b)(y = b).

Prova-se que para funcoes f que admitem derivadas parciais de 1* ordem continuas para
todos os pontos perto de um dado ponto (a,b), os respectivos graficos admitem plano

tangente em (a, b, f(a,b)).

EXEMPLO 15

As derivadas parciais da funcao z =9 — 22 —¢? f/ = —2x e f, = —2y sdo continuas em
R2.

Assim podemos escrever a equacao do plano tangente ao respectivo grafico em qualquer
ponto (a, b, f(a,b).

Considerando, por exemplo, o ponto (1,2,4), tem-se

= [(1,2)(z = 1) + f3(1,2)(y — 2) + f(L,2),
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1.2. DERIVADAS PARCIAIS. PLANO TANGENTE.

isto é,

z=-2(x—-1)—4(y—2)+4.

Derivadas parciais de ordem superior

Uma vez que f; e f,; sdo duas novas fungoes de duas variaveis podemos derivd-las par-

cialmente obtendo as derivadas parciais de 2¢ ordem para f e assim sucessivamente. A

notacao utilizada é a seguinte.

Derivadas parciais: de 1% ordem de 2% ordem  de 3 ordem etc ...

ExXEMPLO 16

3
fa/r;/é _9°f
_2*f
— 0z2
_ 9%

dz3

f//2
x
fm —
z2y 9x290y
f/// __¥f
TYT T Jzrdydx
f// — 9%f <
Ty Oxdy
fm _ 83f
zy2 — Bzdy?
f/// _ 83
yx? — dydz?
f// — 3%f <
yx Oyox
fm — a°
yry Oydxdy
f/// _ 83r
y2x — 9y20x
=224 <
y? T By?
fm _ a3f
y3 oy3

Vamos determinar as derivadas parciais de 22 ordem para f(z,y) = xIlny. Comecemos

por notar que Dy = {(z,y) : y > 0}. Tem-se para todo (z,y) € Dy,

ISA/UTL - Andlise Matemdtica — 2010/11
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

fi2=0
fe=logy
1
f;/y = g
f=zlogy
1
£l =1
f==
S =%

ExXEmMPLO 17
Vamos determinar as derivadas parciais de 2¢ ordem para f(z,v, z) = 2*y? cos z. Come-

cemos por notar que D; = R3. Tem-se para todo (z,y, z) € R?,

fl2 =2y cosz
r_ 2 7
fe =2xy~cosz faoy = 4y cos z

1" 2
fo. = —2xy“sinz

"oy
fyz = 4y cos z

f=x%y%cosz fo = 222y cos z fé’z = 2% cos 2
" 2 H
fy. = —2x"ysinz
" 2
fie = —2xy“sinz
fl=—2%y*sinz fl, = —22ysinz
" 2,2
fi2 = —x"y“cosz

Podemos constatar nos exemplos anteriores que se tem para as 2% derivadas parciais

“mistas”,

foy =ty f=Fa T =1
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1.2. DERIVADAS PARCIAIS. PLANO TANGENTE.

isto é, que a ordem pela qual se calculam as derivadas parciais de ordem superior nao
é relevante. Embora esta propriedade nao se verifique para funcoes arbitrarias, é valida

para as funcoes com derivadas parciais de 2* ordem continuas.

Matriz Jacobiana e gradiente. Matriz Hessiana

Definicao 3 Chamamos matriz Jacobiana de f em (a,b) & matriz linha das derivadas

parciais de f em (a,b), ou seja,

Jf<a7 b) = [f:;(a’v b) f;(av b)]1><2'

Chamamos gradiente de f em (a,b) e representa-se por grad f(a,b) ou V f(a, b), ao vector

das suas derivadas parciais de f em (a,b),
falc(a’a b) (
fy(a,b)

Note que grad f(a,b) coresponde a matriz transposta da matriz Jacobiana J¢(a,b), i.e.,

grad f(a,b) = fila,b), fyfa.b)).
grad f(a,b) = Js(a,b)".

ExEMPLO 18

Consideremos a fungao f : R* — R, definida por f(z,y) = 2?e3¥. Tem-se

Ji(x,y) = [290633’ BxQegy],
2xe3Y
grad f(xvy) - (21‘633/, 3!L‘263y) =
3x2edy
ExEmMpPLO 19
Seja f(x,y, Z) = — y2. Tem-se
Jf(.’E,ZJ,Z) = [_y2 —2.§L’y 0]7
grad f(z,y,2) = (—yQ, —2zy, 0)=| —2zy
0
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Definigao 4 Chamamos matriz Hessiana de f em (a,b) e denota-se por Hy(a,b) & matriz

das derivadas parciais de 2¢ ordem de f em (a,b),

i (a,, b) " (a,, b)

x2 Ty
(@, 0)  fia(a,b)
ExeEMPLO 20

Consideremos a fun¢ao f(z,y) = xlny do exemplo [[6 A matriz Hessiana de f em (3,4)

¢,

1 1

mea— | _|0 s
7(3,4) = 1 z |1 3
v ¥l L4 10

ExEmMpPLO 21

Consideremos a funcao f(z,y,z) = x?y? cos z do exemplo [7l A matriz Hessiana de f ¢,

" " " 2 2 o3

22 Joy Jaz 2y~ cos z dxycosz —2xy°sinz
Hy(z,y,2) = | fll. fie fyo | = | 4wycosz 202 cosz  —2z%ysinz

" " " 2 & 2 : 2,2

o Jey Ji2 —2xy°sinz —2zx°ysinz —x°y*cosz

EXERcCicIOS 2

1. Determine as derivadas parciais de 1% ordem das seguintes fungoes:

(a) fz,y) =23y — 2wy + 2.
(b) flz,y) =2z /22 + y* + L.
(¢) f(z,y) = a° + cos(x + 3y).
(d) fla,y) = eVt

(e) flx,y) = eV cos(a® +y°).
() fle,y) = In(5).

(8) f(z,y,2) = (2z —y+ 2)e” v
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1.2. DERIVADAS PARCIAIS. PLANO TANGENTE.

z

- Considere a fungao f(z,y) = {.

Calcule %(1,2) e 2—5(1,2).
. Seja f : R? — R tal que f(z,0) = 2 paratodo oz € Re f(1,y) =y + e ¥ para
todo o y € R.

Calcule %(1,0) e 2—5(1,0).
. Indique uma equagao do plano tangente ao grafico de:

r—Y
(a) f(z,y) = PN (1,3, f(1,3)).
(b) f(z,y) =2° — 2y + e’ em (—1,0,0).
(c) f(z,y) = sin(3z + ye*) em (0,0, f(0,0)).
. Calcule as derivadas parciais até a 22 ordem e indique as matrizes Jacobiana e

Hessiana de:

(a)
(b)

fla,y) =
f(

(¢) fz,y,2) =In(x +y* +2°).
f(
f(

r,y)=2>+ylha

(d) f(z,y) = ll(z,y)]| em R*\ {(0,0)}.

() fz,y) =z ||(z,y)ll em em R*\ {(0,0)}.
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1.3 Extremos livres

Uma das aplicacoes do calculo diferencial é a determinacao de extremos de uma funcao.

Comecemos por definir extremo (local) de uma fun¢ao de duas varidveis.

Definigao 5 Uma funcdo z = f(z,y) tem um mdximo [minimo| (local) no ponto (a,b)

se para pontos proximos de (a, b) se tem f(z,y) < f(a,b) [resp. f(x,y) > f(a,b)].

Para fungoes derivaveis de uma variavel sabe-se que

Se f tem um extremo em a entao f'(a) =0

Por outras palavras, se f tem um extremo, o respectivo grafico tem nesse ponto uma recta

tangente horizontal.

Yy Yy

ISA/UTL - Andlise Matemdtica — 2010/11 29



1.3. EXTREMOS LIVRES

Este facto permite-nos reduzir os pontos candidatos a pontos onde ocorrem extremos aos
pontos criticos de f.
Se f admite 2¢ derivada, é a 2 derivada que se recorre para decidir se um dado ponto

critico a é um ponto onde ocorre um extremo ou um ponto de inflexao:
— Se f"’(a) > 0 entao f(a) é um minimo;
— Se f"(a) < 0 entdao f(a) é um maximo;
— Se f”(a) = 0 nada se pode concluir e temos que recorrer a defini¢ao de extremo.

A procura de extremos para funcgoes de duas variaveis com 2%° derivadas parciais continuas
faz-se de forma andaloga.
Comecemos por notar que se z = f(z,y) tem um extremo em (a,b) entdo as fungdes de
uma sé variavel f(x,b) e f(a,y) também terdo um extremo respectivamente em = = a e
y =0b. Assim,

[f(l‘, b)], |x:a =0 S [f(av y)]/ |y:b = 0.
Como vimos em as derivadas referidas sao precisamente as derivadas parciais de f e

portanto

Se f tem um extremo em (a,b) entao

e mwme——

fi(a,b) =0
grad f(a,b) = (0,0) &
fyla,b) =0
o que significa que o plano tangente ao gréfico de f em (a, b) é horizontal.
(a,b, f(a,b))
z = f(a,b) /
A7 'S
/"“\\i\\ NN 4 \ N
D ING TN
NS RS TN
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

Definigao 6 Um ponto (a,b) diz-se um ponto critico (ou de estacionaridade) de f se

grad f(a,b) = 0.

E entre os pontos criticos que devemos procurar os extremos de uma funcao de duas

variaveis.
ExEMPLO 22 Considerando f(x,y) = 2 + y* + 4 ¢ facil ver que (0,0) é o tinico ponto
critico de f. De facto,

fi=2x=0 =0
fo=2y=0 y=0

Além disso,

flz,y) — £(0,0) =2® +y* +4—4 =2 +y* > 0, Y (z,y) # (0,0).
Conclui-se entao que (0,0) é um ponto onde ocorre um minimo de f.
Nem todos os pontos criticos sao extremos.

EXEMPLO 23 Seja f(z,y) = 2? — y?. Tem-se

fi=2x=0 =0

fo=—2y=0 y=0
e consequentemente (0,0) é o unico ponto critico de f.
Para analisar o sinal de f(z,y)— f(0,0) comegamos por considerar pontos da forma (z,0)
(pontos que estao no eixo dos zx) e da forma (0,y) (pontos que estao no eixo dos yy).

Assim

f(z,0) — f(0,0) =2
f(0,y) = f(0,0)=—y* < 0 Wy,

V
o
<
s

o que basta para concluir que f(z,y) — f(0,0) ndo mantém o sinal constante perto de

(0,0) e portanto que em (0,0) ndo ocorre um extremo de f.

ISA/UTL - Andlise Matemdtica — 2010/11 31



1.3. EXTREMOS LIVRES

Definicao 7 Um ponto critico de f onde nao ocorre um extremo diz-se um ponto de sela.

Para determinar a natureza de um ponto critico, isto é, para saber se um ponto critico
¢ um ponto onde ocorre um extremo (e nesse caso se 0 extremo é um minimo ou um
méximo) ou se é um ponto de sela, vamos recorrer a um teste em que a matriz Hessiana
de f vai desempenhar um papel analogo ao papel desempenhado pela 2¢ derivada de f

para fungoes de uma variavel.

Critério da matriz Hessiana para a classificacao de extremos

Seja f uma fungao com derivadas parciais de 2% ordem continuas e (a,b) um ponto critico

de f. Entao:
1. Se det H¢(a,b) > 0 entéo f(a,b) é um extremo:

— maximo, se f/,(a,b) < 0;

— minimo, se f»(a,b) > 0.
2. Se det Hy(a,b) < 0 entdo (a,b) é um ponto de sela.

3. Se det H¢(a,b) = 0 o critério ndo é conclusivo e é necessério recorrer a definigao de

extremo.

ISA/UTL - Andlise Matemdtica — 2010/11 32



CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

ExEMPLO 24 Consideremos f(x,y) = 423 + 4zy — y? — 4. Comecemos por determinar

os pontos criticos de f. Ora,

fl=122"+4y—4=0 322 +y—1=0
=
fy=4r —2y=0 20 =1y
322 +2x —1=0
<~
20 =y
r=—1 T=1
& \/ 3
_ _ 2
y=-2 y=3
. - 1 2 . ) 24x 4
Os pontos criticos de f sao (—1,—-2) e 33 ) A matriz Hessiana de f é
4 =2
—24 4
Para o ponto (—1,—2) tem-se Hy(—1,—-2) = ,det He(—1,-2) =32>0e
4 =2
"(—1,-2) <0, e portanto f(—1,—2) =4 é um méaximo de f que ocorre em (—1, —2).
12 12 8 4
Para o ponto <§,§) tem-se Hy <§,§) = I e det Hy (%,%) = —-32 < 0e

portanto (%, %) é um ponto de sela.

EXEMPLO 25 Seja f(x,y) = (z — 1)e™. Comecemos por determinar os pontos criticos

de f. Ora,

Iz _ Ty _
fm_ey—i_('r 1>yey_0 emy(1+ajy—y)zo

=
I _ Ty
fy_(x 1)‘%&/_0 r=0Vr=1
#0
- y=1 \/ 1+y—y=0
xr = le
Imp:);sivel

Portanto (0, 1) é ponto critico de f. Tem-se

ye™ +ye™ + (x — 1)y2e™  xe™ + (v — 1)e™ + x(x — 1)ye™?

xe™ + (x — 1)e™(x — 1)ye™ (x —1)z%e™

Hy =
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1.3. EXTREMOS LIVRES

1
Logo, Hf(0,1) = , det Hy(0,1) = —1 e portanto (0,1) é um ponto de sela.
-1 0

EXEMPLO 26 Consideremos por tltimo f(z,y) = 22* + y* — 42%y. Resolvendo o sistema

folz,y) =0 8z% — 8y =0
<~
fo(x,y) =0 4o —da? =0

8z(z* —y) =0

T
— N — — —/

8
I
=)

Col
8
[\e}

o

y=10 Tt =z
x =0 =22

& \/ Y
y=0 22(1—2?)(1+2%) =0
r=0 = z?

& V3
y=20 r=0Vazrx=1Vr=-1
x =0 y=1 y=1

© V V

obtemos os pontos criticos de f, (0,0), (1,1) e (—=1,1). Para investigar a natureza destes

pontos criticos vamos calcular a matriz Hessiana de f

2422 — 8y —8x
—8z 12y

Hy(r,y) =

Entao
16 —8 ) :

Hy(1,1) = , det Hp(1,1) =16 x 12 -8 =128 >0, [f(1,1) =16 >0,
-8 12

e portanto f(1,1) é um minimo de f.
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Para o ponto (—1,1) tem-se

16 8
Hi(—1,1) = , det Hp(—1,1) =128, fl(—1,1) =16
8 12

e portanto f(—1,1) é também um minimo local.

Finalmente,

0 0
Hf(0,0) = s det Hf(0,0) =0.
00

Neste caso temos que estudar o sinal de
fz,y) — f(0,0) = 22" +y* — 42%y.
Considerando pontos da recta y = 0,
f(z,0) = £(0,0) =22* > 0.
Considerando pontos da recta y = x, tem-se

flz,z) — f(0,0) =32* —4a® =2 - 2® - (30 —4)

~~ ~——
=0 < 0 perto de (0,0)

Daqui resulta que o sinal de f(z,y) — f(0,0) ndo é constante em pontos perto de (0,0).
Logo (0,0) é um ponto de sela de f.

O estudo dos extremos de uma fungao de 3 varidaveis com 2%° derivadas parciais continuas

faz-se de forma andloga.
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Considerando w = f(x,y, z) comega-se por determinar os pontos criticos de f resolvendo

o sistema
fe=0
fy =0
fi=0

Para determinar a natureza dos pontos criticos recorre-se a um critério que envolve a

matriz Hessiana de f, de que o critério estabelecido anteriormente para funcoes de duas

variaveis é um caso particular.
Antes de estabelecermos esse critério necessitamos de fixar alguma notacao.

Dada uma matriz quadrada de ordem 3,
aip Gi2 a3
A= ayn an axy |,
asy az2 @33

denotamos por

@11 Aa12
ai; ag

d1 = det[an] = a1y, dg = det s d3 = det A = det 91 99
ag1 A2

a31 a3z

Critério da matriz Hessiana para a classificacao de extremos

13
@23

a33

Seja f uma fungao com derivadas parciais de 2 ordem continuas e (a,b,c) um ponto

critico de f. Entao:
1. Se det H¢(a,b,c) #0 e
- se dy, do, d3 > 0 entao f(a,b,c) é um minimo de f;
-sed; <0, dy >0, d3 <0 entao f(a,b,c) é um méximo de f;

- Em qualquer outro caso, (a,b,c) é um ponto sela.

2. Se det H¢(a,b,c) = 0 o critério ndo é conclusivo e é necessario recorrer a defini¢ao

de extremo.
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EXEMPLO 27 Seja f(z,y,2) = 2° + 2y* + 2% + y* + 322, Resolvendo o sistema

(
fl=3%+y*+2x=0 322 +y? +2x =0
fo=2xy+2y=0 = ylr+1)=0
fl=62=0 | 2=0
(
322 +2r =0 y?=—1
& S y=0 VS z=-1
\z:O z=0
—_—— ——
Impossivel
)
=0 xz—%
< y=0 \/ y=20
z=0 z=0
\

2
obtemos os pontos criticos (0,0,0) e <_§’ 0, O).

Tem-se
6z + 2 2y 0

Hy(z,y,2)=| 2y 22+2 0
0 0 6
Para (0,0,0) tem-se
200
Hy(0,0,00= |0 2 0|,
0 06

d1 = 2, dg = 4, d3 = det Hf(0,0,0) =24

e portanto f(0,0,0) é um minimo de f.

2
Para (—5,0,0) tem-se

-2 00
2
Hf <_ 7070) = 0 % 0 )
0 0 6
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4 2
d1:—2, d2:_§’ d3:detHf (—g,0,0) = -8

e (—2 0, O) é um ponto de sela.

EXERcICcIOS 3

1. Determine os pontos criticos das seguintes fungoes e estude a sua natureza:

a) f(z,y) =2t +y* — day.
(r,y) = 2t + y* + 8a2y? + 1223

) f

) f

() flzy)=@—-1)B—2)y’—y.
) f

) |

(
(b
(d

(x,y)=x4+y+1/x+4/y.

() f(wy) =2t +y' = (z—y)*,
2. Considere f:R? — R, definida por f(z,y) = 2> + ay?, com —1 < a < 1.

(a) Analise, para os diferentes valores de a, a existéncia de extremos locais da
funcao f.

(b) Interprete geometricamente o problema.
3. Seja f(x,y) = 2* + kzy + y?, em que k é uma constante.

(a) Mostre que f admite um ponto critico em (0, 0) independente do valor de k.

(b) Para que valores de k o ponto (0,0) é um ponto de sela? Justifique a resposta.
4. Calcule, justificando convenientemente, os valores de a, b e ¢ para que
fla,y) =a— (2% + bz +y* + cy)
tenha um maximo de valor 15 no ponto (—2,1).

5. Prove que (1,1,1) é um ponto critico de f(z,y,2) = 2* +y*+ 2* —4xyz e determine

a sua natureza.
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Capitulo 2

Integrais duplos

Pretende-se estender a nogao ja conhecida de integral (definido) de uma func¢ao de uma
varidvel real ao caso de duas variaveis (o caso de trés ou mais varidveis é analogo). A
nocao de integral num contexto mais geral esta fora do ambito deste curso, pelo que vamos
restringir-nos ao estudo de fungoes continuas em certos tipos de dominios.

Relembremos que o estudo do integral definido foi motivado pelo céalculo de areas de
regioes delimitadas por graficos de fun¢oes nao negativas. Agora vamos estar interessados

em volumes.

Consideremos f : D C R?* — R continua, f(x,y) > 0, sendo D = [a,b] x [c,d].

Recordemos que [a,b] X [¢,d] designa o produto carte-

siano dos intervalos [a, b] e [c, d], isto é,

R = [a,b]x[c,d] = {(x,y) eR?: zeab], ye [c,d]}.

Yy

d

a b

Se fixarmos a varidvel z, fazendo x = a, obtemos uma fungao continua f(«,y) de uma sé

39



variavel y e faz sentido calcular,

Ala) = / F(asy)dy,

que ¢é exactamente a area da regiao do plano x = « delimitada superiormente por z =
f(a,y) e inferiormente por z = 0 no intervalo [c, d].

Consideremos n + 1 pontos do intervalo [a,b], a = 29 < 1 < 3 < -+ < x, = b e
escolhamos em cada intervalo [z; 1, x;] um ponto arbitrario «.

Tem-se,

A(CYJ(.TZ—SL’Z,l):‘/Z izl,...,n,

que nos da uma aproximagao ao volume da regiao delimitada superiormente pelo grafico
de z = f(z,y), inferiormente por z = 0 e lateralmente pelos planos x = x; 1, * = x;,

y=cey=d.

z Volume da regiao assinalada =2 Vi = A(ew)(zs — zi—1)

z = f(z,y) \

As somas

Vit Vot + Vo,
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CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

dao-nos uma aproximagao ao volume da regiao do espacgo delimitada superiormente pelo
grafico de z = f(x,y), inferiormente por z = 0 e lateralmente pelos planos = = a, x = b,
y = cey = d. Se tomarmos intervalos [x;_1, z;| de amplitudes cada vez menores, as somas

Vi+Vo+---+V, vao convergir para

b
V= / A(z)dx,
que define rigorosamente o volume da regiao delimitada superiormente pelo grafico de
z = f(=x,y), inferiormente por z = 0 e lateralmente pelos planos * = a, x = b, y = c e

y=d. Como A(z) = fcdf(a;,y)dy, tem-se

V= /ab (/Cdf(x,y)dy> dz.

Se tivessemos fixado inicialmente, nao a variavel x, mas a variavel y fazendo y = [ e se

tivéssemos procedido de modo andlogo obtinhamos

V= /cd (/abf(x,y)dx) dy.
Em resumo,
v/ b (/ df(x,wdy) i [ d (/ bf(w,y)dw) ty= [ 5t )dudy

A este integral chamamos integral duplo de f em D.

z

z = f(z,y)
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EXEMPLO 28

Pretende-se calcular / / (z° + y*) dz dy,
D

D=[-1,1]x[-1,1]={(z,y) eR? : —1<z<1,

Z:IZ

Ora,

D

[fe e - [ (
|

ExXEMPLO 29

Calcular // ysinx dx dy,
D

D= [O,g] % [0,2] = {(z,y) € R? : ogxgg,

—-1<y<1}.

+9°

0<y<2}.
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Tem-se,

z 2
//ysinxdyd:c = / (/ ysinxdy)da:
s 0 0
3 272
= / sinx[y—} dx
0 2 ]y

s

2
= / 2 sinx dx
0

= =2 [cos x} 2
0

= -2 (cosg — cos()) = 2.

ExEmMpPLO 30

Calcular

dxy
// @ryp e
D
sendo D = [0,2] x [0, 1]. Tem-se,
2 1 2y
5 g drdy = ——=dy | d
// x2+y T /0 (/0 @2+ 2+ 1P y) ’
2 9 1
= — | d
/0 [x2+y2+1h ’
2

4
x
2z 2z
= — d
/0 ( x2+2+x2+1) ’

= [~log(a? +2) + log(«? + 1)

5
= —log 6+ log 5+1log 2—1log 1 =log 3"

As propriedades operatorias estudadas para o integral definido admitem uma general-

izacao para o integral duplo.

Propriedades do integral duplo

Sejam f,g: D — R duas fungoes continuas. Entao:
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Lfuo= [fe ]
2 sacs, ffon-a [

3. Se f(x,y) > g(x,y) para todo o (z,y) € D, entdo //f > // g.
D D

Vejamos agora como podemos estender a nocao de integral duplo a dominios de um certo

tipo designados por dominios elementares.
Definicao 8 Dizemos que um subconjunto D C R? é elementar se for de um dos seguintes

dois tipos:

(I) D = {(:c,y) eER? : a<ax<h ¢pr)<y< <p2(3:)}, com ¢ e @y duas fungoes

continuas em [a, b] com ps > .

(U1 D ={(z,y) €R : c<y<d, ily) <o < thly)}, com Yy e vy duas fungdes

continuas em [c, d] com 1y > ).

Tipo I

Y

Por outras palavras, um conjunto D ¢é elementar se uma das variaveis tomar valores num
intervalo fechado e limitado e a outra varidavel tomar valores entre os graficos de duas

fungoes continuas. Os rectangulos sao exemplos de conjuntos elementares simultanea-

mente dos dois tipos.

O integral duplo admite uma generalizacao natural para conjuntos elementares.

Seja f: D C R? — R é uma funcao continua num conjunto elementar D. Entao:
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CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

1. Se D é do tipo I,

//f(m,y)dmdy = /ab (/:(2:) f(x,y)dy) dx.
D

2. Se D é do tipo 11,

J[ sy = [ ' ( /w w(;n 1, y)dw) dy.
D

Se D é simultaneamente dos dois tipos,

[ stz = [ ([ st e [ ([ s
D

ExEmpPLO 31

Pretende-se calcular

//(af +y°)dz dy,

D

emque D={(r,y):0<z<1, 22<y<1}
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Daqui resulta que

//(:c+y3)dxdy = /01 </x: (x+y3)dy) dx

D

ExeEMPLO 32

Pretende-se calcular

// ze® dx dy,

D

em que D é o subconjunto elementar delimitado pelas curvas y = 2% e y = 2 — 2°.

Para determinar os pontos de interseccao entre as duas curvas resolve-se o sistema

y:xZ y:xQ y=1
= =
y=2-a" 2’ =2—a’ x =+l
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CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

Obtemos os dois pontos A = (—1,1) e B = (1,1). Daqui resulta que

1 2—x?

// ze¥dedy = / (/ (xe2y) dy) dx
-1 Z‘2

D

Como vimos anteriormente, quando o dominio do integral é um conjunto elementar pode-
mos escolher a ordem pela qual queremos efectuar a integracao. Essa escolha prende-se,
essencialmente, por duas razoes: a primitivagao ser mais facil (ou ser possivel) em ordem a
uma das variaveis; os dominios de integracao terem uma descricao mais simples enquanto
conjuntos elementares de um dos tipos (1) ou (I1).

Vejamos exemplos para os quais nao ¢ indiferente a ordem de integracao.

EXEMPLO 33
Pretende-se calcular
2 4
/ / y cos(x?)dx dy.

0 Jy2
A primitiva em ordem a z da fungio ycos(z?) nao é imediata nem pode ser calculada
recorrendo a primitivacao por partes nem por substituicao, enquanto que a primitiva em

- , 42 -

ordem a y da funcao y cos(z®) é % cos(z?). Por essa razao vamos efectuar uma mudanca

na ordem de integracao. O dominio de integracao D é a regiao de R2,

{(z,y) <2 <4, 0<y<2}={(z,y9):0<z<4, 0<y< z},
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Assim teremos

2 4 —— ,
/ </ ycos(:cz)dx) dy ud. ordem integ. /
0 Y2 i

z cos(2?)dx
2
/0

4
cos(2?)2xdx
4

(«2)]

]
=
=

0

Nl S Y i S Y
)]
—
=}
—
—_
()
S~—

ExeEMmprPLO 34

Pretende-se calcular

/ / 2eydx dy,
D

onde D = {(z,y) : 0 <y <z, x+y < 2}. Vamos comecar por calcular o integral,
integrando em primeiro lugar em ordem a variavel y. Para isso temos que considerar a

particao de D nos conjuntos

Dy ={(z,y):0<2 <1, 0<y<ux},

Dy=A{(z,y):1<x<2 0<y<2—z}.

)
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CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

Nessa altura vem

// 2rydrdy = // Qxydxder// 2zy dx dy
D D1y Do
1 x 2 2—x
= / / 2zy dy dx + / / 2xy dy dux.
o Jo 1 Jo

Se trocarmos a ordem de integracao o calculo do integral fica simplificado:

1 2—y
// 2zydxdy = // 2zy dx dy
D 0 Jy
1
= / [yl ~dy
0
1
= / [(2—y)*y —y°] dy
0
1
= /(4y—4y2)dy
0

A escolha da ordem de integracao facilitou o calculo do integral.

Mudanca de variavel para coordenadas polares

No calculo do integral definido era por vezes necessario proceder a uma mudanca de
variavel de modo a facilitar (possibilitar) o cdlculo da primitiva da funcao integranda.
Também no integral duplo é preciso, por vezes, recorrer a mudancas de variavel agora
com o duplo objectivo de simplificar (possibilitar) a integracao e a descrigdo do domi nio
de integragao.

Estudaremos apenas a mudanga de variavel para coordenadas polares, que passamos a
definir.

E usual referenciar um ponto P de R? pelas suas coordenadas cartesianas, (z,y), isto &,

P=(z,y).
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Yy o P=(z,v)

Vejamos como referenciar um ponto num sistema de coordenadas polares.

Seja O a origem do referencial. Um ponto P # O fica referenciado pela respectiva
distancia a O, que designamos por p (p > 0) e pelo angulo que OP fez com o eixo T,
que designamos por 0 (0 < 0 < 27).

Ao par (p,0) chamamos coordenadas polares de P.

Y

P =(p,0)

E facil de ver as relagoes entre as coordenada cartesianas e as polares de um ponto:

p =12+ 12

(z,y) — (p,0) : 9. cosf =

x = pcost
e (p0) = (,y):

y = psiné.
sinf =

TR o r

EXEMPLO 35

Mudanca de coordenadas cartesianas para polares:

(e.9) = (22) = (p,0) = (2v2 7).

cos@z%z@

p=V22+422 0 :
sinf = -2 = V2
2v2 20

istoé,,o:2\/§e€:§.

ISA/UTL - Andlise Matemdtica — 2010/11 50



CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

22

LBl

ExEMPLO 36

Mudanca de coordenadas polares para cartesianas:

(p,0) = (2, %) — (z,y) = (QCOS%, 2sin %) = (V3, 1).

O sistema de coordenadas polares adapta-se particularmente bem a descricao de certos
tipos de conjuntos. Por exemplo, o conjunto dos pontos descritos pela equacao 22 +y? = 1
é descrito em coordenadas polares pela equagao p = 1 (0 < 6 < 27). O conjunto dos
pontos descritos pela inequacao x? + y? < 1 é descrito em coordenadas polares pela
inequacao p <1 (0 <6 < 2m).

Quando o dominio de integracao D é facilmente descrito com recurso as coordenadas po-
lares (por exemplo no caso de circulos ou sectores circulares, etc...) e a funcao integranda
f tem uma expressao simples em coordenadas polares, uma mudanca de varidveis para

coordenadas simplifica, em geral, o calculo do integral. Tem-se o seguinte resultado:

Sejam D’ um conjunto elementar descrito em coordenadas polares (p, 6)
e D o mesmo conjunto descrito em coordenadas cartesianas (z,y).

Seja f é uma funcao continua em D. Entao:

//f(x,y)dxdy://f(pcos@,psin@)pdpd@.
D D!
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ExEmMPLO 37

Calcular

// e~V dy dy,

D
onde D = {(x, y) - x,y >0, 22 +9y* < 1}. Em coordenadas polares este dominio de

integracao vem dado por

D':{(p,e) L p€0,1], fe [Og]}

P Y

|
—
N
—
8

// e_”CQ_dexdy = //e_prdpdé’
D

Il
|
= N = N =
N
INE 3
[ —
Cb‘
)
[
| I
o —
QU
D

I
—~
—_
I
QN
—
~—

Aplicacao do integral duplo ao calculo de volumes e de areas
Como vimos atras, se f(z,y) > 0 em D, // f(z,y)dzdy é o volume da regiao limitada,
D

em D, superiormente pelo grafico de f e inferiormente por z = 0.
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CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

Este resultado generaliza-se (tal como foi feito para o integral definido para o célculo de

areas): considerando duas fungoes f e g definidas em D e tais que f > g em D,
[~z
D

é exactamente o volume da regiao delimitada, em D, superiormente pelo grafico de f e

inferiormente pelo gréfico de g.

EXEMPLO 38
Pretendemos calcular o volume V' do sélido limitado pelo paraboloide z = 2% + y? e pelo

plano z = 4.

O volume V esta limitado superiormente pela funcao constante z = 4 e inferiormente pela
funcao z = 2% + y?. A interseccao do paraboloide z = 2% 4 3% com o plano z = 4 define
circunferéncia 2? + y?> = 4. Daqui concluimos que a projeccao de V no plano z0y é o

circulo D = {(z,y) : 0 < x* + y* < 4}. Portanto o volume V' é dado pelo integral

// (2% + y?))dx dy.

Efectuando a mudanca de variavel para coordenadas polares
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obtemos

Vo= [[a-at-yaray
[ (o)
[ (B

= 167 — 407" = 8.

EXEMPLO 39

Pretende-se determinar o volume do sélido V' limitado pelo paraboloide eliptico z = 2% 41>

e pelos planos z =4 e z = 9.
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CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

O volume de V obtém-se fazendo a diferenca dos volumes dos sélidos V; e Vs, sendo V;
[resp. V5] limitado superiormente pelo plano z = 9 [resp. z = 4] e ambos limitados

inferiormente pelo paraboloide z = 22 + 3.

z z

A interseccao do plano z = 9 com o paraboloide eliptico z = 2% +y? define a circunferéncia
de raio 3, situada no plano z = 9 cujo centro é (0,0,9). Daqui resulta que a projecgao
de Vi no plano z0y é o circulo centrado na origem de raio 3 que vamos denotar Dj.

Analogamemente a projeccao do plano z = 4 com o paraboloide eliptico z = 2% + ¢
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define a circunferéncia de raio 2, situada no plano z = 4 cujo centro é (0,0, 4) e portanto

a projeccao de V5 é disco de raio 2, que vamos notar Ds.

vol(V //9— 2+ y?))dx dy — // (2% + y?))dx dy.

Efectuando uma mudanca de variavel para coordenadas polares vem

//9— 22+ y?))dx dy — // (2% + y?))dx dy

Assim

Podemos também utilizar o integral duplo para calcular areas de regices do plano.

// 1 dxdy,
D

estamos a calcular o volume da regiao V, limitada superiormente por f(z,y) = 1 e

De facto, se calcularmos

inferiomente por z = 0.
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CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

Assim,
//ldx dy = volumedeV = drea D x altura = 4rea D.
D
EXEMPLO 40
Vejamos como calcular a area do subconjunto
D={(z,y) : 1<z<e 0<y<logz},
usando um integral duplo.
Yy
1
y = logx
D
1 € ’
Assim teremos
Area(D) = // dx dy
D
e log z
()
1 0
= / 1-logxdx
1
por partes € ¢ 1
= [:Ulogx] —/ r—dz
1 Lz
= eloge —logl — (e—1) = 1.
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EXERcicIOS 4

1. Calcular:

//

) //cosxsinyda:dy, D= [O,g] X [O, g]
D
2. Calcule os integrais e represente os dominios de integracao:
1 x?
) / / dydz.
0o Jo
2 3z+1
b) / / x dydzx.
0 2x
e 1
c) / / ye® dxdy.
1 Iny

d) //wydwdy, D={(z,y): x>0, r <4—4y*}.
o [[@ sty D= () w20,y 20, 304y <9}

3. Considere o quadrado Q = [—1,1] x [0,2], e a fungao f(x,y) = |y — 2?|. Calcule
/ f(x,y) dady.
Q

4. Inverta a ordem de integracao e calcule o integral.

1,1
a) / / (2% + y3x) dady.
0 JVy
IV
) / / ev dydz.
0 x
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CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

)/2L1(x+y)2dxdy.
o [ [ o

5. Represente a regiao de integragao e inverta a ordem de integracao.

o [ s
//mdym// Fa)

O f o i) [7 ([ s
([ )

6. Calcular volume de V = {(z,y,2): y >0, 2 >0, 2>+ 22 <1, v +y < 2}.

7. Calcule o volume do sélido limitado pelos paraboldides 4 — z = 2% +y? ¢ 9 — 32 =

% + 92

8. Calcular o volume limitado pelo paraboldide z = 222 + y? e a superficie cilindrica

2 =4 —y>

9. Calcule a drea de D = {(z,y) : 1 <a?+y* <9}.
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Apeéendice A
Codnicas

Chama-se conica a curva de interseccao de uma superficie conica de revolugdo com um

plano arbitrario.
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As elipses, pardbolas e hipérboles sao designadas por conicas nao degeneradas. As restantes
interseccoes designam-se por conicas degeneradas e ocorrem quando o plano passa pelo
vértice da superficie conica.

Uma cénica é sempre descrita por uma equacao do 2° grau em duas variaveis,
Az?+ By’ +Caxy+Dr+Ey+F =0, A B,...,FeR.

Apenas vamos considerar cénicas nao degeneradas.

Conicas definidas por equagoes na forma reduzida

‘T_z +4L =1 ELIPSE

N
O

Py’ =a CIRCUNFERENCIA

2 2
x ,
— = y—z =1 HIPERBOLE
a b

y = az’ PARABOLA
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APENDICE A. CONICAS

Observacoes:

Se nas equagoes anteriores substituirmos x e y por, respectivamente, x —xg e y —yo, obtemos

equagdes nao reduzidas de cénicas que sdo uma translacdo das anteriores (definida pelo vector

(z0,%0))-
(z — 1)
4

Por exemplo, + (y + 3)2 =1, é a elipse de centro (1, —3) e semi-eixos 2 e 1, repre-

sentada na figura

Se permutarmos nas equacoes anteriores as variaveis z,y entre si, vamos alterar a orientagao
da curva relativamente aos eixos coordenados.

~ 2, ~ , L. .
Por exemplo, a equacdo x — 1 = (y — 1)“ é a equagdo da pardbola de vértice (1,1) orientada

segundo o eixo dos zx, representada na seguinte figura.

Y

—_ k- - - o
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Apeéendice B
Quadricas

Uma superficie quadrica é uma superficie definida por uma equagao polinomial do 2° grau

em trés variaveis,
Ax* + By* +C2* + Doy + Eyz + Foz +Gr + Hy + 1z + J = 0,

em que A, B, ..., J sao constantes reais.

A semelhanca do que ocontece para as conicas, também podemos ter quddricas degener-

adas e quddricas nao degeneradas.

Apenas vamos considerar quadricas nao degeneradas.
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Quadricas definidas por equacgoes na forma reduzida

22 2
L4 =1 ELIPSOIDE
a2 b2 (22
1,2 1/2 2
I A—— HIPERBOLOIDE DE 1 FOLHA
a2 b2 2
2 yz 52
AR A HIPERBOLOIDE DE 2 FOLHAS
2 22
2 2 2
x Y z
42— CONE
a? b2 2
2 2
X 1 z .
— J_ ==z PARABOLOIDE ELIPTICO
a ¥ ¢
22 y2 z .
S5 =- PARABOLOIDE HIPERBOLICO
a ¥
2?2 o L — 15
L AR, | ILINDRO ELIPTICO .
@ ]
22 g2 -
——==1 CILINDRO HIPERBOLICO
a? b A..

CILINDRO PARABOLICO




Observagoes:

Se nas equagOes anteriores substituirmos x, y e z respectivamente por z —xg, y — Yo € z — 20,
obtemos equagdes nao reduzidas de quddricas que sdo uma translacdo das anteriores (definida

pelo vector (o, Yo, 20))-

(z—1)° (z - 2)
L [

Por exemplo, + y2 + 9 =1, é o elipsoide de centro (1,0, 2) e semi-eixos 2,1

e 3, representado na figura

e (x— 2)2 + (y+ 1)2 = z — 3, é o paraboloide de vértice (2, —1, 3), representado na seguinte

figura.

Se permutarmos nas equagoes anteriores as variaveis z, y, z entre si, vamos alterar a orientagao

dessa superficie relativamente aos eixos coordenados.
2 22 22
Por exemplo, as equagoes — + o) =22 e — + o) = y2 definem os cones representados
a a

na seguinte figura.
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