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Probabilidade

IT - FUNDAMENTOS DE PROBABILIDADE

1. Considere a experiéncia aleatéria que consiste no lancamento de dois dados e a varidvel
aleatoria X que representa a soma dos resultados dos dois dados.

(a) Caracterize a v.a. X, indicando a respectiva fun¢ao massa de probabilidade.
(b) Determine

i. PIX <4] ii. P[X <4] iii. P2<X<3] iv. P2<X<3] v.P[X>2]
(c) Determine a funcao distribui¢ao cumulativa de X, F.

(d) Represente graficamente a fungdo massa de probabilidade e a fungao distribuicao
cumulativa.

(e) Repita a alinea (b) utilizando a funcao F.

2. Seja X a variavel aleatoria que representa o tempo de vida de uma lampada (em centenas
de horas) com funcao densidade dada por

0.1e %1% ge >0
0 sex <0

flz) =

(a) Mostre que f é uma fun¢ao densidade de probabilidade.
(b) Determine a probabilidade de a lampada durar:
i. menos de 300 h; ii. exactamente 525 h; iii. entre 300 e 600 h;
iv. mais de 1000 h.
(¢) Determine a fungao distribui¢ao cumulativa de X, F.

(d) Repita a alinea (b) utilizando a fungao F.

3. Trés sementes de alfarrobeira sdo semeadas num vaso. Admita que a probabilidade de
germinacao de uma semente desta espécie é 0.17 e que a germinacao das trés sementes
¢ independente. Seja X a varidvel aleatoria que representa o nimero de sementes que
germinam nesta experiéncia.

(a
(b

(c
(d

Construa a distribuicao de probabilidades de X e represente-a graficamente.
Determine a fungao distribui¢ao cumulativa de X e faca a sua representagao gréfica.
Calcule P(1 < X <2).

Determine o valor médio e a variancia de X.

~— O~ —

4. O ntmero de projectos encomendados mensalmente a um gabinete de arquitectura é des-
crito por uma varidvel aleatéria X com a seguinte funcdo distribuicdo cumulativa

0 sex <0
0.015 se0<z<1
0.26 sel<xr<?2
0.685 se2<z<3
0.93 sed<zxr<4
1 sex >4

F(z) =
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) Determine a func¢ao massa de probabilidade da v.a. X.
(b) Calcule a probabilidade de serem encomendados pelo menos 3 projectos num mes.

(c¢) Se a dada altura do més ja foram encomendados dois projectos, qual a probabilidade
de serem encomendados pelo menos 3 projectos nesse més?

(d) Sabendo que num dado més este gabinete s6 pode aceitar 2 projectos, determine a
distribuicao da variavel aleatéria que representa o ntimero de projectos recusados nesse
meés.

5. O numero de unidades de um produto procuradas diariamente pelos clientes de uma em-
presa é uma varidvel aleatéria X com a seguinte fun¢do massa de probabilidade

1
pi=P(X =1i)= 5 1=0,1,2,3,4.

Se o produto é vendido até ao fim do dia proporciona um lucro de 5 euros por unidade; se
nao é deve ser inutilizado, o que corresponde a um prejuizo de 4 euros por unidade.

(a) Determine a fungao distribuicao cumulativa de X e represente-a graficamente.
(b) Calcule o valor esperado e a variancia de X.

(¢) Se no inicio de cada dia existirem 4 unidades de produto, determine o valor esperado
e a variancia do lucro liquido diario.

(d) Repita a alinea anterior admitindo que existem n > 4 unidades de produto no inicio
de cada dia.

6. Admita que, para cada unidade curricular com aulas de 2.5 horas, o tempo de permanéncia
(em horas) de um aluno numa aula ¢ uma variavel aleatoria com a seguinte funcao densidade

%(1—%@ seogxgg
flz) =
0 outros valores de x.
a) Qual a probabilidade de um aluno, escolhido ao acaso, assistir a mais de 80% da aula?
b

)
)
¢) Determine o desvio padrao do tempo de permanéncia de um aluno numa aula.
)
)

(
(b) Qual o tempo médio de permanéncia de um aluno numa aula?
(
(d) Determine o tempo ¢ tal que 90% dos alunos permanecem na aula menos de t horas.
(e) Sabendo que um aluno permanece na aula pelo menos 1 hora, qual é a probabilidade
de ele permanecer no maximo 2 horas.

7. Suponha que o desvio relativo do custo de uma obra publica relativamente ao valor orga-
mentado no projecto é uma variavel aleatéria continua X com a seguinte funcao distribuicao

cumulativa .
0 sex < —z

%ZEQ—{—J}—F& se—%§x<0
5.2 9
—1gT +x+b se0<z<:

c seng
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Determine a, b e c.
Determine a funcao densidade de probabilidade de X.

Calcule o valor médio e a mediana de X e interprete, no contexto do problema, os
valores obtidos.

Calcule a probabilidade do custo da obra ser superior ao que foi orcamentado em pelo
menos 50%.

8. Uma loja de artigos desportivos vende méquinas de musculacao e bicicletas. Sejam X e Y
v.a.8 que representam, respectivamente, o nimero de maquinas de musculacao e o nimero
de bicicletas que esta loja vende por semana. A distribui¢ao de probabilidades conjunta
do par (X,Y) é

Y 7 8 9 10 11 12

0.005 | 0.02 | 0.025 | 0.035 | 0.01 | 0.005
0.01 0.04 | 0.05 0.07 0.02 | 0.01
0.02 0.08 | 0.1 0.14 0.04 | 0.02
0.0125 | 0.05 | 0.0625 | 0.0875 | 0.025 | 0.0125
0.0025 | 0.01 | 0.0125 | 0.0175 | 0.005 | 0.0025

c:cnu;oowk

Calcule a probabilidade de, numa semana escolhida ao acaso, a loja vender 4 méquinas
de musculacao e 10 bicicletas.

Obtenha as fungoes massa de probabilidade marginais de X e de Y.
Determine a fungao distribui¢ao cumulativa de X e represente-a graficamente.

Determine o valor esperado e a varidncia do nimero de méquinas de musculacao
vendidas por semana?

Determine a probabilidade de o nimero de maquinas de musculacao vendidas numa
semana ser superior a 5 sabendo que se vai vender pelo menos 10 bicicletas.

Averigte se as vendas semanais de maquinas de musculacao e de bicicletas sao inde-
pendentes.

Calcule a covariancia e o coeficiente de correlacao entre X e Y.

Determine a fungdo massa de probabilidade do nimero total de maquinas de muscu-
lacao e bicicletas vendidas nesta loja por semana.

9. Sejam X;, Xo, ..., X, varidveis aleatorias independentes, com valor médio e variancia
comuns, E[X;] = p e Var[X;] = 0%, i =1,2,...,n. Considere a varidvel aleatoria definida
por

= 1
X =- X; édi tral
- ; (média amostral)

Determine em funcao dos parametros p e o:

(a)
(b)

o valor esperado de > "' | X; e de X;

a variancia de Y ; X; e de X.
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10. Um inquérito é enviado a 20 municipes (escolhidos aleatoriamente) de uma nova freguesia.
Admitindo que a taxa de resposta nesta freguesia ¢ de 25% , determine:

(a) A probabilidade de
i. ninguém responder;
ii. responderem exactamente 2 pessoas;
iii. a maioria das pessoas responderem;

iv. responderem menos de 5 pessoas.
(b) O numero esperado de inquéritos respondidos.

11. Counsidere que a probabilidade de um aluno responder correctamente a uma pergunta é 0.7
e que a resposta a perguntas diferentes é independente. Seja X a varidvel aleatoria que
representa o niimero de respostas correctas num teste com 15 questoes.

(a) Identifique, justificando, o modelo de probabilidade de X.

(b) Calcule a probabilidade de o aluno responder correctamente a:
i. 8 questoes, ii. pelo menos 10 questoes, 1iii. no maximo a 5 questoes.

(c) Calcule a probabilidade de o nimero de respostas correctas ser superior ao nimero de
respostas incorrectas.

(d) Calcule a probabilidade de o numero de respostas correctas ser mais do dobro do
numero de respostas incorrectas.

12. O nuumero de pessoas que ocorrem por hora ao servigo de atendimento ao publico de uma
Céamara Municipal segue uma distribui¢ao de Poisson com parametro 1.2. O servico funci-
ona das 9 as 16 horas e atende no méximo 25 pessoas por dia.

(a) Qual a probabilidade de, numa dada hora, chegarem 4 pessoas a este servico de
atendimento?

(b) Qual o niimero esperado de pessoas que ocorrem por hora a este servigo?

(c) Qual o namero mais provavel de pessoas que ocorrem por hora a este servigo?

(d) Admitindo que o nimero de pessoas que ocorrem em horas distintas ¢ independente,

i. qual a probabilidade de entre as 10 e as 12 horas chegarem pelo menos 5 pessoas?
ii. qual a proporcao de dias em que ficam pessoas por atender?

13. A distribuigao espacial de uma dada espécie vegetal pode ser avaliada através do ntimero de
plantas que ocorrem em pequenas unidades espaciais, escolhidas aleatoriamente na regiao
que se pretende estudar. Um trabalho efectuado numa dada regido, mostrou que o niimero
de exemplares observados da espécie llex aquifolium (azevinho) em quadrados de 10m x
10m, era bem modelado por uma distribuicao de Poisson com média 0.6.

(a) Qual é a probabilidade de encontrar 2 exemplares de azevinho num quadrado de 10m
x 10m, escolhido ao acaso nesta regiao?
(b) Sabendo que se pretende estabelecer nesta regiao uma reserva de integral com lha,

i. determine a probabilidade de encontrar 50 exemplares desta espécie;
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ii. quantos exemplares desta espécie se espera encontrar? Justifique.

14. A duracao de pequenos anuncios (entre 5 e 12 segundos) numa cadeia de televisao pode
considerar-se uma v.a. X com distribuicao uniforme.
(a) Indique a fun¢ao densidade de probabilidade de X.
(b) Determine a probabilidade de um pequeno antncio ter duragao superior a 7 segundos.

(c) Calcule a probabilidade de um pequeno antncio durar mais de 6 segundos sabendo
que nao demora mais do que 10 segundos.

(d) Calcule a média e o desvio padrao da duragao de pequenos anuncios.
(Adaptado de Murteira et al., 2002)

15. Admita que a temperatura média diaria do ar na Tapada da Ajuda em Janeiro é nor-
malmente distribuida com meédia 11°C e desvio padrao 2.4°C. Escolhido ao acaso um dia
naquele més, calcule a probabilidade da temperatura média do ar

(a) ser igual ou inferior a 11°C;

(b) estar entre 10 e 15°C;

()

(d)
)

(e) ser negativa.

ser superior ou igual 20°C;

ser igual a 13.4°C;

16. Num estabelecimento que vende materiais para jardins, sabe-se que a venda semanal de
terra vegetal (em toneladas) é bem modelada por uma distribui¢ao normal de média 5 e
desvio padrao 0.5.

(a) Qual a probabilidade de, numa semana seleccionada ao acaso, a venda de terra vegetal
i. ser superior a 6t7 ii. ser 5t7  iii. estar entre 4.9 e 5.1t7

(b) Qual a quantidade de terra vegetal que este estabelecimento devera ter em armazém,
no inicio de cada semana, de modo a néo haver ruptura de stock em 99% das semanas?

(c) Qual a probabilidade de, em determinado més (4 semanas), a venda de terra vegetal
ultrapassar as 18t7

(d) Qual a probabilidade de, num determinado ano (52 semanas), a venda semanal média
de terra vegetal ser inferior a 4.9t7

(e) Em determinado trimestre (12 semanas), qual o nimero de semanas em que se espera
que a venda de terra vegetal seja superior a 6t7

17. Suponha que o peso de um pacote de sementes de relva é uma variavel aleatoria que se
admite ter valor médio 1kg e desvio padrao 0.05kg. Pretende-se colocar 111 destes pacotes
numa prateleira que suporta 110kg. Qual a probabilidade da prateleira nao suportar o peso
total dos 111 pacotes?

18. De acordo com uma analise de mercado, a procura semanal de um certo produto (em
toneladas) é uma variavel aleatoria de média 20 e variancia 9.
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(a) Sabendo que a producao anual planeada é de 1025 t, calcule a probabilidade de haver
procura anual excedentaria (considere que um ano tem 52 semanas).

(b) Determine a produgao anual que deve ser planeada de modo a cobrir a procura anual
com probabilidade 0.99.

19. Mediu-se o comprimento (em cm) das pétalas de 50 lirios da espécie Iris virginica (dados
disponiveis no R em iris(datasets)). A média e o desvio padrao da amostra foram
T = 5.52 cm e s = 0.58 cm, respectivamente. Observou-se ainda que 9 destes lirios tém
pétalas com comprimento superior a 6 cm.
Admita que o comprimento das pétalas da espécie Iris virginica segue uma distribuicao
normal.

(a) Indique estimativas para a média e o desvio padrao do comprimento das pétalas da
populacao de lirios desta espécie.
(b) Utilize as estimativas obtidas na alinea anterior como parametros da populac¢ao do

comprimento das pétalas da espécie Iris virginica e determine a probabilidade de o
comprimento das pétalas de um lirio desta espécie ser superior a 6 cm.

(c) Determine uma estimativa para a proporc¢ao de individuos da espécie Iris virginica
com pétalas de comprimento superior a 6 cm.

(d) Utilizando o valor obtido em ¢) como o valor populacional da proporgao de lirios da
espécie Iris virginica com pétalas de comprimento superior a 6 cm, determine:

i. a probabilidade de 1 lirio escolhido ao acaso ter pétalas de comprimento superior
a 6 cm,;

ii. a probabilidade de em 5 lirios escolhidos ao acaso, 2 terem pétalas de comprimento
superior a 6 cm.
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Solugoes de alguns Exercicios

x| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

L (a) P[X =wx] | 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36
(b) i 3/36 ii. 6/36 iii. 2/36 iv. 0 v. 35/36
2. (b)i.1—e 93 i 0 iii. e 03 —e 06 iy et

0 , <0
© Fo={,_ Lo 55

3. (a) PIX =i]=(3) 0.17° 0.83%~, i=0,1,2,3

Funcéo massa de probabilidade Funcéo distribuicdo cumulativa
o P —
o
0 —_—
G ]
2 4
< |
@ o
k] © |
£ o z ° -
g ° £
g o s
o
o
= | S 7
o
o | o | o
° = T T T S T T T T
0 1 2 3 2 -1 0 1 2 3 4 5
X X
0 , <0

0.571787 , 0<x <1
(b) F(x) =< 0923126 , 1<zx<?2
0.995087 , 2<zx <3
1 , >3
(c) 0.4233

(d) E[X] =051 Var[X]=0.4233

L () x| 0 1 2 3 4
‘ P[X =] ] 0015 0245 0425 0245 0.07
(b) 0.315
(c) 0.426

(d) Y - v.a. que representa o nimero de projectos recusados nesse meés
yi | 0 1 2
P[Y =y [ 0685 0.245 0.07
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()

(d)
(e)
(f)

0 , <0
1/5 , 0<z<1
2/5 , 1<z<?2

Fl)=93 35 . 2<u<3
4/5 | 3<z<4
1 , >4

EX]=2 Var[X] =2

Y - v.a. que representa o lucro liquido diario
ElY]|=2 VarlY] =162

ElY]=18—4n Var[Y] =162
0.04
5/6
5/\/72
2.5(1 — /0.1)
8/9
a=b=0lec=1

Sz+1 , —+<2<0
fly=9 —2z+1 , 0<z<$}

0 , outros valores de z

E[X] =& x5 = 0.458

O custo de um projecto excede em média o valor orgamentado em 11.59% .
Cinquenta porcento dos projectos excedem o valor or¢amentado em 45.8% .

0.4694

0.14
x| 2 3 4 5 6

P X=2;] |01 02 04 025 0.05

yi |7 8 9 10 11 12

PY =y] | 005 02 025 035 0.1 0.05

0 , <2
01 , 2<2<3
03 , 3<x<4

Ex@) =93 07 | 4<z<s5
095 , 5<x<6
L 1 , t>6
E[X] = 3.95 Var[X] = 1.0475
0.05

X e Y sao v.a. independentes.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(8) Cou(X,Y) =0 pxy =0
() BRZL Xl =np X =p
o

(b) VaT[Z?Zl Xz] = n0'2 Y = ;

1. 0.00317 ii. 0.06695 iii. 0.00394
bt

a

(a)
(b)
(a) X —~ B(15,0.7)
(b) 1. 0.08113 ii. 0.72162 iii. 0.00365
(¢) 0.94999
(d) 0.51549
(a) 0.02602
(b)
()
d)
)

0.
1.2
1
(d) i 0.096 ii. 0
(a) 0.09879

i. 0.02327
ii. 60

a

[T, 5<z<12
(a) flz) = { 0 , outros valores de x

(b) 5/7

i. 0.02275 ii. 0 iii. 0.15852
6.165 t
0.97725

0.97128

iv. 0.4148
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0.75490
1090.406 t

18. (a

b

—~ o~

Estimativa para g : Z = 5.52cm; estimativa para o : s = 0.58cm.

19. (a

)
)
)
b) 0.20395
)
)

—~ o~

0.18
1. 0.18 ii. 0.1786

—~

¢
d

—~
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