Capitulo 2

Modelo Linear
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Modelacao Estatistica

Objectivo (informal): Descrever a relacéo de fundo entre
@ uma variavel resposta (ou dependente) y; e

@ uma ou mais variaveis explicativas (variaveis preditoras ou
independentes), Xi,Xz,...,Xp.

A identificacao da relacao de fundo é feita com base em n
observacdes do conjunto de variaveis envolvidas na relacao.

Vamos considerar trés exemplos, todos com um unico preditor.
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Exemplo 1
Produco de leite de cabra em Portugal (y, em 10° litros) (INE)
vs. Anos (x, de 1986 a 2011) n = 26 pares de valores, {(x;,y;)}?%;

leite (10° litros)
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A tendéncia de fundo é aproximadamente linear.
Qual a “melhor” equagéo de recta, y = bgp+ by X, para descrever as n
observacdes (e qual o critério de “melhor”)?
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Exemplo 2 - relacéo linear

DAP (Diametro a altura do peito, variavel x) e Volume de troncos (y)
de cerejeiras. n = 31 pares de medigdes:  {(x;,yi)}3,.
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A tendéncia de fundo é aproximadamente linear. Mas os n = 31 pares
de observacgbes sdo apenas uma amostra aleatéria duma populacao
mais vasta. O que se pode dizer sobre a recta populacional

y = Bo+ Bix?
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Exemplo 3 - Uma relacéo nao linear
n = 251 pares de observagdes

Idade gestacional (x) e peso de bebé recém-nascido y, {(Xi,Yi)

Recém nascido - peso (g)
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0

Idade gestacional (semanas)

A tendéncia de fundo é néo-linear: y =f(x).
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Exemplo 3 (cont.)

Neste caso, ha uma questao adicional:
@ Qual a forma da relacao (qual a natureza da funcgéo f)?
» f exponencial (y = ce®)?
» f funcdo poténcia (y = cx%)?

Além das perguntas analogas ao caso linear:
@ Como determinar os “melhores” parametros c e d?

@ E, se os dados forem amostra aleatéria, o que se pode dizer
sobre o0s respectivos parametros populacionais?
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Quatro ideias prévias sobre modelacéo

@ Todos os modelos séo apenas aproximacoes da realidade.
Uns sdo melhores que outros.

@ O principio da parciménia na modelacéo: de entre os modelos
considerados adequados, é preferivel o0 mais simples.

@ Os modelos estatisticos apenas descrevem tendéncia de fundo:
h& variacao das observacdes em torno da tendéncia de fundo.

@ Num modelo estatistico ndo ha necessariamente uma relacéo de
causa e efeito entre variavel resposta e preditores. Ha apenas
associacao. A eventual existéncia de uma relacdo de causa e
efeito s6 pode ser justificada por argumentos extra-estatisticos.
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O Modelo Linear

@ O Modelo Linear é um caso particular de modelacao estatistica;

@ engloba um grande niumero de modelos especificos:
Regresséao Linear (Simples e Mdltipla) , Regressao Polinomial,
Andlise de Variancia, Analise de Covariancia;

@ é 0 mais completo e bem estudado tipo de modelo;

@ serve de base para numerosas generalizacfes
(Regresséo néo linear, Modelos Lineares Generalizados, Modelos
Lineares Mistos, etc.).
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Revisdo: Reg. Linear Simples - contexto descritivo

Estudado na disciplina de Estatistica (10s. ciclos do ISA),
@ apenas como regressao linear simples
@ apenas no contexto descritivo

n pares de observag6es {(xi,yi)}{, com relacéo linear de fundo?
—> Recta de Regressao é y =bg+b;x

com

sendo

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 83/476



Reviséo: Reg. Linear Simples descritiva (cont.)

Como se chegou a equacéao da recta?

Critério: Minimizar a soma de quadrados dos residuos

Os residuos sao distancias na vertical entre pontos e recta ajustada:
e = Vi~V = Y¥i—(bo+bix),

sendo Vi = bp+byx 0s“y ajustados pela recta”

Soma de Quadrados dos Residuos:
n n
SQRE = Y &f = 3 [vi—(bo+bux)]* .
i=1 i=1

Critério: Determinar bg e b; que minimizam SQRE.
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Regressao Linear Simples - contexto descritivo

n = 31 pares de medicbes
DAP (x) e Volume de troncos (y) de cerejeiras, {(x;,yi)}32;.
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Regressao Linear Simples - contexto descritivo

Critérios de ajustamento diferentes dao rectas diferentes.

Em vez de distancias na vertical,
@ distancias na perpendicular?
@ distancias na horizontal?
Em vez de soma de quadrados de distancias,

@ soma das distancias (valor absoluto dos residuos)?
@ outro critério qualquer?

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 86 /476



Regressao Linear Simples - contexto descritivo

O critério de minimizar Soma de Quadrados dos Residuos tem,
subjacente, um pressuposto:

O papel das 2 variaveis, x e y, ndo é simetrico.

y —variavel resposta (“dependente”)
@ é avariavel que se deseja modelar, prever a partir da
variavel x.
X —variavel preditora (“independente”)

@ ¢é a variavel que se admite conhecida, e com base na
qual se pretende tirar conclusdes sobre y.
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Regressao Linear Simples - contexto descritivo

O i-ésimo residuo

e =YV
€ o desvio (com sinal) da observacéo y; face a sua previsdo a partir da
recta.

O critério de minimizar a soma de quadrados dos residuos

corresponde a minimizar a soma de quadrados dos “erros de
previsao”.

O critério tem subjacente a preocupacao de prever o melhor possivel
a variavel y, a partir da sua relacdo com o preditor Xx.
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Regressao Linear Simples - contexto descritivo

Algumas quantidades importantes na RLS descritiva
(ver Exercicio 5 RLS):

SQ Total (SQT)
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SQ Regressao (SQR)

IM3Ims

5 -9? = (n-1)s2

Nota: y é simultaneamente a média dos y; observados e dos Y,
ajustados (ver Exercicio 5).

SQ Residuos (SQRE) %(yi—yi)z = % e? = (n—1)s?
iZ1 i=

Nota: € =0, ou seja, a média dos residuos e; € nula (ver Exercicio 5).
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RLS - contexto descritivo (cont.)
Prova-se (ver Ex.5) a seguinte Formula Fundamental:

SQT = SQR +SQRE & sy = si+sg

Papel crucial é desempenhado pelo Coeficiente de Determinacao:

2

SQR S
R?=—~_ =2 €01
SQT sge[’]

R? mede a proporcéo da variabilidade total da variavel resposta Y que
€ explicada pela regresséo.

Recordar que, numa regressao linear simples, R? é o quadrado do
coeficiente de correlacao entre preditor e variavel resposta:

2
= rxy = | —2
Sx Sy
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Regressao - um pouco de historia

A designagéo Regressao tem origem num estudo de Francis Galton
(1886), relacionando a altura de n = 928 jovens adultos com a altura
(média) dos pais.

Galton constatou que pais com alturas acima da média tinham
tendéncia a ter filhos com altura acima da média - mas menos que os
pais (idem para os abaixo da média).

Galton chamou ao seu artigo Regression towards mediocrity in
hereditary stature. A expresséo regressao ficou associada ao método
devido a esta acaso histérico.

Curiosamente o exemplo de Galton tem um valor muito baixo do
Coeficiente de Determinagéo.
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Um pouco de histéria (cont.)

Dados da Regresséo de Galton (n=928)
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Transformacoes linearizantes

Nalguns casos, a relacao de fundo entre x e y é ndo-linear, mas pode
ser linearizada caso se proceda a transformagcfes huma ou em ambas

as variaveis.

Tais transformacdes podem permitir utilizar a Regresséo Linear
Simples, apesar de a relacdo original ser ndo-linear.

Vamos ver alguns exemplos particularmente frequentes de relacdes
nao-lineares que sao linearizaveis através de transformacdes da
variavel resposta e, nalguns casos, também do preditor.

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 93 /476



Relacdo exponencial

b; >0
- . = X
Relacéo exponencial : Y =bo€ i

(y >0 ; bg >0)

by <0

0 s 0 10 20 20
0512

;;;;;;;;;;;;

Transformacao : Logaritmizando, obtém-se:

In(ly) = In(bg) + byx
& y* = by + bix
que é uma relacéo linear entre y* =1In(Y ) e x.

O sinal do declive da recta indica se a relagao exponencial original &
crescente (b; > 0) ou decrescente (b; < 0).
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Uma linearizacdo no Exemplo 3
O gréfico de log-pesos dos recém-nascidos contra idade gestacional

produz uma relacéo de fundo linear:

Peso vs. Idade gestacional
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Esta linearizag&o da relacdo significa que a relacéo original (peso vs.

idade gestacional) pode ser considerada exponencial.

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento

2014-15

95/ 476



Ainda a relacao exponencial

Uma relacéo exponencial resulta de admitir que y é funcéo de x e que
a taxa de variagao de y, y’(x), é proporcional ay:

y'(x)=b1-y(x),

i.e., que a taxa de variacao relativa de y é constante:

Primitivando (em ordem a x), tem-se:
In(y(x)) = byx+C,
onde C é a constante de primitivacdo que, no nosso contexto,

corresponde a constante aditiva b§ = In(bg).
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Modelo exponencial de crescimento populacional

Um modelo exponencial é frequentemente usado para descrever 0
crescimento de populagfes, numa fase inicial onde néo se fazem
ainda sentir a escassez de recursos limitantes.

Mas nenhum crescimento populacional exponencial é sustentavel a
longo prazo.

Em 1838 Verhulst propés uma modelo de crescimento populacional
alternativo, prevendo os efeitos resultantes da escassez de recursos:
0 modelo logistico.
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Relacédo Logistica

sea)

Relagdo Logistica : Y = 1—sro:%

enplart

Transformacgéo : Comoy €]0,1[, tem-se uma relac&o linear entre a
funcéo logitde Y, In(y /(1 —vV)), e x:

e~ (bo+b1x)
= 1-y 1+ e (bo+b1x)
= Y — gPotbix
1-y
= In —y = bg + byx
1-y
———
:y*
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Ainda a Logistica

A relacao logistica resulta de admitir que y é funcdo de x e que a taxa
de variacéo relativa de y diminui com o0 aumento de y:

y'(x)
=by-[1-y(x)].
y(x)
De facto, a expresséo anterior equivale a:
y'(x) y'(x) | y'(x)
— 2 — b & + =b
yoo)-(1-y(x) 1-y() vy
Primitivando (em ordem a x), tem-se:
—In(1-y(x))+Iny(x) = byx+C
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Relacéo poténcia ou alométrica

y =boxP2

Relacao poténcia :
(xy>0 : bgby>0)

Transformacéo : Logaritmizando, obtém-se:

In(y) = In(bg) + by In(x)

*

& y* = by + b1x*

que é uma relacédo linear entre Y* =1In(Y) e x* =In(x).

O declive b, da recta é o expoente na relacao poténcia original.
Mas bj = In(bo).
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Outra linearizacéo no Exemplo 3

O grafico de log-pesos dos recém-nascidos contra log-idade
gestacional produz outra relacéo de fundo linear:

Peso vs. Idade gestacional In(Peso) vs. In(Idade gest.)
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Esta linearizag&o significa que a relacéo original (peso vs. idade
gestacional) também pode ser considerada uma relacéo poténcia.
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Ainda a relacao poténcia

Uma relacéo poténcia resulta de admitir que y e x sédo funcdes duma

terceira variavel t e que a taxa de variagédo relativa de y é proporcional

a taxa de variacdo relativa de x:
y'(t)

ALY G
yt) *

De facto, primitivando (em ordem at), tem-se:
Iny = bilnx+C

e exponenciando,

by C

€
—~~

=by

y =X

A relacdo poténcia é muito usado em estudos de alometria, que
comparam o crescimento de partes diferentes dum organismo.
A isometria corresponde a b; = 1.
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Relacéao hiperbdlica (ou de proporcionalidade inversa)

_ 1
Relacao hiperbdlica : Y= botbix
(xy>0 : bgby>0)

Transformacéo : Obtém-se uma relacéo linear entrey* =1/y e x:
1 *
y:bo—i-blx & y:bo+b1X.

Usada na modelacao de rendimento por planta (y) vs. densidade da
cultura ou povoamento (x).
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Relacdo Michaelis-Menten

Relagdo Michaelis-Menten : Y = g%

Transformacgéo :
Tomando reciprocos, obtém-se uma relacéo linear entre
1 * _ 1.
yr=jext=x
1

C * * *
S = x4 ey =i

combi=d e bi=c.
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Relacdo Michaelis-Menten (cont.)

@ A relagdo Michaelis-Menten é muito utlizado no estudo de
reaccdes enzimaticas, relacionando a taxa da reac¢do com a
concentracéo do substrato.

@ Em modelos de Rendimento é conhecido como modelo
Shinozaki-Kira, com y o rendimento total e x a densidade duma
cultura ou povoamento.

@ Nas pescas é conhecido como modelo Beverton-Holt: y é
recrutamento e X a dimensédo do manancial (stock) de
progenitores.
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Adverténcia sobre transformacdes linearizantes

A regresséao linear simples ndo modela directamente relagdes néo
lineares entre x e y. Pode modelar a relacéo linear entre as variaveis
transformadas.

Transformacdes da variavel-resposta Y tém um impacto grande no
ajustamento: a escala dos residuos é alterada.

Nota: Linearizar, obter os parametros bg e b; da recta e depois
desfazer a transformacao linearizante ndo produz os mesmos valores
dos parametros que resultariam de minimizar a soma de quadrados
dos residuos directamente na relagcdo nao linear. Esta Ultima ideia
corresponderia a efectuar uma Regressao néo linear, metodologia nédo
englobada nesta disciplina.
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Regressao Linear Simples - Inferéncia

@ Até aqui a RLS foi usada apenas como técnica descritiva.
Se as n observacgdes fossem a totalidade da populacéo de
interesse, pouco mais haveria a dizer.

Mas, com frequéncia, as n observacdes sdo apenas uma
amostra aleatoria de uma populacdo maior.

@ A recta de regressdo y = by -+ by x obtida com base na amostra é
apenas uma estimativa de uma “recta populacional”

y = Bo+Bix .

Outras amostras dariam outras rectas ajustadas (estimadas).
@ Coloca-se o problema da inferéncia estatistica
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O problema da Inferéncia Estatistica na RLS

POPULACAQO

(recta desconhecida)

AMOSTRAGEM INFERENCIA
ALEATORIA ESTATISTICA
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MODELO - Regresséao Linear Simples

A fim de se poder fazer inferéncia sobre a recta populacional,
admitem-se pressupostos adicionais.

Y - variavel resposta aleatoria .

X — variavel preditora ndo aleatédria (fixada pelo
experimentador ou trabalha-se condicionalmente aos
valores de x)

O modelo sera ajustado com base em:

{(xi,Yi)}{L; —n pares de observacgdes de x e Y, sobre n unidades
experimentais.

Recordar: Uma variavel aleatoria é o conceito que formaliza a
realizacdo de experiéncias aleatérias com resultado numérico.
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MODELO RLS - Linearidade

Vamos ainda admitir que a relacao de fundo entre x e Y € linear

com uma variabilidade aleat6ria em torno dessa relacao, representada
por um erro aleatério €. Paratodooi=1,....n:

Yi = B + B X + &
1 1 1 1
v.a. cte. cte. cte. va.

O erro aleatdrio representa o que a relacéo linear de fundo entre x e
Y ndo consegue explicar.
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MODELO RLS - Os erros aleatorios
Vamos ainda admitir que os erros aleatorios &;:
@ Tém valor esperado (valor médio) nulo:
Els] = 0, Vi=1,..,n

(ndo é hipétese restritiva).
@ Tém distribuicdo Normal (é restritiva, mas bastante geral).
® Homogeneidade de variancias: tém sempre a mesma variancia

V[g] = 02, VYi=1,.,n

(é restritiva, mas conveniente).

@ Sao variaveis aleatorias independentes
(é restritiva, mas conveniente).
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MODELO Regressao Linear Simples
Y |\

Y = Bo+ B1X
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MODELO - Regresséao Linear Simples

Recapitulando, para efeitos de inferéncia estatistica, admite-se:

Definicdo (O Modelo da Regresséo Linear Simples)
QY = Bo+Bxi+g, Vi=1,..n.

Q@ s5n 0,02, Vi=1,..n.

© {&}", va. independentes.

NOTA: Os erros aleatérios sao variaveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.)

Nota: A validade do que se segue depende da validade dos
pressupostos deste modelo.
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Revisdo: propriedades de valores esperados

No que se vai seguir, usaremos algumas propriedades dos valores
esperados (valores médios) de variaveis aleatérias:

Sejam X e Y variaveis aleatdrias e a e b constantes. Entao:
@ E[X+a]=E[X]+a.
@ E[bX]=DbE[X].
® E[XLY]=E[X]£E[Y].

Ver apontamentos da Prof. Manuela Neves (Teoria das
Probabilidades, p.65 e seguintes):
http://www.isa.utl.pt/dm/estat/estat/seb2.pdf
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Revisdo: propriedades de variancias

A variancia duma v.a. define-se como:

V[X] = E [(X—E[X])Z} — E[X? - E2[X]

Algumas propriedades de variancias de variaveis aleatorias:

Sejam X e Y variaveis aleatdrias e a e b constantes. Entao:
o V[X+a]=VI[X].
@ V[bX]=b2V[X].
@ VIXtY]=V[X]+V][Y]£2Cov[X,Y],onde Cov[X,Y] éa
covarianciade X e Y.

@ Se X e Y forem v.a. independentes, entdo
VIX+Y]=V[X]+V][Y].
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Revisdo: propriedades de covariancias

A covariancia entre duas v.a. define-se como:

Cov[X,Y] = E[(X —E[X])(Y —E[Y])] = E[XY]-E[X]E[Y]

Sejam X, Y e Z variaveis aleatdrias e a e b constantes. Entao:
Cov[X,Y]=Cov|[Y,X].

Cov[X,X]=VI[X].

Cov[X +a,Y +b]=Cov[X,Y].

Cov[aX,bY]=abCov[X,Y].
Cov[X+Y,Z]=Cov[X,Z]£Cov[Y,Z].

ICov[X,Y]| < /V[X]V[Y] (Desigualdade de Cauchy-Schwarz).
Se X, Y sé&o v.a. independentes, entdo Cov[X,Y]|=0.

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 116/ 476



Revisdo: propriedades da distribuicdo Normal

Se a v.a. X tem distribuicdo Normal, com valor esperado u e variancia
02, escreve-se: X N A (U, a?).

Atencao a convencao nesta UC: o segundo parametro é a variancia.

@ Seja X N .4 (u,0?) e a, b constantes. Entéo:
a+bX N 4 (a+bu,b?c?), ousda,

uma transformagéo linear duma Normal tem distribuicdo Normal.

@ SejaX N.#(u,0%),entdo:  H 0 y(0,1).

@ Se X e Y sédo Normais independentes e a, b constantes, entao
aX +bY é Normal (com parametros resultantes das propriedades
dos acetatos 114 e 115). Ou seja, combinacdes lineares de
Normais independentes tém distribuicdo Normal
(ver Teorema 2.14 e Ex. 2.15 dos apontamentos da Prof. Manuela Neves).
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Primeiras consequéncias do MODELO RLS

Teorema (Primeiras consequéncias do Modelo)
Dado o Modelo da Regressao Linear Simples, tem-se
Q E[Y] = Bo+Bixi, Vi=1,..,n.
Q V[Y|] = 6% Vi=1,..,n.
QY n JV(Bo—i-BlXi,GZ), vVi=1,...,n.
Q {Yi}, va. independentes.

@ NOTA: As observacdes da variavel resposta Y; ndo séo i.i.d.:
embora sejam independentes, normais e de variancias iguais, as
suas médias sao diferentes (dependem dos valores de x = x;
associados as observacdes).
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Estimacéo dos parametros do Modelo RLS

O Modelo de Regressao Linear Simples tem dois parametros: 3y e [3;.

Definem-se estimadores desses parametros a partir das expressoes
obtidas para bg e b; pelo Método dos Minimos Quadrados.

3 R0F) () 5y,
Recordar: by = Ci‘gy — = D ) I:(lnfl)sg

[(x) Exercicio 3b) de RLS nas aulas praticas]

Definicao (Estimador de ()

(xi —X)

(n—1)sf

% (Xi — Y) Yi
:(1 (1)

n
= - = G Y comc; =
n—l)s)% ; | () |

Nota: O estimador ﬁl € combinacdao linear de Normais independentes.
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Estimacéo dos parametros do Modelo RLS (cont.)
Recordar: bg =y —b;X.

Definicdo (Estimador de [3)

A o A _ 1 n _ n n
[3o:Y—[31X=ﬁzY|—XZCiYi=zdlYu, (2)
S = S
com L o
d = ——X¢ = __LX)XZ,
n n (n—1)ss

Quer By, quer By, séo combinacoes lineares das observagées {Y;} ,,
logo séo combinacdes lineares de variaveis aleatérias Normais
independentes. Logo, ambos os estimadores tém distribuicao Normal.
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Distribuicdo dos estimadores RLS

Teorema (Distribuicdo dos estimadores dos parametros)
Dado o Modelo de Regresséao Linear Simples,

Q5 ﬁJV(Bl,ﬁ),
@ 0 (1.2 b )

(n—-1)s§

NOTAS:

@ Ambos os estimadores s&o centrados : E[1] = 1 e E[fo] = Bo
© Quanto maior (n—l)S)%, menor a variabilidade dos estimadores.

© A variabilidade de [, também diminui com o aumento de n, e com
a maior proximidade de X de zero.
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Distribuicdo dos estimadores RLS

Corolario
Dado o Modelo de Regresséo Linear Simples,

(% ) @ n.4(0,1), com a5 :1/W_U/\/(n 1S
o BOU_EOBO n(0,1), com gy 02 Ao SX =0, /3+ 55

NOTAS:

@ O desvio padrdo dum estimador designa-se erro padrédo (em
inglés, standard error).

@ Nao confundir os erros padréo dos estimadores, O € 05, C0mM o

desvio padréao ¢ dos erros aleatérios. Estao relacionados, mas
sao coisas diferentes.
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Distribuicdo dos estimadores RLS

Os resultados do Corolario anterior quase que permitem fazer
inferéncia sobre os parametros 3y e 3; (e.g., construir intervalos de
confianca ou efectuar testes de hipoteses).

Mas subsiste um problema importante: para além dos proprios
parametros 3y e (1, ha outra quantidade desconhecida nos
resultados: a variabilidade dos erros aleatérios, 02 =V [g].

Precisamos de um estimador da variancia a2 dos erros aleatorios.

Vamos construi-lo a partir dos residuos.
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Erros aleatérios e Residuos
Erros aleatérios & = Y;— (Bo+ BiXi)-
Residuos Ei = Yi—(Bo+ Bxi)-

Os residuos sao preditores (conhecidos) dos erros (desconhecidos).
O numerador da variancia dos residuos é

(n-1)s2 Z E? = SQRE,

porque a média dos residuos é zero (ver Exercicio 5b de RLS nas
aulas praticas).

E natural que na estimac&o da variancia (comum) dos erros aleatorios
& se utilize a variancia dos residuos, e mais concretamente a Soma
de Quadrados Residual, SQRE.
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A Soma de Quadrados Residual

Teorema (Resultados distribucionais de SQRE)

Dado o Modelo de Regresséo Linear Simples (RLS), tem-se:
SQRE 2
o o2 N anz

@ SQRE é independente de (o, f1).

NOTA: Omite-se a demonstracao
Corolério

Dado 0 Modelo de RLS, E [SnfRZE} = 02

Ver apontamentos da Prof. Manuela Neves (Teoria das
Probabilidades, p.103 e seguintes) para propriedades da x2:
http://www.isa.utl.pt/dm/estat/estat/seb2.pdf
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O Quadrado Médio Residual

Definicdo (Quadrado Médio Residual)

Define-se o Quadrado Médio Residual (QMRE) numa Regressao
Linear Simples como
SQRE

MRE =
Q n—2

@ O QMRE ¢€ habitualmente usado na Regressdo como estimador
da variancia dos erros aleatorios, isto &, toma-se

62 = QMRE .

@ Como se viu no acetato anterior, QMRE é um estimador centrado.
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Revisdo: como surge uma t — Student

Veremos agora que a substituicdo de o2 pelo seu estimador QMRE
no Coroléario do acetato 122 transforma a distribuicdo Normal numa
t-Student.

Na disciplina de Estatistica viu-se como surge uma distribuicéo
t — Student:

Z N .¥(0,1) .

2
W N xyg == Nty
Z,W v.a independentes W /v

Ver apontamentos Prof. Manuela Neves (Inferéncia Estatistica, Def.
3.3, p.115): http://www.isa.utl.pt/dm/estat/estat/seb3.pdf.

No nosso contexto, tomamos Z = @ W = 5—% e v=n-2.
b
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Quantidades centrais para a inferéncia sobre 3y e 3;

Teorema (Distribuicbes para a inferéncia sobre [y e (1)
Dado o Modelo de Regresséo Linear Simples, tem-se

BB, ~ _  /OMRE
Qo 5, Ntho, com G =,/ 255

Q@ Ak ng,, com 6[30_\/QMRE [%+ 2 }

(n-1)s%

Este Teorema € crucial, pois da-nos os resultados que servirdo de
base a construcao de intervalos de confianca e testes de hipoteses
para os parametros da recta populacional, 3y e ;.
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Intervalo de confianca para f3;

Teorema (Intervalo de Confianga a (1 — a) x 100% para [3;)

Dado o Modelo de Regresséo Linear Simples, um intervalo a

(1 - o) x 100% de confianga para o declive 3; da recta de regressdo
populacional é dado por:

} by —ta2(n-2)05 » b1+tapn-2)0p [ ;

sendo ty o(h_2) 0 valor que, numa distribuicao t,_»), deixa a direita
uma regido de probabilidade a /2. As quantidades b, e %1 foram
definidas em acetatos anteriores.

NOTA: A amplitude do IC aumenta com QMRE e diminui com n e s2:

5 _ |QURE
A (n-1)S%
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Intervalo de confianca para 3,

Teorema (Intervalo de Confianga a (1 — a) x 100% para )

Dado o Modelo de Regresséo Linear Simples, um intervalo a

(1 — o) x 100% de confianga para a ordenada na origem, [y, da recta
de regressao populacional é dado por:

} bo —taj2(n-2)- 05 > bo+taja(n-2)- G [ ;

onde by e c"fﬁo foram definidos em acetatos anteriores.

NOTA: A amplitude do IC aumenta com QMRE e com X2 e diminui

comn e sZ:
R 1 %
ﬁo_$QMRE~ 4 ]

n (n—l)SE
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Um exemplo de RLS

A data frame iris, no R, contém medi¢des de 4 varidveis numéricas:
comprimento e largura de sépalas e pétalas em n=150 lirios.

Eis a nuvem de pontos relacionando largura e comprimento das
pétalas:

2.0 25
H
$e
.
.

15

Petal. Width

1.0
.

0.5

Petal.Length
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Um exemplo de RLS (cont.)
No R, as regressodes lineares séo ajustadas usando o comando 1m.

A regressao de largura sobre comprimento das pétalas é ajustada, e
guardada num objecto de nome iris.1m, da seguinte forma:

> iris.lm <- 1lm(Petal.Width ~ Petal.Length, data=iris)
> iris.1lm
Call:
Im(formula = Petal.Width ~ Petal.Length, data = iris)
Coefficients:
(Intercept) Petal.Length
-0.3631 0.4158

A recta estimada é assim;
y = —0.3631 + 0.4158x

ondey indica a largura da pétala e x 0 seu comprimento.
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Um exemplo de RLS (cont.)
No R, a recta pode ser sobreposta a nuvem de pontos, apds 0s

comandos nos acetatos anteriores, através do comando abline:

> abline(iris.lm, col="red")

wn
o KD
coos s o0 .
oo
° osce o
N .:O. .
L] e o0 o
£ w | s
E 0.0Q:O: °
3 Go oo e
& 9 4 oo ee
v | %
o * o0
o oo
o
T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7

Petal.Length
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Um exemplo de RLS (cont.)

Mais informac8es Uteis sobre a regressdo podem obter-se através do
comando summary, aplicado a regressao ajustada:

> summary(iris.lm)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -0.363076 0.039762 -9.131 4.7e-16 **x
Petal.Length 0.415755 0.009582 43.387 < 2e-16 *x*

Na segunda coluna da listagem de saida, séo indicados os valores
dos erros padrdes estimados, para cada estimador:

6, = 0.039762

A = 0.009582 .
Bo

B

Estes valores s&o usados na construcdo dos intervalos de confianca
para By e Bi.
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Intervalos de confianca de 3y e 3, hO R
Para calcular, no R, os intervalos de confian¢ca numa regressao
ajustada, usa-se a funcdo confint:
> confint(iris.lm)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) -0.4416501 -0.2845010 <- ordenada na origem
Petal.Length 0.3968193 0.4346915 <- declive

Por omisséo, o IC calculado é a 95% de confianga.

Podemos afirmar, a 95% de confianga, que o declive 3; da recta
populacional esté no intervalo 10.397, 0.435[, e que a respectiva
ordenada na origem 3, pertence ao intervalo | —0.442, —0.285].

O nivel de confianca pode ser mudado com o argumento level:

> confint(iris.1lm, level=0.90)

5 % 95 %
(Intercept) -0.4288901 -0.2972609
Petal.Length 0.3998944 0.4316164
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Um alerta sobre Intervalos de Confianca

Tal como na construcdo de intervalos de confianca anteriores
(disciplina de Estatistica), existem duas facetas contraditorias:

@ 0 grau de confianga em como intervalos deste tipo contém os
verdadeiros valores de 3, ou B;; €

@ a preciséo (amplitude) dos intervalos.

Dado um conjunto de observacoes,

quanto maior o grau de confianga (1 — a) x 100% associado
a um intervalo, maior sera a sua amplitude, isto €, menor
sera a sua precisao.

Nota: Os mesmos resultados que serviram de base a construcdo dos
intervalos de confianga vao agora ser usado para outro fim: efectuar
testes de hipoteses a valores dos parametros 3y e £3;.
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Testes de hipoteses para o declive 3,

Sendo valido o Modelo de Regresséo Linear Simples, pode
efectuar-se o seguinte

Teste de Hipoéteses a 3, (Bilateral)
Hipoteses: Hp: B = ¢ vs. H;: By # c.

B B:\C
Estatistica do Teste: T = =52 N ty_,
B

Nivel de significancia do teste: o = P[Rej.Hp|Hp verdade]
Regiéo Critica (Regido de Rejei¢éo): Bilateral

] sob Hp.

Calcular Teae = 2 e
2

- - 1
rejeitar Ho se |Tcaic| > ta/2(n-2)
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Testes de hipoteses para o declive 3,

Sendo valido o Modelo de Regresséo Linear Simples, pode
efectuar-se o seguinte

Teste de Hipdteses a 3; (Unilateral direito)
Hipoteses: Hp : 1 < c vs H;: pB; > c.

B B:\C
Estatisticado Teste: T = =2 N t,_, , sobHy.
By
Nivel de significancia do teste: a

Regiéo Critica (Regido de Rejeigédo): Unilateral direita

Rejeitar Hp s€ Tcaie > tgn—2) %2
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Testes de hipoteses para o declive 3,

Sendo valido o Modelo de Regresséo Linear Simples, pode
efectuar-se o seguinte

Teste de Hipdteses a 3;  (Unilateral esquerdo)
Hipoteses: Hp: B > c vs. Hy: p1 <c.

B B:\C
Estatisticado Teste: T = =2 N t,_, , sobHy.
By
Nivel de significancia do teste: a

Regido Critica (Regido de Rejeicdo): Unilateral esquerda

Rejeitar Hp s€ Teae < —ta(n—2)
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Testes usando p — values

Em alternativa a fixar previamente o nivel de significancia a, é
possivel indicar apenas o p-value associado ao valor calculado da
estatistica T:

prob. de T tomar valores mais extremos que T, SOb Hg

O célculo do p-value é feito de forma diferente, consoante a natureza
das hipoteses nula e alternativa:

Teste Unilateral direito p = Plth_2 > Tcar]
Teste Unilateral esquerdo p = P[th_2 < Tcarc]
Teste Bilateral p = 2P[th_2 > |Tcacl]-
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Testes de hipoteses para a ordenada na origem [3,

Sendo vélido o Modelo de Regressao Linear Simples, tem-se:

Testes de Hipoteses a 3y

> <
Hipoteses: Hop: f[Bo = ¢ vs. Hy: [y # c
< >
X =C
o : Bo—Bolng
Estatistica do Teste: T = —- Nth—o , sobHy.
fo

Nivel de significancia do teste: o
Regido Critica (Regido de Rejeicdo): Rejeitar Hy se T¢ac = bo—¢

O'A
Bo
Teale < —tg(n-2) (Unilateral esquerdo)
verifica:  [Teaic| > ta/2(n—2) (Bilateral)
Tcaic > tan-2) (Unilateral direito)
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Testes de hipoteses no @

No R, a funcdo summary, aplicada ao resultado dum comando 1m
produz a informacédo essencial para testes de hipoteses a 3 e f3;:

Estimate As estimativas bg e by

Std.Error As estimativas dos erros padroes, 630 e %1

t value O valor calculado das estatisticas dos testes as hipoteses

Ho: Bo(B1) =0 vs. Hi:Bo(B1)#0,

ou seja,
Tealc = bo/ago e Tealc = bl/é-[;l

Pr(>|t|) O valor p (p-value) associado a essa estatistica de teste.
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De novo o exemplo dos lirios

Recordemos os resultados no exemplo dos lirios (acetato 134):

> summary(iris.1lm)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>Itl)
(Intercept) -0.363076 0.039762 -9.131 4.7e-16 **x*
Petal.Length 0.415755 0.009582 43.387 < 2e-16 **x*

Num teste a Hg : B1 =0 vs. Hy : 31 # 0, a estatistica de teste tem valor
calculado

=0
T _ bi—Bi, _ 0415755
ce = & T 0.009582

B

cujo valor de prova (p-value) é inferior a precisdo da maquina
(< 2 x 10718, indicando uma clarissima rejeic&o da hipétese nula.
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O exemplo dos lirios (cont.)
Para testes a valores diferentes de zero dos parametros f3;, sera
preciso completar os céalculos do valor da estatistica:
> summary (iris.lm)
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) -0.363076 0.039762 -9.131 4.7e-16 **x
Petal.Length 0.415755 0.009582 43.387 < 2e-16 **x*

Valor da estatistica no teste Hp : 31 =0.5vs. Hy : 31 #0.5:

=05
by — B 0.415755—-0.5
1— P1lH . — 0.
Teae = - = —8.792006 .
cale 6, 0.009582

O valor de prova (bilateral) associado a T4 calcula-se como indicado no
acetato 141: p =2 x P[t,_» > | — 8.792006|]. No R:

> 2% (1-pt(8.792006,148))
[1] 3.552714e-15

A clarissima rejeicéo de Hyp ndo surpreende: a estimativa b; = 0.4158 esta a

uma distancia de 3; = 0.5 superior a 8 vezes o erro padrao estimado 6[;1 .
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Inferéncia sobre piy x =E[Y [X=X]

Consideremos agora outro problema inferencial de interesse geral,
inferéncia sobre o valor esperado da variavel resposta Y, dado um
valor x da variavel preditora, ou seja, sobre o valor de Y em cima da
recta populacional, quando X = x:

pyix = E[Y[X=X] = Bo+BuiX .
O estimador 6bvio desta quantidade é
iy = Bo+Bix
= % (di+cix)Yi,
i=1
usando a notagdo introduzida nos acetatos (119) e (120).

Nota: O estimador [iy|, € combinacdo linear das observacoes Y;.
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A distribuicao do estimador de py |y =E[Y [X =X]

Teorema (Distribuicéo de fly )

Dado o Modelo de Regressao Linear Simples, tem-se

2
B = o+ Bux n o (Bt i, o? |2+ BT

(n—l)SX
o Hy x — Hy|x N JV(O,l),
O-I:lY\x

onde Opyye = \/ [ + (n 1)5)2} e pyx = Bo+Pux.

NOTA: Tal como para as distribui¢cdes iniciais de ﬁo e ﬁl (acetato 122),
também esta distribuicdo ndo é ainda utilizavel devido a presenca da
variancia (desconhecida) dos erros aleatérios, o?.
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A distribuicéo para inferéncia sobre E[Y | X =X]

Teorema (Distrib. de fiy|x, sem quantidades desconhecidas)
Dado o Modelo de Regresséo Linear Simples, tem-se

ﬁY\x - UY\X

~ ﬁ tn—2 9
O-ﬂY|x

(n-1)s2

onde &y, = \/QI\/IRE[ M}

NOTA: A justificagéo desta distribuicéo € totalmente analoga a das
distribuicbes de [31 e [30 dadas no acetato 128.

Este resultado esta na base de intervalos de confiancas e/ou testes de
hipoteses para iy x = E[Y [X =x] = B + B1X.
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Intervalos de confianca para py x = E[Y [X =X]

Teorema (IC para Ly |x = o + B1X)

Dado o Modelo RLS, um intervalo a (1 — a) x 100% de confianca para
o valor esperado de Y, dado o valor X =x da variavel preditora, i.e,
para py;x = E[Y [X=x]= o+ p1x , € dado por:

] Py —taj2(n—2)-Opyy » Byix + tajz(n-2) Opy, [,

N . _v)2
com flyjx =bo+bix e &y, = \/Q'V'RE [%Jr fxlﬁz}

NOTA: A amplitude do IC aumenta com QMRE e com a distancia de x
a X e diminui com n e s2. Assim, a estimagéo de Ly x € melhor para
valores de x proximos de X.
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Inferéncia sobre E[Y |X =x] no @

Valores estimados e intervalos de confianca para piyx obtém-se no R
com a fungéo predict. Os novos valores da variavel preditiva séo
dados, através do argumento new, numa data frame onde a variavel
tem 0 mesmo nome que no ajustamento inicial.

Por exemplo, no exemplo dos lirios, a largura esperada de pétalas de
comprimento 1.85 e 4.65, é dada por:

> predict(iris.lm, new=data.frame(Petal.Length=c(1.85,4.65)))
1 2
0.406072 1.570187

A omissao do argumento new produz os valores ajustados de y, 0S V;
associados com os dados usados. Também se pode obter o0s V;
usando o comando fitted:

> fitted(iris.1lm)
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Inferéncia sobre E[Y |X = x] no @ (continuac&o)

Um intervalo de confianca obtém-se com o argumento int=‘‘conf’”:

> predict(iris.lm,data.frame(Petal.Length=c(4.65)),int="conf")
fit lwr upr
1 1.570187 1.5328338 1.6075405

Intervalo de confianga a 95% para E[Y|X=4.65]
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o e
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o §=-0.363+0.416x |
g . :
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. . ;
o ! x=4.65
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iris$Petal.Length
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Bandas de confianca para a recta de regressao
Considerando os ICs para uma gama de valores de x, obtém-se
bandas de confianca para a recta de regresséo. No exemplo, e com
95% de confianca, a recta populacional esta contida nas seguintes bandas:

25

2.0

15

Petal.Width

1.0
.

0.5

Petal.Length

Os IC para py |x dependem do valor de x. Terdo maior amplitude quanto mais
afastado x estiver da média X das observacdes. As bandas sao encurvadas.



A variabilidade duma observacéo individual de Y

Os ICs acabados de calcular dizem respeito ao valor esperado de Y,
para um dado valor de x. Mas uma observacéo individual de Y tem
associada uma variabilidade adicional. De facto,

Y = E[Y|X=Xx]4+& = P[o+PBix+¢.

Como a variabilidade do estimador de E[Y |X = x] é (acetato 146)
a4

Viiyx] = o2 [% + Er’:;‘s)z} , € a da flutuagéo aleatoria em torno da

recta é V[g] = 02, a variancia de uma observag&o individual é:

1 (x—X)2 1 (x—X)2
Olgy = O° E 3 + 0% = 0° 1+—+% :
n (n-1)Sx n (n—1)Sx
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Intervalos de predicdo para uma observacao de Y

Para construir intervalos de predicdo para uma observacéo individual
de Y, associada ao valor X = x, incrementa-se a variancia em g2,
logo a variancia estimada em QMRE. Assim:

Intervalo de predicdo para observacao individual de Y

| Byx —tajz(n-2) - Oindv > Byjx +laj2(n-2)  Gindiv | -

com flyx =bo+b1X € Gingiy = \/QMRE [1+ +(X X) ]

Estes intervalos sdo necessariamente de maior amplitude que os
intervalos de confianga para E[Y |X = x] (para o mesmo nivel
(1—a) x 100%).
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Intervalos de predicéo para Y no ®

No R, um intervalo de predicdo para uma observacéo individual de Y
obtém-se através da opgdo int=‘‘pred’”

> predict(iris.lm,data.frame(Petal.Length=c(4.65)),int="pred")
fit lwr upr
1 1.570187 1.160442632 1.9799317

Intervalo de predi¢&o a 95% para Y se X=4.65

0
R
o _ly=19799
Q WILIS
< 16076 .
B W fcfeggg e eeeee o
$ 3 s o
| .
é;_ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, C N
. . o
2 o ly =1.1604 A
. =-0.363+0.416x
2 s
s
. .
Ld x=4.65
T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7

iris$Petal.Length

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 154 /476



Bandas de predicao para uma observacéo de Y

Tal como no caso dos intervalos de confianga para E[Y [X =x],
variando os valores de x ao longo dum intervalo obtém-se bandas de
predicéo para valores individuais de Y. No exemplo, 95% dos valores de
Y deverdo estar contidos entre as seguintes bandas (encurvadas):

Petal. Width

Petal.Length
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Avaliando a qualidade do ajustamento do Modelo

Como avaliar a qualidade do ajustamento do Modelo?

@ Em termos meramente descritivos, é frequente usar
o Coeficiente de Determinacéo, R? = §3%.

@ Num contexto inferencial, é usual testar a qualidade do
ajustamento do Modelo.

O teste de ajustamento global do modelo tem a hipotese nula de
que o modelo é inutil para prever Y a partir de X:

Ho: #° =0,

onde %2 é o coeficiente de determinacg&o populacional.
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Avaliando o ajustamento do Modelo (cont.)

O Modelo de Regressao Linear Simples é inutil se 3; =0, isto €, se 0
Modelo se reduzir ao Modelo Nulo: Y = By + €.

Na RLS pode testar-se essa hipétese de duas maneiras:

@ TestarHg: B =0 vs. Hi: By #0,usando o testet de
hip6teses a 3, considerado no acetato 137.

@ Efectuar o teste F ao ajustamento global do modelo. O teste é
descrito seguidamente.

Apenas a segunda abordagem se estende ao caso da Regresséo
Linear Multipla.
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Uma distribuicdo associada a SQR

Ponto de partida natural para um teste a qualidade de ajustamento do
Modelo sera saber se SQR (o0 numerador de R?) é grande. Ora,

@ SQR = f2( ns? (ver Exercicio 5d das praticas).

@ No acetato 122 viu-se que: e ﬁl N .4(0,1) .

(n— 1)Sx

@ Logo, % N x7 . [Recordar: Z N4 (0,1) = Z2nN x?Z].

@ Se =0, tem-se: 3% 1 x7.

A quantidade SQR /o2 cuja distribuicio agora se conhece depende da
incognita o?. Mas temos forma de tornear o problema.
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SOR e SQRE

@ Sabemos (acetato 125) que SQRE /a2 N 2 .

@ Sabemos (da disciplina de Estatistica) que as distribuicdes F
surgem da seguinte forma:

W N x2

W /v
VN X\%z = V// - N I:V17V2
WV independentes

@ E possivel mostrar que SQRE e SQR séo v.a. independentes.

@ Logo, se B; =0, tem-se, definindo QMR = SQR /1 e
QMRE = SQRE/(n—2) (onde QM = Quadrados Médios):

QMR
OMRE ' Fin-2) -
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Como usar a estatistica F

Vimos que, se 3; = 0 tem-se:

QMR
QMRE N F(l,n72) 9

sendo QMR = SQR/1 e QMRE = SQRE /(n—2).

E se B, #0?

Quanto maior fér [312 mais duvidoso sera que 3; = 0 e, a0 mesmo
tempo, maior sera SQR = 2 -1)SZ, pelo que maior sera a estatistica
F =QMR/QMRE.

Assim, valores elevados da estatistica F sugerem que (3; # 0.
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O Teste F de ajustamento global do Modelo

Sendo valido o Modelo de Regresséo Linear Simples, pode
efectuar-se o seguinte
Teste F de ajustamento global do modelo

Hipoteses: Hg : By =0 vs H; : B # 0.
Estatistica do Teste: F = SM& N F1n_2) seHo.
Nivel de significancia do teste: a
Regiéo Critica (Regido de Rejeigédo): Unilateral direita

Rejeitar Hop se Feac > fa(1,n-2)
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O Teste F de ajustamento global do Modelo (cont)

Pode-se re-escrever as hipéteses e estatistica do teste usando
Coeficientes de Determinacdao (ver Exercicio 15 de RLS):
Teste F de ajustamento global do modelo

Hipoteses: Hy : #2 =0 vs. Hy : % > 0.
Estatistica do Teste: F = (n_z)lf*—éz N Fn-2) seHo.
Nivel de significancia do teste: a

Regido Critica (Regido de Rejeicdo): Unilateral direita
Rejeitar Ho se Feac > fa(1n-2)

@ A estatistica F € uma funcao crescente do coeficiente de
determinac&o amostral, R?.

@ A hipétese nula Hg : %2 = 0 afirma que, na populacéo, o
coeficiente de correlacdo (ao quadrado) entre x e y € nulo.
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Oteste F no ®

A informacgéo essencial para efectuar um teste F ao ajustamento
global de um modelo de regressao também se obtém através do
comando summary, aplicado a um objecto 1m. Em particular:

F-statistic valor calculado da estatistica F = S, e os graus de

liberdade na distribuicdo F que lhe esta associada.

p-value valor de prova de F¢yc nO teste de ajustamento global do
modelo.

> summary(iris.1lm)

...
Residual standard error: 0.2065 on 148 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9271, Adjusted R-squared: 0.9266

F-statistic: 1882 on 1 and 148 DF, p-value: < 2.2e-16
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Outra informagao de summary
Na tabela final produzida quando um comando summary Se aplica a um
objecto resultante do comando 1m sdo também dados os valores de:

Residual Standard error: Estimativa do desvio padrdo o dos erros

aleatorios &:
A /SQRE
= MRE =
g Q n-2

Multiple R-squared: O Coeficiente de Determinacao:

w2 _ SQR _Sj _ SQRE
- SQT  §g SQT

Adjusted R-squared: O R? modificado:

QMRE 62
Riwa = 1= gy = 1> (QUT=SQT/(n-1)
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A Analise dos Residuos

TODA a inferéncia feita até aqui admitiu a validade do Modelo Linear,
e em particular, dos pressupostos relativos aos erros aleatorios:
Normais, de média zero, varidncia homogénea e independentes.

A validade dos ICs e testes de hipoteses atras referidos depende da
validade desses pressupostos.

Uma andlise de regressédo nao fica completa sem que haja uma
validacéo dos pressupostos do modelo.

A validacdo dos pressupostos relativos aos erros aleatérios faz-se
através dos seus preditores, os residuos.

Vejamos a distribuicao dos residuos, caso sejam validos os
pressupostos do modelo linear.
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A distribuicdo dos Residuos no Modelo RLS

Teorema (Distribuicdo dos Residuos no Modelo RLS)
Dado o Modelo de Regresséo Linear Simples, tem-se:

(xi —X)?

(n-1) S)%

g n #(0,621-h)), ondeh“:%Jr

Note que um residuo também é uma combinacéo linear dos Y;:

n n
Ei = Yi=Yi =Yi—(Bo+Buxi) = Yi— > (dj+cx)Y; = 5 kYj,
=1 =1
o —(dj-l-XiCj) se j#£I
com kJ_{ 1—(di+xci) se j=i
Note que os residuos E; tém variancias diferentes: V [E;]=o?(1—h;).

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 166/ 476



Diferentes tipos de residuos

A procura de um comportamento mais estavel para os residuos
conduz a definicdo de trés variantes de residuos.

Residuos habituais : E; = Y; —Yi;
Residuos (internamente) estandardizados : Rj = E,

V/QMRE (1-h;)’
(N&o é possivel concluir que os R; tenham distribuicao

th_2, umavez que QMRE e E; ndo sado independentes)
Residuos Studentizados (ou externamente estandardizados):

T, = E:
\/QMRE j-(1—hy)

sendo QMRE|_j; o valor de QMRE resultante de um
ajustamento da Regressao excluindo a i-ésima
observacao (associada ao residuo E;).

E possivel mostrar que T; = R;, /n_”zf_3R_2.
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Os residuos no @

E héabito fazer representacdes graficas dos (varios tipos) de residuos
para validar os pressupostos do Modelo de Regresséao Linear.

N&ao se efectuam testes de Normalidade, uma vez que os residuos
nao séo independentes, como se pode verificar a partir do facto de
gue somam zero.

No @, os trés tipos de residuos obtém-se com outras tantas funcées:
Residuos usuais (Ej): residuals

Residuos estandardizados (R;): rstandard

Residuos Studentizados (T;): rstudent
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Graficos de residuos vs. Y;
Um gréfico indispenséavel é o de Residuos (usuais) vs. Valores
ajustados de Y. No exemplo dos lirios:

> plot(fitted(iris.1lm),residuals(iris.1lm))

-02 00 02 04 06
.

residuals(iris.Im)

-0.4
1
.

-0.6
1

o
S}

0.5 1.0 15 2.0 25

fitted(iris.Im)

N&o deve existir qualquer padrao aparente. Sendo valido o Modelo RLS,

cor (E;j,Y;) = 0 (ver exercicio 20). Os residuos devem dispor-se
aproximadamente numa banda horizontal em torno de zero.
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Possiveis padrdes indicativos de problemas
Num gréfico de E; vs. Y; surgem com frequéncia alguns padrdes
indicativos de problemas.

Curvatura na disposicéo dos residuos Indica violacéo da hipétese de
linearidade entre x e y.

Grafico em forma de funil Indica violacao da hipotese de
homogeneidade de varidncias

Um ou mais residuos muito destacados, ou banda obliqua Indica
possiveis observacdes atipicas.

Residuals vs Fitted

Um exemplo de residuos em forma de
funil, e sugerindo alguma curvatura na
relagdo entre as duas variaveis.

Residuals
0
I

Fitted values
Im(Area ~ NP)
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Graficos para estudar a hipétese de normalidade

Como foi visto no acetato 166, dado o Modelo, ﬁ Nn.#(0,1).

Embora os residuos estandardizados, Rj = ——E— n&o sejam
/QMRE (1-h;)

exactamente .#°(0,1), desvios importantes & Normalidade devem
fazer duvidar da validade do pressuposto de erros aleatérios Normais.

E hébito investigar a validade do pressuposto de erros aleatorios
Normais através de:

@ Um histograma dos residuos standardizados; ou

@ um gg-plot que confronte os quantis empiricos dos n residuos
standardizados, com os quantis teéricos numa .4(0,1).
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Graficos para o estudo da Normalidade (cont.)

Um gg-plot indicativo de concordancia com a hipétese de Normalidade
dos erros aleatorios devera ter os pontos aproximadamente em cima
de uma recta. O exemplo seguinte sugere algum desvio a essa
hipotese para os residuos mais extremos.

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

Theoretical Quantiles

Foi criado pelos comandos

> qqnorm(rstandard(lm(Area ~ NLdir, data=clopes)))
> abline(0,1)
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Graficos para o estudo de independéncia

Dependéncia entre erros aleatdrios pode surgir com observacdes que
sejam sequenciais no tempo como resultado, por exemplo, de um
“tempo de retorno” de um aparelho de medicao, ou de outro fenbmeno
associado a correlacéo temporal.

Nesse caso, pode ser Util inspeccionar um grafico de residuos vs.
ordem de observacéao, para verificar se existem padrdes que sugiram
falta de independéncia.
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Estudo de residuos no ®

O comando plot, aplicado a um objecto que resulte de aplicar a
funcdo 1m pode produzir seis graficos (quatro por omisséo). Os dois
primeiros correspondem aos que foram vistos nos acetatos anteriores.
No exemplo dos lirios, tem-se:

> plot(iris.lm, which=1:2)
Este comando produz os gréficos

Residuals vs Fitted Normal Q-Q

o115 1150
Qa2 1420

o

% 00
-4 o o] o
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o o O——

® ‘Feo0 B
o TR,
<] ° o

00°

Residuals
02 04 06
%O

-0.2
|
Standardized residuals

1350

-0.6
1

T T T T T T
00 05 10 15 20 25 -2 -1 0 1 2

Fitted values Theoretical Quantiles
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Observacdes atipicas

Outras ferramentas de diagndéstico visam identificar observaces
individuais que merecem ulterior analise.

Observacodes atipicas (outliers em inglés). Conceito sem definicdo
rigorosa, procura designar observacdes que se distanciam da relacao
linear de fundo entre Y e a variavel preditora.

Muitas vezes surgem associadas a residuos grandes (em médulo).
Em particular, e como os residuos Studentizados tém distribui¢éo
aproximadamente .#'(0,1) para n grande, observagdes para as quais
|Ti| > 3 podem ser classificadas como atipicas.

Mas por vezes, observacdes distantes da tendéncia geral podem
afectar o proprio ajustamento do modelo, e ndo serem facilmente
identificaveis a partir dos seus residuos.
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As chamadas “observacdes alavanca”

Observacdes alavanca (leverage points em inglés) sdo observacdes
gque tendem a “atrair” a recta de regressao. Na RLS séo observactes
para as quais é elevado o valor

1 (x—X)?
hjj = —+ %
n (n—l)Sx

também designado o valor do efeito alavanca ( leverage, em inglés).

Assim, numa RLS, quanto mais afastado estiver o valor x; em relacéo
a média X, maior sera o efeito alavanca.

O papel de h; resulta da sua presencga na expressao da variancia do
i-ésimo residuo E; (ver acetato 166):  V[E] = a2 (1 — h;).

Se hji é elevado, a variancia do residuo E; é baixa, logo o residuo
tende a estar proximo do seu valor médio (zero), ou seja, a recta de
regressédo tende a passar préximo desse ponto.
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Observacdes alavanca (cont.)
Para qualquer observacéo, verifica-se:

O valor médio das observacdes alavanca numa regressao linear
simples é a razao entre 0 no. de parametros e 0 no. de observacoes:

h=

SN

)

Se existirem r observacdes com o mesmo valor x; do preditor, o efeito
alavanca de qualquer delas ndo pode exceder % Assim, repetir
observacdes de Y para os mesmos valores da variavel preditora é
uma forma de impedir que os efeitos alavanca sejam excessivos.

Observagdes com um efeito alavanca elevado podem, ou néo, estar
dispostas com a mesma tendéncia de fundo que as restantes
observacdes (i.e., podem, ou nao, ser atipicas).



Observacdes influentes

Observacodes influentes sdo observagdes que, se retiradas da analise,
geram variacdes assinalaveis no conjunto dos valores ajustados de Y
e nos parametros estimados, by e b1. Medida frequente para a
influéncia da observacéo i é a distancia de Cook, que na RLS é:

D 1y =¥ -iyl?
' 2.QMRE ’

sendo ¥ o vector dos n valores ajustados y; usuais e y(_y 0 vector dos
n valores ajustados de Y obtido estimando os 3s sem a observacao i.
Expresséo equivalente (sendo R; o residuo estandardizado):

hi \ 1
P2 ii -
Di=R; (1—h“> 2

Quanto maior D;, maior é a influéncia da i-ésima observagao.
Por vezes usa-se D; > 0.5 como critério de observacao influente.
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Uma prevencao

Observacodes atipicas, influentes ou alavanca, embora podendo estar
relacionadas, ndo sdo o mesmo conceito.

Por exemplo, uma observacéo com residuo (internamente)
estandardizado grande e h; elevado, tem de ter uma distancia de
Cook grande, logo ser influente. Se tiver Ri2 grande e hjj pequeno (ou
viceversa), pode, ou ndo, ser influente, consoante a grandeza relativa
desses dois valores.

Estes diagndsticos servem sobretudo para identificar observacdes
gue merecem maior atencao e consideracao.
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Um exemplo

Considerando apenas um subconjunto das espécies animais
estudadas no Exercicio 9 de Regresséao Linear Simples, obtém-se o
seguinte grafico de log-peso do corpo vs. log-peso do cérebro:

log-brain

® Mouse

Triceratops|

T T
-4 -2
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log-body

H& duas espécies mais
distantes da nuvem de
pontos, mas enquanto o
rato se dispde na mesma
tendéncia de fundo, o
triceratops néo.

A cruz (x) indica o centro

de gravidade (X,y) da nu-
vem de pontos.
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Um exemplo (cont.)

Os Residuos (internamente) estandardizados, distancias de Cook e
valores do efeito alavanca sdo os seguintes:

R_i D_i h_ii

Mountain beaver -0.547 0.018 0.109
Cow -0.201 0.001 0.068
Grey wolf 0.057 0.000 0.044
Goat 0.168 0.001 0.045
Guinea pig -0.754 0.039 0.119
Asian elephant 1.006 0.069 0.120
Donkey 0.276 0.002 0.052
Horse 0.121 0.001 0.071
Potar monkey 0.711 0.015 0.057
Cat -0.006 0.000 0.081
Giraffe 0.145 0.001 0.071
Gorilla 0.195 0.001 0.053
Human 1.850 0.078 0.044
African elephant 0.688 0.046 0.163
Triceratops -3.610 1.431 0.180 <- D_i muito grande; h_ii nem por isso
Rhesus monkey 1.306 0.058 0.064
Kangaroo -0.578 0.008 0.044
Mouse -1.172 0.355 0.341 <- h_ii mais elevado; D_i nem por isso
Rabbit -0.519 0.013 0.089
Sheep 0.163 0.001 0.044
Jaguar -0.243 0.001 0.046
Chimpanzee 0.992 0.022 0.043
Pig -0.471 0.006 0.052
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Graficos diagnosticos no @

A funcgéo plot, aplicada a um objecto 1m produz, além dos gréaficos
vistos no acetato 174, graficos com alguns dos diagnosticos agora
considerados.

A opc¢ao which=4 produz um diagrama de barras das distancias de
Cook associadas a cada observacao.

A opgéo which=5 produz um grafico de Residuos estandardizados
(Rjs) no eixo vertical contra valores de hjj (leverages) no eixo
horizontal, tracando linhas de igual distancia de Cook (para os niveis
0.5 e 1, por omissao), que destacam eventuais observactes
influentes.
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Um exemplo de graficos de diagndstico
Um exemplo destes graficos de diagnésticos, para os dados do
Exercicio 9 de RLS (Animals) é:

Cook's distance Residuals vs Leverage

Cook’s distance
3
Standardized residuals

s [N o1 os

i W
P Ot | O L T B == Cook's distance -~

T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 000 005 010 015

Obs. number Leverage

Os valores elevados de distancia de Cook reflectem o distanciamento das
espécies de dinossaurios da tendéncia geral das outras espécies, embora o
facto de serem trés observagdes discordantes mitiga um pouco o valor
destes diagnoésticos.
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Algumas transformacdes de variaveis

Por vezes, € possivel tornear violages as hipoteses de Normalidade
dos erros aleatérios ou homogeneidade de variancias através de
transformacodes de variaveis. Por exemplo,

Sevar(g) O E[Y] entdo Y — /Y
Sevar(g) O (E[Y]])> entdo Y —InY
Sevar(g) O (E[Y]])* entdo Y —1/)Y

sdo propostas usuais para estabilizar as variancias.

Os exemplos acima sdo casos particulares da familia Box-Cox de
transformacdes:

yA-o1
A#0
Y — A ’
{In(Y) ,A=0
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Prevencdes sobre transformacoes

Mas a utilizagéo de transformagfes da variavel resposta Y (e
possivelmente também do preditor X) deve ser feita com cautela.

@ Uma transformacéao de variaveis muda também a relacédo de base
entre as variaveis originais;

@ Uma transformacao que “corrija” um problema (e.g., variancias
heterogéneas) pode gerar outro (e.g., ndo-normalidade);

@ EXxiste o perigo de usar transformacfes que resolvam o problema
duma amostra especifica, mas nao tenham qualquer
generalidade.
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Transformacoes linearizantes

Diferente é o problema (j& visto mais atras) de transformacdes que
visam linearizar uma relacéo original ndo linear entre x e y.

Prevencdes sobre transformacdes linearizantes:

@ Os estimadores que minimizam a soma de quadrados dos
residuos nas relagdes linearizadas ndo sao os que produzem as
solucdes 6ptimas dum problema de minimizac&o de somas de
quadrados de residuos na relagdo ndo-linear original.

@ As transformacdes nédo levaram em conta os erros aleatorios.

@ As hipoéteses de erros aleatérios aditivos, Normais, de variancia
homogénea, média zero e independentes terdo de ser validas
para as relacdes lineares entre as variaveis transformadas.

FIM DA MATERIA PARA O PRIMEIRO TESTE
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