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Capitulo 1

Funcoes reais de variavel real

1.1 Conceitos basicos sobre funcgoes

Uma fungao f é uma correspondéncia que associa a cada elemento

x de um dado conjunto D um tunico valor y.

e O elemento z designa-se por argumento (ou varidvel independente) e o
elemento y por imagem de z (ou varidvel dependente de x). Escreve-se

usualmente y = f(x).
e D (ou Dy) designa-se por dominio de f.

e O conjunto das imagens designa-se por contra-dominio ou conjunto

imagem de f e denota-se por CDy ou Im f.
e Chama-se grdfico de f a Gy = {(z,y) : v € Dy ey = f(x)}.

e Se Dy e CDy sao subconjuntos de R, f diz-se uma fungao real de

varidvel real e o grafico de f é, em geral, uma curva em R2.



Sao exemplos de fungoes reais de variavel real:

1. A correspondéncia f(z) =2z + 1, com z € R. O grafico de f é

Gr={(z,y) : y=22+1}
que corresponde a recta de R? representada abaixo.

y=2zx+1

/ 1
1/2 .

2. A correspondéncia x — In(x), com x € R, z > 0. O dominio de f é

RY e grafico de f ¢

Gy={(z,y) : >0ey=Inx},

que corresponde a curva de R? representada abaixo.
Y

y=Inzx




3. A correspondéncia g definida pela seguinte tabela, onde D, = {—2,-1,0, 1, 2}:

4

que pode também ser definida como o conjunto de pares ordenados,

{(_274)7 (_L 1)7 (0’0)7 (17 1)7 (2a 4)}

4. A sucessdo de nimeros reais,

neN—x, =

Yy
\
\\ y = %
1
1
\
\\
\
\
\
\
\
N
1 o
1/2 el
e .-
x
1 2 3 4
5. A correspondéncia definida por ramos,
2, x>0
f(z) =

cujo o grafico se encontra representado na figura abaixo.



Para uma funcéo real de variavel real temos os seguintes conceitos:

f diz-se injectiva se para todos os pontos do dominio x; # x2 se tem

f(z1) # f(2).

f diz-se crescente se para todos os pontos do dominio x; < 2 se tem

f(z1) < fx2).

o f diz-se estritamente crescente se para todos os pontos do dominio

x1 < x9 se tem f(x1) < f(x2).

f diz-se decrescente se para todos os pontos do dominio 1 < x9 se tem

f(z1) > f(x2).

f diz-se estritamente decrescente se para todos os pontos do dominio

x1 < x9 se tem f(x1) > f(x2).

f diz-se mondtona se é crescente ou decrescente no seu dominio.

f diz-se estritamente mondtona se é estritamente crescente ou estrita-

mente decrescente no seu dominio

Uma fungéo estritamente mondtona é injectiva mas uma funcao injectiva

nao é necessariamente mondtona.



Exemplos:

A: f é estritamente decrescente em R logo ¢é injectiva em R;

B: f é estritamente crescente R logo é injectiva em R;

C: f é injectiva em R mas nao é monétona em R.

Algumas classes importantes de fungoes reais de variavel real

Funcgoes polinomiais

"ot am+ag,

f(.”L‘) = apz" + ap_12""

de dominio R.

e Funcao constante (polinémio de grau 0):

fl@)=b  (beR)

O grafico de f(x) = b é a recta horizontal y = b.

Y




Funcdo linear (polinémio de grau 1):
f@)y=mz+b (m,beR, m#0)

O grafico de y = f(z) é a recta de declive m que intersecta o eixo

das ordenadas no ponto (0,b). Se (x1,y1) e (20, yo) s@o dois pontos da

Y1 — %o

recta tem-se m = .
1 — X0

y=mx+b

e Funcoes quadraticas (polindémio de grau 2):
f(z) = az® +bx +c (a,b,c e R, a#0)

As raizes (eventualmente complexas) sao dadas pela férmula resolvente

L bEVA
B 2a

onde A = b2 — 4dac é o bindmio discriminante.

1. Se A > 0 o polinémio admite as duas raizes reais simples,

b+ VA —b—+VA
aziv 627,
2a 2a

e tem-se

f@)=alzx — a)(z - p).



2. Se A = 0 o polinémio admite a raiz real dupla,

)
a=—
2a’

e tem-se

f(z) = a(z — )

3. Se A < 0 o polinémio nao admite raizes reais (polinémio irredu-

tivel).

Os gréficos de f(x) sdo pardbolas cuja concavidade estd virada para

cima (baixo) consoante a > 0 (a < 0).

! a>0,,A>0 ! a>0,, A=0 ! a>0 A<0 |

| Y | Y | W |

 4<0,A>0  a<0,A=0 a<0. A<0
Y | Y | Y



Funcao poténcia f(r) = z*

Alguns exemplos importantes:

(e € R)

o f(x)= L cujo dominio é R\ {0}.

-
x

Y

e f(x) =/, cujo dominio é R{.

Y

e f(x) = /x, cujo dominio é R.

y= 1z




Funcgao exponencial e fungao logaritmo

Estritamente crescentes no respectivos dominios (R e RT).

Operagoes com funcgoes

Soma, produto e quociente de fungoes

Sejam

f:Dy CR—=R, g: Dy CR =R,
e D= DynND,. Define-se:
e Soma de f com g,

f+g:D—=R, (f+9)(z) = f(z)+g(x), paratodoozeD.

e Produto de f e g,

f9:D =R, (f-g)(x) = f(x)g(x), paratodooxe€ D.

10



e Se g(z) # 0 para todo o x € D, define-se ainda o quociente de f por

9,

flg: D —R, (f/9)(x) = f(x)/g(x), paratodoox € D.

Exemplo
Consideremos as funcdes f(z) = Inz e g(z) = 2% + 1. Tem-se:
1. (f+g)(x) =Inz + 2%+ 1, para todo o x € R*.
2. (f-9)(z) = (2 + 1) Inz, para todo o z € RT.
Inz

3. (f/g9)(x) = 902—4—1’ para todo o x € RT.

Composicao de fungoes
Consideremos as fungoes
f:DfyCR—=R e g: Dy CR =R,

Se CDy C Dy, define-se a composi¢ao de g com f, por

(go f)(x) =g(f(x)), para todo o x € Dy.

Esquematicamente,

reD; b f@)eDy & g(f(@)=(gof)(z) €R

\/

golf

11



Exemplo
Se f(z) =€ e g(x) = /x, tem-se:
e (g0 f)(z) = g(f(x)) = Ve*, para todo o = € R.

o (fog)(x) = f(g(x)) = eV?®, para todo o z € RS

Funcao inversa

Se f ¢ uma fungao injectiva num intervalo I = Dy e J = CDy o respectivo
contradominio, existe uma fun¢do g : J — I tal que g(f(z)) = = para todo

ox € I. A funcdo g é tnica e chama-se inversa de f (em I) que se denota
por f~L.
Observagoes:
1. e (f~'of)(z)=x para todo o x € Dy.
e (fof Y(z) == paratodooz € Dy-1.
2. Se f: Dy — CDy entao ft: D1 =CDy — CDy-1 = Dy.

3. Os graficos de f e f~! sdo simétricos em relacdo a recta y = .

Exemplos

1. A inversa da fungdo linear f(z) = mx + b, com m # 0, é a funcao

linear f~1(z) =

3l

1.
m

12



X

®,,, - 1,. b
y=mne m

y=mx-+b

2. Se f(r) = € entdo f~'(x) = Inz, tendo-se e? = 2 para todo o

x € RT e In(e®) = x para todo z € R.

13



3. A fungio f(z) = 2? definida em R e com contradominio R, ¢ injectiva

(estritamente mono6tona) nos intervalos [0, 400 e | — 00, 0], tendo-se:

e f:]0,4+00[— [0,+00] tem inversa f~! : [0, 4+o00[— [0, +o00], defi-
nida por f~(z) = /7.

o f:] —00,0] = [0,+0c0[ tem inversa f~! : [0,+oo[—] — 00,0,

definida por f~(z) = —/z.

14



Funcgoes trignométricas e respectivas inversas
Relagoes trignométricas

Considere o triangulo rectangulo

c

Relagoes trignométricas envolvendo os comprimentos dos lados do tridngulo:

. c c
sino = —, cosa = —, tga = —.
a b

Valores “notéaveis”

a | sina | cosa | tga

0 0 1 0
x| 1 NER VE]
6 2 2 3
s V2 V2 1
Z 2 2
us V3 1
5l F | 3 | VB
™
Definem-se ainda
1 a 1 a cosa b
seca = =—, cosec o = — = -, cotga = — =-.
cosa b siha ¢ sina ¢
Tém-se as seguintes relagoes trignométricas fundamentais:
sin? o 4 cos® o = 1, th a+1=secq, co‘cg2 a+1 = cosec? a.

15



Representacgao das relagoes trignométricas no circulo trignométrico:

cotg o

sin v

16



Funcoes seno e arco seno

A fungéo seno é uma funcdo periédica em R (de perfodo 27) e toma valores
C . T ™
em [—1,1], sendo injectiva nos intervalos da forma [—5 + km, =+ k7T:| com

2
k € Z. O intervalo standard de invertibilidade é [—z, E]. Neste intervalo,

sin : [ W,W]%[—l,l},
2°2

¢ estritamente crescente e tem inversa estritamente crescente,

arcsin : [—1,1] — [ T q,

que se designa por arco seno, tendo-se,

sin(arcsinz) = x, para todo o z € [—1,1],

L Tom
arcsin(sinz) = =z, para todo o x € [—5, 5}

Representacao dos gréficos das fungdes seno e arco seno.

Y

_ y = arcsin x
T

oo -

y =sinzx

17



Funcoes cosseno e arco cosseno

A fungéo cosseno é uma fungéo perivdica em R (de periodo 27) e toma valores
em [—1, 1], sendo injectiva nos intervalos da forma [k7, (k + 1)7| com k € Z.

O intervalo standard de invertibilidade é [0, 7|. Neste intervalo,

cos: [0,7] = [—-1,1],

é estritamente decrescente e tem inversa estritamente decrescente,

arccos : [—1,1] — [0, 7],

que se designa por arco cosseno, tendo-se,

cos(arccos x) = x, para todo o z € [—1,1],

arccos(cosz) =z,  para todo o z € [0, 7].

Representacao dos graficos das fungoes cosseno e arco cosseno.

Y

Y = arccos r

Y = COST

18



Funcoes tangente e arco tangente

A fungéo tangente encontra~se definida em R\ {g + km, k€ Z} e toma
valores em R. Tem periodo 7, sendo injectiva (estritamente crescente) nos
intervalos da forma } —g + km, % + Im[ com k € Z. O intervalo standard de

T
invertibilidade é } 33 [, Neste intervalo,

m™ T

__7_|:_>]R»
2°2

tg: }
é estritamente crescente e tem inversa estritamente crescente,

arctg : R—)}—g,g[,

que se designa por funcao arco tangente, tendo-se,
tg(arctg x) = x, para todo o x € R,
T
arctg(tgzr) = x, para todo o x € }—5, 5 [,

Representagao dos graficos das fungoes tangente e arco tangente.

19



1.2 Limites e continuidade

Sejam f: Dy CR — R ea € R tal que f esta definida a esquerda e/ou a
direita de a (@ nao tem que ser necessariamente um ponto de Dy).

Diz-se que f converge para b € R quando x tende para a e escreve-se,

lim f(z) = b,

Tr—a

se os valores de f estao arbitrariamente proximos de b para os pontos de Dy

que estao suficientemente proximos (e sdo distintos) de a.

Notas:

e Também se define a nogao de limite quando a (ou b) ¢é infinito.

e Se f apenas esta definida & direita [esquerdal de a, escrevemos

lim f(z) = lim f(x)=10 whgéf(x): lim f(x)="0|.

r—a z—at T—a—

Os limites anteriores designam-se por limites laterais. Quando f esta

definida & esquerda e a direita do ponto z = a, tem-se

lim f(x)=b <« lim f(z)= lim f(z)=0.

T—a T—a~ r—a™t

Exemplo

2 -1 .
. definida em | — oo, 1[U]1, +oo] e a = 1.

Consideremos a funcado f(z) =

Observando a tabela podemos constatar que os valores de f(z) se aproximam

de 2 & medida que x se aproxima 1,

20



X
f(X)H ‘197‘198‘199‘ND‘201‘202‘203‘
De facto,
21 -1 1
lim &=L gy EZDEED 0y 2o
z—1 x—1 z—1 x—1 rx—1

O grafico de f(x) corresponde ao grafico da fungdo linear y = 2 + 1, com o

ponto (1,2) removido, pois f nao esta definida no ponto a = 1.

Uma funcao f diz-se continua em a € Dy se existe o limite de f(z) quando

x tende para a e o seu valor é igual a f(a), isto &,

f continua em a € Dy < lim f(x) = f(a).

r—ra
Notas:

e As funcgoes polinomiais, poténcia, exponencial, logaritmo e funcoes

trignométricas e respectivas inversas, sao continuas nos seus dominios.

e As fungdes que se podem obter como somas, produtos, quocientes e
composigoes de fungdes continuas (ou das suas inversas), ainda séo

continuas nos seus dominios. Para estas fungdes o célculo do limite

21



num ponto do dominio faz-se substituindo o valor da funcdo nesse

ponto.
1 1
Por exemplo, considerando f(x) = n(fi_:? ea=0¢€ Dy, tem-se
T
. . In(z+1) In(1)
ili)%f(l‘)—ig% r24+1 2 =0.

e Se f apenas esta definida & direita [esquerda] de a, incluindo o ponto

a, f diz-se continua em a se

lim f(z) = f(a) lim f(z) = f(a)

z—a™t T—a~

Quando f esta definida a esquerda e a direita do ponto x = a, tem-se

fcontinuaema € Dy <« lim f(x)= lim f(z) = f(a).

T—a~ r—a™t

Exemplo

Consideremos a fungao y = f(z) representada no grafico abaixo.

e Existe lim f(z) = f(a1) pelo que f é continua em a;.
r—ral

e Existe lim f(z) pois existem e sdo iguais lim f(z) = lim f(z), mas
r—raz T—ay z—ay

f nédo é continua em ag pois lim f(z) # f(a2).
Tr—rag

e Nao existe lim f(x) pois lim f(z) # lim+ f(x), pelo que f também

r—as3 T—ag T—ag

nao é continua em as.

22



e Existe li_>m f(z)= lim f(z) = f(aq), pelo que f é continua em ay.
T—raq T—a,

Propriedades operatérias dos limites
Consideremos fungoes f: D — R e g: D — R tais que

lim f(z) =b e lim g(z) =,

onde a, b e ¢ podem ser reais ou +oco. Tem-se:

o lim(f(z)+g(z)) =b+c,

r—a

e lim(f(z)g(x)) = be,

r—a

o F@ b
") e

admitindo a extensao das operacoes aritméticas indicada simbolicamente na

seguinte tabela, onde k € R:

k+too==400 00 + 00 = 00 o0 — oo indeterm.
kExoco=00 (k#0) 00 X 00 = 00 0 x oo indeterm.
%:oo;ﬁzo %:oo,%zo (k #0) %;%indeterm.

Exemplos

1. lim (
x—0

2. lim
r——oco0 et

1

372+2> 020 +00.
X
1 5

Q.

. 1, L . . ~ .
3. lim (ez sin x) ¢ uma indeterminacao do tipo oo x 0.
z—0*t
.oet—1
4. lim —
z—0 sinz

é uma indeterminacao do tipo %.

23



Indeterminagoes do tipo oo — oo geradas por fungoes polinomiais

Seja

P(x) =apz™ + -+ + a1 + ag.

Pondo em evidéncia o monémio de maior grau mostra-se que

lim P(z)= lim ap,z™.
z—3oo r—r300

Exemplo

_ 1
lim 2% — 2 =" lim 23 (1 — —> = +o00.

T—r—+00 T—r—+00 IZ

x

Indeterminacgoes do tipo 2 geradas por fungoes racionais
o0

Considere os polinémios

3
=
I

amx™ + - + a1z + ag,

Qz) = bpa"+-- +bix + bo,

fm, m=n,
P(x) . Qg™
11m = 1m =
r——+00 Q(aj) T—+00 bnl‘” 0’ m<mn,

+oo, m >n,

a
onde o sinal do limite quando m > n depende do sinal de ——. Temos um
n

resultado do mesmo tipo quando z — —oo.

Exemplos

272 +1 , 2 (24
L. =

1
im — T i = \T T a?)
zotoo 32 =5 +2  wotoog? (3-8 4 952_2)

24



5e?+1 z? (5

_|_
w|’_'
~—

2. i e — | x =0.
s—to0 —ab — 828 + 3z w00 15 (-1-%+3)
-9 4 3 _ {E4 _2+l 1
3. lim # = lim ( 5:” F) = —00.
z—+oo Txd — bx? +4 z—+oo 3 (7_5_1_96_3)
3 3 1 4
. —x°+x—4 . x (—1+z—2—z—3)
+ zgrfnoo 5v2 —br zEEHOO 22 (5 — §) =+
T
Nota

As indeterminagoes do tipo co—o0 ou 5 geradas por outros tipos de fungoes,

serao consideradas posteriormente.

1.3 Derivadas

Consideremos uma fungéo f : [a,b] — R. Chamamos taza de varia¢io média

de f em [a,b] & razdo,

f) — f(a)
b—a

Geometricamente a taxa de variagdo média corresponde ao declive da secante
que une os pontos do grafico de f, (a, f(a)) e (b, f(b)).

Y
f(®)

f(a)

25



Chamamos taza de variacdo instantinea ou derivada de f no ponto de

abcissa a € Dy ao limite (quando existe)

o 1) = fla)

T—a Tr—a

Nesse caso a a fungao f diz-se derivdvel em a e denota-se a derivada de f
/ df
nesse ponto por f’(a) ou d—(a).
x
A taxa de variagio média [instantanea| também se designa por velocidade
média [instdntanea] ou taza de crescimento média [instdntaneal, consoante o
contexto em que se aplica.

Dizemos que uma fungéo é derivdvel (num intervalo) se for derivavel em

todos os pontos desse intervalo.

Tomando h = x — a concluimos imediatamente que a defini¢ao de f’(a)

também pode ser apresentada como o limite, quando existe, de

i F@h) = fla)
h—0 h

o que pode ser util nalguns célculos.

Geometricamente, derivada de f em a corresponde ao declive da recta
tangente ao grdfico de f no ponto (a, f(a)), recta essa cujo declive é o limite
dos declives das secantes que unem os pontos do grafico de f, (a, f(a)) e

(z, f(z)), quando z tende para a.

26



f(o)

f(z) o
f(a) o

*----

S|
T

Tem-se que f é derivavel em a se e s6 se admitir recta tangente ao seu

grafico no ponto (a, f(a)).

Para determinarmos uma equagao para esta recta tangente, comecemos

por recordar que uma equagao da recta com declive m que passa no ponto

(z0,9y0) ¢ dada por,
Yy —yo = m(z — xo).
No caso da recta tangente tem-se zo = a, yo = f(a) e m = f’(a). Portanto
uma equagao da recta tangente ao grafico de f em (a, f(a)) é dada por
y = f(a)+ f'(a)(z - a).

Exemplos

1. A taxa de variagdo média de f(x) = 522 + 2z no intervalo [0, 1] &

f(1) = £(0)

=1T.
1-0

27



A taxa de variag@o instantanea de f em 0, é

_ 2
£(0) = lim J@ =) oy, 572 (52 +2) = 2.
z—0 T — z—0 T z—0

A taxa de variacdo instantinea de f em a, i.e., a derivada de f em a,

fla+h) - fa)

! — 1
f(a) lim o
~ lim 5(a + h)? +2(a+ h) — (5a® + 2a)
=) h
oy 5(a? 4+ h?% + 2ah) + 2(a + h) — (5a% + 2a)
= a5 h
. 5h? +10ah + 2h

= lim

h—0 h
= lim(5h 4 10a + 2) = 10a + 2.

h—0

1
2. A derivada de f(z) = — no ponto x # 0 é
x

PR (O 3 )
fla) = Jim h
1 1
_ . z+h T
= T
z—(x+h)
T z(z+h)
= m
HG)
— z(x+h
I h

-1 1

lim ——— = ——.
hs0 x(z+h) z2

Para fungoes definidas por ramos a existéncia de derivada tem que ser

estudada considerando os limites,

fla) = tim LOFR =@y gy, Sl = )

h—0- h h—0+ h

28



que se designam, respectivamente por, derivada lateral esquerda e derivada
lateral direita de f em x = a.
A existéncia de derivada em a é equivalente & existéncia e igualdade de

derivadas laterais nesse ponto.

Exemplos

1. Consideremos a fungao

T, x>0,
flx) = |z =
-z, <0
Tem-se
L fO+h)—f0O) . h—-0
a(0) = hhn(f)1+ h hlgtr)l+ b
e
£2(0) = lim fO0+h) — f(0) = lim —h—-0_ —1.
h—0~ h h—0~

Como f£(0) # f}(0) ndo existe derivada de f em 0.

2. Consideremos a fungédo

20 — 1, x>1,
flx) =

e, T <1

29



Tem-se

' . 14+h)—f(1 . 2(h+1)—-1)—-1
fd(l):hg%hﬂ%)mzhllf&( (h+1)-1) s,
(§
_ 2 _
70y = g B = g BEEEE0 — g 49 =2

Como f1(1) = f}(1) =2, existe f'(1) = 2.

Teorema Se f : Dy — R é uma funcao derivavel num ponto a € Dy, f &

continua em a.

Notas:
e Se f nao é continua num ponto entao nao é derivavel nesse ponto.

e Se f é continua num ponto, f pode ou nao ser nao derivavel nesse

ponto, como se viu nos exemplos anteriores.

30



Exemplo

Consideremos a fungao

er, x>0,
flz) =
2, <0
Tem-se
li =1 =1
g 1) = g e
e

lim f(z)= lim z?=0.

z—0~ z—0~

Como os limites laterais em 0 sdo distintos, f ndo é continua em x = 0, pelo

que também nao é derivavel nesse ponto.

Derivadas de algumas fungoes elementares

Usando a defini¢ao de derivada e procedendo de modo analogo ao que fizémos
1

para a fungdo f(z) = — podemos determinar expressdes para as derivadas
x

das fungoes elementares mais conhecidas, que se resumem na seguinte tabela.
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f(@) f(x)
k 0
z® az®~! (a € R)
er er
1
Inx —
T
sinx cosS T
CcosS T -sinz
tg x sec’x
. 1
arcsin x _—
V1 — 22
1
arccos r | ———
V1—2z2
1
t
arctg x T2

Regras de derivagao
Teorema

Sejam f,g : D — R fungoes derivéaveis, onde D = Dy N D,. Sao validas

as seguintes propriedades.
e (Derivada da soma) f+g: D — R ¢é derivavel, tendo-se
(f+9)(z) = f'(x) +g'(x), VzeD.
e (Derivada do produto) fg: D — R é derivavel, tendo-se
(f9)'(z) = f'(x)g9(x) + f(x)g'(z), Vze€D.
Em particular, se k € R, k f & derivavel tendo-se (k f)' =k f’.
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e (Derivada do quociente) Se além disso g(z) # 0 para todo o x € D,

entao = : D — R é derivavel, tendo-se

(i)’ ) = ['@9@) ~ f@g'@

Exemplos

1
1. (Inz +sinz) = (Inz) + (sinz) = = + cos z.
T

sin x
+ In z cos x.

2. (Inzsinz) = (Inz) sinz + Inz(sinz) =
x

3. (4sinx)’ = 4(sinz) = 4cos x.

sin? sin? z

Inz\ 1 1
5. (22) = ~(lna) = .
( 4 ) 7o) =g

Teorema (Derivada da fungao composta)

n (lnac)' (Inz)'sinz — Inz(sinz) ST Ingcosw

sinz

Sejam f: Dy — Re g: Dy — R fungoes derivaveis tais que CDy C D,.

Entao go f : Dy — R ¢ derivavel, tendo-se

(9o f)(z) = (9(f(2))) = g'(f(x))f'(x), Vo€ Dy

Exemplos
1. Seja f(z) =2z e g(z) = €. Entdo (go f)(x) = €**, tendo-se,
(62“7)/ = e2%(2z) = 267,
2. Seja f(x) = 2% e g(z) = sinz. Entdo (go f)(z) = sin(x?), tendo-se,
(sin(xQ)), = sin’(2?) (2%) = cos(z?)2z.
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3. Seja f(x) =sinz e g(z) = 2. Entdo (go f)(z) = (sinz)?, tendo-se,
(sin2 :z:), = 2sinz(sinx)’ = 2sinx cos z.
Usando a regra de derivagao da fungdo composta e a tabela de derivadas

de fungoes elementares dada anteriormente, obtemos a seguinte tabela, onde

f denota uma fungao derivavel que pode entrar na composigao:

(f*y = aflff (aeR)
)y = el f!
mpy - L
(sinf) = cos(f)f
(cos f) = —sin(f) f’
(tgf) = sec®(f)f
(arcsin ) = \/1f7_/—f2
(arccos f) = R
VT
et s~ i

Aproximacao linear a uma fungao

Seja f : D — R uma funcdo derivavel em a € D. Recordemos que uma

equagdo da recta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) é

y=f'(a)(x—a)+ f(a).

A funcdo linear



chama-se a linearizacao de f em a e corresponde & melhor aproximagao linear

de f na vizinhanga do ponto x = a.

Exemplo

Consideremos a funcdo f(z) = 22 e a € R. Tem-se f'(x) = 2z pelo que uma

equagao da recta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) é
y=fla)+ fa)x—a) & y=d"+2az—a)
A aproximagao linear de f na vizinhanga de a é dada pela funcao
L(z) = a® + 2a(z — a).
Para x = a + h perto de a, isto é, para valores pequenos de |h|, tem-se
fla+h) = (a+h)* =a® +2ah + h? =~ L(z) = a® + 2ah.

O erro da aproximagao anterior é |f(a + h) — L(a + h)| = h?.

Se a,h > 0, podemos interpretar geometricamente f(a + h) e L(a + h)

como as areas das regides representadas (a azul) na figura abaixo.

O erro da aproximagao corresponde & érea do quadrado de lado h que falta

na segunda regiao.
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1.4 Regra de Cauchy

. . . . ~ . 0
O seguinte resultado permite levantar indeterminagoes do tipo 5 e .
Teorema (Regra de Cauchy)
Sejam f e g duas fungoes derivaveis num intervalo I aberto, a extremi-

dade de I (a € R, a = 400 ou a = —00). Suponhamos ainda que ¢'(z) # 0,

para todo o x € I e que

(1) lim f(z) = lim g(x) =0 (ou o),

r—a Tr—a

(#i) existe lim f'(z)

=0 (finit infinito).
@) 0 (finito ou infinito)

Entao,
!
fl@) . flz)
lim —< = lim
z—a g x) T—a g’(m)
Exemplos
. cosx—12%  —sinzx
1. lim ——— £ lim =0.
x—0 xT x—0 1
. cosxr—192% —sinzx § . —cosx 1
2. lim — = lim = lim = ——
x—0 x x—0 2x z—0 2 2
. 61‘ % e:r % . er % er
3. Ilm— =2 lim — = lim — = lim — = +oo.
70 3 400 32 z—+00 O z—+o00 6
2
. A~ . x .
4. lim — 2 lim =— = lim 22° = 4oo0.
z—+oo Inx Tfoo - z—+00

Para além das indeterminagoes do tipo % e o, indeterminagoes de outros
tipos podem também ser levantadas pela regra de Cauchy, transformando-as

~ nacoes do tipo © ou X
em indeterminagoes do tipo g ou 2.
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Indeterminagoes do tipo co x 0

As indeterminagoes do tipo co x 0 sao geradas pelo produto de duas fungoes
f e g, em que uma converge para 0 e a outra para infinito. Estas inde-
o

terminagoes podem ser transformadas em indeterminagdes do tipo % ou =

considerando, respectivamente,

/ g
f9= T ou f9= T
g f
Exemplos
1
. 0x00 nz £ z .
1. lim zlnz = lim —— = lim —%- = - lim z =0.
z—0t z—0t p z—0t -2 z—0t
. cox0 . T =2 .
2. lim ze® = lim — 2 lim =0.
T——00 z——00 e~ T z—+o00 —e¥
1 1 oo
. 0x00 nz £ z . T =
3. lim tgzlnr = lim 7 = lim ——*——— = lim —H— =
z—0t z—0+ Snx r—(0t+t =SIN"T—Ccos”T Z;COS T =0t — ==
Sil'l xT sin© x
. sin?z ¢ . 2sin x cos x 0
— lim =— lim — =0.
=0+t T z—0+ 1

Indeterminagoes do tipo co — oo

Estas indeterminagoes podem frequentemente serem transformadas em in-

: = : 0 o8] 3 5o
determinagoes do tipo  ou =, efectuando uma das seguintes operagoes:
1. Reduzir a expressao ao mesmo denominador;
2. Por em evidéncia uma das parcelas da expressao;

3. Multiplicar e dividir pelo “conjugado” da expressao.
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Exemplos

. g

. 00—00 1. 1 sinx . l—sinz g

1. lim (secx —tgz) = lim - = lim ———~ &
P z—Zt \COST  COST s—It CcoST

, cos

lim

eIt — sinx

= —0.

2. lim (z—Inz) = lim =« (1 - ﬂ) = 400.
x

T—r+00 T—+00
. Inx & 1
(CA: lim — = lim £ =0.)
z—+00 I z—+oo 1

e (VETT-VAWETTIAVE)
3 Jm (Ve 1=ve) 7= I NCES W =

1
1‘ 720
z—yfoo\/:c+1+\/5

Notas:

e No levantamento de indeterminagoes do tipo 0 X oo, nao é indiferente
(em geral) a escolha da func¢éo que se passa para o denominador. Por

exemplo, a escolha da fun¢@o a passar para o denominador no limite

0
. 0Xoo 1. T 5 ;. .
lim zlnz = lim — L Jim —— = — lim zn? z,
z—07+ z—0t — z—07t ) z—07t
Inx zln“x

nao simplificou o calculo desse limite, enquanto que transformando a
indeterminagao 0 x oo em 22, se tem

1

. Oxoo . Inz ¥ 2

limzlne = lim — = &

s—o+ L 7%
T T

=0.

e Existem outros tipos de indeterminacoes, tais como 0°, 0o® e 1°, que
podem também ser transformadas num dos tipos % ou =. Um exemplo

importante de um limite do tipo 1°° é

1 T
lim <1 + —) —=e.
T—+00 xX

Estas indeterminagoes nao serao consideradas no ambito deste curso.
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1.5 Estudo de funcoes

Definigao Sejam f : Dy — R uma funcao real de varidvel real e a € Dy.

Diz-se que:

f atinge o mdzimo absoluto em a se f(x) < f(a) para todo o € Dy;

f atinge o minimo absoluto em a se f(x) > f(a) para todo o & € Dy;

f atinge um mdzimo (relativo ou local) em a se f(x) < f(a) para os

pontos do dominio contidos nalgum intervalo Ja — &,a + €[ (¢ > 0);

f atinge um ménimo (relativo ou local) em a se f(xz) > f(a) para os

pontos do dominio contidos nalgum intervalo Ja — §,a + 6] (6 > 0);

y=[(2)

No intervalo Ja; — d,a1 + d[ (a azul), f(x) > f(a1) pelo que f tem um
minimo (relativo) em a; de valor f(a;). Como f(z) > f(a3) para todo o
x € Dy, f tem um minimo absoluto em ag de valor f(as).

No intervalo Jag — €,a2 + ¢[ (a verde), f(x) < f(az) pelo que f tem um

maximo (relativo) em ag de valor f(asg).
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No estudo da monotonia e extremos (relativos) de uma fungao, isto é,
respectivos maximos e minimos (locais), a derivada vai desempenhar um

papel fundamental, como veremos.

Teorema Seja f : I — R uma funcao derividvel num intervalo aberto I.

Tem-se que:
1. Se f/>0[f <0] em I, f & estritamente crescente [decrescente| em I.
2. Se f'>0|f' <0]em I, f é crescente [decrescente] em I.

Corolario Se f: I — R é uma funcao derivavel num intervalo aberto I tal

que f">0o0u f/ <0em I, f ¢ injectiva em I. Em particular f é invertivel

no intervalo I.

Exemplo

Consideremos f(z) = x + Inx cujo dominio é RT. Tem-se
: 1 N
fllx)=1+—->0, Vr e RT,
T
pelo que f é estritamente crescente em R™, e portanto é invertivel em RT.

Corolario Sejam f: 1 — R é uma fung¢éo derivavel num intervalo aberto I

e a € I. Tem-se que:

1. Se f' > 0 aesquerda de z = a e f' < 0 a direita de z = a entao f tem

um maximo relativo em z = a;
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2. Se f' < 0 aesquerda de z =a e f' > 0 a direita de z = a entdo f tem

um minimo relativo em x = a.

AR I -

Teorema Sejam f : I — R uma funcdo derivavel num intervalo aberto I e

a € I um extremo relativo de f. Entao tem-se f’(a) = 0.

Definigao Um ponto a € D diz-se um ponto critico (ou de estacionaridade)

de f se f'(a) = 0.

Notas:

e O teorema anterior significa que os extremos relativos de uma fungao

derivavel num intervalo aberto se encontram entre os pontos criticos

dessa fungao.

e A reciproca do teorema anterior é no entanto falsa, isto é, existem

pontos criticos que nao sao extremos relativos.

O estudo da concavidade de uma fungao faz-se com recurso a 22 derivada.

Teorema Seja f uma funcao com 22 derivada no intervalo I.
1. Se f” > 0em I, f tem concavidade “virada para cima’”;

)

2. Se f” < 0em I, f tem concavidade “virada para baixo”.
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Definicao Um ponto a € Dy diz-se um ponto de inflexdo se em a ocorrer

uma mudanca do sentido da concavidade de f.

Teorema Sejam f : I — R duas vezes derivavel num intervalo aberto I e

a € 1. Se f tem um ponto de inflexdo em a, entdao f”(a) = 0.

Vamos ilustrar os conceitos anteriores através do estudo de duas fungoes.

Estudo da funcao f(z) =

1+ 22"

1. Dominio e assimptotas verticais.

Tem-se Dy = R (porqué?) pelo que f ndo admite assimptotas verticais.

2. Assimptotas nao verticais.

Tem-se lim =0, pelo que f admite a assimptota horizontal

z—Foo 1 + 2

y = 0 & esquerda e a direita.

3. Intersec¢cao com os eixos coordenados

Tem-se f(z) =0 < x = 0, pelo que o Gnico ponto de intersecgdo é a

origem do referencial.

4. Monotonia e extremos.

1 —a?
Tem-se f'(z)= ——— = 0 < 2% = 1, pelo que f tem pontos
fi(z) 15227 pelo que f p
criticos z = 1 e # = —1. Além disso, como (1 + 22)? > 0 para todo
ox € R, f'(x) tem o mesmo sinal de que 1 — 22 >, pelo que f’ toma

valores positivos em | — 1, 1] e negativos em | — oo, —1[U]1, +00[ (ver o

quadro de sinais).
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5. Pontos de inflexdo e concavidades.

2x(x? — 3)
(14 x2)3
pontos de inflexdo x =0, z = V3ex=—-/3 (ver o quadro de sinais).

Tem-se f"(z) = =0 & z(z* —3) = 0, pelo que f tem

V3 -1 0 1 /3
.
f \ 1\£in / 1\[LLX \
2| - - -0+ 44
z? -3 + 0 - - - 6 +
I - 0 + 0 - 0 +
f N PYI NS PjI. N PYI NS

6. Esbogco do grifico.
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Estudo da fungao f(z) = ] T
ogx

1. Dominio e assimptotas verticais.
Tem-se Dy =]0, 1[U]1, +00[ (porqué?).

Tem-se lim =—00 e lim = 400 pelo que f admite as-

z—1- logx z—1+ logx

simptota vertical £ = 1, em —oo a esquerda de x = 1 e em 400 a

direita de x = 1.

2. Assimptotas nao verticais.

Tem-se
. x .
m = lim & = lim = lim =0,
z—+oo I z—+oo xlogx  z—+oocc logx
e
. rRc. .. 1
b= lim =" lim 1 = o0,
z—+oo log x z—oo T

pelo que f nao admite assimptotas nao verticais.

3. Intersec¢ao com os eixos coordenados

Nao ha intersec¢ao do gréfico de f com os eixos coordenados.

4. Monotonia e extremos.

logz — 1
Tem-se f'(x) = (lg()gT)Z

critico de f é x = e. Além disso, f'(z) < 0 para z < e, e f'(x) > 0

= 0 < logz = 1, pelo que o tnico ponto

parax > e. Logo f é decrescente em ]0, 1{U]1, e[ e crescente em |e, +-00],

tendo um minimo em z = e.
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5. Pontos de inflexdo e concavidades.

~ 2-—logzx

Tem-se f"(x) =0 < logz = 2, pelo que f tem um ponto

~ z(logx)3

de inflexdo z = €2. Além disso, tem-se

e 2 —logx >0 parax < e’ e2—logr <0 para x > €.

e (logz)? >0 paraz>1e (logz)® <0 para x < 1.

Logo f” < 0 em ]0,1[U]e?, +oo| (onde f tem concavidade virada para

baixo) e f” > 0 em |1, e?[ (onde f tem concavidade virada para cima).

6. Esbogo do grdfico.

45



1.6 Primitivas

Nesta seccao vamos considerar as fungoes definidas num intervalo aberto I.
Seja f : I — R uma funcao definida num intervalo I. Chamamos primi-
tiva de f (em I) a uma fungao derivavel F' : I — R tal que F'(z) = f(x)

para todo o x € I. Denotamos,
F=Pf= /f.

Exemplos

1. Pl=2z.

2. Pk =k (k €R).

2
X

3. Pz ==—.
T

3

1. Pa2=2
T3

" wn—i—l
5. Pz :n+1(n€N).

1
6. P=—=Inz (em RT).
x

Notas:

e Todas as fungdes continuas definidas em I sdo primitivaveis em I.

e Duas primitivas de uma funcdo num intervalo diferem de uma cons-
tante, isto é, se F' e G sao duas primitivas de uma mesma funcao f

num intervalo I, existe k € R tal que G = F + k em I. Por outras
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palavras, a familia de fungoes,
F+k keR,
constitui a familia de todas as primitivas de f (em I).

e Se f é primitivavel num intervalo I, xg € I e yy € R, existe uma tnica

fungéo F definida em I tal que F =P f, e F(xg) = yo.

Exemplo

A familia de funcées,

2

F@ﬁ¥%+h k€ R,

constitui a familia de todas as primitivas de f(z) = x em R. No entanto, a

tnica primitiva de f que verifica a condigdo F(2) =4 é

Fm:%+z

2

Defacto,F(2):%+k:4=>k‘:2.

Primitivas imediatas

A partir da tabela de derivadas dada anteriormente obtemos as seguinte

tabela de primitivas:
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N maJrl . fa+1
RS bry ET
f/
P-=1In|z| P~ =1In|f|
f
Pe*=¢€" P flef =¢f
P sinz = —cosz P f'sinf = —cosf

P cosxz =sinzx

P f'cos f =sin f

1

9

Ptgx = —In|cosz| || P f'tg f = —In|cos f]
1 . I .
— = arcsinz || P \/17——f2 = arcsin f
-1 —f
P — = arccosz || P \/17——]“2 = arccos f
f/
m:arctgz P1+f2 = arctg f,
(keR, aeR, a#-1).
Exemplos
1. Pzcosa? = P $(2z) cos2? = 1 P (22) cos 2 PLees] T sina?.
1 1 —1 1 -1 1 s
2. P—sin—=P (——2> sin — = —P —sin — P/ <—COS—
x x x x x x
e e Pidp .
3. o = Tr@Z arctge®.
x pl
4. ¢ =L In €”.
1+e®
1
z re—1/2 (1 T\—5+1
5. PO —Per(ryeny s PLE ORI g ey
Viter 141
f/
e’ e’ P 1—f2
6. P = arcsin e”.
VIZem 1 (e)?

— COS —.
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cosx P-f .
7. P— —= In|sinz|.
sinz
cos T . _o Pff2 sin~lz 1
8.P.2 =P coszsin‘zr == =
sin“ x —1 sinx

. P#f2 sin
9. P coszsin’z .

3
VItl 1 5 (1+Inz)s 2
w0, PR _p iy 2L WA 2
2
1 R
11. = L arctg(lnx).
z(1+1n%x) 1+1In’z gllnz)
1 1 pt
12. P =P—2— —L In|lnz|,

z(1+1nz) l+Inz

onde ke R, aeR, a#1.

Regras de primitivagao

A partir da regras de derivagao da soma, produto e composigao de fungoes,

deduzem-se sem dificuldade as seguintes regras de primitivacao.

Primitivacao da soma
Se f,g: I — R sao fungdes primitivaveis num intervalo I, entao

1. f+ g é primitivavel em I e tem-se

P(f+9)=Pf+Pg.

2. kf (k € N) é primitivavel em I e tem-se

P (kf) = kP f.
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Exemplos

3
L P <x2+1> — P2 4+PE = .
T x 3

2. P <4cosx > =4P cosxz — 3P = 4sinz — 3arctg x.

3
1+ 22 14 22

Primitivagao por partes

Sejam f,g: I — R fungoes definidas num intervalo I, com f primitivavel e

g derivavel. Entao fg: I — R é primitivavel, tendo-se
P (fg)=Fg—P(Fg),
sendo F =P f.

e A primitivagdo por partes aplica-se usualmente para primitivar pro-
dutos de fungbes polinomiais, exponenciais, logaritmo, fungoes trigno-
métricas e respectivas inversas. Neste método, a escolha da fungao a
primitivar e da funcao a derivar nao é, em geral, indiferente. Na se-
guinte tabela sao sugeridas as fungoes a primitivar e a derivar nalgumas

situagoes que aparecem frequentemente na préatica.

primitivar derivar
polin x sin /cos /exp || sin/cos /exp polin.
polin x In polin In
exp X sin / cos exp ou sin / cos | sin /cos ou exp
In /arcsin/arctg 1 In /arcsin/arctg
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Exemplos

1.P oz - e = 2 - e P 1 - €" =g —Pe*=zge® —¢€"
N~ N~ o ~ M~
9 f g F 4 F
2 2 2 2 2
T T 1 T T T
2.P 2 - Inz= — Inz-P —. - =—Ilnz—=-Par=—lhzr——.
¥ pt ~~ g ~—
F F g
1
3. Plnz=P 1 ‘Inz= 2 -lnz—-P 2 - - =a2lhz—Pl=zlnz — 2.
~ N N <~ =
f g F g F
g/
*
4. P e® -ging = e¥ -sing—P ¥ -cosx == e®sinz — (e’ cosx + P e®sinx).
f g F g F g’

Daqui resulta que 2P e*sinz = e® sinz — €% cos x e portanto que,

e’ (sinx — cosx)

Pe*sinz = 3

NP e -cosx= e -cosz—P ¥ -(—sinx).
(
~~ ~ N~ ~—~—~

f g9 F g g’

1
5. Parctgz =P 1 -arctger=_z -arctgr—P = -——
M~ — e N ~— 1+ z2
I g F g I

g/

2 1
= zarctgx — §P 7 _S;Q = zarctgzr — §1n(1 + z?).

6. P 22 -cosz= a% -sinz—P 2z ~sin1::xzsinm—2<—mcosm—P1(—cosm)>
N e N N L~
g f g F g F

= 2%sinz + 2x cosx — 2sin z.

Primitivagao por substituigao

Sejam f : I — R uma func¢ao primitivavel num intervalo I e ¢ : J — I uma

fungéo derivéavel e injectiva num intervalo J tal que ¢(J) = I. Entao



Exemplos

) (2) . .
1. P 2L P ocos(t) 2t | s L 2(tsint + cost)|,_ = = 2 + .
cos /T cos(t) , =z (tsint 4 cost)|,_ sz = 2(v/xsin vz + cos V)
/(@) Fe() €0

(1) Substituigao efectuada:

\/E: = 9071(1')7
x =1 = o(t),
¥ =2t =¢(t)

. 2(t -sint—P 1 -sint)=2(¢tsint + cost)
~— N~ ~— ~ <~
g f g F g F
1 1
2. P W PZ4t(t2—1)‘ 2 4P(t2—1)‘

Vo +1 t=y/Va+1 t=v/Va+1

ST T == |
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3.

4. P

(1) Substituigio efectuada:

1 1 ?+1-1 1
P P mor T ()
14+ Va2 t2+1 =¥ 2+1 =¥z t2+1
:3(t—arctgt)‘t:%:3(\3/5—arctg\3/§).
(1) Substituigio:
x =1 = (t)
r' = 3t2 = /(1)
t= <z =911
1 11 1 1
QP—-—( 2 p ———} = (lnft| = Inft +1|)
1+4+e” t+1 tlt=e t t+1) li=e

=Ine® —In(e®* +1) =2 —In(e” + 1).

(1) Substituigao:

x=1Int = ()

;1 /(¢

ol =1 =¢(t)
1

(2) A fungao é uma fungao racional propria, isto é, um quoci-

(t+ 1)t
ente de polinémios cujo grau do denominador é superior ao do nume-

rador. Como o denominador apenas admite as raizes simples t = 0 e

o1

t=e



t = —1, garante-se que existem ntumeros reais A, B € R tais que

Para determinar A, B, comecamos por reduzir a expressao ao mesmo

denominador

L _ A B_At+Bi+1)
t+Dt t+1 ¢t  (t+Dt

Daqui conclui-se que 1 = At + B(t 4 1), isto é que

1=(A+B)t+B.

Pelo método dos coeficientes indeterminados, tem-se entao

A+B=0 A=—1
~
B=1 B=1
Logo,
11 1
(t+1)t t t+1
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1.7 CaAlculo integral

Consideremos uma fungao continua f : [a,b] — R tal que f > 0 em [a,b].
Pretende-se calcular a area da regiao R delimitada pelo grafico de f e pelo

eixo dos zz,
R={(z,y) eR* :a<z<b, 0<y<f(z)},

que se encontra assinalada na seguinte figura.

Y y = f(z)

O célculo da area de R néo é trivial.
Podemos comegar por calcular uma aproximagao para o valor da area
de R calculando a area de um rectangulo de base b — a e de altura f(c),

¢ € [a,b].

Nessa altura,



De modo a melhorar a aproximagio podemos subdividir o intervalo [a, b]
em n intervalos de igual amplitude h = (b—a)/n, [a;,ai+1], 1 =0,...,n—1,
e calcular a area de n rectangulos de base h e altura f(¢;), ¢; € [ai, air1].

Y

/
/

|
|
|
|
|
|
|
1

co c1 co
a = ag al as an—1 b=an

Assim,

area R ~ f(c1)h+ -+ f(cn)h.

Intuitivamente a aproximagao sera tanto melhor quanto mais pequena
for a amplitude h dos intervalos, ou seja, quanto maior for o nimero de

intervalos. De facto, pode-se mostrar que,

drea R =

lim (f(e)h+ -+ + f(ea)h).

A este valor chamamos integral (definido) de f no intervalo [a,b] que se

/a ’ f(2)dz.

A fungao f(z) designa-se por func¢do integranda e a, b designam-se por ex-

representa por

tremos de integrac¢ao.

A nocao de integral pode ser estendida para qualquer funcio continua

f:la,b) — R.

o4



Propriedades do integral

Sejam f,g : I = [a,b] — R fungdes continuas em [a,b], A € R e ¢ € [a,b)].

Tem-se:

o Linearidade do integral:

1. /b(f(x)—l—g(:c))da::/bf(a:)d:c—i-/bg(:c)dx.
2. /b)\f(m)dx:)\/bf(m)da:.

e Monotonia do integral: se f(x) > g(x) para todo o x € I tem-se,

b

/f(x)d:t > /bg(x)dx.

a

o Aditividade do integral:

/bf(aj)dx—/cf(x)dm—i-/bf(x)dx.

Por convengao tem-se ainda:

. /af(x) dx =0,

o /af(x)dx:—/f(w)d:r:O.
b

a
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Exemplos

1. Sabendo que
1

1
1 1
/:rd:c:§ e que /I’le‘:g,
0

0

obtemos pelas propriedades anteriores

1 1 1
/m+5x = /xdm—l—/fm dx
0 0 0

zdr+5 [ 2?dx =

|
o —
O\H

2. Pretende-se comparar os integrais

22 dx e /\/Edm sem os determi-

mmo\’_‘

nar. Ora, como a fun¢ao /x > z* em [0, 1], vem pela monotonia do

integral que
1

1
/xgdxg/ﬁdx.
0

0

Para calcular integrais tem-se a seguinte formula, conhecida por formula
fundamental do cdlculo integral ou formula de Barrow que relaciona o con-
ceito de integral que envolve a nocao de area e o conceito de primitiva, que

envolve a nogao de derivada.

Teorema Sejam f : I = [a,b] — R uma funcéo continua e F': I — R uma

primitiva de f. Entao
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Exemplos

b

1. /kd:czk:/bldx:k[m]Z:k(b—a).

a

6
3. Pretende-se calcular / v+ 1ldz.
2

fa+1
a+1

Recordemos que P f'f® = (o # —1). Assim,

6 6
/\/x—i—ldw = /(m—i—l)%dm
2 2

2
3

3
4. Pretende-se calcular / e Tdx.
1
Recordando que P (f'ef) = ¢, vem

2

3 3
/efzdx =— / —e ¥dx = — [67””]? =—(eB—eH=el—e
1 1

3
5. Pretende-se calcular / |2 — z|dx.
1

2—x, 2—2x2>0 2 —u,
Tem-se |2 — x| = =
r—2, 2—x<0 T —2,
Y
| \/
] ! T
‘ 1 2 3

o7



Assim

3
/|2—m|d1:
1

Il
\w
~~
[\]
|
8
~—
QU
8
+
M\w
—~
8
|
[\]
S~—
QU
8

6. Pretende-se calcular / Inzdzx.

1
Primitivando por partes vem

1
Pl -mzx=axzlhz—Pr—=zlhzr—z=z(nxr—1),
x

e portanto,

e

/lnxd:r =z(lnz-1)]f=e(1-1)—(-1) =1
1

arctg x
1+ 22

1
7. Pretende-se calcular / dz.
0

1
Recordando que (arctg z)’ = ﬁ eque Pf f= §f2 obtemos

arctg x 1 1 9
T2 =P T2 arctg x = §arctg x.

Portanto,

1
t 1 1 1 2
/ ?rj_gxf dr = 3 [arcthx]é = E(arctg21 — arctg?0) = 3 (%) = %
0

V3
8. Pretende-se calcular /
1

dx
arctg o(1 + 22)’
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10.

Recordando que PfTI =In|f],

1
1 14z
P _p 7 tg xl,
arctg z(1 + z2) arctg z og arcte 2]

e portanto,

V3

/L = {lo larct m|]\/§—lo |arct \/§|—10 larctg 1
arctg (1 + x2) & Bl TR ¢ © ©

1

T ™ 4
log — — log — = log —.
og3 og4 og3

rdx

V1=t

Pretende-se calcular,

oo s

Recordando que (arcsen x)' = ﬁ, e que

1 f!
arcsen f) = = ;
(aresen 1) = s f' = e
vem
T 1 2x
P— =P — “arcsenz?,
V1—z4 2 1—(22)?
¢ portanto,
V2
2
/ rdx 1 [ 2} 2 1 1 1 0
——— = —|arcsen = — | arcsen — — arcsen — | = 0.
V-t 2 -2 2 2 2
_\2
2
; d
Pretende-se calcular, / 5 T
s —4

-1

A fungao é uma funcao racional propria pois é um quociente

2 —

de dois polinémios, sendo que o grau do denominador superior ao do

numerador. O polinémio 2%2—4 tem duas raizes simples —2, 2 e portanto
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admite a factorizacio 22 —4 = (z+2)(r—2). Assim existem constantes

reais A, B tais que

1 1 A B

2 —4 (x —2)(z + 2) x—2+x+2

A(z+2)+B(x—2) (A+B)x+2(A-B)

(x—2)(x+2) 2 —4 ’
e portanto
A+B=0 B=-A B=-1
= -
20A-B)=1 4A =1 A=1
Daqui resulta que
1 1 1
2—4 4x-2) 4(z+2)
e portanto
1 1
/ dx / 1 1 J
e _ T
2 —4 4(r—2) 4(xz+2)
-1 -1
1 1
B 1/ dx 1 / dx
B r—2 4) x+2
-1 -1
1 1
= 7 [log |z — 2| — log |z + 2|} B
log 3

1
= Z(logl—log3—log3+10g1) =-=
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