11.3. Andlise de Variancia (ANOVA)

A Regresséo Linear visa modelar uma variavel resposta numérica
(quantitativa), a custa de uma ou mais variaveis preditoras, igualmente
numericas.

Mas uma variavel resposta numérica pode depender de variaveis
gualitativas (categdricas), ou seja, de um ou mais factores.

A Anédlise de Variancia (ANOVA) é uma metodologia estatistica para
lidar com este tipo de situacoes.

A ANOVA foi desenvolvida nos anos 30 do Século XX, na Estacao
Experimental Agricola de Rothamstead (Inglaterra), por R.A. Fisher.
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Dois exemplos: os lirios por espécie

Largura das pétalas de lirios, por espécie Largura das sépalas de lirios, por espécie

Petal Width
15
I
Sepal Width
as X
I

T T T T T T
setosa versicolor virginica, setosa versicolor virginica,

As larguras das pétalas parecem diferir entre as espécies dos lirios.

As larguras das sépalas diferem menos.

Pode afirmar-se que as diferencas observadas reflectem verdadeiras
diferencas nos valores médios populacionais de cada espécie?
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A ANOVA como caso particular do Modelo Linear

Embora a Analise de Variancia tenha surgido como método autbnomo,
qguer a Andlise de Variancia, quer a Regresséo Linear, sdo
particularizagbes do Modelo Linear.

Introduzir a ANOVA através das suas semelhancas com a Regresséo
Linear permite aproveitar boa parte da teoria estudada até aqui.

Terminologia:

Variavel resposta Y : uma varidvel numérica (quantitativa), que se
pretende estudar e modelar.

Factor : uma variavel preditora categorica (qualitativa);

Niveis do factor : as diferentes categorias (“valores”) do factor, ou
seja, diferentes situacfes experimentais onde se
efectuam observacdes de Y.
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A ANOVA a um Factor

Comecgamos por analisar o mais simples de todos os modelos
ANOVA: a ANOVA a um Factor (totalmente casualizado), ou seja, um
modelo para situa¢ges onde a modelacéo da variavel resposta
(numérica) se baseia numa Unica variavel preditiva categorica.

Admitimos que o Unico factor preditor tem k niveis.

Para estudar os efeitos dum factor, com k niveis, sobre uma variavel
resposta Y, admitimos que temos n observacdes independentes de
Y, sendo n; (i =1,...,k) correspondentes ao nivel i do factor. Logo,

ng +Ny + --- +Ng = n.
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Delineamentos equilibrados

No caso de igual nimero de observacdes em cada nivel,
Np =Nz = N3 = - = Nk (= ne),
diz-se que estamos perante um delineamento equilibrado.

Os delineamentos equilibrados sao aconselhaveis, por varias razdes
que mais adiante se discutem.
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A dupla indexacéo de Y

Na regressao indexam-se as n observacdes de Y com um Unico
indice, variando de 1 a n.

Neste novo contexto, é preferivel utilizar dois indices para indexar as
observacfes de Y':

@ um (i) indica o nivel do factor a que a observacgao corresponde;
@ outro (j) permite distinguir as observacées num mesmo nivel.

Assim, a j-ésima observacéo de Y, no i-ésimo nivel do factor, é
representada por Yj , (com i=1,...,k e j=1,...n;).
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Um modelo para Yj;

Admite-se que os valores de Y poderdo variar por:

@ corresponderem a niveis diferentes do factor; ou
@ devido a flutuacao aleatéria.

A natureza mais pobre da nossa variavel preditora estara associada a
um modelo mais simples do que na regressao.

Em geral, admitimos que o valor esperado (médio) de Y pode diferir
em cada uma das k situag@es (niveis do factor) em que é observado.

Uma primeira formulacéo do modelo é dada pela equacao de base:
Yii = Wi+ & com El[g]=0.

Aqui, y; representa o valor esperado das observagdes Y;; efectuadas
no nivel i do factor.
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Um modelo para Yj; (cont.)

Para poder enquadrar a ANOVA na teoria do Modelo Linear ja

estudada, é conveniente re-escrever as médias de nivel na forma:
E[Vi] = i = p+ai.

O parametro u € comum a todas as observacdes, enquanto 0s
parametros o; sdo especificos para cada nivel (i) do factor.
Cada a; é designado o efeito do nivel i.

Admite-se que Yj; oscila aleatoriamente em torno do seu valor medio:
Yij = H+ai+ &,

com E[g;] =0.
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O modelo ANOVA como um Modelo Linear

A equacdo geral
Yij = H+ai+g,

significa que as n, observacdes efectuadas no nivel i = 1 ficam:
Ylj = U+01+&,

as n, observacdes efectuadas no nivel i = 2 ficam:
ng = H+02+£2j R

e assim por diante. Para encaixar este conjunto de equacdes no
contexto do modelo linear, a equacao geral pode ser vista como sendo
da forma:

Yij = U+ o Fy + 0o+ + oIy &,

onde fm” toma valor 1, se a observacgéo € do nivel i =m, ou 0, caso
contrario. Sao as variaveis indicatrizes de nivel do factor.



As variaveis indicatrizes

Por exemplo, se se fizerem n =9 observacgdes, comn; =3

observacdes no primeiro nivel do factor, n, = 4 no segundo nivel e

n3 = 2 observagdes no terceiro nivel, os vectores £, e £ 3 seréao:

"0 "0
0 0

0 0

1 0
Fo=11 , F3=1|0
1 0

1 0

0 1

| 0 | | 1
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O modelo ANOVA como um Modelo Linear (cont.)

A equacdo de base do modelo ANOVA a um factor pode ser escrito na
forma vectorial/matricial, como no modelo de regresséo linear. Seja

Y o vector n-dimensional com a totalidade das observacdes
da variavel resposta. Admite-se que as n; primeiras
correspondem ao nivel 1 do factor, as n, seguintes ao
nivel 2, e assim de seguida.

1, o vector de n uns, ja considerado na regressao.

#; avariavel indicatriz de pertenca ao nivel i do factor. Para
cada observacao, esta variavel toma o valor 1 se a
observacéao corresponde ao nivel i do factor, e o valor 0
caso contrério (i =1,...,k). Numa ANOVA, as variaveis
indicatrizes desempenham o papel dos preditores.

& o vector dos n erros aleatorios.
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A relacdo de base em notacao vectorial
Em notacdo matricial/vectorial, a equacéo de base que descreve as n
observacdes de Y pode escrever-se como no Modelo Linear:

Y = uly+a1 £L1+0,fo+0a3.£3+¢€
& Y = XB + &,

sendo as colunas da matriz X constituidas pelo vector dos n uns e
pelas variaveis indicatrizes; e o vector dos parametros B8 constituido

por u e os efeitos a;.
No exemplo com as n; = 3, n, =4 e n3 = 2 observacgoes:

Y11 1100 €11
Y12 11 00 &12
Y13 1 1 0 0 €13
Ya1 1010 : &1
Y22 = 1 0 1 O al + &0
Yo3 101 0 a2 &3
You 101 0 s &4
Y31 1 0 0 1 &31
[ Y2 ] [1 0 0 1] [ €32 |
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O problema do excesso de parametros

Existe um problema “técnico”: as colunas desta matriz X sao
linearmente dependentes, pelo que a matriz X! X néo é invertivel.

Existe um excesso de parametros no modelo. Solucfes possiveis:
@ retirar o parametro u do modelo.

corresponde a retirar a coluna de uns da matriz X;

cada a; equivalera a [, a média do nivel;

nao se pode generalizar a situacdes mais complexas;

mais dificil de encaixar na teoria ja dada.

Q@ tomar a; = 0: sera a solucgéo utilizada.

» corresponde a excluir a 1a. variavel indicatriz do modelo (e de X);

» permite aproveitar a teoria do Modelo Linear e é generalizavel.
© impor restricbes aos parametros: e.g., Zik:1 ai = 0.

» Foi a solucao classica, ainda hoje frequente em livros de ANOVA;

» mais dificil de encaixar na teoria geral do Modelo Linear.

v vV VvV v

Cada solugéo tem implicacdes na forma de interpretar os parametros.
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A relacéo de base para o0 nosso exemplo (cont.)

Admitindo a; = 0, re-escrevemos o0 modelo como:

RPRRPRRRPRRRRPR

OO0OFrRrRFRPRRFRPRFPLOOO

PP, OOOOOOOoO

Ha
as
a3

+

&1 ]
€12
€13
&1
&2
€23
€24
€31

&32 |

Agora [, € o valor médio das observacgbes do nivel i = 1:
ElYy]

E[Y2]
E[Ys]

H2
H3

Ha
H1+ a2
H1+ 03

, \V/j =1,...m
, V] =1,...,n
, V] =1,...,Nn3
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Os efeitos de nivel q;

No modelo para uma ANOVA a um factor (acetato 312), cada a; (i > 1)
representa o acréscimo que transforma a meédia do primeiro nivel na
média do nivel i:

a = 0

0 = HW—
03 = HUz3— 1
Oy = Mk —H1

A igualdade de todas as médias populacionais de nivel ; equivale a
gue todos os efeitos de nivel sejam nulos: a; =0, Vi.

Consideremos agora os estimadores destes parametros.
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A matriz X numa ANOVA a um factor

Na ANOVA a um factor, a matriz X tem nas suas k colunas os vectores
1., #5, F3, ..., F eindica quais as observacdes correspondentes a
cada nivel do factor.

A natureza especial da matriz X na ANOVA (os seus elementos s6
tomam valores 0 e 1) faz com que resultados gerais, validos para
qualquer Modelo Linear, produzam expressfes especificas no
contexto da ANOVA.

Exploraremos essas expressdes especificas.
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Os parametros ajustados

Como a equacao do modelo ANOVA é um caso particular da equacao
do Modelo Linear, a formula dos parametros ajustados pelo método

dos minimos quadrados € igualmente

b = (X'X)"IXly.

Devido a natureza das colunas da matriz X, tem-se:

n
N2

t N
XX: n4

N

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento
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Os parametros ajustados (cont.)

Tem-se também:

r 1 -1 -1 -1 - =1 7
-1 % 1 1 1
o 1| -1 1 % 1 1
XX = — ni+n
(X'X) o e S S - U |
L k -
K .
Sy Vi
zi:ilYZi
XY = Y21 Y3
g
ZjilYki
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Os parametros ajustados (cont.)

_ N . ~ B .
Sendo Y. = n_l. > Yj amédia das n; observacGes de Y no niveli,
=1

tem-se:
fh = Y.
a, = Yo—Yq
a3 = Yz —-Yq
a = Ye—-Y,

Ou seja, os parametros populacionais sao estimados pelas
gquantidades amostrais correspondentes.
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Os estimadores das médias de nivel

Dados os estimadores referidos no acetato anterior, e uma vez que as
médias de cada nivel (além do primeiro) sdo dadas por L = Ly + a;,
temos que os estimadores de cada média de nivel sdo

17}

~

H3

A

Hik

sendo Y;. a média das n; observacdes de Y no nivel i do factor.

[y + Oy

Y1
Yo
Y

Y.
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Os valores ajustados \A(ij

Do que foi visto, decorre que qualquer observacéo tem valor ajustado:
Yi=fi=Mp+a=Y.

Ou seja, os valores ajustados \?ij sdo iguais para todas as
observacdes num mesmo nivel i do factor, e sdo dadas pela média
amostral das observacoes nesse nivel.

Tal como na Regresséo, os valores ajustados de Y resultam de
projectar ortogonalmente os valores observados da variavel resposta
Y sobre o subespago de R" gerado pelas colunas da matriz X.

Numa ANOVA a um factor, o subespaco % (X) tem natureza especial.
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O subespaco %' (X) numa ANOVA a um factor

Qualquer vector no subespaco ¢'(X) tem de ter valores iguais para
todas as observagbes dum mesmo nivel do factor:

alpnt+ayfot+azfa+t...+agLfy =

a

az

a; +ap

ai +ap

a; +as

a; +ag

)

ap +ag

a; +ag

O vector Y pertence a %(X), logo tem esta natureza.
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O modelo ANOVA a 1 factor para efeitos inferenciais

Para se poder fazer inferéncia no modelo ANOVA a um factor,
admite-se n&o apenas que cada observacao individual Y; € da forma

Yij = mi+ai+g, Vi=1l..k, Vji=1..n,
comE([g]=0 e a;=0.

Admite-se ainda que os erros aleatdrios &; tém as mesmas
propriedades que no modelo de regressao linear:
Normais, de variancia constante e independentes.
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O modelo ANOVA a um factor

Modelo ANOVA a um factor, com k niveis

Existem n observagdes, Yjj, n; das quais associadas ao nivel i
(i=1,...,k) do factor. Tem-se:

e Yij = L +0ai+¢&, Vi=l..k, Vi=l..n (al :O).
9 &ij N JV(O, 02) ) V|,]
© {&}i; v.asindependentes.

O modelo tem k parametros desconhecidos: a médiade Y no
primeiro nivel do factor, py, e os acréscimos a; (i > 1) que geram as
médias de cada um dos k — 1 restantes niveis do factor. Ou seja,

ﬁ - (u17027a37'”7ak)t .
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O modelo ANOVA a um factor - notacao vectorial

De forma equivalente, em notacéo vectorial,

Modelo ANOVA a um factor - notacéo vectorial
O vector Y das n observagoes verifica:

QY =mli+arfr+azfz+...+aF +E&, sendo 1, o vector de
nunse .#,, £a, .., # as variaveis indicatrizes dos niveis
indicados.

Q £ n (0, 06%1,), sendo |, a matriz identidade n x n.

Trata-se de um modelo analogo a um modelo de Regresséao Linear
Mudltipla, diferindo apenas na natureza das variaveis preditoras, que
sdo aqui variaveis indicatrizes dos niveis 2 a k do factor.
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Versao vectorial/matricial do modelo a um factor

Uma terceira forma equivalente de escrever o Modelo:

Modelo ANOVA a um factor - notagéo vectorial/matricial
O vector Y das n observacdes da variavel resposta verifica:
QY = XB+e,
onde X=[1y| L2 | L3] - | L] e PB=(,02,03 - 0),
sendo 1, o vectorde nuns e £, £3, ..., £ as variaveis
indicatrizes dos niveis referidos.

Q £ n (0, 0%1,), sendo |, a matriz identidade n x n.

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 330/ 467



O teste aos efeitos do factor

A hipotese de que nenhum dos niveis do factor afecte a média da
variavel resposta corresponde a hipétese

a, =03 = .. =0, =0
< ML= H2 = M3 = - = Mk

Dado o paralelismo com os modelos de Regresséo Linear, esta
hip6tese corresponde a dizer que todos os coeficientes das “variaveis
preditoras” (na ANOVA, as variaveis indicatrizes .#;) sdo nulos.

Logo, € possivel testar esta hipotese, através dum teste F de
ajustamento global do modelo (ver acetato 259).

Tratando-se dum caso particular do modelo linear, neste contexto ha
férmulas especificas.
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Os graus de liberdade

Numa ANOVA a um factor, o nimero de preditores do modelo (as
variaveis indicatrizes dos niveis 2,3,...,k) € p =k — 1 e o numero de
parametros do modelo é p+ 1 = k. Logo, os graus de liberdade
associados a cada Soma de Quadrados sao:

SQxx  g.l
SQF k-1
SQRE n-—k

No contexto da ANOVA a um factor, utiliza-se SQF em vez de SQR,
para indicar a Soma de Quadrados relacionada com o Factor (embora
a sua definicdo seja idéntica).

Os Quadrados Médios continuam a ser 0s quocientes das Somas de
Quadrados a dividir pelos respectivos graus de liberdade.
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O Teste F aos efeitos do factor numa ANOVA
Sendo valido o Modelo de ANOVA a um factor, tem-se entdo:
Teste F aos efeitos do factor

Hipoteses: Hp : aj =0 vi=2,..k VvS. Hjp:3i=2.ktq aj # 0.
[FACTOR NAO AFECTA] vs. [FACTOR AFECTA Y]

Estatistica do Teste: F = (M= N Fy_1n-k) SeHo.

Nivel de significancia do teste: o

Regido Critica (Regido de Rejeicdo): Unilateral direita

Rej- Ho se Fcaic > fo((kanfk)

Também as Somas de Quadrados e Quadrados Médios tém férmulas
especificas neste contexto.
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Os residuos e SQRE

Viu-se antes (acetato 324) que \?ij = [ =Y., pelo que o residuo da
observagéo Y; € dado por:

Ej = Yi—VYyj = Yi—Yi.,
Logo, a Soma de Quadrados dos Residuos é dada por:

k

SQRE = ) nz Ef = i nZ (Ys-Yi)" =

(ni-1)S?
i=1j=1 i=1j=1

i

LM~

ni — A
onde S? = ﬁ 5 (Y —Yi.)? é avariancia amostral das n;
i£1

observacdes de Y no i-ésimo nivel do factor.

SQRE mede variabilidade no seio dos k niveis.
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Foérmulas para delineamentos equilibrados

No caso de um delineamento equilibrado, i.e., ny =ny, = ... = N (=nN¢)
tem-se:
k
SQRE = (nc—1) 5 Sf
i=1
n-1& , 1X _,
QOMRE = S2 = -y g2
n—k iZl I k i; I

jdAque n=n-k.
Assim, em delineamentos equilibrados, o Quadrado Médio Residual

QMRE é a média das k variancias de nivel, nos valores da variavel
resposta Y.

Em delineamentos ndo equilibrados, 0 QMRE é uma média
ponderada dos S?.
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A Soma de Quadrados associada ao Factor

A Soma de Quadrados associada a Regressao toma, neste contexto,
a designacao Soma de Quadrados associada ao Factor e sera
representada por SQF . E dada por:

>

k i R N2 k _
SQF = Y (Yij—Y..) =35 (Vi-V.)
i=1j=1 i=1j=1
« T T \2
= SQF = z n; (Yi,—Y )
i=1
sendo Y . = %El_%l Y;; a média da totalidade das n observacdes.
i=1j=

SQF mede variabilidade entre as médias amostrais de cada nivel.
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Foérmulas para delineamentos equilibrados

No caso de um delineamento equilibrado n; =n, = ... = ng(=n¢),
k —_ —_
SQF = n z (Yi.-Y.)> = ne¢(k—1)-SZ |

onde Sg =& 2 (Y;.—Y.)? indica a variancia amostral das k
médias de nivel amostrals

Assim, em delineamentos equilibrados, 0 Quadrado Médio associado
aos efeitos do Factor, QMF, é um multiplo da variancia das k médias
de nivel da variavel Y.
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A relacdo entre Somas de Quadrados
A relacdo fundamental entre as trés Somas de Quadrados (mesmo
com delineamentos nédo equilibrados) tem um significado particular:

SQT = SQF + SQRE
§ %(Yij —V..)Z = g n; (V, —V..)Z + g (ni—l)Si2 .
i=1j=1 i=1 i=1

onde:
SQT = (nfl)S)% mede a variabilidade total das n observacdes de Y
SQF mede a variabilidade entre diferentes niveis do factor
(variabilidade inter-niveis);
SQRE mede a variabilidade no seio de cada nivel - e que portanto
nao é explicada pelo factor (variabilidade intra-niveis).
Esta é a origem histérica do nome “Analise da Variancia™. a variancia
de Y é decomposta (“analisada”) em parcelas, associadas a
diferentes causas.

Neste caso, as causas podem ser o efeito do factor ou outras néo
explicadas pelo modelo (residuais).
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O quadro-resumo da ANOVA a 1 Factor

Pode-se coleccionar esta informacdo numa tabela-resumo da ANOVA.

Fonte g.l SQ QM fealc

k — J—
Factor k—1| SQF = 3 (Vi -V.)7 | QMF =39 | M

k
Residuos | n—k | SQRE =y (nj—1)s? | QMRE = 32fE

i n
i=1

Total n-1 SQT =(n—1)s] - -
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Factores no ®
O @®@ tem uma estrutura de dados especifica para variaveis
qualitativas (categodricas), designada factor.

Um factor é criado pelo comando factor, aplicado a um vector
contendo os nomes dos VArios niveis:

> factor(c(‘‘Adubo 1’’, “‘Adubo 1, ... , ““‘Adubo 5’’))

NOTA: Explore o comando rep para instru¢gdes curtas que criam repeticées
de valores.

E.g., no objecto iris, a coluna Species € um factor. Vejamos como a
funcéo summary lida com factores:

> summary(iris)

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width Species
Min. :4.300 Min. :2.000  Min. :1.000  Min. :0.100 setosa :50
1st Qu.:5.100 1st Qu.:2.800 1st Qu.:1.600 1st Qu.:0.300 versicolor:50
Median :5.800 Median :3.000 Median :4.350 Median :1.300 virginica :50
Mean :5.843 Mean :3.057  Mean :3.758  Mean :1.199
3rd Qu.:6.400 3rd Qu.:3.300 3rd Qu.:5.100 3rd Qu.:1.800
Max. :7.900 Max. :4.400  Max. :6.900 Max. :2.500
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ANOVAs a um Factor no ®

Para efectuar uma ANOVA a um Factor no @, convém organizar os
dados numa data.frame com duas colunas:

© uma para os valores (numéricos) da variavel resposta;
@ outra para o factor (com a indicacdo dos seus niveis).

As formulas usadas no R para especificar uma ANOVA a um factor
sdo semelhantes as da regressao linear, indicando o factor como
variavel preditora.

Por exemplo, para efectuar uma ANOVA de larguras das pétalas sobre
espécies, nos dados dos n = 150 lirios, a formula é:

Petal.Width ~  Species

uma vez que a data frame iris contém uma coluna de nome Species
gue foi definida como factor.
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ANOVAs a um factor no @ (cont.)

Embora seja possivel usar o comando 1m para efectuar uma ANOVA (a
ANOVA é caso particular do Modelo Linear), existe outro comando que
organiza a informacao da forma mais tradicional numa ANOVA: aov.

E.g., a ANOVA da largura de pétalas sobre espécies para os lirios
invoca-se da seguinte forma:

> aov(Petal.Width ~ Species, data=iris)

E produzido o seguinte resultado (diferente do do comando 1m):

Call:
aov(formula = Petal.Width ~ Species, data = iris)
Terms:
Species Residuals
Sum of Squares 80.41333 6.15660
Deg. of Freedom 2 147

Residual standard error: 0.20465
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ANOVAs a um factor no @® (cont.)

A funcdo summary também pode ser aplicada ao resultado de uma
ANOVA, produzindo o quadro-resumo completo da ANOVA.
Vejamos a ANOVA do primeiro dos dois exemplos que motivou esta
discusséo (acetato 306):

> iris.aov <- aov(Petal.Width ~ Species , data=iris)
> summary (iris.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Species 2 80.413 40.207 960.01 < 2.2e-16 **x*
Residuals 147 6.157  0.042

Neste caso, rejeita-se claramente a hipétese de que os acréscimos de
nivel, aj, sejam todos nulos, pelo que se rejeita a hipétese de larguras
médias de pétalas iguais em todas as espécies.

Concluséo: o factor afecta a variavel resposta.
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Os parametros estimados, no @®

Para obter as estimativas dos parametros p, a,, s, ..., 0k, pode
aplicar-se a funcéo coef ao resultado da ANOVA.

No exemplo dos lirios, temos:

> coef (iris.aov)
(Intercept) Speciesversicolor Speciesvirginica
0.246 1.080 1.780

Estes sdo os valores estimados dos parametros
@ [I; = 0.246: média amostral de larguras de pétalas setosa;

@ (G, = 1.080: acréscimo que, somado a média amostral das setosa,
da a média amostral das larguras de pétalas versicolor;

@ (3 = 1.780: acréscimo que, somado a média amostral das setosa,
da a média amostral das larguras de pétalas virginica.
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Parametros estimados no @® (cont.)

Para melhor interpretar os resultados, vejamos as médias por nivel do
factor da variavel resposta, através da funcao model .tables, cOM O
argumento type=‘‘means’”:

> model.tables(iris.aov , type="mean")
Tables of means
Grand mean

1.199333

Species

Species
setosa versicolor virginica
0.246 1.326 2.026

O @ ordena os niveis de um factor por ordem alfabética.
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ANOVAs como modelo Linear no @

Também é possivel estudar uma ANOVA através do comando 1m,
nomeadamente para fazer inferéncia sobre os parametros do modelo:

> summary(lm(Petal.Width ~ Species , data=iris))
Call: lm(formula = Petal.Width ~ Species, data = iris)
...
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
(Intercept) 0.24600 0.02894 8.50 1.96e-14 *x*x
Speciesversicolor 1.08000 0.04093 26.39 < 2e-16 *x*x*
Speciesvirginica  1.78000 0.04093  43.49 < 2e-16 **x*
Residual standard error: 0.2047 on 147 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9289, Adjusted R-squared: 0.9279
F-statistic: 960 on 2 and 147 DF, p-value: < 2.2e-16
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A exploracao ulterior de H;

A Hipdétese Nula, no teste F numa ANOVA a 1 Factor, afirma que
todos os niveis do factor tém efeito nulo, isto é, que a média da
variavel resposta Y é igual nos k niveis do Factor:

a, =03 = .. =0, =0
< M= H2 = H3 = - = Mk

A Hipdtese Alternativa diz que pelo menos um dos niveis do factor tem
uma média de Y diferente do primeiro nivel:

Ji talque a; #0 (i>1)
< dJi tdque p1 # W (i>1)

Ou seja, nem todas as médias de nivel de Y sdo iguais
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A exploracao ulterior de H;  (cont.)

Caso se opte pela Hipétese Alternativa, fica em aberto (excepto
quando k = 2) a questao de saber quais os niveis do factor cujas
médias diferem entre si.

Mesmo com k = 3, a rejeicdo de Hy pode dever-se a:

P =t # Mg i€, ap =0;03 #0
Ui = M3 # U i.e, 03 =0; 0, #0
My # o = U3 i€, a2 = a3 # 0;
Ui todos diferentes  i.e., a, # az e ap,az # 0.

Como optar entre estas diferentes alternativas?
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A exploracao ulterior de H;  (cont.)

Uma possibilidade consiste em efectuar testes aos a;s, com base na
teoria ja estudada anteriormente.

Mas quanto maior for k, mais sub-hipéteses alternativas existem, mais
testes havera para fazer.

N&o se trata apenas de uma questéo de serem necessarios muitos
testes. A multiplicagdo do nimero de testes faz perder o controlo do
nivel de significancia o global para o conjunto de todos os testes.
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As comparacOes multiplas

E possivel construir testes de hipdteses relativos a todas as diferencas
ki — b, definidas pelas medias populacionais de Y nos niveis i, j de
um factor (i,j = 1,...,k, comi #]), controlando o nivel de significancia
global a do conjunto dos testes. Tais testes chamam-se testes de
comparacdes multiplas de médias.

O nivel de significancia a nos testes de comparacéao multipla € a
probabilidade de rejeitar qualquer das hipoteses L; = 1, caso ela seja
verdade, ou seja, € um nivel de significancia global.

Alternativamente, podem-se construir intervalos de confianca para
cada diferenca p; — 1, com um nivel (1 — a) x 100% de confianca de
que os verdadeiros valores de p; — 1 pertencem a todos os intervalos.
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Distribuicao de Tukey para Amplitudes Studentizadas

O mais usado teste de comparacdes multiplas € o teste de Tukey, que
se baseia no seguinte resultado.

Teorema (Distribuicéo de Tukey)

Sejam {Wi}}‘zl variaveis aleatorias independentes, com distribuigdo
Normal, de iguais parametros: Wi mJV(uW,a\%,), Vi=1,..k.

@ SejaRy = maxWi — m_inWi a amplitude amostral.

@ Seja S3, um estimador da variancia comum o3,

W N x2.
@ Sejam Sy, e Ry mdependentes

Entdo, a amplitude Studentizada, R S , tem a distribuicdo de Tukey, que
depende de dois parametros: k e v.

v
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A utilidade da distribuicdo de Tukey

Numa ANOVA a um factor, tem-se

2 2
Yi. m%(u.,i) N Vi.—uim,/l/<0,%>

Se o delineamento € equilibrado, isto é, n; =n, =...=ny (=n¢), as k
diferencas Y. — 1 terdo a mesma distribuicdo .4 (O, az/nc), e serao
as variaveis W; do Teorema no acetato (351).

Um estimador da variancia comum ¢?/n. € dado por QMRE /n., e
verificam-se as restantes condi¢c6es do Teorema, pelo que:

max( — Hi)— me( —H)

w| D

QOMRE

Nc

tem a distribuicdo de Tukey, com parametros k e n — k.

O quociente % nao pode ser negativo, por definicéo.
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Intervalos de Confianga para y; — (i

Seja dq (k,n—k) 0 valor que numa distribuicéo de Tukey com parametros
k e n—k, deixa a direita uma regido de probabilidade a. Entao, por
definigéo:

=1-a

R
P [g < c1t:r(k7nfk)

Logo, um intervalo de confianca a (1 — o) x 100% para a amplitude R
é dado por:

QMRE
Ne

R < c1or(k,nfk)'S = Oa(k,n—k)"

Mas R = max(Y ;. — pi) —min(Y;. — ) € a maior de todas as
i j

diferencas do tipo |(Yi. — i) — (Y. — 1)

, para qualqueri,j=1,... k.
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Intervalos de Confianga para y; — ; (cont.)
Logo, para todos os pares de niveis i e j, tem-se, com grau de
confianga global (1 — a) x 100%,

(Vi =) —(u— )| < R < Qa(knk) "/ LRE

& —Oakn—k)JARE < (ti—t)— (Vi.—Yj.) < Ga(knk)/ QEE

isto é, tem-se (1—a) x 100% de confianga em como todas as
diferencas de médias de nivel y; — ; estdo em intervalos da forma:

| #-91) - dagns0 VEE (T —Fi) +Gagnio VEE |

Qualquer intervalo deste tipo que ndo contenha o valor zero
corresponde a afirmar que j = yj ndo é admissivel.
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Testes de Hipoteses para  — =0, Vi,]

Alternativamente, a partir do resultado do acetato (352) é possivel
testar a HipGtese Nula de que todas as diferencas de pares de médias
de nivel, u; — yj, sejam nulas, em cujo caso

Yi.=Yi| < Ganok)-/2EE,

Nc

com probabilidade (1 —a). Qualquer diferenga de médias amostrais
de nivel, Y;. - Y., que exceda o limiar

Ua (k,n—k) '\quRE

indica que, para esse par de niveis i,j, se deve considerar y; # ;.

O nivel (global) de significancia de todas estas comparacoes é o, ou
seja, a probabilidade de se concluir que ; # i (para algum par i,j),
se em todos 0s casos [ = [, € a.
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Testes de Tukey na ANOVA a um factor

Sintetizando o que foi dito acima,

Teste de Tukey as diferencas de médias de nivel
Hipoteses: Ho : y = 1, Vi,j vs. Hp:3ij ta W4 # 1.
[FACTOR NAO AFECTA] vs. [FACTOR AFECTA Y]
Estatistica do Teste: § N Tukey k) SeHo.
Nivel de significancia do teste: o
Regido Critica (Regido de Rejeicédo): Para qualquer par (i,j)
Rejeitar = se |Yi—Yj.| > da(n_k)/2EE

Nc

A natureza da estatistica % permite ndo apenas rejeitar Hy
globalmente, como identificar o(s) par(es) (i,j) responséaveis pela
rejeicdo (a diferenca das correspondentes meédias amostrais excede o
termo de comparacéo), permitindo assim conclusdes sobre diferencas
significativas em cada par de médias.
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Comparacdes Mdltiplas de Médias no ®R

As comparacdes multiplas de médias de nivel, com base no resultado
de Tukey, podem ser facilmente efectuadas no R.

Os valores da fungao distribuicao cumulativa e os quantis g (x n—k)

duma distribuicdo de Tukey séo calculados no @, através das
funcbes ptukey e qtukey, respectivamente.

Para se obter o termo de comparacao nos testes de hipbteses a que
Ui — 1 = 0, o quantil de ordem 1 — o na distribuicdo de Tukey € obtido
a partir do comando

> qtukey(1-a, k, n—k)

O valor de vQMRE é dado pelo comando aov, sob a designagéo
“Residual standard error”.
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Comparacdes Mdltiplas de Médias no @ (cont.)

Os intervalos de Confianga a (1 — a) x 100% para as diferencas de
médias séo obtidos através do comando TukeyHSD. Por exemplo, para
0 segundo exemplo relativo aos dados dos lirios (acetato 306):

> TukeyHSD(aov(Sepal.Width ~ Species, data=iris))
Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level

$Species

diff lwr upr p adj
versicolor-setosa -0.658 -0.81885528 -0.4971447 0.0000000
virginica-setosa -0.454 -0.61485528 -0.2931447 0.0000000

virginica-versicolor 0.204 0.04314472 0.3648553 0.0087802

O intervalo a 95% de confianga para y, — L (versicolor-setosa) é
] —0.8189, —0.4971 .

Neste exemplo, nenhum dos intervalos inclui o valor zero, pelo que
consideramos que L # 1, para qualquer i # j, ou seja, todas as
médias de espécie sdo diferentes.
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Comparacdes Mdltiplas de Médias no ® (cont.)

O valor de prova indicado (p adj) deve ser interpretado como o valor
de a para o qual cada diferenga de médias, y; —Y; , seria, pela
primeira vez, considerado néo significativo.

> TukeyHSD(aov(Sepal.Width ~ Species, data=iris))
Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level

$Species

diff 1lwr upr p adj
versicolor-setosa -0.658 -0.81885528 -0.4971447 0.0000000
virginica-setosa -0.454 -0.61485528 -0.2931447 0.0000000

virginica-versicolor 0.204 0.04314472 0.3648553 0.0087802

Assim, para a = 0.00878, a diferenca de médias amostrais para as
espécies virginica e versicolor ja seria considerada nao significativa.
Ou seja, um intervalo com mais de (1 — a) x 100% = 99.122% de
confianca para essa diferenca de médias conteria o valor zero.
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Representacao grafica das comparacOes multiplas

oO® disponibiliza ainda um auxiliar grafico para visualizar as
comparagdes das médias de nivel, através da funcdo plot, aplicada
ao resultado da fungdo TukeyHSD.
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Delineamentos n&o equilibrados

Quando o delineamento da ANOVA a um Factor ndo € equilibrado (isto
e, existe diferente nUmero de observagbes nos varios niveis do factor),
os teste/ICs de Tukey agora enunciados nao sao, em rigor, validos.

Mas, para delineamentos em que o desequilibrio no nimero de
observacdes ndo seja muito acentuado, é possivel um resultado
aproximado, que a fungao TukeyHSD do ® incorpora.

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 361/467



Analise de Residuos na ANOVA a 1 Factor

A validade dos pressupostos do modelo estuda-se de forma idéntica
ao que foi visto na Regresséo Linear, tal como os diagnésticos para
observacdes especiais. Mas ha algumas particularidades.

Numa ANOVA a um factor, os residuos aparecem empilhados em k
colunas nos gréaficos de yj vs. ej, porque qualquer valor ajustado y; é
igual para observag6es num mesmo nivel do factor.

Este padrédo néo corresponde a qualquer violacdo dos pressupostos
do modelo.

Analogamente, todas as observag¢des dum mesmo nivel do factor
terdo idéntico efeito alavanca, igual a hjj = ni. Sobretudo no caso de
delineamentos equilibrados, isto torna os efeitos alavanca pouco uteis
neste contexto.
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Analise de Residuos na ANOVA a 1 Factor (cont.)

Padréo de residuos numa ANOVA a 1 Factor
(o exemplo considerado € Sepal.Width ~ Species, nos lirios)

Residuals vs Fitted
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1
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5

o118
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Residuals
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Fitted values
aov(Sepal.Width ~ Species)
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Inspeccionando a homogeneidade de variancias
Outra particularidade da ANOVA, resultante do facto de haver n;
repeticdes em cada um dos k niveis do factor: é possivel testar
formalmente se as variancias dos erros aleatérios diferem entre os
niveis do factor.

O Teste de Bartlett testa as hipoteses

Ho:02 = 02 = ... = 07

Vs.
Hy - 3i,i’ tg o?#a?,

sendo o7 a variancia comum dos erros aleatorios &; do nivel i.

A estatistica do teste baseia-se na comparacao das médias aritmética
e geometrlca das k variancias amostrais de nivel dos valores de Y,

;= ( )
S? = 7t Z Yij—Yi
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O Teste de Bartlett

Teste de Bartlett a homogeneidade de variancias

Hipoteses: Ho: 02 =02=..=07 vs. Hp: di,i’ tq. o?#0?
[VarlanC|as homogéneas] [Var. heterogéneas]
Estatistica do Teste:

(n—k)INnQMRE — %(ni —1)InS?
iZ1

2 1= 2
K = C ~ Xk—l

k
onde C =1+ g5ty 1)[2 _ —ﬁ]

Nivel de significancia do teste: o

Regido Critica (Regido de Rejeicdo): Unilateral direita
Rejeitar Hy se

2 2
Kéale > Xa(k-1)
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O Teste de Bartlett no @

No @, o teste de Bartlett é invocado pelo comando bartlett.test,
tendo por argumento uma férmula (analoga a usada no comando aov
para indicar a variavel resposta e o factor). E.g.,

> bartlett.test(Sepal.Width ~ Species, data=iris)
Bartlett test of homogeneity of variances

data: Sepal.Width by Species
Bartlett’s K-squared = 2.0911, df = 2, p-value = 0.3515

Neste caso, o teste de Bartlett indica a ndo rejeicdo de Hg, ou seja, é

admissivel a hipotese de igualdade nas variancias em cada nivel do
factor.
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Precaucobes

Duas precaucdes na utilizagédo do teste de Bartlett:

@ O teste de Bartlett é fortemente sensivel a Normalidade das
observacgdes subjacentes.

@ A distribuicdo x? é apenas assintética. Uma regra comum é
considerar que o teste apenas deve ser usado caso n; > 5,
Vi=1,. k.
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Violagcdes aos pressupostos da ANOVA

Violagbes aos pressupostos do modelo ndo tém sempre igual
gravidade. Alguns comentarios gerais:

@ O teste F da ANOVA e as comparactes multiplas de Tukey sdo
relativamente robustos a desvios a hipétese de normalidade.

@ As violacdes ao pressuposto de variancias homogéneas sao em
geral menos graves no caso de delineamentos equilibrados, mas
podem ser graves em delineamentos ndo equilibrados.

@ A falta de independéncia entre erros aleatérios é a violacdo mais
grave dos pressupostos e deve ser evitada, o que € em geral
possivel com um delineamento experimental adequado.
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Uma adverténcia
Na formulacao classica do modelo ANOVA a um Factor, e a partir da
equacédo-base

Yij = H+ai+ &,

em vez de impor a condi¢édo a; =0, impGe-se a condicdo y; a; = 0.

Esta condicao alternativa:

@ muda a forma de interpretar os parametros (1 é agora uma
espécie de média geral das observagfes e a; o desvio médio das
observacdes do nivel i em relacdo a essa média geral);

@ Muda os estimadores dos parametros.

@ Nao muda o resultado do teste F a existéncia de efeitos do factor,
nem a qualidade global do ajustamento.

@ A nossa formulacéo (a restricdo a, = 0), além de generalizavel a
modelos com mais factores, permite aproveitar directamente os
resultados da Regressao Linear Mdltipla.
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Delineamentos e Unidades experimentais

No delineamento das experiéncias para posterior analise através
duma ANOVA (ou regressao linear), é frequente que as n observacdes
da variavel resposta correspondam a n diferentes unidades
experimentais (individuos, parcelas de terreno, locais, etc.).

Qualquer variabilidade nédo controlada nas unidades experimentais
(isto €, que nao se pode atribuir aos preditores) sera considerada, no
modelo, como variacao aleatoria (ou seja, sera contemplada nos erros
aleatorios). Assim, variabilidade n&o controlada nas unidades
experimentais contribui para aumentar o valor de SQRE e de QMRE.
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Unidades experimentais (cont.)

Aumentar QMRE significa, no teste aos efeitos do factor, diminuir o
valor calculado da estatistica F, afastando-a da regido critica. Assim,
numa ANOVA

heterogeneidade ndo controlada nas unidades experimentais contribui
para esconder a presenca de eventuais efeitos do(s) factor(es).

numa Regressao Linear

heterogeneidade ndo controlada nas unidades experimentais contribui
para piorar a qualidade de ajustamento do modelo, diminuindo o seu
Coeficiente de Determinagéo.
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Controlar a heterogeneidade

Na pratica, € frequentemente impossivel tornar as unidades
experimentais totalmente homogéneas.

A natural variabilidade de plantas, animais, terrenos, localidades
geogréficas, células, etc. significa que em muitas situacdes existira
variabilidade ndo controlavel entre unidades experimentais.

Alguma proteccéo contra efeitos ndo controlados resulta dos
principios de:

@ repeticao;

@ casualizacao.

Deve-se associar niveis do factor as unidades experimentais de forma
aleatéria (casualizada).
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Criar factores para controlar variabilidade

Mesmo que seja possivel utilizar unidades experimentais
homogéneas, isso tem um efeito indesejavel: restringir a validade dos
resultados ao tipo de unidades experimentais com as caracteristicas
utilizadas na experiéncia.

Caso se saiba que existe um factor de variabilidade importante nas
unidades experimentais, a melhor forma de controlar os seus efeitos
consiste em contemplar a existéncia desse factor de variabilidade no
delineamento e no modelo, de forma a filtrar os seus efeitos.
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Um exemplo

Pretende-se analisar o rendimento de 5 diferentes variedades de trigo.
Os rendimentos sdo também afectados pelos tipo de solos usados.

Nem sempre é possivel ter terrenos homogéneos numa experiéncia.
Mesmo que seja possivel, pode ndo ser desejavel, por se limitar a
validade dos resultados a um Unico tipo de solos.

Admita-se que estamos interessados em quatro terrenos com
diferentes tipos de solos. Cada terreno pode ser dividido em cinco
parcelas viaveis para o trigo.

Em vez de repartir aleatoriamente as 5 variedades pelas 20 parcelas,
é preferivel forcar cada tipo de terreno a conter uma parcela com cada
variedade. Apenas dentro dos terrenos havera casualizagao.
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Um exemplo (cont.)

A situacdo descrita no acetato anterior € a seguinte:

Terreno 1 | Var.1 | Var.3 | Var.4 | Var.5 | Var.2 |

Terreno 2 | Var.4 | Var.3 | Var.5 | Var.1 | Var.2 |

Terreno 3 | Var.2 | Var.4 | Var.1 | Var.3 | Var.5 |

Terreno 4 | Var.5 | Var.2 | Var.4 | Var.1 | Var.3 |

Houve uma restricéo a casualizacao total: dentro de cada terreno ha
casualizacdo, mas obriga-se cada terreno a ter uma parcela
associada a cada nivel do factor variedade.
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Delineamentos factoriais a dois factores

O delineamento agora exemplificado é um caso particular de um
delineamento factorial a dois factores (two-way ANOVA), sendo um
dos factores a variedade de trigo e o outro o tipo de solos.

Um delineamento factorial € um delineamento em que ha observacdes
para todas as possiveis combina¢des de niveis de cada factor.

Assim, a existéncia de mais do que um factor pode resultar de:

@ pretender-se realmente estudar eventuais efeitos de mais do que
um factor sobre a variavel resposta;

@ a tentativa de controlar a variabilidade experimental.

Historicamente, a segunda situagéo ficou associada a designagéo
blocos, e na primeira fala-se apenas em factores. Mas séo situacoes
analogas.
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Modelo ANOVA a 2 Factores (sem interaccao)

A um delineamento com 2 factores pode ser associado um modelo
ANOVA que prevé a existéncia de dois diferentes tipos de efeitos: os
efeitos associados aos niveis de cada um dos factores.

Admita-se a existéncia de:

@ Uma variavel resposta Y, da qual se efectuam n observacoes.
@ Um Factor A, com a niveis.

@ Um Factor B, com b niveis.
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Modelo ANOVA a 2 Factores (sem interaccao)

Notacdo: Cada observacéo da variavel resposta sera agora
identificada com trés indices, Yjjx, onde:

@ i indica o nivel i do Factor A.
@ j indica o nivel j do Factor B.
@ k indica a repeticdo k no nivel i do factor A e nivel j do Factor B.

Cada situacéo experimental é dada pelo cruzamento dum nivel dum
Factor com um nivel do outro Factor, cruzamento chamado célula.

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 378/ 467



Modelo ANOVA a 2 Factores (sem interaccao)

O numero de observagoes na célula (i,]) é representado por nj.

Tem-se

Se o nimero de observacdes for igual em todas as células,
nij =Nc¢, Vl,j s

estamos perante um delineamento equilibrado.
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A modelacédo de Y

Numa primeira abordagem, vamos admitir que o valor esperado de
cada observacao depende apenas do nivel de cada Factor, sendo da
forma:

ElYik] = 5 = p+o+B , Vijk

O parémetro p € comum a todas as observacoes.

Cada parametro o; funciona como um acréscimo que pode diferir
entre niveis do Factor A, e é designado o efeito do nivel i do factor A.

Cada parametro f3; funciona como um acréscimo que pode diferir entre
niveis do Factor B, e é designado o efeito do nivel j do factor B.
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A modelacéo de Y (cont.)

Admite-se que a variacéo de Yj, em torno do seu valor médio &
aleatdria:

Yik = H+0i+ 5+ &
com E [gj] = 0.

Também neste caso, sera necessario introduzir alguma restricdo aos

parametros, ndo podendo estimar-se parametros a; e [, para todos os
niveis de cada Factor.
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A equacéao-base em notacao vectorial

A equacdo de base do modelo ANOVA a dois factores (sem
interac¢éo) também pode ser escrita na forma vectorial.

Seja
Y o vector n-dimensional com a totalidade das observacdes
da variavel resposta.
1, o vector de n uns.
4, avariavel indicatriz de pertenca ao nivel i do Factor A.
g, avariavel indicatriz de pertenca ao nivel j do Factor B.
€ 0 vector dos n erros aleatorios.
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A equacgao-base em notacao vectorial: primeira
tentativa

Se se admitem efeitos para todos os niveis de ambos os factores,
temos a equacgao-base:

Y = uly + alel + szAz + ...+ Gaan + BljBl + BZJBZ + ...+ BbJBb-l-E

A matriz X definida com base neste modelo teria dependéncias
lineares por duas diferentes razbes:

@ a soma das indicatrizes do Factor A daria a coluna dos uns, 1,;
@ a soma das indicatrizes do Factor B daria a coluna dos uns, 1,.
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A matriz X na primeiro tentativa

11 0o . o] 1 o 0
11 0o . o] 1 o 0
11 o o o 1 0
1 1 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0

X= S A
1o 1 ol o o 1
1 0 1 0 0 0 1
1o o 11 o 0
1] 0 o 1] 0 o 1
1 0 0 1 0 0 1
T T T T T T T
I S Fp, o Fay Te Te, - Ty

Nem mesmo a excluséo da coluna 1, resolve o problema.
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Equacéo-base em notacao vectorial: 2a. tentativa

Doravante, admitimos que foram excluidas do modelo as parcelas
associadas ao primeiro nivel de cada Factor, isto é:

a; = 0 e B]_ =0 ,
0 que corresponde a excluir as colunas .# 5, e g, da matriz X.
A equacéo-base do modelo ANOVA a 2 Factores, sem interacc¢ao, fica:

Y = pln + 2F, + ... + I, + BoIy + .+ BpSy €
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A matriz do delineamento na ANOVA a 2 Factores
(sem interaccao)

1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
I o] 1 0
1 0 0 0 1
1 0 0 0 1
1 1 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 0 0 0
‘ . S
I o] o 1
1)1 o] o 1
1] o 1] o0 0
1 0 1 0 1
1 0 1 0 1
T T T T T
I N
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O modelo ANOVA a dois factores, sem interaccao

Juntando os pressupostos necessarios a inferéncia,

Modelo ANOVA a dois factores, sem interacgao

Existem n observagoes, Yjj, n;j das quais associadas a célula (i,j)
i=1,..,a;j=1,...,b). Tem-se:

(% ) Yijk = H11 + 0 -i-Bj =+ Eijk , Vi=1,...a; j=1,...b; k=1,...n;
9 Eijk N ‘/V(Oa 02)’ v|7jak
© {&ji}ijkx v.a.sindependentes.

(a1 =0;B1=0).

O modelo tem a+ b — 1 parametros desconhecidos:
@ 0 parametro pyq;

® 0s a—1 acréscimos a; (i >1);e
@ 0s b—1 acrescimos 3 (j > 1).
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Testando a existéncia de efeitos

Um teste de ajustamento global do modelo teria como hipétese nula
se todos os efeitos, quer do factor A, quer do Factor B sdo
simultaneamente nulos, mas néo distinguiria entre os efeitos de cada
factor.

Mais Util sera testar a existéncia dos efeitos de cada factor
separadamente. Seria Util dispbr de testes para as hip6teses:

@ Testel: Hy:0i=0, Vi=2,..a;
@ Testell: Hp:[B =0, Vj=2,..Db.
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Teste aos efeitos do Factor B
O modelo do Acetato ANOVA a 2 Factores, sem interaccao (Acetato
387) tem equacéao de base, em notacédo vectorial,

Y = ul, + az,ﬁAz + o+ 0af, + BZJBZ + o+ Bbfsb +&

O facto de ser um Modelo Linear permite aplicar a teoria ja conhecida
para este tipo de modelos, para testar as hipoteses

Ho: =0, Vi=2,..,b VS. Hi:dj taquef #0.
Trata-se dum teste F parcial comparando o modelo
(Modelo Ma,g) Yik = Hi1+ 0 + B+ & ,
com o submodelo de equacgédo de base
(Modelo Ma) Yik = Hi1+ 0 + &k »

gue é um modelo ANOVA a 1 Factor (factor A).



A construcéao do teste aos efeitos do Factor B

Pode-se:

@ construir as matrizes X do delineamento para o modelo (Mayg) €
0 submodelo (Ma).

@ Obter os estimadores de parametros fi = (X'X)"1 XY, para a
matriz X correspondente a cada modelo.

@ Obter as respectivas Somas de Quadrados Residuais, que
designaremos SQREa g € SQREa.

@ Efectuar o teste F parcial indicado, com a estatistica de teste:

=sQB

SQREA — SQREa. 5
b—-1

; _ ~ QMB
(Efeitos Factor B) F = SOREA 3 = OMRE
n—(a+b—1)

n SQREA—SQRE,
definindo QMB = ﬁ—i’%’ = W
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A construcéao do teste aos efeitos do Factor A

Consideremos também um teste aos efeitos do Factor A. Defina-se:
@ SQA = SQF,, a Soma de Quadrados do Factor no Modelo Mp;
@ SQREa g cOomo no acetato anterior,

E possivel provar que a estatistica

SQA
£ _ a1 _ QA
SQREas . QMRE
n—(a+b-1)

_ SQA
sendo QMA = 322,
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O Teste F aos efeitos do factor A

Sendo valido o Modelo de ANOVA a dois factores, sem interaccao:

Teste F aos efeitos do factor A
Hipoteses: Hg : aj =0 vi=2,..a VS. Hq : 3i=2,.atqaj # 0.
[ANAO AFECTA Y] VS, [A AFECTA Y]
Estatistica do Teste: F = % N Fla—1n—(atb-1)) e Ho.
Nivel de significancia do teste: a
Regido Critica (Regido de Rejeicdo): Unilateral direita

Rejeitar Hy se
Feaic > fcar(a—l,n—(a+b—1))
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O Teste F aos efeitos do factor B

Sendo valido o Modelo de ANOVA a dois factores, sem interaccgéo:

Teste F aos efeitos do factor B
Hipoteses: Hp : B =0 vj=2..b VvS. Hj:3Jj=2.btq ff # 0.

[B NAO AFECTA Y] VS, [B AFECTA Y]
Estatistica do Teste: F = SM& N Fp_1,n_(a+b-1)) S Ho.
Nivel de significancia do teste: a
Regiéo Critica (Regido de Rejeigédo): Unilateral direita

Rejeitar Hg se
Fealc > f43((b—1,n—(a+b—1))

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 393/ 467



A nova decomposicéo de SQT

Tendo em conta as Somas de Quadrados antes definidas, tem-se:

SQB = SQREs-—SQREp,s
SQA = SQF, = SQT — SQRE,

Somando estas SQs a SQRE,, g, obtém-se:
SQREa:g +SQA+SQB =SQT

que é uma nova decomposicdo de SQT, em trés parcelas, associadas
ao facto de haver agora dois factores com efeitos previstos no modelo,
mais a variabilidade residual.
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Trocando a ordem dos factores

A troca do papel dos factores A e B levaria a definir as Somas de
Quadrados de cada factor de forma diferente.

Designando por Mg 0 modelo ANOVA a um factor, mas apenas com o
factor que temos chamado B, ter-se-ia agora:

SQB = SQFg=SQT — SQREs
SQA = SQREg - SQREa g .

Continua a ser verdade que SQT se pode decompor na forma
SQT = SQA+SQB+SQREa g .

Justificam-se testes analogos aos dos acetatos 392 e 393.

Mas as duas formas alternativas de definir SQA e SQB apenas
produzem resultados iguais no caso de delineamentos equilibrados,
pelo que s6 nesse caso a ordem dos factores é arbitréaria.

(Ver também o Ex.9 das aulas praticas ANOVA)



SQA e SQB em delineamentos equilibrados
A expressao para SQA obtida no acetato 391 é a Soma de Quadrados
do Factor (SQF,) do Modelo Ma, apenas com o Factor A.

Nesse modelo, os valores ajustados sdo \?ijk =Y, (acetato 325), onde
Y _indica a média de todas as observacdes de Y associadas ao nivel

i do factor A. Logo, e indicando por Y . a média global das n
observacgfes de Y, tem-se:

a b nc

SQFA = z z z (\A(ijk—?..)z = bnc- i(?i..—?..)z = SQA .
i=1j=1k=1 i=1

Da mesma forma, num delineamento equilibrado, SQB é a Soma de
Quadrados do Factor (SQFg) do Modelo Mg, apenas com o Factor B:
Nesse modelo, os valores ajustados sdo \?ijk = V.j, (acetato 325), logo:

C

b
SQFg = _Z Z Z (Yik—Y..)* = anc- S (Y. —Y..)*> = SQB.

K=1 =1

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 396/ 467



O quadro-resumo da ANOVA a 2 Factores
(sem interaccao; delineamento equilibrado)

Fonte g.l. SQ QM fealc
Factor A a-1 SQA:bnc~i:§ ¥i.—v.)? | QMA= S5 Qﬁ%
Factor B b-1 SQB:anrél (V. -v.)" | QuB =358 | QuB
Residuos | n—(at+b-1) SQRE:é” glknz;(yuk i) QMRE= —S98E -
Total n-1 SQT =(n-1) s§ _ _
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ANOVA a dois Factores, sem interaccao no ®

Para efectuar uma ANOVA a dois Factores (sem interac¢ao) no @®,
convém organizar os dados numa data. frame com trés colunas:

© uma para os valores (numéricos) da variavel resposta;
@ outra para o factor A (com a indicac&do dos seus niveis);
© outra para o factor B (com a indicac&do dos seus niveis).

As formulas utilizadas no @ para indicar uma ANOVA a dois
Factores, sem interaccdo, sdo semelhantes as usadas na Regressao
Linear com dois preditores, devendo o nome dos dois factores ser
separado pelo simbolo +:

y ~ fA + B
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Um exemplo

O rendimento de cinco variedades de aveia (manchuria,
svansota,velvet, trebi e peatland) foi registado em seis diferentes
localidades 1. Em cada localidade foi semeada uma e uma so parcela
com cada variedade (havendo casualizacdo em cada localidade).

> summary(aov(Yl ~ Var + Loc, data=immer))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Var 4 2756.6 689.2 4.2309 0.01214 =*
Loc 5 17829.8 3566.0 21.8923 1.751e-07 **x
Residuals 20 3257.7 162.9

Héa alguma indicagéo de efeitos significativos entre variedades, e muita
entre localidades. E num modelo sem efeito de localidades (blocos)?

> summary (aov(Yl ~ Var, data=immer))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Var 4 2756.6 689.2 0.817 0.5264
Residuals 25 21087.6  843.5

1

Dados em Immer, Hayes e LeRoy Powers, Statistical adaptation of barley varietal adaptation, Journal of the American

Society for Agronomy, 26, 403-419, 1934.
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A interpretacdo do parametro u

A interpretagéo do significado dos parametros do modelo depende de
gual a convencao usada para resolver o problema da
multicolinearidade das colunas da matriz X.

Vejamos a interpretacdo dos parametros resultante da convencéao
ay =B =0.

Uma observacéo de Y efectuada na célula (1,1), correspondente ao
cruzamento do primeiro nivel de cada factor, sera da forma:

Y11k = U+ €11k = E[Yik] = U
O parametro u corresponde ao valor esperado da variavel resposta Y

na célula cujas indicatrizes foram excluidas da matriz do
delineamento. Sera doravante chamado L.
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A interpretacdo dos parametros a;

Uma observacéo de Y efectuada na célula (i,1), comi > 1,
correspondente ao cruzamento dum nivel do factor A diferente do
primeiro, com o primeiro nivel do Factor B sera da forma:

Yitk = M1 + O + &1k = tir = E[Yin] = p11 + @

O parametro a; = 1 — M11 corresponde ao acréscimo no valor
esperado da variavel resposta Y associado a observacdes do nivel

i > 1 do Factor A (relativamente as observacgées do primeiro nivel do
Factor A). Designa-se o efeito do nivel i do factor A.
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A interpretagao dos parametros f;

Uma observacéo de Y efectuada na célula (1,j), comj > 1,
correspondente ao cruzamento do primeiro nivel do factor A com um
nivel do Factor B diferente do primeiro sera da forma:

Yk = H11 + B + €1k = Hy = E[Yi] = 1 + B

O parametro 3, = y; — p11 corresponde ao acréscimo no valor
esperado da variavel resposta Y associado a observacdes do nivel j
do Factor B (relativamente as observacdes do primeiro nivel do Factor
B). Designa-se o efeito do nivel j do factor B.
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Observacdes de Y no caso geral

Mas este modelo tem uma certa rigidez: ndo existem mais parametros
e os valores esperados nas restantes células ja estédo de certa forma
determinados.

Para observagfes de Y efectuadas numa célula genérica (i,j), com
i,j > 1, correspondente ao cruzamento de niveis diferentes do
primeiro, quer no Factor A, quer no Factor B, tem-se:

Yik =M1 + o + B + & = E[Yik] = m1 + o + 5.

Os valores esperados de Y séo, neste caso, acrescidos em relacdo ao
valor esperado duma observacéo na célula (1,1), quer pela parcela
a;, quer pela parcela 3, mas néo ha flexibilidade para descrever
situacdes especificas a uma dada célula.
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Foérmulas para delineamentos equilibrados
Sejam:

Y. amédia amostral das bn. observacdes do nivel i do
b nc
2 2 Yik

j=1k=1

Factor A, Y. = ;

1
Nc
Y . a média amostral das an; observagdes do nivel j do

— a nc
Factor B, Y,j‘ = ﬁ > > Yijk
¢i=1k=1

Y .. a média amostral da totalidade das n = abn,
_ a b nc
observagbes,Y..=1 5 5 3 Yi.
i=1j=1k=1
Se o delineamento € equilibrado, ou seja, nj = n¢, Vi,j , tem-se:

@ (I, = V]_..-i-V.l. -Y..
o ﬁi = Vi“—Vlu
o Bj = V,ji—vil,
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Formulas para delineamentos equilibrados (cont.)

Tendo em conta estas formulas e a equacéo base do Modelo, tem-se
gue os valores ajustados de cada observacdo dependem apenas das

médias dos respectivos niveis em cada factor e da média geral de
todas as observacoes:

~

Yik = fut+&G+B = Yi+Y,-Y. , Vijk

Aviso: Ndo é, em geral, verdade que \?ijk seja a média das
observagbes de Y na célula (i,j).
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Modelos com interaccao

Um modelo ANOVA a 2 Factores, sem interacc¢ao, foi considerado
para um delineamento factorial, isto €, em que se cruzam todos os
niveis de um e outro factor. Mas trata-se dum modelo pouco flexivel.

Um modelo sem efeitos de interaccao é utilizado sobretudo quando
existe uma unica observacao em cada célula, i.e., nj =1, Vi,j.

Na presencga de repeti¢des nas células, a forma mais natural de
modelar um delineamento com dois factores € a de prever a existéncia
de um terceiro tipo de efeitos: os efeitos de interaccao.

A ideia é incorporar na equacéo base do modelo para Yjx uma parcela
(orB)ij gue permita que em cada célula haja um efeito especifico
associado a combinacao dos niveis i do Factor A e j do Factor B:

Yik = M+ ai+ B+ (aB)ij+ &k -
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Os valores esperados de Yjy (modelo com interacgao)

Vamos admitir as seguintes restricdes aos parametros:
ap=0 ; pB=0 ; (aB)y=0,vj ; (aB)1=0, Vi

Tem-se:

@ Para a primeira célula (i =j =1): 1 = E[Y114] = L.

@ Nas restantes células (1,j) do primeiro nivel do Factor A:
My = E[Y1ik] = t11 + B

@ Nas restantes células (i, 1) do primeiro nivel do Factor B:
tiz = E[Yiw] = paz + 0.

@ Nas células genéricas (i,j), comi>1lej>1,
i = E[Yik] = pa1 + ai + B + (aP)i.

Os efeitos a; e ff designam-se efeitos principais de cada Factor.
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Variaveis indicatrizes de célula

A verséo vectorial do modelo com interac¢&o associa 0s novos efeitos
(aB); a variaveis indicatrizes de cada celula, excluindo as células

associadas ao primeiro nivel de qualquer dos factores.
A equacao-base do modelo ANOVA a 2 Factores, com interacc¢ao, é:

Y = ul, + azfAz + ... + aaan + ﬁszz + ..+ ﬁbeb'F
+(aB)22F a8, + (AB)23FnyBy + - + (AB)abFas, + €

onde J’Ai:Bj representa a variavel indicatriz da célula correspondente
ao nivel i do Factor A e nivel j do factor B.

Existem neste modelo ab parametros. )

Cada indicatriz de célula € da forma 5 .5 = # s xFp,, COM O
operador + a indicar uma multiplicacéo, elemento a elemento, entre
dois vectores.
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Modelo ANOVA a 2 factores, com interacc¢ao (cont.)

O ajustamento deste modelo faz-se de forma anéloga ao ajustamento
de modelos anteriores.

A matriz X do delineamento é agora constituida por ab colunas:
@ uma coluna de uns, 1,, associada ao parametro [i;.

@ a—1 colunas de indicatrizes de nivel do factor A, 5, (i > 1),
associadas aos parametros a;.

@ b—1 colunas de indicatrizes de nivel do factor B, JBJ., (G >1),
associadas aos parametros f3.

@ (a—1)(b—1) colunas de indicatrizes de célula, # g, (i.] > 1),
associadas aos efeitos de interacgéo (a3);.

Como em modelos anteriores, Y = HY, sendo H a matriz que projecta
ortogonalmente sobre o espaco %'(X) gerado pelas colunas desta

~ a b Nj ~
matriz X. E também, SQREas = [[Y-Y[?= 5 T 3 (Yik— Yik)*.
i=1j=1k=1
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Os trés testes ANOVA

Neste delineamento, desejamos fazer um teste a existéncia de cada
um dos trés tipos de efeitos:

® Ho: (aB)j=0, Vi=2,..,a,vj=2,..b;
@Hy:a0 =0, Vi=2,..a;e
@ Hy:B3=0, Vi=2,..,b.
As estatisticas de teste para cada um destes testes obtém-se a partir

da decomposicdo da Soma de Quadrados Total em parcelas
convenientes.
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O modelo ANOVA a dois factores, com interaccao
Juntando 0s pressupostos necessarios a inferéncia,

Modelo ANOVA a dois factores, com interac¢do (Modelo Ma,g)

Existem n observagoes, Yjj, n;j das quais associadas a célula (i,j)
i=1,.,a;j=1,...,b). Tem-se:

o Yik = I~111+ai+8j+(0[3)ij—|—8ijk , Vi=l..a;j=1,..b;
(a1=0; B1=0; (aB)y=0, Vj; (aB)ir=0, Vi).
Q i N .7 (0,0%)

© {&j}ijk v.a.sindependentes.

=0T

O modelo tem ab parametros desconhecidos:
9O li3;
@ 0s a—1 acréscimos a;j (i > 1);
@ o0s b—1 acréscimos f3; e

® o0s (a—1)(b—1) efeitos de interac¢éo (aB);, parai >1,j > 1.
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Testando efeitos de interaccao

Para testar a existéncia de efeitos de interacc¢ao,

Ho : (@B)j=0, Vi=2,.,a,¥=2,...b,
pode efectuar-se um teste F parcial comparando o modelo
(Modelo Ma,g) Yik = M1+ o+ B+ (aB)i + i
com o submodelo
(Modelo Ma,g) Yik = Hi1+ 0 + B + & ,
Designa-se Soma de Quadrados associada a interac¢do a diferenca

SQAB = SQREa;g —SQREa:s
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Testando os efeitos principais de cada Factor

Para testar os efeitos principais do Factor B,
Ho: B =0, Vj=2,..b, pode partir-se dos modelos

(Modelo Ma,g) Yik = M1+ 0+ B+ &
(Modelo Ma) Yik = Hi+0i+Ejk,

e tomar (como no modelo sem efeitos de interaccao):

SQB = SQREj—SQREn.s
SQA = SQFs = SQT — SQRE,

Nota: Estas duas Somas de Quadrados definem-se de forma idéntica
a usada no modelo sem efeitos de interaccéo.
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A decomposicéo de SQT

Definimos :

SQAB = SQREa;s —SQREa:s
SQB = SQREj-—SQREp,s
SQA = SQFs = SQT — SQRE,

Somando estas Somas de Quadrados a SQREj,g, obtém-se:
SQREa.g + SQAB + SQA+SQB = SQT

Esta decomposicdo de SQT gera as quantidades nas quais se
baseiam as estatisticas dos trés testes associados ao Modelo Mp,g.
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O quadro-resumo

Com base na decomposicéo do acetato 414 podemos construir 0
guadro resumo da ANOVA a 2 Factores, com interacgao.

Fonte g.l SQ QM fealc
—S0A QVA

Factor A a-1 SQA QMA = 59¢ OMRE

Factor B b—1 SQB QmB = 3¢ QMMRBE

Interaccdo | (a—1)(b—1) SQAB QMAB = (3788(%371) Siike

Residuos n—ab SQRE QMRE = {9°F

Total n—1 SQT =(n—-1)s7 - -

Os g.l. de cada tipo de efeitos correspondem ao nimero de
parametros desse tipo que sobram apds a imposicao das restrigdes.
Como em qualquer modelo linear, os g.l. residuais sdo o nimero de
observacgdes (n) menos o nimero de parametros do modelo (ab).
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O Teste F aos efeitos de interaccao

Sendo vélido o Modelo ANOVA a dois factores, com interacgédo:

Teste F aos efeitos de interaccéo
Hipoteses: Hp : (aB)j =0 Vi,j vs. Hp:3ijta (aB); #0.
[NAO HA INTERACCAO] vs. [HA INTERACCAO]
Estatistica do Teste: F = SM&2 N F(@a_1)b-1)n-ab) e Ho.
Nivel de significancia do teste: a

Regiéo Critica (Regido de Rejeigédo): Unilateral direita

Rejeitar Hg se
Feaic > fa((a—1)(b-1),n-ab)
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O Teste F aos efeitos principais do factor A

Sendo valido o Modelo ANOVA a dois factores, com interaccao
tem-se:
Teste F aos efeitos principais do factor A

Hipoteses: Hp : o =0 vi=2..a Vvs. Hi:3i=2.atq a; #0.

[ EFEITOS DE A] VS. [3 EFEITOS DE A]

Estatistica do Teste: F = % N Fa_1n-ab) e Ho.
Nivel de significancia do teste: o
Regido Critica (Regido de Rejeicdo): Unilateral direita

Rejeitar Hy se
Fealc > for(afl,nfab)
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O Teste F aos efeitos principais do factor B

Sendo valido o Modelo ANOVA a dois factores, com interaccao
tem-se:

Teste F aos efeitos principais do factor B

Hipoteses: Hp : B =0 vj=2..b VvS. Hjp:3=2.btq f #0.
[# EFEITOS DE B] VS, [3 EFEITOS DE B]
Estatistica do Teste: F = % N Fo—1n-ap) SeHo.
Nivel de significancia do teste: o
Regido Critica (Regido de Rejeicdo): Unilateral direita

Rejeitar Hy se
Fealc > fo((b—l,n—ab)
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ANOVA a dois Factores, com interaccao no ®

Para efectuar uma ANOVA a dois Factor, com interacc¢ao, no @®,
convém organizar os dados numa data.frame com trés colunas:

© uma para os valores (numéricos) da variavel resposta;
@ outra para o factor A (com a indicacédo dos seus niveis);
© outra para o factor B (com a indicag&o dos seus niveis).

As formulas utilizadas no @ para indicar uma ANOVA a dois
Factores, com interaccao, recorrem ao simbolo x:

y ~ fA x fB

sendo y o nome da variavel resposta e £A e £B 0S nomes dos factores.
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Estimacéo da interaccao necessita de repeticdes

Para se poder estudar efeitos de interacgéo, € necessério que haja
repeticdes nas células.

Os graus de liberdade do SQRE neste modelo sdo n —ab. Se houver
uma Unica observacao em cada célula, tem-se n = ab, ou seja, tantos
parametros quantas as observacoes existentes. Nesse caso, nem
sequer sera possivel definir o Quadrado Médio Rediual, QMRE.

Num delineamento com uma Unica observac¢ao por célula é

obrigatério optar por um modelo sem interac¢do. Havendo repeticdes,
€ mais natural considerar um modelo com interaccéo.

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 420/ 467



Valores ajustados de Y no modelo com interaccéo
Sejam

Y. a média amostral das nj observacdes da célula (i,j),

Y. a média amostral das Yj njj observacdes do nivel i do
Factor A,

Y ;. amédia amostral das 3; nj observagdes do nivel j do
Factor B,

Y .. amédia amostral da totalidade das n = ¥; 3; nj
observacodes.

Os valores ajustados \?ijk sao iguais para todas as observacdes numa
mesma célula, e sdo dados pela média amostral da célula:

v
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Estimadores de parametros

Os estimadores dos parametros num modelo ANOVA a 2 Factores,
com interacc¢éao, séo:

@ I3 = Yo

o 0 _Y,l—Yll (i>1)

~Y11. (>1)

° (aB)j = (Vij-+711-)—(7i1-+71j-) @i,j > 1).

>
Il
<|

=

Intervalos de confianca ou testes de hipoteses para qualquer dos
parametros individuais, ou combinacg@es lineares desses parametros,
podem ser efectuados utilizando a teoria geral do Modelo Linear.
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Soma de Quadrados Residual

Tendo em conta que os valores ajustados correspondem as medias

amostrais da célula onde se efectuaram as observacoes, Y,Jk = YIJ ,
verifica-se que:

=

a b R a b N .
SQRE = Y55 (Vik—Yi)2 = ¥ 5 3 (Yix—Vi.)?
i=1lj=1k=1 i=1j=1k=1
a b
& SQRE = Y 5 (nj— 1)Sf,
i=1j=1

sendo Sij2 a variancia amostral das observag6es da célula (i,j).

Num delineamento equilibrado, tem-se n = ncab, e 0 Quadrado Médio
Residual sera a média simples das variancias amostrais de célula, S2:
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Outras SQs para delineamentos equilibrados

Para delineamentos equilibrados (com n; observacdes por célula) é
possivel obter igualmente férmulas simples para as Somas de
Quadrados associadas aos efeitos principais de cada factor.

Estas férmulas correspondem (tal como no modelo sem efeitos de
interaccdo) as Somas de Quadrados associadas a cada factor, caso
se ajustasse (aos mesmos dados) um modelo ANOVA apenas com
esse factor:

SQA =

o
>
o

SQB =

Q
>
[3)

IMs [Ms»
|
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Comparacdes multiplas de médias de células

O numero potencialmente grande de comparacdes possiveis entre
médias de célula aconselha a utilizacdo de métodos de comparacao
multipla, que permitam controlar globalmente o nivel de significAncia
do conjunto de testes de hipoteses (ou grau de confianca do conjunto
de intervalos de confianca).

O mais utilizado dos métodos de comparacao multipla esta associado
ao nome de Tukey. Foi jé introduzido no estudo de delineamentos a 1
Factor. Adapta-se facilmente a comparagcdo multipla de médias de
células.
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O Teste de Tukey

Teste de Tukey para médias de células
Admite-se que o delineamento é equilibrado, com n. > 1 repeticoes
em todas as ab células.

Rejeita-se a igualdade das médias das células (i,j) e (i’,j’), a favor da
hipotese i # Lij, se

QOMRE
Nc

Yij. — Y|

> QO((ab,nfab) ’ )
sendo (g (ap,n—ab) O Valor que deixa a direita uma regido de
probabilidade a numa distribuicdo de Tukey com parametros k = ab (o

namero total de médias de célula) e v =n —ab (os graus de liberdade
associados ao QMRE).

J. Cadima (ISA)
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Intervalos de Confianca para pj — L

Com grau de confianga global (1 — o) x 100%, todas as diferencas de
médias de pares de células, pj — iy, estdo em intervalos da forma:

] (7ij~ _Yi/j/-) - QO((abmfab) : \/@ ) (Yij- _yi/j’-) "‘qa(ab,nfab) -\ QURE [

Nc

Conclui-se que ; # Ly se o intervalo correspondente a este par de
células ndo contém o valor zero.
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Tukey no ®

A obtencéo dos Intervalos de Confianca de Tukey no @R, paraa
diferenca da média de células, no caso de um delineamento a dois
Factores, é analogo ao caso de um Unico factor:

> TukeyHSD(aov(y ~ fA * fB, data=dados))

o®@ produz também intervalos de confianca para as médias de nivel
de cada Factor isoladamente.

E possivel representar graficamente estes Intervalos de Confianca
encaixando o comando anterior na funcéo plot.
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Analise dos Residuos

A validade dos pressupostos do Modelo relativos aos erros aleatérios
pode ser estudada de forma analoga ao que foi visto para um
delineamento a 1 Factor.

Os residuos relativos a uma mesma célula aparecem em ab colunas
verticais num grafico de Ejy vs. Yij.

A hipotese de heterogeneidade de variancias entre diferentes células
pode ser testada recorrendo ao Teste de Bartlett, caso a dimenséo da
amostra seja grande (e.g., nj > 5 em todas as células).
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O Teste de Bartlett para delineamentos a dois factores

Teste de Bartlett & homogeneidade de variancias
Hipoteses: Ho: 0f) =00, =...=0% vs. Hi:3ijiy @ of#
[Variancias homogéneas] [Var. heterogéneas]
Estatistica do Teste:

(n —ab)InQMRE — z Z(nu 1)InS"2

2 _ i=1j=1 2
K® = C ~ Xab—l

a b 1 1
Or]dec_l—i_Bab 1) Z Zlﬁ_n—ab :
Nivel de significancia do teste: a
Regiéo Critica (Regido de Rejeigdo): Unilateral direita

Rejeitar Hp se K2, > Xg(ab_l)

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 430/ 467



O Teste de Bartlett no @, para 2 Factores

No @, o comando bartlett.test apenas aceita a indicacado de um
factor. Mas a extensdo do teste de Bartlett as variancias de células é
imediata se as ab células forem identificadas como ab niveis de 1
Factor.

Um comando que permite criar um vector que distinga entre células
definidas por factores fA e £B para posterior utilizacdo num teste de
Bartlett é:

> celulas <- paste( fA , B, sep="")
> bartlett.test(y ~ celulas)
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Uma adverténcia

Na formulacao classica do modelo ANOVA a dois Factores, com
interaccédo, e a partir da equacédo-base Yix = u+ai+ B+ (apB)i+ &k,
em vez de impor as condi¢bes a; = B = (aB)ir = (aB)y =0 (Vi,j),
admite-se a existéncia de acréscimos de todos os tipos para qualquer
valor de i e j e impde-se as condicoes:

@ 5,0=0;

® 3 B=0;

® 3 (aB)j=0, Vi

*) Zj(GB)ij:O, Yi.

Estas condi¢Oes alternativas:

@ mudam a forma de interpretar os parametros;
@ mudam os estimadores dos parametros;
@ nao mudam o resultado dos testes F a existéncia de efeitos.
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Visualizacao grafica de efeitos de interaccao

A existéncia de efeitos de interaccao transparece em graficos onde:
@ O eixo horizontal € associado aos niveis de um factor (e.g., fA);

@ no eixo vertical serdo indicados os valores médios da variavel
resposta Y em cada célula;

@ para cada célula, indica-se um ponto cujas coordenadas sédo
determinadas pelo nivel do primeiro factor e respectiva média de
célula da variavel resposta;

@ unem-se com segmentos de recta 0s pontos correspondentes a
um mesmo nivel do segundo factor (e.g., fB).
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Exemplo (Dados do Exercicio 6 ANOVA)

o
N
ambiente
o _| Amb.2
- --- Amb.3
— Amb.4
2 --- Amb.1
ki ©
S &7
©
B
i
o
s <
R
3
Q
£
~N
R
o
S
1 mes 2 meses 3 meses

tempo
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Como ler os graficos de interaccéo

A inexisténcia de interaccéo significativa produz linhas
aproximadamente “paralelas” (ver exemplo da direita).

Havendo interaccao, as linhas estardo longe de qualquer paralelismo
(ver exemplo da esquerda).
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| |
)
/
/
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‘
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60

mean of absorcao$absorcao
50
I
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I
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T1 T2 T3 Golden.rain Victory

temperatura v

A confirmacao da significAncia dos efeitos de interac¢éo exige que se
efectue o respectivo teste F.
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Delineamentos hierarquizados

Delineamentos que, superficialmente, podem confundir-se com os
delineamentos factoriais séo delineamentos onde surgem dois (ou
mais) factores, mas em que os niveis de um dos factores variam
consoante 0s niveis do outro factor.

Exemplo (do Segundo Teste, 2008/9): pretende-se estudar o indice de
desempenho (variavel resposta), em varias tarefas, de trés tractores
de diferentes modelos (factor A), cada um dos quais é conduzidos por
quatro tractoristas (factor B).

Se 0s mesmos 4 tractoristas conduzirem os 3 tractores, 0
delineamento é factorial e aplicam-se os modelos antes considerados.
Mas se para cada modelo de tractor existir um grupo de quatro
diferentes tractoristas especializados (ao todo 12 tractoristas), o
delineamento nédo é factorial, mas antes hierarquizado: s € possivel
identificar os tractoristas (niveis do factor B), apds especificar o tractor
(nivel do factor A).
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Delineamentos hierarquizados (cont.)

Existe uma hierarquia dos factores: so identificamos os niveis de um
factor (factor subordinado) apds ter identificado o nivel do outro factor
(factor dominante) com que se trabalha.

Tractor Ay Tractor Ay Tractor Az
Tractorista A; 1 X - -

Tractorista A; 2 X
Tractorista A; 3 X
Tractorista A; 4 X
Tractorista Ap 1
Tractorista Ap 2
Tractorista Ay 3
Tractorista Ay 4
Tractorista Az 1
Tractorista Az2
Tractorista Az 3
Tractorista Az4

FACTOR A
(Tractor)

FACTOR B
(Tractorista)

ol x| x| x x| o] ]

XX XX
P
N
w
IS
-
N
w.
IS

Um tal delineamento diz-se hierarquizado (nested, em inglés).

Um delineamento hierarquizado pode ser visto como um delineamento
factorial incompleto.
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O modelo a 2 Factores, hierarquizados

Cada observacao € representada por uma v.a com trés indices, Yijy:
i nivel do factor dominante (i = 1,...,a);
j nivel do factor subordinado (j = 1, ...,b;);
k repeticdo para a célula (i,j), comk = 1,...,nj.

Nota: b; pode ser diferente para cada nivel i do factor dominante.

A equacao base do modelo inclui efeitos de nivel do Factor A e efeitos
de nivel do factor B (subordinado):

Yik = M+ i+ Bii) + &k
com oy =0 e By =0, Vi.

N&o faz sentido falar em efeitos do nivel j do Factor B, sem especificar
qual o nivel do Factor A a que nos referimos. Nem faz sentido falar em
efeitos de interaccéo.
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Variaveis indicatrizes e numero de parametros

Como em modelos anteriores, a cada parametro associa-se uma
variavel indicatriz das observacdes correspondentes. Assim:

@ um parametro Ly;, associado a coluna de uns, 1,.

@ (a— 1) parametros a;, associados as indicatrizes .# 5, de cada
nivel i > 1 do Factor A.

a
@ 3 (bj—1) parametros f3;), associados as indicatrizes JBj(i) de
i=1

cada nivel j > 1 do Factor B, parai=1,...,a.

O no. de parametros € igual ao no. de situacBes experimentais:

1+(a—1)+i(bi—l): i bi
i=1 i=1

Se houver sempre b = b; niveis do Factor B, em cada nivel i do Factor
A, havera ab parametros no modelo.
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Os valores esperados de Yijx

Tem-se:

@ Para a primeira célula (i =j = 1): E[Yjx] = 1 = p1.

@ Nas restantes células do primeiro nivel do Factor A (i =1;j > 1):
p1j = E[Yix] = Ha1 + By)-

@ Nos restantes primeiros niveis do factor B (i > 1;j = 1):
ti1 = E[Yix] = pa1 +ai.

@ Nas células genéricas (i,j),comi>1lej>1,
i = E[Yijk] = Hu1 + ai + By(iy.

Os efeitos a; e ;) designam-se efeitos dos niveis de cada Factor.
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O modelo ANOVA a dois factores, hierarquizados

Juntando 0s pressupostos necessarios a inferéncia,

Modelo ANOVA a dois factores, hierarquizados (Modelo My g)

Seja A o Factor dominante e B o Factor subordinado.

Existem n observacdes, Yij, nj das quais associadas a célula (i, j)
(i=1,...,a; j=1,...b). Tem-se:

Hoocg 0 K= eoey

(al =0; Bl(i) =0, VI)
9 Eijk N ‘/V(Oa 02) ) V|,j,k
© {&jk}ijk v.a.sindependentes.
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Os dois testes ANOVA

Neste delineamento, pretende-se testar a existéncia de cada um dos
dois tipos de efeitos previstos no modelo:

@Hy:a0 =0, Vi=2,..a;e

@ Hy: Bj(i) =0, Vi=1,..ae|j=2,..,b.
As estatisticas de teste para cada um destes testes obtém-se a partir
da decomposicdo da Soma de Quadrados Total em parcelas

convenientes.

As Somas de Quadrados associadas a cada tipo de efeito definem-se
de forma analoga a usada em delineamentos anteriores.
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A decomposicéo de SQT
Para efectuar a decomposi¢cdo da Soma de Quadrados Total,
consideremos os modelos

(Modelo Ma g) Yik = Ha1+ 0+ By + &ijk
(Modelo Ma) Yik = H11+ Qi+ ik »

Designa-se Soma de Quadrados associada aos efeitos de B a
SQB(A) = SQREA—SQREn/z
e Soma de Quadrados associada aos efeitos de A a
SQA = SQFA = SQT — SQRE,
Juntamente com SQRE, g, tem-se:

SQT = SQA+SQB(A)+SQREa g
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Graus de liberdade

Os graus de liberdade associados a cada tipo de efeito sdo dados por:

® g.1.(SQA)=a— 1, o numero de parametros associados aos
efeitos de nivel de A.

@ g.I.[SQB(A)] = % (bj — 1), o nimero de parametros associados
aos efeitos de nl’T/eI de B.

® g.l.(SQRE)=n— Z bj, 0o numero de observag¢des menos o

namero total de parametros do modelo.
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Quadro-resumo da ANOVA a 2 Factores
hierarquizados

Fonte g.l. SQ QM fealc
Factor A a—1 SQA QMA = 39} Q%%
a
Factor B(A) | 5 (bj—1) SQB(A) QMB(A) = 228A) QQMIVIBRSQ)
i=1 zl(blfl)

a
Residuos n—7y b SQRE QMRE = SQRE.

1 n—73 b

i=1

Total n-1 SQT =(n-1)S7 - -
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O Teste F aos efeitos do factor A (dominante)

Sendo valido o Modelo de ANOVA a dois factores hierarquizados,
tem-se:
Teste F aos efeitos do factor A (dominante)
Hipoteses: Hp : aj =0 vi=2,..a VS. Hi : 3i=2,.atq aj # 0.
[FACTOR A NAO AFECTA] vs. [FACTOR A AFECTA Y]
Estatistica do Teste: F = g’m N Fa—1n-3b) SeHo.
Nivel de significancia do teste: o

Regido Critica (Regido de Rejeicdo): Unilateral direita

Rejeitar Hy se
Fealc > fa(afl,nfzi bi)
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O Teste F aos efeitos do factor B (subordinado)

Sendo valido o Modelo de ANOVA a dois factores hierarquizado,

Teste F aos efeitos do factor B (subordinado)

Hipoteses: Hy : BJ =0 vj=2..b ,i=1..a VS. Hj:3ijtq [31 #0.
[FACTOR B NAO AFECTA] vs. [FACTOR B AFECTA Y]

Estatistica do Teste: F = QQ%FEQ) N Fsimi-1)n-3:b) SeHo.

Nivel de significancia do teste: o
Regiéo Critica (Regido de Rejeigédo): Unilateral direita

Rejeitar Hg se
Fealc > fU(Zi (bi=1),n—3; by)
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ANOVA a dois Factores hierarquizados no ®

Para efectuar uma ANOVA a dois Factor hierarquizados no @,
convém organizar os dados numa data.frame com trés colunas:

© uma para os valores (numéricos) da variavel resposta;
@ outra para o factor A (com a indicac&do dos seus niveis);
© outra para o factor B (com a indicac&do dos seus niveis).

As formulas utilizadas no @ para indicar uma ANOVA a dois
Factores, sem interaccdo, sdo semelhantes as usadas na Regressao
Linear com dois preditores, devendo o nome dos dois factores ser
separado pelo simbolo /. Se o factor fA € dominante:

y ~ fA / fB
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Um exemplo

No exemplo de tractores/tractoristas, a tabela-resumo produzida pelo
comando aov é a seguinte:

> summary (aov(indice ~ tractor/tractorista, data=tractores))
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

tractor 2 1696 847.8 35.92 2.90e-10 **x*
tractor:tractorista 9 2272 252.5 10.70 6.99e-09 **x
Residuals 48 1133 23.6

Neste caso, h4 efeitos significativos dos diferentes tipos de tractores
sobre a variavel resposta, depois de levar em conta os efeitos
(igualmente significativos) dos tractoristas que conduzem os tractores.
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Comparacdes multiplas de médias

Caso se conclua pela existéncia de efeitos do factor subordinado, é
natural querer comparar medias da variavel resposta nas 3 ; b;
diferentes situacfes experimentais.

Comparagfes multiplas de Tukey podem ser efectuadas, caso o
delineamento seja equilibrado, isto é, se houver o mesmo niimero de
observacdes em cada situacéo experimental.

Neste caso, os parametros da distribuicdo de Tukey serdo

a
@ 0 numero de situagdes experimentais, k = 3 b;; e
i=1

a
@ os graus de liberdade associados a0 QMRE,v=n— § b;.
i=1
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Analise de residuos

Também no que respeita a analise de residuos para validar os
pressupostos do modelo, a situacédo é analoga a de casos anteriores.

Pode efectuar-se um teste de Bartlett para testar a hipétese que as
a
variancias populacionais séo iguais em cada umadas k = 3 b;
i=1

diferentes situacfes experimentais.
A estatistica de teste e os graus de liberdade da respectiva

distribuicdo assintotica sdo iguais aos casos anteriores (ver acetato
365), com este valor de k.
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Comentarios finais sobre ANOVA

1. ANOVAs como comparacao de k amostras

Alguns testes F ANOVA generalizam os testes t de comparagéo de
médias de duas amostras, estudados na disciplina de Estatistica,
para o caso de haver mais do que duas amostras.

Na disciplina de Estatistica estudaram-se testes para comparar:

@ As médias de 2 populactes, com amostras independentes
(admitindo a igualdade de variancias); e

@ As médias de 2 populag¢des, com amostras emparelhadas.

Em ambos os casos efectuava-se um teste t.
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1. ANOVAs como comparacao de k amostras (cont.)

@ O quadrado da estatistica t a diferenca de médias, no caso de
amostras independentes, é a estatistica F do teste aos efeitos do
factor, num modelo ANOVA a 1 Factor com k = 2 niveis.

@ O quadrado da estatistica t a diferenca de médias, no caso de
amostras emparelhadas, € a estatistica F do teste aos efeitos do
Factor, num modelo ANOVA a dois factores - um dos quais
introduzido para definir o emparelhamento das unidades
experimentais - sem interac¢do e com uma Unica observacéo por
célula, quando a = 2.
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2. Comparac6es multiplas alternativas na ANOVA

A comparacgdo multipla de médias, que aborddmos pela teoria de
Tukey, tem alternativas.

A alternativa mais conceituada baseia-se na teoria de Scheffé. Tem
tendéncia a produzir intervalos de confianca maiores (a0 mesmo nivel
(1 — o) x 100% de confianga) do que os intervalos de Tukey.

Quer Tukey, quer Scheffé, podem ser generalizados para obter
testes/intervalos de confianga sobre combinacdes lineares genéricas
das médias de nivel ou de células. Nesse caso, a teoria de Scheffé
tem melhor desempenho.
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3. Delineamentos factoriais com varios factores

Um delineamento factorial (isto €, com observac¢@es para todas as
combinacdes de niveis de cada factor) pode ser definido com qualquer
numero de factores.

Num delineamento factorial a trés factores — A, B e C — cada
observacéo da variavel resposta indexa-se com quatro indices: Yij
indica a observacéo | no nivel i do Factor A, nivel j do Factor B e nivel
k do Factor C. A equacgao de base para Yjj prevé a existéncia de sete
tipos de efeitos:

@ trés efeitos principais de cada factor, aj, 5 e y.

@ trés efeitos de interaccao dupla associados a cada combinacéo
de niveis de dois Factores diferentes: (af);, (ay)i € (BY)jk-

@ um efeito de tripla interaccéo para as células onde se cruzam
niveis dos trés factores: (apy)ij
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3. O modelo factorial a trés factores

A equacao de base do modelo é agora da forma:

Yik = Hu1a + 0+ B+ ¥ + (aB)ij + (aV)ik + (BY)ik + (aBY)ik + &k

excluindo-se efeitos sempre que um dos indices for 1.
O modelo tem abc parametros.

A Soma de Quadrados Total vai ser agora decomposta em oito
parcelas: SQA, SQB, SQC, SQAB, SQAC, SQBC, SQABC e SQRE.
As sete SQs associadas a efeitos sdo definidas pela diferenca das
Somas de Quadrados Residuais de modelos onde se vao
sucessivamente omitindo os efeitos correspondentes.
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3. O modelo factorial a trés factores (cont.)

Os graus de liberdade associados a cada tipo de efeito generalizam
conceitos anteriores:

@ Para as SQs de efeitos principais de factor, sdo os nimeros de niveis,
menosum: a—1,b—-1ec—1.

@ para as interacc¢6es duplas, sdo o produto dos graus de liberdade de
cada factor: (a—1)(b—1), (a—1)(c—1)e (b—1)(c—1).

@ para as interaccgoes triplas, sado o produto dos graus de liberdade dos
trés efeitos principais: (a—1)(b—1)(c —1).

@ para o residual, o nimero de observacfes menos o niumero de
parametros, n —abc.

Havera sete testes: um para cada tipo de efeitos. As estatisticas
desses sete testes sdo todas do tipo GQI\%’ onde x designa o tipo de
efeitos em questdo. As estatisticas desses testes terdo, sob Hy,
distribuicdo F com graus de liberdade dados pelos g.l. do numerador
e do denominador, respectivamente.
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4. Outros tipos de delineamentos experimentais

Apenas foi aflorada a teoria dos delineamentos experimentais.
Existem numerosos outros delineamentos mais complexos.

Alguns delineamentos visam reduzir o numero de situa¢des
experimentais que seria hecessario estudar (objectivo que também
pode motivar um delineamento hierarquizado). Entre estes,
refiram-se:

@ Os quadrados latinos; ou

@ 0s delineamentos em blocos incompletos.

Outros delineamentos visam ultrapassar dificuldades praticas na
execucgdo de uma experiéncia, como é o caso dos delineamentos em
parcelas divididas (split plots).
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5. Métodos néo paramétricos de tipo ANOVA

Uma forma alternativa de estudar problemas analogos aos objectivos
de ANOVAs resulta da utilizacdo de métodos ndo paramétricos.

Métodos ndo paramétricos sdo métodos em que ndo se exigem
hip6teses téo fortes como os métodos classicos, (e.g., a hipitese de
normalidade). A sua maior generalidade tem como contrapartida uma
menor capacidade de rejeitar as hip6teses nulas caso elas sejam
falsas (i.e., ttm menor poténcia), quando os pressupostos adicionais
dos métodos classicos sao validos.

Com grande frequéncia, embora nem sempre, os métodos nao
paramétricos substituem os valores observados da variavel resposta
pelas ordens (ranks) dessas observacdes. As estatisticas de teste séo
entdo funcdes dessas ordens.
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5. Métodos néo paramétricos de tipo ANOVA (cont.)

O teste de Kruskal-Wallis € uma alternativa nao paramétrica a ANOVA
a 1 Factor, em que:
@ Cada observacao é substituida pela sua ordem;

@ A estatistica de teste compara as ordens médias em cada nivel
do factor com a ordem média global.

@ A hipoétese nula é que nos varios niveis do factor as observacdes
seguem a mesma distribuicéo.

@ A hipétese alternativa é que a distribuicdo dos varios niveis difere
apenas nas suas localizacdes (medianas).
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5. Métodos néo paramétricos de tipo ANOVA (cont.)

O teste de Friedman € uma alternativa ndo paramétrica a ANOVA com
um factor e blocos, ou seja, a dois factores, sem interaccdo, nem
repeticdes nas células, em que:

@ Cada observacao é substituida pela sua ordem no seio do seu
bloco;

@ A estatistica de teste compara as ordens médias em cada nivel
do factor com a ordem média global.

@ A hipoétese nula é que nos varios niveis do factor as observacdes
seguem a mesma distribuicdo, excepto devido a translactes
associadas a cada bloco.

@ A hipétese alternativa € que a distribuigcdo dos varios niveis difere
também devido a transla¢cBes associadas aos niveis do factor.
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5. Pontes entre ANOVAS e métodos nao paramétricos

Em ambos os casos, as estatisticas de teste sao funcdes das Somas
de Quadrados usuais, aplicadas as ordens, em vez de aos valores
observados de Y.

Os métodos ndo paramétricos sdo uma alternativa viavel quando haja
violagdo grave dos pressupostos dos modelos ANOVA classicos.

No entanto, para delineamentos mais complexos a existéncia de
métodos nao paramétricos € menos frequente.
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6. Efeitos aleatorios em modelos tipo ANOVA

Nos modelos ANOVA estudados até aqui, admitiu-se sempre que as
parcelas de efeitos nas equacdes dos modelos eram constantes. Este
tipo de modelos dizem-se de efeitos fixos.

Uma outra grande classe de modelos alternativos designam-se
modelos de efeitos aleatdrios.

N&o sendo, em rigor, modelos lineares do tipo considerado até aqui,
tém pontos de contacto importantes, em particular no caso dum
modelo a um unico factor.
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6. Modelos tipo ANOVA com efeitos aleatorios (cont.)

Se um factor tem um namero muito grande, ou mesmo uma infinidade,
de possiveis niveis, ndo sendo possivel estudar todos, pode optar-se
por estudar apenas uma amostra aleatéria de niveis do factor, na
tentativa de extrair conclusdes para o factor na sua totalidade.

Esta situacdo surge com frequéncia quando os niveis de um factor
sdo terrenos, gendtipos ou outras entidades para as quais se admite
variabilidade, mas em que né&o é possivel estudar a totalidade dos
possiveis casos (niveis do factor).

Efeitos de blocos, ou de factores hierarquizados subordinados séo,
com muita frequéncia, mais correctamente descritos por efeitos
aleatorios.
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6. Modelos tipo ANOVA com efeitos aleatorios (cont.)

Nesses casos, os efeitos dos niveis seleccionados aleatoriamente
para o estudo sdo melhor descritos por variaveis aleatérias, e ndo por
constantes.

Por exemplo, a equacéo base de um modelo a um factor com efeitos
aleatérios, com k niveis do factor, sera

Yij = H+ai+&,

sendo a; uma variavel aleatéria que indica o efeito do nivel que vier a
ser aleatoriamente seleccionado como nivel i do factor.

Podem ser considerados modelos com varios factores em que todos,

ou apenas alguns, sao de efeitos aleatérios. Um modelo com factores
de efeitos fixos e outros de efeitos aleatdrios diz-se um modelo misto.
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6. Modelos tipo ANOVA com efeitos aleatorios (cont.)

A existéncia de novas variaveis aleatorias (além dos erros aleatérios)
na equacao de base de um modelo com efeitos aleatérios exige novos
pressupostos para possibilitar o estudo do modelo.

Os pressupostos usuais em modelos com efeitos aleatérios séo que
os efeitos aleatérios do tipo a;:

@ tém distribuicdo Normal;

@ tém média zero;

@ tém variancia o7;

@ sdo independentes entre si e independentes dos erros aleatorios.

Estas hipoteses correspondem a admitir que a distribuicdo dos efeitos
de nivel do factor é a;N.4'(0,02) e que os niveis amostrados s&o
seleccionados de forma independente.

J. Cadima (ISA) Estatistica e Delineamento 2014-15 466 / 467



6. Teste a efeitos aleatorios do factor

Um teste a existéncia de efeitos do factor tem as hipéteses:
Ho: 02 =0 vs  Hi:02#0

Embora este modelo a um factor ndo seja um Modelo Linear do
mesmo tipo que o modelo de efeitos fixos antes estudado, o teste
envolve uma estatistica equivalente.

Em geral, com delineamentos mais complexos, testes a existéncia de
efeitos aleatérios envolvem quocientes de Quadrados Médios, com
distribuicdo F sob Hg, mas nem sempre as estatisticas dos testes sdo
iguais aos correspondentes casos de efeitos fixos.
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