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Exame de Matemáti
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a
. Chamada)

Uma possível resolução

Duração: 2 horas 30 de Junho de 2015

1. a) Número de espé
ies de borboletas por bosque - variável quantitativa dis
reta pois é uma

variável numéri
a que só pode tomar valores em N0

b)

Classe Freq. absoluta Freq. relativa Freq. rel. Amplitude Altura re
tângulo

i ni fi a
umulada, Fi ∆i fi/∆i

]2, 5] 2 0.02 0.02 3 0.007

]5, 7] 6 0.06 0.08 2 0.030

]7, 9] 34 0.34 0.42 2 0.170

]9, 11] 29 0.29 0.71 2 0.145

]11, 13] 18 0.18 0.89 2 0.090

]13, 18] 8 0.08 0.97 5 0.016

]18, 25] 3 0.03 1.00 7 0.004

Nota: as duas últimas 
olunas não fazem parte da resposta à alínea b) mas são ne
essárias

para responder à questão seguinte.
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d) A grande diferença entre os dois diagramas é a existên
ia de observações atípi
as (outli-

ers). Vamos 
al
ular valores aproximados do primeiro e do ter
eiro quartis (Q′
0.25 e Q

′
0.75)

e das barreiras inferior e superior (BI e BS) para analisar a possível existên
ia deste

tipo de observações. Utilizando as fórmulas disponíveis no formulário e 
omo a primeira


lasse 
om frequên
ia relativa a
umulada superior a 0.25 é a ter
eira (F3 = 0.42 ≥ 0.25)
e superior a 0.75 é a quinta (F5 = 0.89 ≥ 0.75),
Q′

0.25 = 7 + 2× 0.25−0.08
0.34 = 8.0

Q′
0.75 = 11 + 2× 0.75−0.71

0.18 = 11.44
BI ≃ 8.0− 1.5 × (11.44 − 8.0) = 2.84
BS ≃ 11.44 + 1.5× (11.44 − 8.0) = 16.6
Como o valor aproximado de BI é superior a 2, extremo inferior da primeira 
lasse, e

o de BS é inferior a 25, extremo superior da última 
lasse, a existên
ia de observações

atípi
as neste 
onjunto de dados é admissível. Deste modo, o diagrama A deverá ser o


orrespondente a este 
onjunto de dados.

2. a) Vamos 
al
ular o 
oe�
iente de 
orrelação entre as duas variáveis (rxy) utilizando as fór-

mulas disponíveis no formulário

rxy =
cov(x, y)
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⇔ rxy =
16× 29641− 592× 691

√

(16× 25968− 5922)(16× 34719− 6912)
= 0.915.

Como o valor de rxy está perto de um dos extremos do intervalo de variação deste

parâmetro, [−1, 1], podemos dizer que a intensidade de rela
ionamento linear entre x e y
é forte. Esta análise quantitativa devia ser, no entanto, 
omplementada pela análise de

um diagrama de dispersão entre x e y.

b) A equação da re
ta de regressão linear (y = b0+b1x) é, neste 
aso, y = 6.1135 + 1.002x
pois,

b1 =
cov(x, y)
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⇔ b1 =
16× 29641 − 592× 691

16× 25968 − 5922
= 1.002

e

b0 = ȳ − b1x̄ ⇔ b0 =
691

16
− 1.002 × 592

16
= 6.1135


) A pre
isão da re
ta de regressão é dada pelo 
oe�
iente de determinação R2 = (rxy)
2 =

0.9152 = 0.837, o que signi�
a que 83.7% da variabilidade de y é expli
ada pela regressão

linear de y sobre x.

d) Valor ajustado: ŷ1 = 6.1135 + 1.002x1 = 6.1135 + 1.002 × 12 = 18.1375
Resíduo: e1 = y1 − ŷ1 = 16− 18.1375 = −2.1375

3. X - v.a. que representa a pro
ura semanal (em t) de terra vegetal num viveiro de plantas.

a) Seja f(x) a função densidade de probabilidade de X. Sabemos que

∫ +∞
−∞ f(x) dx = 1 o

que 
orresponde, neste 
aso, à área de um triângulo de base 2 e altura a. Logo,

2× a

2
= 1 ⇔ a = 1.

b) De a
ordo 
om a �gura do enun
iado, o grá�
o de f(x) é:
- o segmento de re
ta 
ontido na bisse
triz dos quadrantes ímpares, quando x ∈ [0, 1],
- o segmento de re
ta que une os pontos (1, 1) e (2, 0), quando x ∈ [1, 2],
- o eixo dos xx, para os restantes valores de x.
Assim,

f(x) =







x se 0 ≤ x ≤ 1
−x+ 2 se 1 < x ≤ 2

0 restantes valores de x

Seja F (x) a função distribuição 
umulativa de X.

Por de�nição, F (x) = P [X ≤ x] =
∫ x
−∞ f(t) dt, x ∈ R. Assim,

x ≤ 0,
∫ x
−∞ 0 dt = 0

0 < x ≤ 1,
∫ x
−∞ f(t) dt =

∫ 0
−∞ 0 dt+

∫ x
0 t dt =

[

t2

2

]x

0
= x2

2

1 < x ≤ 2,
∫ x
−∞ f(t) dt =

∫ 0
−∞ 0 dt+

∫ 1
0 t dt+

∫ x
1 (−t+ 2) dt = 1

2 +
[

− t2

2 + 2t
]x

1
= −x2

2 + 2x− 1

x > 2,
∫ x
−∞ f(t) dt =

∫ 0
−∞ 0 dt+

∫ 1
0 t dt+

∫ 2
1 (−t+ 2) dt +

∫ x
2 0 dt = 1

Logo,

F (x) =















0 se x ≤ 0
x2

2 se 0 < x ≤ 1

−x2

2 + 2x− 1 se 1 < x ≤ 2
1 se x > 2


) Interpretação geométri
a (a sombreado apresentam-se as áreas que representam as pro-

babilidades referentes a 
ada uma das alíneas)
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Os 
ál
ulos pedidos podem ser efe
tuados 
om base na interpretação geométri
a ou,

analiti
amente, utilizando a função distribuição 
umulativa de X:

i) I) P [X < 0.3] = F (0.3) = 0.09/2 = 0.045;

II) P [0.3 < X < 1.5] = F (1.5) − F (0.3) = −1.52/2 + 2× 1.5− 1− 0.045 = 0.83;

III) P [X = 1] = 0;

ii) a mediana de X é o valor M tal que F (M) = 0.5. Fa
ilmente se vê pelo grá�
o da

função f (e se 
on�rma analiti
amente) que M = 1;

iii) a quantidade mínima de terra vegetal x0 tal que P [X > x0] = 0.05 ⇔ P [X ≤ x0] =
0.95 ⇔ F (x0) = 0.95.
Pela análise do grá�
o de f , x0 ∈]1, 2[ pelo que F (x0) = 0.95 ⇔ −x20/2 + 2x0 − 1 =
0.95 ⇔ x0 = 2−

√
0.1 ≃ 1.684 ∨ x0 = 2 +

√
0.1 (impossível). Logo x0 = 1.684 t.

4. X - v.a. que representa o n

o. de bolbos de túlipa que não vigam num sa
o 
om 5 unidades;

Y - v.a. que representa o n

o. de bolbos de amarílis que não vigam num sa
o 
om 4 unidades.

Como temos uma su
essão de provas de Bernoulli (bolbo não viga/viga), que se podem admitir

independentes, 
om probabilidade de su
esso (bolbo não viga) 
onstante, X ⌢ B(5, 0.1) e

Y ⌢ B(4, 0.05).

a) i) P [Y ≥ 2] = 1− P [Y < 2] = 1− P [Y ≤ 1] = 1− 0.9860 = 0.014 (pelas tabelas).

ii) X + Y - v.a. que representam o número total de bolbos que não vigam.

Como X e Y são variáveis aleatórias independentes,

P [X = xi, Y = yj] = P [X = xi]× P [Y = yj], ∀i, j.

P [X + Y = 1] = P [X = 0, Y = 1] + P [X = 1, Y = 0]
= P [X = 0]× P [Y = 1] + P [X = 1]× P [Y = 0]

=
(5
0

)

0.100.95 ×
(4
1

)

0.0510.953 +
(5
1

)

0.110.94 ×
(4
0

)

0.0500.954 = 0.3684,

b) T - v.a. que representam o número total de bolbos que vigam, T = 9− (X + Y ).

E[T ] = E[9− (X + Y )] =
(1)

9− E[X]− E[Y ] =
(2)

9− 5× 0.1− 4× 0.05 = 8.3

V ar[T ] = V ar[9− (X + Y )] =
(3)

(−1)2V ar[X + Y ] =
(4)

V ar[X] +V ar[Y ] =
(2)

5× 0.1× 0.9−
4× 0.05 × 0.95 = 0.64

(1) Propriedades do valor esperado,

(2) Porque X e Y são v.a. 
om distribuição binomial,

(3) Propriedades da variân
ia,

(4) Porque X e Y são v.a. independentes.

5. X - v.a. que representa a quantidade (em ppm) de um poluente no solo numa dada região;

X ⌢ N(24.5, 1.4).

a) i) P [24 < X < 25] = P [X < 25]−P [X ≤ 24] = P
[

X−µ
σ < 25−24.5

1.4

]

−P
[

X−µ
σ ≤ 24−24.5

1.4

]

=

= Φ(0.36) − Φ(−0.36) = Φ(0.36) − 1 + Φ(0.36) = 2× 0.64058 − 1 = 0.28116 (pelas

tabelas).
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ii) P [X > 27.9] = 1 − P [X ≤ 27.9] = 1 − P
[

X−µ
σ ≤ 27.9−24.5

1.4

]

= 1 − Φ(2.43) =

1− 0.99245 = 0.00755.

b) Seja (X1,X2, . . . ,X10) a amostra aleatória em questão: X1,X2, . . . ,X10 são v.a. inde-

pendentes e Xi ⌢ N(24.5, 1.4), ∀i = 1, . . . , 10. Logo, pelas propriedades da distribuição

normal, a quantidade média de poluente nessa amostra é X = 1
10

∑10
i=1 ⌢ N

(

24.5, 1.4√
10

)

.

P [24 < X < 25] = P [X < 25]−P [X ≤ 24] = P
[

X−µ

σ/
√
10

< 25−24.5
1.4/

√
10

]

−P
[

X−µ

σ/
√
10

≤ 24−24.5
1.4/

√
10

]

=

= Φ(1.13)−Φ(−1.13) = Φ(1.13)−1+Φ(1.13) = 2×0.87076−1 = 0.74152 (pelas tabelas).


) Sendo o fenómeno espa
ial estudado esta
ionário e isotrópi
o, a média e a variân
ia são


onstantes na região em questão (µ = 24.5 ppm e σ2 = 1.42 = 1.96 ppm

2
), o variograma

e a 
ovariân
ia só dependem da distân
ia h (em km) entre os pontos.

i) De a
ordo 
om o enun
iado,

γ
ajustado

(h) =















0 se h = 0

C0 + C

[

1.5h
φ − 0.5

(

h
φ

)3
]

se 0 < h ≤ φ

C0 + C se h > φ

em que C0 = 0.1 é o efeito pepita, C é o patamar no modelo teóri
o e φ é a amplitude.

Como a 
ovariân
ia é nula quando h ≥ 1, φ = 1. Além disso, σ2 = C0 +C ⇔ 1.96 =
C + 0.1 ⇔ C = 1.86 ppm

2
. Logo,

γ
ajustado

(h) =







0 se h = 0
0.1 + 1.86(1.5h − 0.5h3) se 0 < h ≤ 1
1.96 se h > 1

ii) γ
ajustado

(0.5) = 0.1 + 1.86 × (1.5 × 0.5− 0.5 × 0.53) = 0.69125 ppm

2
.
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