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Nota Introdutoéria

Estas folhas destinam-se a apoiar as aulas da Unidade Curricular FEstatistica,
adaptada a Bolonha, leccionada no 2%mno de quase todas as licenciaturas do Instituto
Superior de Agronomia.

A matéria tedrica aqui exposta constitui um complemento ao material de apoio
que os alunos utilizam nas aulas tedricas e praticas. Podem ser aqui encontradas as
dedugoes e demonstracoes que, por razoes de tempo, nao é possivel apresentar nas aulas.

Algumas partes que poderao parecer mais densas nao puderam ser evitadas, pois
pretende-se que o tratamento matematico seja feito com o rigor necessario.

Tratando-se de apontamentos nao podem nem devem substituir a leitura de obras
indicadas nas Referéncias Bibliograficas.

Manuela Neves

Setembro de 2014
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INTRODUCAO

Historicamente, o termo “estatistica” deriva da palavra latina “status” que signi-
fica “estado”. De facto, a estatistica surgiu na segunda metade do século XVII, segundo
parece como um auxiliar da arte de governacao, associada a problemas de economia, demo-
grafia, problemas politicos, etc.. Actualmente ocupa um papel cada vez mais importante
nas mais variadas disciplinas: quimica, biologia, economia, medicina, psicologia, meteo-
rologia, agricultura, ciéncias sociais e politicas e em muitos outros campos da ciéncia e
engenharia.

A estatistica dedica-se fundamentalmente ao estudo da teoria e a aplicacao de
métodos de coleccionar, analisar dados e ainda obter conclusoes e tomar decisoes validas,
a partir desses dados. E em situagoes de incerteza na predicao de resultados e na obtencao
de conclusoes, que a estatistica esta presente.

Podemos entao dizer que a Estatistica é um conjunto de conceitos e métodos
utilizados na recolha e interpretacao de dados respeitantes a uma determinada area de
investigacao, permitindo ainda descrever e predizer situacoes em que a variabilidade e a
incerteza estao presentes.

A Estatistica pode ser dividida em dois grandes grupos:

e A estatistica descritiva, cujo objectivo é sumariar e descrever os aspectos rele-
vantes num conjunto de dados;

e A inferéncia estatistica, que se preocupa em tirar conclusoes a partir de um
conjunto de observagoes (amostra) pela interpretacao dos resultados obtidos pela
estatistica descritiva. Ela permite fundamentalmente tomar decisoes quanto ao(s)
valor(es) de caracteristicas importantes da populagado ou populagdes, de que foi
retirada a amostra.

Para isto é necessario o recurso a teoria da probabilidade na qual a inferéncia
estatistica se baseia fortemente.

Estes apontamentos sao uma Introducao a
e Estatistica Descritiva
e Teoria da Probabilidade e

e Inferéncia Estatistica
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ESTATISTICA DESCRITIVA

A estatistica descritiva tem como objectivo apresentar os dados observados sob
a forma de tabelas e graficos, que tornem mais facil uma primeira analise desses dados e
ainda a obtencao de valores numéricos que os caracterizem globalmente.

Dois conceitos bésicos em estatistica sao o conceito de populagao ou universo
e amostra.

Populagao é o conjunto de elementos com alguma caracteristica em comum
a qual se pretende estudar. Esses elementos podem ser pessoas, animais, plantas, ex-
ploracoes agricolas, resultados experimentais, etc. Aos elementos da populacgdao chama-
mos unidades estatisticas. A caracteristica em comum, que toma valores diferentes de
elemento para elemento, chamamos variavel.

Uma populacao pode ser finita ou infinita. Uma populacao finita pode ter um
nimero muito elevado de elementos, por exemplo, a populagao de todos os parafusos
produzidos por uma fabrica num dado dia ¢é finita, embora de dimensao muito elevada,
enquanto a populacao de todos os locais do territério portugués (para estudo da altitude,
por exemplo) é infinita. Nos casos anteriores a observacao de todos os elementos da
populacao ou é muito dificil ou é mesmo impossivel.

Sendo assim o estudo ¢ feito sobre alguns elementos (unidades estatisticas) reti-
rados da populacao, constituindo aquilo a que se chama uma amostra e que sao efectiva-
mente observados. Aos valores observados para a variavel de interesse chamamos dados.
Os dados sao os objectos de estudo da Estatistica e a partir deles pretendemos fazer
inferéncias sobre caracteristicas numéricas da populacao a que se chama parametros.

Atenda-se a que os dados podem ser de natureza qualitativa - representam a
informacao que identifica uma qualidade ou categoria, que nao é possivel ser medida. Por
exemplo, dados referentes as cores das faces de um dado, cor dos olhos, sexo de uma
pessoa, naipes de um baralho de cartas, etc., ou de natureza quantitativa - referentes a
informacao suscepivel de ser medida. Destes hé a considerar o caso de dados de natureza
discreta, ou contagens, por exemplo o n ¢ de cabecas de gado por exploracio, o n
9 de chamadas telefénicas recebidas durante um certo periodo de tempo num escritério,
o n® de 4rvores por herdade, etc., e dados de natureza continua ou medicoes, como,
por exemplo, peso e altura dos portugueses num certo intervalo de idades, altura de uma

arvore, extensao de uma propriedade agricola, etc.

O estudo de observagoes referentes apenas a uma caracteristica é objectivo da
estatistica descritiva a uma dimensao e, da descricao e do estudo de observacoes de
duas variaveis trata a estatistica descritiva a duas dimensoes, com a analise das possiveis
relacoes existentes entre essas varidveis. A generalizacao ao caso de varias variaveis é do
dominio da estatistica descritiva multidimensional.
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ESTATISTICA DESCRITIVA A UMA DIMENSAO
Objectivos

A estatistica descritiva a uma dimensao tem como objectivo sumariar e descrever
0s aspectos mais importantes de um conjunto de dados resultantes da observacao de uma
so variavel de interesse na populacao. Utiliza métodos adequados para:

e condensar os dados em tabelas;
e representa-los graficamente;

e calcular caracteristicas amostrais de localizacao e variabilidade.

Os aspectos importantes para descrever um conjunto de dados sao:
e a apresentacao de graficos e tabelas;

e o0 exame da forma geral do grafico para tentar descobrir aspectos particulares, como
por exemplo simetria e achatamento;

e 0 exame do grafico para tentar descobrir observagoes atipicas, outliers;

e 0 calculo de medidas numéricas para
— um valor representativo da localizacao dos dados,
— um valor representativo da dispersao dos dados,
— um valor representativo da forma de distribuicao dos dados.

Descricao dos dados por graficos e tabelas

De entre os métodos graficos usados para representar um conjunto de dados, dois
dos principais sao o diagrama de barras e o histograma.

O diagrama de barras

Suponhamos que temos o seguinte conjunto de dados relativos as classificagoes
obtidas por 20 alunos numa dada disciplina:

12 13 15 17 4 8 10 11 9 10
§ 7 12 10 11 11 14 7 9 13

Verificando-se que as classificagoes obtidas pelos alunos se situam entre 4 e 17
podemos organizar a seguinte tabela de frequéncias:
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Notas | Frequéncias | Frequéncias
obtidas | absolutas n; | relativas f;
4 1 0.05
7 2 0.10
8 2 0.10
9 2 0.10
10 3 0.15
11 3 0.15
12 2 0.10
13 2 0.10
14 1 0.05
15 1 0.05
17 1 0.05

O exame desta tabela mostra-nos que as classificacoes mais frequentes sao 10 e
11. Verifica-se ainda que ha uma percentagem maior de notas positivas do que negativas,
sendo ainda as notas mais raras 4, 14, 15 e 17. Uma tabela de frequéncias permite
portanto uma anélise rapida e sumaria dos dados.

Designemos por n o ntmero de observacgoes recolhidas, i.e. a dimensao da
amostra. A frequéncia absoluta, que habitualmente se representa por n;, é o nimero
de vezes que o elemento i é observado e a frequéncia relativa da observacao i, que
designaremos por f;, é definida como:

frequéncia absoluta n;

frequéncia relativa=— — & fi=—.
dimensao da amostra n

O procedimento grafico usado no caso de dados de natureza discreta, quando o
nimero de valores distintos é pequeno, é o diagrama de barras. Consiste em desenhar
um sistema de eixos coordenados, marcar no eixo dos zx os diferentes valores observados
e sobre cada um desenhar uma barra vertical de altura igual a frequéncia absoluta ou a
frequeéncia relativa, ver Figura 1.

3

Freq. absoluta

A LLALEATT 1

< © [c¢] o N <
— — —

©
= notas

Figura 1: Diagrama de barras das frequéncias absolutas.
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O histograma

Quando o nimero de observacoes distintas é elevado ou os dados sao de natureza
continua (recorde-se que sao dados de natureza continua os que se referem a pesos,
alturas, tempos, duragoes, velocidades, temperaturas, etc, enquanto dados referentes a
contagens, sao de natureza discreta), dever-se-4 fazer a condensagao dos dados, agrupando
as observagoes préximas por forma a evidenciar as caracteristicas subjacentes aos dados.
Esta sumarizagao inicia-se construindo uma tabela de frequéncias, cuja representacao
grafica é feita agora por meio de histogramas e poligonos de frequéncias.

Dada uma série de n observagoes, vejamos 0s passos que € necessario seguir para
elaborar uma tabela de frequéncias nestas circunstancias:

e Determinar o maximo e o minimo valor do conjunto das observacoes, max(x;) e
min(z;), respectivamente.

A max(z;) — min(z;) chama-se amplitude total.

e Escolher um numero de subintervalos (regra geral, com a mesma amplitude), cuja
reunido (sem sobreposi¢ao) cubra a amplitude total. A estes intervalos é costume
chamar classes e os seus extremos limites de classes. Iremos considerar as classes
abertas & esquerda e fechadas a direita (1) i.e., intervalos da forma | ).

e Para cada classe i calcula-se a frequéncia absoluta, n; que designa o nimero de
observagoes que pertencem a essa classe, e a frequéncia relativa, que designaremos

por fi:

frequéncia absoluta da classe ¢

frequéncia relativa da classe i = — — —.
nimero total de observacoes da classe i

A escolha do nimero e posicao das classes é um problema de experiéncia, sendo,
regra geral de 5 a 15 o ntimero de classes que se deve considerar.

Na prética, existem regras empiricas para fazer esta escolha, sendo a mais usada
a regra de Sturges: — toma-se como numero de classes o inteiro

logyon
~1 | =1+ ==
m + (logy 1) + og,, 2

(alguns autores aconselham o maior inteiro inferior ou igual aquela quantidade).
A amplitude h de cada classe, obtém-se agora fazendo o quociente (max(x;) —
min(z;))/m.

!Alguns autores consideram intervalos da forma [ [ e outros intervalos | ], neste caso com
escolha conveniente dos limites das classes por forma a nao haver sobreposicoes, regra geral adiciona-se
1/2 aos valores observados.
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Para a construcao das classes pode iniciar-se o processo considerando a classe
[ —h/2,T+h/2] ®). A partir desta, formar-se-do as classes subtraindo h e somando h ao
extremo inferior e superior, respectivamente, para ir determinando as classes inferiores e
superiores aquela classe. Para que todo o suporte da amostra fique coberto sao necessarias
m + 1 classes.

Esta técnica apresenta bons resultados no caso de distribuicoes simétricas ou
aproximadamente simétricas. Caso tal nao se verifique, dever-se-a considerar outro modo
de elaborar as tabelas.

Um outro procedimento consiste em comegar a construcao das classes pelo minimo
(ou pelo méximo). A primeira classe devera ser entao escolhida por forma a conter min(z;)
(ou max(z;)) e a ultima a formar-se deverd conter o max(z;) (ou min(z;)).

Construida a tabela de frequéncias, os dados podem ser agora representados num
histograma.

Construcao do histograma de frequéncias relativas

Num eixo horizontal marcam-se as classes definidas e, sobre elas, desenham-se
rectangulos verticais tendo como base h e altura dada pelo quociente entre a frequéncia
relativa e a amplitude da classe. A drea de cada rectangulo é igual a frequéncia relativa,
representando entao a proporc¢ao das observacoes que ocorrem na classe correspondente.
Como ¢ imediato verificar, a area total do histograma vem entao igual a 1.

Unindo por segmentos de recta os pontos médios dos topos dos rectangulos de
um histograma obtemos o poligono de frequéncias relativas.

Exemplo 2.

Os dados seguintes referem-se ao peso (em kg) de 57 animais de idade e histéria
genética semelhantes, no final de uma experiéncia de nutricao animal, durante a qual lhes
foi administrada uma mesma dieta em condigoes controladas.

68 63 42 27 30 36 51 38 25 44 65 43 25 T4 49 43
45 12 57 51 12 32 22 79 21 16 24 69 47 23 32 42
46 30 43 49 12 28 36 42 38 19 28 50 23 24 25 27
27 28 27 49 22 31 31 28 23

Tem-se entao min(z;) = 12 max(x;) = 79 T = 36.72

Dado que o valor obtido pela regra de Sturges é 6.83, iremos considerar m = 6,
o que daria como um valor a usar para a amplitude das classes h = 11.

Construamos entao a seguinte tabela de frequéncias (onde F; designa a frequéncia
relativa acumulada):

2z, média do conjunto das observacoes, é uma caracterfstica numérica de um conjunto de dados cujas

propriedades sao apresentadas na pégina 9; é assim definida T = )" x; /n.
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Classes x; n; fi F;
|10 21} | 155 | 6 | .105 | .105
]21 32] 26.5 | 24| 421 | .526
132 43] | 37.5| 10| .175 | .702
143 54] | 485 |10 | .175 | .877
154 65] 1595 3 | .053 |.930
165 76] | 70.5| 3 | .053 | .982
|76 87] | 81.5| 1 | .018 1
Total 57 | 1.000

Na Figura 2. representa-se o histograma de frequéncias absolutas.

20 7

15

10

| -

10 21 32 43 54 65 76 87

Figura 2: Histograma de frequéncias absolutas.

Caracteristicas numéricas de um conjunto de dados

Os métodos graficos referidos permitem-nos visualizar o modelo subjacente a um
conjunto de dados. Para podermos ter uma descricao mais objectiva, necessitamos de
medidas quantitativas referentes a

— localizacao dos dados;
— grau de variagao ou dispersao dos dados;

— forma de distribuicao dos dados.
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Indicadores de localizacao
Consideremos um conjunto de n observacoes, 1, T, ..., Tp.

Chama-se medida de localizagao a toda a grandeza numérica cujo valor refe-
rencie a posicao de um conjunto de dados. As medidas de localizacao mais usadas sao a
média, a mediana e ainda os quartis e a moda.

A média aritmética, média empirica ou simplesmente média é o ponto de
“equilibrio” de um conjunto de dados. Representa-se por T e define-se como

E:%Zx (1)

Chama-se desvio de uma observagao relativamente a média a x; — 7.

Exercicio 1. Verificar que a soma dos desvios relativamente a média é nula, i.e.,
n

> (2 —7) =0.

i=1
Propriedades da média

1. Dadas as observagoes i, To, ..., x, com média T, consideremos uma mudanca de
. . ’ .
origem nos dados, i.e., z; =x; +a, 1 =1,...,n.
Os novos dados tém como média x’ =T + a.
n ! n n
— LT, o (r; +a _(x;) +na _
Dem: De facto = Ez—l v 22—1( ) — Zz—l( ) -7+ a.
n n n

2. Efectuando uma mudanca de escala nos dados , ie., 2, =bx; (b#0)i=1,...,n,
temos 2/ = b T , de deducao imediata.

Nota: as duas propriedades anteriores podem ser resumidas numa tunica.

3. Dadas as observagoes xy, T, ..., T, com média T, se z, = a + bx;, i = 1,...,n.
tem-se 2/ = a + b .
4. Sejam xq, ..., T, uma série de n observagoes de média T e, v, ..., Y, outra série de m
observacoes de média . A média do conjunto das n + m observacoes é dada por
nT+miuy
n+m

Dem: Designando por z; as n + m observagoes, tem-se entao

z — er:l_nzl _ Z?:lxi+2?i1yi :nf-i-m@
n-+m n+m n+m
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Outros tipos de médias como, por exemplo, a média geométrica e a média
harmonica nao serao consideradas aqui, podendo encontrar-se referéncias sobre eles na
bibliografia indicada.

A média aritmética, apesar de facil e rapida de calcular, apresenta a desvantagem
de ser muito sensivel a valores muito pequenos ou muito grandes no conjunto dos dados.
Os valores existentes numa amostra que se distinguem muito dos restantes por serem de-
masiado grandes ou demasiado pequenos, sao valores que se apresentam como candidatos
a outliers. Mais adiante daremos uma regra empirica que permitira classificar um valor
como outlier. Uma medida robusta relativamente ao valor das observagoes extremas, no
sentido de nao ser afectada por esse valor, é a mediana.

A mediana de um conjunto de n observacoes é o valor do meio, depois de
dispostos os dados por ordem crescente de grandeza. Trata-se portanto de uma medida
de posigao; é costume representar-se por T ou ainda me.

Na escolha do valor do meio ha que ter em conta o seguinte:

—se n é impar ha um unico valor no meio;

— se n é par existem dois valores no meio, sendo a mediana dada pela média
aritmética desses dois valores.

Tendo n observacgoes z, ..., z, designe-se por x(yy, ..., T(n), as observacoes depois
de ordenadas, i.e., z(;) < ... < x4,). A mediana ¢ entao definida como

x(%) n lmpal”

IS
I

T g 2)
2

A interpretagao geométrica da mediana para dados agrupados em classes é muito
simples: € o valor do eixo das abcissas tal que a recta vertical que passa nesse ponto divide
a area do histograma em duas regioes com areas iguais.

Se a mediana é o valor que divide um conjunto ordenado de dados em duas partes
iguais, podemos generalizar este conceito, considerando a amostra ordenada dividida em
quatro partes iguais. Aos pontos da divisao chamamos quartis e representaremos por
Q1, @2, Q3, o primeiro, segundo e terceiro quartis, respectivamente.

Sendo assim, por exemplo, o primeiro quartil, ()1, sera o valor tal que pelo menos
25% das observacoes sao menores ou iguais a ele e pelo menos 75% das observacoes sao
maiores ou iguais.

Repare-se que 5 coincide com a mediana.

De forma semelhante se podem definir os decis, valores que dividem o conjunto
das observacoes em 10 partes iguais e os centis ou percentis, como sendo os valores
resultantes da divisao da amostra ordenada em 100 partes iguais.
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A todas estas medidas, quartis, decis e percentis da-se a designacao genérica de
quantis.

Dado um nimero 0 < § < 1, chama-se quantil de ordem ¢ ao valor do conjunto
das observacoes depois de ordenadas, tal que, pelo menos 6 x 100% delas sao inferiores
ou iguais a esse valor e pelo menos (1 — ) x 100% das observagoes sao maiores ou iguais
a esse valor.

Consideraremos a seguinte férmula de célculo do quantil de ordem 6, Qj:

Tn 0) + T(n 0+1)

. n 6 inteiro
Q= 2 o (3)
T(fn 6]+1) n 6 nao inteiro
onde [n 0] designa o maior inteiro contido em n 6. Tem-se, por exemplo, [3.25] = 3 ¢

[8.95] = 8.

O primeiro e terceiro quartis permitem definir uma regra empirica para identificar
um valor atipico como outlier.

Assim, chama-se barreira inferior que designaremos por By, a

Br = Q1 — 1.5(Q; — Q1)

e barreira superior que designaremos por Bg, a

Bs = Qs +1.5(Q3s — Q1)

Um valor observado x; diz-se que é um outlier se

r; < By ou x; > Byg.

As caracteristicas numéricas calculadas apds a ordenacao dos valores da amostra
chamam-se parametros de ordem.

Uma outra medida de localizacao, embora menos usual é a moda, mo, definida,
no caso discreto, como o valor que ocorre com mais frequéncia, ou como o intervalo de
classe com maior frequéncia se os dados sao de natureza continua.

Um conjunto de observagoes pode nao ter moda ou apresentar mais do que uma
moda. Uma distribuicao com uma tnica moda diz-se unimodal.

Esta medida é particularmente til quando temos dados de natureza qualitativa,
para os quais nao é possivel calcular a média ou mesmo a mediana (por nao ser possivel
estabelecer uma ordenagao entre eles, para a determinacao deste indicador).
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Indicadores de dispersao

Uma média ou qualquer outra medida de localizagao, nao sao suficientes para dar
uma ideia clara da distribuicao das observacoes. De facto, podemos considerar dois con-
juntos de dados diferentes mas tendo, por exemplo, a mesma média e mediana. Vejamos:

—2, 3, 4, 11 7=

O primeiro conjunto apresenta maior concentracao dos dados do que o segundo.
E portanto necessaria uma medida que nos dé alguma informacao sobre a dispersao das
observagoes.

Vejamos entao quais os indicadores de dispersao mais usados:

Amplitude Total ¢é a amplitude do intervalo de variacao dos dados, assim
definida

Aot = mazx(x;) — min(x;). (4)

E uma medida que se baseia apenas na maior e na menor observacao, ignorando
a informagao presente nas observacoes intermédias, sendo por isso muito sensivel aos
extremos.

Uma outra medida andloga, mas mais informativa e menos afectada pelos valores
extremos ¢ a

Amplitude inter-quartil definida como

AIQ = Qs — Q1. ()

Nas distribui¢oes simétricas o intervalo (z — ASQ, T + ASQ) contém 50% das
observagoes, onde ASQ = (@3 — ()1)/2 se designa por amplitude semi-quartil.

Mas também AS(Q ignora a informacao contida na zona central e nas zonas ex-
tremas das observagoes.

Interessa entao considerar medidas que tenham em conta a posicao de todos os
valores observados, relativamente a um ponto de referéncia. Sendo a média a medida de
localizacao mais usada, regra geral toma-se esta para referenciar a dispersao.

Usar como indicador ) (x; — T) é evidente que nao serve, pois como vimos atras
este valor é sempre nulo. Uma medida de dispersao que pareceria entao logica era o
desvio médio, definido como

1 & _
d_;;m—ﬂ. (6)
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E claro que, quanto menos dispersos estiverem os valores observados relativamente
a média, menor serd o desvio médio. Apesar de simples de calcular, o desvio médio nao é
muito usado, porque a existéncia de médulos torna o seu tratamento matematico pouco
acessivel.

Uma medida definida com um critério analogo mas baseada na soma dos quadra-
dos dos desvios ¢é a

2

2 ou mais simplesmente s? e se

Variancia, que habitualmente se representa por s
define como

s? = ﬁ z:(a:Z — )2 (7)

Observacao: O uso de (n — 1) em vez de n como parecia logico, serd justificado
mais tarde na Inferéncia Estatistica, sendo no entanto indiferente o uso de um ou outro
quando se trate de amostras de grande dimensao.

Uma outra férmula de calculo da variancia pode ser obtida fazendo o desenvolvi-
mento do quadrado da diferenca, resultando entao

2 _ nZ?zl w? - (Z?:1 mi)z

n(n — 1)

S (8)
(formula esta que tem interesse préatico principalmente quando os valores x; ndo sao muito
grandes, mas o uso da qual requer cuidados especiais para a hipdotese de ocorrerem no
numerador dois nimeros muito préximos, o que poderd conduzir a perda de digitos.)

A raiz quadrada da variancia fornece-nos uma medida de concepcao analoga a do
desvio médio, que se representa por s e se designa por desvio padrao.

Propriedades da variancia

1. A variancia é nao negativa, i.e., s> > 0, o que é imediato a partir da definicdo.

2. Sejam 1, ..., T, n observacoes com variancia s> e y; = a + by, i=1,....n.

Tem-se entao como variancia das novas observagoes,

5;2/ = b 52
Dem:
§? — 22;1(%‘ - ?)2 _ Z?:l(a +bx; —a— bf)z _ Z?:l 62(1'2' - T)Z — 2 g2
y n—1 n—1 n—1 v

Esta propriedade mostra-nos que a variancia nao ¢é afectada por uma mudanca de
origem, mas ¢ afectada por uma mudanca de escala.
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Para o desvio padrao tem-se s, = |b|s,.

Exercicio 2. Provar que a soma dos quadrados dos desvios para a média é menor
que a soma dos quadrado dos desvios para qualquer outro valor, ou seja

n

Z(xl -7 < Z(m, —a)? Va € R.

1=1

As medidas de dispersao acabadas de estudar dizem-se absolutas porque depen-
dem das unidades adoptadas, i.e., qualquer alteracao da unidade provoca uma modificacao
no valor do indicador calculado. E de todo o interesse a existéncia de medidas indepen-
dentes das unidades, permitindo assim o estudo comparativo de dois ou mais conjuntos
de dados. Sao as medidas de dispersao relativas.

Uma medida de dispersao relativa , usada apenas quando a variavel toma valores
de um sinal, i.e., todos positivos ou todos negativos, é o coeficiente de variagao definido
como

C.V. = % x 100%. 9)

Esta medida é independente das unidades consideradas, permitindo por isso com-
parar distribuicoes cujas unidades podem ser diferentes ou que difiram consideravelmente
em grandeza. No entanto sé pode ser usado quando a variavel toma valores s6 positivos
ou sé negativos.

Outro processo para comparar conjuntos de dados consiste em trabalhar com as
variaveis estandardizadas ou reduzidas, i.e., sao as variaveis da forma
T, — X
i =— —————

Sz

Como facilmente se verifica (recorrendo a propriedades da média e da variancia, o
que deixamos como exercicio), as varidveis reduzidas tém média nula e variancia unitéria.

Os valores z; sao obviamente quantidades independentes das unidades usadas e,
portanto, as distribuicoes referentes a essas variaveis directamente comparaveis.

Um modo muito facil de interpretar a localizacao, dispersao e afastamento da
simetria de um conjunto de dados efectuando em simultaneo a sua sintese pode ser feito
sob uma forma grafica muito sugestiva — o diagrama de extremos e quartis ou a
caixa-de-bigodes.

O diagrama de extremos e quartis consiste em marcar num eixo os extremos
(méximo e minimo), a mediana, 0 1 2 e 3 2 quartis. Desenha-se depois um gréfico como
o da Figura 3, correspondente aos dados do Exemplo 2.

Este procedimento tem ainda a vantagem de permitir a comparacao rapida entre
conjuntos de dados, como se pode ver no Exemplo 3, Figura 4.
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12 25 32 46 79

Figura 3: Diagrama de extremos e quartis.

Exemplo 3.(Murteira e Black, 1983)

Baseados em dados das Estatisticas Agricolas (INE, 1979), tém-se os seguintes
valores dos extremos e quartis, das taxas de arborizacao nos concelhos dos distritos de
Aveiro, Beja, Braganga e Faro.

Aveiro (n=19) Beja (n=14) Braganca (n=12) Faro (n=16)

min 15.9 7.7 3.5 0.7
mazx 60.6 60.3 28.9 44.0
me 47.8 30.3 7.5 10.1
O 29.1 23.1 6.3 1.75
Qs 56.3 31.2 12.95 14.55
(</e)
ap - T
-

L0

ol o

Aveiro Beja Braganca Faro

Figura 4: Diagrama de extremos e quartis para as taxas de arborizacao nos concelhos dos
distritos de Aveiro, Beja, Braganca e Faro.
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Uma andlise rapida do diagrama da Figura 4 permite-nos a visualizacao da inten-
sidade da arborizacao nos quatro distritos. Vejamos algumas observagoes: a amplitude
total é maior em Beja e menor em Braganca; o valor central mais elevado é em Aveiro;
as observagoes centrais (50%) estao muito mais concentradas em Beja e Braganca, sendo
grande a concentracao acima da mediana em Beja e abaixo da mediana em Braganca, etc.

Quando num conjunto de dados se detectar a presenca de outliers, o diagrama
de extremos e quartis deverd ser modificado de modo a incluir esta informacao. Assim,
devem calcular-se as barreiras inferior e superior, ver pagina 11, e marcar no esquema
grafico os chamados

valor adjacente inferior — que é o menor valor do conjunto dos dados (podendo
ser o minimo) maior ou igual a barreira inferior; e

valor adjacente superior — que é o maior valor do conjunto dos dados (podendo
ser o mdzimo) menor ou igual a barreira superior.

A representacao do diagrama, ver Fig. 5, apresenta agora mais informacao do
que anteriormente, sera diferente da que foi atras referida e designa-la-emos genericamente
por caixa de bigodes.

Considerando novamente os dados do exemplo 2, o valor 79 é superior a barreira
superior (para o exemplo referido a barreira superior é 77.5). Sendo assim, a representacao
para a caixa de bigodes pode ver-se na Figura 5.

10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 5: Caixa de bigodes.

Medidas descritivas para dados agrupados

Quando o ntmero de valores observados ¢é elevado e fazemos a sua condensagao
agrupando-os em classes, ou os dados nos sao ja fornecidos em tabelas com intervalos
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de classe ou grupos com as frequéncias, teremos que considerar formulas de célculo das
caracteristicas numéricas adequadas aquela representacao das observagoes.

Suponhamos entao que n observagoes foram agrupadas em ¢ (¢ < n) classes,
sendo x|, x}, ..., z/. os pontos médios de cada uma das classes e ny, ng, ..., n. as frequéncias

C
absolutas de cada classe, i.e., E n; = n.

=1
As férmulas de célculo dos indicadores que temos estado a considerar sao agora:

(& . /
Média agrupada = T ~ M; (10)
n

Variancia agrupada =~ = -
n n

c / )2 c 2 ¢
Yim(@ =T g Y e _ inz fi—@ (1)
i=1
A média agrupada é uma medida que poderd servir como um indicador da “qua-
lidade” de um agrupamento. Assim um bom agrupamento devera ter a média agrupada
muito préoxima da média obtida considerando todas as observacoes.
Para o calculo da mediana assim como de qualquer quantil de ordem 6, o
algoritmo de cédlculo aproximado destes indicadores é o seguinte:

e I[dentifica-se a primeira classe cuja frequéncia relativa acumulada seja superior
ou igual a 6. Designemos por k essa classe e seja F}, a frequéncia relativa acumulada
correspondente.

e O quantil de ordem 6 é assim calculado:

* man max mwn -
Qp = x"" + (% — Ty )77
Tk
onde Fj_; designa a frequéncia relativa acumulada da classe anterior a classe k, fj
a frequeéncia relativa da classe k e 2" e ™" o limite superior e inferior da classe

k, respectivamente. Se k = 1 toma-se Fj_; = 0.

(12)

O agrupamento dos dados permite-nos o calculo de uma medida de localizacao
importante que ¢ a moda amostral. Uma vez determinada a classe modal — classe
com maior frequéncia — existem vérias férmulas empiricas para determinar a moda (a
mais simples consiste em tomar o ponto médio da classe modal), todas elas dando valores
aproximados, sendo a mais conhecida a féormula de King:

min max min fk—i-l

onde fr_1 e fry1 designam, respectivamente, a frequéncia da classe anterior e posterior a
classe modal.
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Amplitude total no caso de dados agrupados ¢ dada por

Atot ~ :L’me — ,’,U?inln (14)

Observacoes finais

e O agrupamento dos dados permite ter uma perspectiva melhor das caracteristicas
amostrais subjacentes a amostra, desde que a amplitude das classes nao tenha sido
mal escolhido.

e O uso de métodos graficos permite uma anélise rapida e global das caracteristicas
dos dados, embora nao permita fazer afirmagoes objectivas sobre eles.

e O ideal é combinar métodos gréaficos e métodos analiticos.
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ESTATISTICA DESCRITIVA A DUAS DIMENSOES

Até aqui estudamos formas de descrever um conjunto de dados referentes a ob-
servacao de uma varidavel em cada unidade estatistica. Porém, nas mais variadas areas de
investigagao, ha interesse em estudar observagoes simultaneas de duas ou mais variaveis
em cada unidade estatistica, com o objectivo de procurar eventuais relagoes entre essas
variaveis.

Neste curso iremos apresentar apenas o caso de duas dimensoes. O objectivo
da estatistica descritiva a duas dimensoes é o de estudar em simultaneo duas séries de
observacoes, pondo em evidéncia “relagoes” existentes entre elas. O termo “relagao” pode
ter dois significados:

— a existéncia de uma conexao bem definida entre duas varidveis (ex. o perimetro
e raio de uma circunferéncia estao relacionados por meio de uma expressao matematica),
ou

— a existéncia de uma relacao mais ténue e indefinida, como por exemplo a relagao
entre a altura e o peso de uma pessoa.

Como é evidente as duas relagoes anteriores nao sao relagoes do mesmo tipo,
enquanto a primeira é bem definida, a segunda é uma relacao vaga, a qual nos permite
apenas dizer algo da forma : — em média quanto maior for a altura maior é o peso.

E de facto o comportamento em média de duas caracteristicas que vai ser o objec-
tivo da estatistica descritiva a duas dimensoes. O tipo de relagoes estudadas neste campo
designam-se por relacoes estatisticas e entre as variaveis ligadas por uma relagao es-
tatistica diz-se haver correlagao. Se forem duas varidveis em estudo, a correlacao é
simples, havendo mais de duas a correlacao é multipla.

A correlacao diz-se positiva se as duas caracteristicas variam no mesmo sentido
e negativa caso contrario.

Tal como para a estatistica descritiva a uma dimensao ha trés aspectos que devem
ser considerados para o estudo das relagoes existentes entre duas séries de observagoes,
tomadas simultaneamente

e elaboracao de tabelas condensando a informacao sob a forma de distribuicoes de
frequéncias;

e representagao grafica das observagoes;

e calculo de parametros servindo para caracterizar numericamente as relagoes entre
as variaveis.
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Tabelas de frequéncia e representagao grafica

Consideremos as observacoes feitas em n individuos relativas a duas caracteristicas,
que iremos representar por n pares:

(5171, y1)7 ($27 y2)7 () (flfn, yn>

O facto de escrevermos pares € independente da correlacao que possa existir entre as duas
variaveis, significa apenas a observacao de duas caracteristicas de um mesmo individuo,
ou observacoes emparelhadas por alguma situacao. Assim, por exemplo, podemos estar
interessados em registar a altura e o peso de um grupo de n individuos.

Se n é grande é 1til condensar os dados numa tabela de frequéncias bivariada,
quadro de dupla entrada ou tabela de contingéncia, que é um quadro da forma

n Y2 Yq
Ty | N1z MNi2 ce Nag | M.
To | Na21 MNa2 ce Nog | N2,
Tp | NMp1 Np2 Npg | Nyp.
n1 no U n

onde se supos existirem ¢ valores distintos de y e p valores distintos de x; n;; designa o
nimero de individuos para os quais foi observado o par (z;,y;).

A n; en, soma dos elementos da linha i e dos elementos da coluna j , chamamos
frequéncias marginais de x e y, respectivamente, sendo

q p p q
n; = E Nij n; = E Nij € E n; = E n;=mn. (15)
j=1 i=1 =1 j=1

Quando o numero de linhas e o nimero de colunas é muito elevado é possivel
condensar os dados formando classes para os valores de = e para os valores de y. Veja-se
o seguinte exemplo Estatistica, Teoria e Métodos. Pierre Dagnielie, 1%volume, 1973.:

Exemplo 4.

Foram registados os pesos das folhas e das raizes de 1000 pés de Cichorium
intybus, sendo alguns dos valores obtidos:

Introdugdo a Estatistica e ¢ Probabilidade - ISA(2014) - Manuela Neves 20



Folhas Raizes Folhas Raizes

71 o6
76 o1
106 40 . .
108 174 658 253
109 62 660 276
111 29 662 174
673 290
679 290
741 230

Uma distribuicao de frequéncias destes dados, consistiu em agrupar os valores
dos pesos das folhas em classes de 80 g e os pesos das raizes em classes de 40 g. Tem-se
entao

Raizes | 40 80 120 160 200 240 280 320
a a a a a a a a | Totais
Folhas 79 119 159 199 239 279 319 359
0Oa 79 2 2
80 a 159 49 46 5 2 102
160 a 239 86 137 46 11 280
240 a 319 27 153 89 25 7 301
320 a 399 5 45 91 40 6 187
400 a 479 10 33 21 16 1 1 82
480 a 559 1 4 11 10 3 29
560 a 639 2 1 2 4 1 10
640 a 719 1 3 2 6
720 a 799 1 1
Totais 169 392 270 112 42 11 3 1 1000

Vejamos, como exemplo, algumas observacoes que é possivel fazer com uma
analise rapida deste quadro:

— Podemos dizer que, ‘em média’, quando o peso das folhas aumenta, também
aumenta o peso das raizes. Observa-se ainda que ha uma concentragao de valores corres-
pondendo a plantas que apresentam folhas com pesos situados entre 160 e 320 e raizes
entre 40 e 160 (em gramas).

— Os totais  2,102,....,6,1 e 169,392,....3,1 representam, respectivamente,
on 2 total de plantas com pesos das folhas e pesos das rafzes situados nos intervalos
considerados no quadro, etc..

Representacao grafica

A representagao grafica sob a forma de histograma necessitava do uso de pro-
jeccoes o que torna dificil a sua visualizacao e interpretacao.
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Se o numero n nao for muito elevado, a série estatistica das observagoes pode
representar-se graficamente por meio de diagramas de dispersao ou nuvens de pon-
tos, dando-nos uma ideia grosseira da correlacao que podera existir. Para isso marca-se
num sistema de eixos cartesianos cada par (x;, ;).

Exemplo 5.

A percentagem (z) de caroteno em semente de trigo e a percentagem (y) de
caroteno na farinha de trigo determinadas para 10 variedades de trigo , encontram-se no
seguinte quadro:

:):‘1.18 213 141 142 150 1.25 1.65 1.24 1.48 1.35
y‘2.39 3.11 215 196 202 1.76 210 212 228 1.86

A nuvem de pontos é

¥
18 20 22 24 26 28 30

Figura 6: Nuvem de pontos para os dados do exemplo 5.

Na Figura 7. estao representados alguns exemplos de outros diagramas de dis-
persao e indicada a correlacao existente entre as variaveis.

Correlagfo positiva Correlagio negativa Correlagdo nula

Figura 7: Nuvem de pontos e correlagao associada.
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Indicadores para dados bidimensionais

Consideremos novamente a série de n observagoes (z;,v;), i = 1, ..., n.
Localizagcao da nuvem de pontos

As médias marginais de x e y, respectivamente

T Z?:l Li 7= Z?:l Yi
n n

dao-nos o ponto (Z,7) que é o centro de gravidade da nuvem de pontos.
Dispersao da nuvem de pontos

As dispersoes marginais de x e y

2 = Y@ —T)° §% — > i (yi — 9)°
n—1 Y n—1
dao-nos uma ideia da dispersao de cada uma das variaveis.
Interessa porém haver uma medida que dé informacao sobre as duas variaveis em
simultaneo, i.e., que consiga traduzir alguma relacao que exista entre as variaveis.
Suponhamos a seguinte nuvem de pontos, na qual marcamos o centro de gravidade
(Z,7). Sobre ela tracemos rectas paralelas aos eixos passando por (Z,7). A nuvem de

pontos fica entao dividida nas quatro regioes, que designaremos por I, II, III, IV.

/ :
Vi o1 : 1

1 : v

X

=

Figura 8: Divisao da nuvem de pontos por rectas paralelas aos eixos passando pelo centro
de gravidade.

Como facilmente se verifica, para os pontos situados nas regices I e III tem-se
(r; — T)(y; —Y) > 0, enquanto para os pontos situados nas regides Il e IV se verifica

(x; = T)(y; — 7) <O.
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Tendo em conta o que acabamos de observar, pode definir-se uma medida que
caracterize o tipo de correlacao existente entre duas séries de observacoes, baseada no pro-
duto dos desvios das varidveis a que se chama covariancia da amostra, assim definida:

dici (i —®) (yi — @).

n—1

cov(zx,y) = (16)

Se cov(z,y) > 0, significa que hé predominancia de elementos nas regioes I e 11,
i.e., entre as varidveis existe uma correlagao positiva. Se cov(z,y) < 0 significa que existe
uma correlagao negativa entre as variaveis.

A cov(z,y) é nula ou quase nula se hd compensagao entre o conjunto dos pontos
em I/IIT e II/IV ou ainda, se os pontos observados se situam em torno, mas proximos,
das rectas x =T ouy =7.

Uma outra féormula de calculo da covariancia, cuja dedugao se deixa como exer-
cicio ¢

n Z?:l T Yi — 2?21 2 2?21 Yi

n(n — 1)

cov(w,y) =

Propriedades da covariancia

1. Seja (x;,y;) uma série de n observagoes e admitamos a transformagao afim das
variaveis x; = a + bx; Yy, = c+ dy;, com a,b,c,d € R e b# 0, d# 0. Tem-se
cov(2',y') = bd cov(x,y).
Dem: Considerando a definicao de covariancia

n I Y (af — o) n — p—1
cov(:)s’,y') _ Zi:l(xin _*'L'l)(yz ') _ 21:1 b(xzn _371) d(y; — ) — bd cov(z,y).

A covariancia, tal como a variancia, é afectada por uma mudanca de escala, mas
nao o é por uma mudanca de origem.

2. lcov(z,y)| < s48y
Dem:

Consideremos a seguinte expressao nao negativa

1

n—1

S [ — ) — (4 — ) 2 0.

i=1

Desenvolvendo os quadrados obtemos
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n

1

n—1 4

=1

(m?(2; = 7)* = 2m (2, — ) (y; = §) + (i — §)*] =0

m? i (v —7)? o iz (T —T)(yi — ) n > (Wi —7)°

>
n—1 n—1 n—1 0

m? 52 —2m cov(z,y) + s, > 0.
Trata-se entao de uma desigualdade do 2%rau em m, que é nao negativa sse
dcov®(z,y) — 4sis, <0 ou seja
lcov(z,y)| < 548,

A igualdade, |cov(z,y)| = 545y, s6 se verifica se m(x; —%)—(y;—y) = 0, condigao
esta que significa que todos os pontos observados se encontram sobre uma recta da forma

y—y= m(x - E)?
nao paralela aos eixos coordenados.

Exercicio 3. Definindo

i.e., (u,v) sado as varidveis reduzidas correspondentes a (z,y), provar que

cov(u,v) = w.
z Sy

Do que ficou dito atras, a covariancia é uma medida importante pela informagao
que ela nos dé sobre a correlagao existente entre as varidveis: cov(x,y) > 0 — ha correlagao
positiva; cov(z,y) < 0 — ha correlagdo negativa.

Porém, apresenta a grande desvantagem de, tal como a variancia, ser fortemente
afectada por mudancas de escala nas observacoes. Sendo assim, a importancia de po-
dermos dispor de medidas independentes das unidades dos dados, leva-nos a considerar
o resultado do exercicio 3. Efectivamente, cov(u,v) é uma medida independente das
unidades, que se revela entao de grande importancia no nosso estudo.

Temos entao uma nova medida a que se chama coeficiente de correlacao ®) e
se define como

3Também chamado coeficiente de correlacao de Pearson.
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cov(x
r:rw,y:# com s, # 0 e s, # 0. (17)
x Sy

Vejamos agora algumas propriedades importantes do coeficiente de correlacao |,
que justificam a sua importancia como medida da relacao existente entre duas variaveis

Propriedades do coeficiente de correlagao

1. r tem sempre o mesmo sinal da covariancia, o que é imediato da defini¢ao (17);

2. —1 <r <1, basta ter em conta que —s, s, < cov(z,y) < s, s, (propriedade 2. da

covariancia);

3. Dada a série de n observagoes (z;,y;), consideremos a transformagao z; = a +
baiey, =c+dy;,comb#0ed#0.
Se (bd > 0) entao 1y, =ry,. Caso (bd <0) 71y, = —Ty,.

Verifiquemos o caso (bd > 0), ficando como exercicio a situacao em que (bd < 0).
Para isso basta ter em conta que

_ cov(a+bx,c+dy)  bd cov(z,y) se bd >0

oo — =r
Sa+bx Sc—l—dy ‘b|5m |d‘3y oy

x?y

Esta propriedade diz-nos que o coeficiente de correlacao é independente de qual-
quer transformagao linear positiva (o que ocorre em particular quando efectuamos
a estandardizacao ou redugao das varidveis em estudo).

4. O coeficiente de correlagao é igual a 1, em valor absoluto (ou seja, |cov(z,y)| =
Sz Sy), se todos os valores observados se encontram sobre uma recta; de declive
positivo se r = 1, de declive negativo se r = —1.

Exercicio 4. Mostrar que o coeficiente de correlacao também se pode calcular
usando a férmula

Ny TYi — Y T Yy Y .
JIn S a? — (O, 202 [0 S, w2 — (S, v)?)

r =

Podemos agora resumir as situacoes seguintes:

e r =1 todos os pontos observados se encontram sobre uma recta de declive positivo

(a).
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r =~ 1 sugere que todos os pontos observados se encontram proximos de uma recta
de declive positivo (b).

r ~ 0 significa auséncia de associacao linear, a nuvem apresenta um aspecto arre-
dondado ou alongado segundo um dos eixos (c).

e r ~ —1 sugere que todos os pontos observados se encontram proximos de uma recta
de declive negativo (d).

e r = —1 todos os pontos observados se encontram sobre uma recta de declive negativo

(e).

L]
L} v, . .
# ', s ® N
P I " .
¥ g v o .t .l . a .

L . " . ® L LT . §

] [l L LAY " *
" ¥ Ea @ ® h
g r

(@) (b) (d) (e)

Figura 9: Possiveis nuvens de pontos para os valores do coeficiente de correlagao.

Observagao:

O coeficiente de correlagao mede a nitidez da ligagao existente entre duas variaveis,
quando essa ligacao é linear ou aproximadamente linear (4).

E importante porém, ter em conta o seguinte:

Ao estudarmos a relacao existente entre duas variaveis x e y, um valor elevado
para r nem sempre significa que = seja causa de y ou y seja causa de x. Afirmar, portanto,
que ha correlacao entre duas variaveis nao nos permite dizer que exista relacao causal
entre elas. Basta considerarmos o seguinte exemplo (Murteira e Black) de uma conclusao
ridicula que se poderia ser levado a tirar:

— Da existéncia de uma correlagao elevada entre o nimero anual de casos de
insolacao e a producao de trigo, nao se deve concluir que a produgao de trigo faz aumentar
os casos de insola¢do (ou ao contrario). O que acontece é que ambos os fenémenos tém
uma causa comum — os veroes quentes (efectivamente, nesta situagao, verificam-se boas
colheitas e casos de insolacdo).

4Estatistica, Teoria e Métodos. Pierre Dagnielie, 19volume, 1973.
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A regressao linear simples

Suponhamos que o diagrama de dispersao sugere a existéncia de uma relagao
linear entre as observagoes, i.e., os pontos (z;, y;) se situam em torno de uma recta. A essa
recta é costume chamar-se recta de regressao e diz-se entao que existe uma regressao
linear simples (°) entre as duas caracterfsticas observadas. Pretendemos agora determinar
a equagao da recta de regressao, i.e., a equagao de uma recta que representaremos por

Yy =>bo+ bix

que seja uma estimativa da verdadeira recta de regressao entre as duas variaveis em estudo
e tendo como finalidade

e descrever a relagao entre y e x;

e prever um valor de y para um dado valor de x.
Considerando os valores observados (z;,y;), designaremos por

Ui = by + by x;

os valores de y estimados pela recta para cada x. Usa-se g; para indicar que regra geral
a ordenada da recta nao coincide com a observacao y;. De facto o que se verifica é que se
tem para cada par (z;,y;) a relacao

Yi =bo + b1 z; + e, (18)

sendo e¢; = y; — ; designados por residuos.
Para obter a recta é necessario determinar as estimativas dos coeficientes by e b;.
Sendo assim, interessa como é 6bvio, que os residuos tenham os menores valores possiveis.
Um dos métodos usados para a determinacao daqueles parametros é o método
dos minimos quadrados que consiste em determinar a e b por forma a minimizar a
soma dos quadrados dos residuos, ou seja, a minimizar

n

ZQ? = Z(yz - 6i)? = Z(yz —bo — b1 2;)* = Q(bo, br).
=1

i=1 i=1

Como se pretende minimizar a fun¢ao de duas varidveis Q (b, by ), as condicoes de
estacionaridade sao:

SRegressao linear simples quando existem apenas duas varidveis em estudo, uma dita explicativa,
controlada, independente ou regressora, que regra geral se designa por x e a outra y, que se diz explicada,
resposta ou dependente.

A regressao linear diz-se multipla quando para uma varidvel y (dependente) se consideram duas ou mais
varidveis independentes.

Introdugdo a Estatistica e ¢ Probabilidade - ISA(2014) - Manuela Neves 28



2=0 - 2 > (i —bo—b1 ;) =0 - nbo + by i, T =D Ui
92 — 230w (yi—bo—byx;) =0 bodom i+ by ai =30y

by
Estas equagoes sao chamadas equagoes normais.
Vejamos algumas conclusoes que é possivel tirar da analise destas equacoes:

. . n n ~ n — ~ .

e da primeira tem-se > ", (y;i—bo—by x;) = > [ (vi—y:) => i =07 =7, ie,
a soma dos residuos é nula ou ainda, a média dos valores observados ¢ igual a média
dos valores estimados.

Ainda da primeira equacao tem-se, depois de dividir ambos os membros por n
bo+ b1 T =17, ie. arecta de regressao passa no ponto (Z,7y) .

e considerando a segunda equacao e substituindo by por (7 — by T) tem-se

in(yi—y—i-bl f—bl LL’Z) =0
i=1

n

in(yi —J+0(T—=)) =0

que pode escrever-se da forma

T = T Sy S D= 0),

n n - n — ) (19)
n Zi:l xf - (Zi:l ;)? Ei:1($i —T)?
ou ainda
cov(x s
b, = M —_ (20)
s2 Sy

A b; chama-se coeficiente de regressao de y sobre z.

Exercicio 5. Sendo y = by + b; x a recta de regressao de y sobre z, determine
os coeficientes da recta de regressdo de v sobre u, sendo (u,v) as varidveis reduzidas
correspondentes a (z,y).
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Observacoes:

e Atendendo a expressao (20), o declive da recta, by, tem o mesmo sinal que cov(zx,y)
e r. Além disso, como em muitas situagoes a variavel x é uma variavel controlada,
deve evitar-se s pequeno.

e Sendo y = by + by x a equacao da recta de regressao, vejamos quais os valores
estimados pela recta para x; e x; + 1

/y\i:b(]—i‘bll’i :/y\llzbo—Fbl(iL’Z—i—l)

Subtraindo as duas igualdades tem-se

bl :y/i _@\ia

i.e., by representa a variacao esperada para y quando x aumenta de uma unidade.

Coeficiente de determinacao

As equacgoes de regressao determinam-se com diversos objectivos, sendo um deles
o de predizer o valor de uma variavel conhecendo o valor assumido pela outra.

Sendo assim, ha a preocupacao de avaliar o grau de precisao atingido pelas esti-
mativas.

Para se definir uma medida de precisao, vejamos uma importante decomposicao

de Z?:l (v — y)z‘

Z(yi —9)% = Z(yi — )% + Z(’y — )2 (21)

Dem:
S (yi — Y)? pode escrever-se na forma

n n n n

Z(yz — i+ 0 -7 = Z(yz — i) +2 Z(yz — 90 —Y) + Z@z -7

i—1 =1
Como ;=Y = by(2;—7), tem-se > " (yi—:)(Ui—Y) = D iy [Yi—F—b1(2;—T)|b1 (2;—7) =

b > (g —y) (@ —7) — b3 >." (2 —T)* = 0 (tendo em conta a defini¢ao de b); temos,
portanto, a relagao (21). Aquela decomposigao é costume também exprimir-se na forma

SQr = SQre + SQr, ie, (22)
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soma dos quadrados totais =
= soma dos quadrados devidos aos residuos
+ soma dos quadrados devidos a regressao.

Da relagao (22) tem-se

SQre  SQr
1= + donde
SQr | SQr
SQr _1_ SQrE 1 5_5 _ Sy~ S _ cov® (2, y) _ 2
SQr SQr sz s2 52 s2 ’

O quociente = r? d4-nos entdo a proporcao da variabilidade de y que

T
é explicada pela regressao, i.e., poe em relevo em que medida o conhecimento

de = serve para através de y = by + b; = estimar ou explicar a variacao de y.

A 7?2 chama-se coeficiente de determinacao e trata-se entao de uma medida
de precisao da recta de regressao.

Por exemplo, suponhamos que para uma dada série de observacoes se tem r =
0.70, o que indicia uma correlacao linear positiva entre as variaveis em estudo, que até
parece razodvel. Porém r? = 0.49, o que significa que recta de regressio nao permite
afinal obter resultados muito precisos.

A regressao pela origem

Em muitos problemas exige-se que a recta de regressao passe pela origem, i.e.,
que a equagao da recta seja da forma y = by x.

Novamente o cédlculo de b é feito por forma a minimizar a soma dos quadrados
dos residuos

n n

D=9 = (v — b))

i=1 i=1

Como agora se trata de minimizar uma funcao de apenas uma variavel, facilmente
se obtém

bl —
D iey T

(23)
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Exercicios resolvidos

1. Para avaliar os conhecimentos de Estatistica dos alunos do 122 ano em todo o Paifs,
seleccionou-se aleatoriamente uma amostra de 100 alunos, que foram submetidos a
um teste cuja classificagao é 1, 2, 3, 4 ou 5. Considera-se que um aluno adquiriu os
conhecimentos suficientes se a sua classificagao for superior ou igual a 3. O seguinte
diagrama de barras representa a distribuicao de frequéncias das notas obtidas pelos
alunos.

Y R *
03— -----=-==-==--=-f-mm- )

N .

005—F -~ T———— —————————— ____T

a) Construa uma tabela de frequéncias absolutas, relativas e relativas acumuladas
correspondente ao diagrama de barras.

b) Calcule a nota média e a nota mediana.

c¢) Calcule a percentagem de alunos da amostra que adquiriram os conhecimentos

suficientes.
Resolucgao
Seja x; a nota obtida pelo aluno 7 no referido teste, com ¢ = 1,...,100, sendo cinco
os valores distintos dessas notas, que designaremos por x’;, com j =1,...,5.

a) A tabela pedida é.

7 :L'; Frequéncia Frequéncia Frequéncia
absoluta (n;) | relativa (f;) | relativa acumulada (F})

11 1] 5=0.05x 100 0.05

2| 2 | 15=0.15 x 100 0.15 0.2 :(5+15ié100

31 3 | 45=0.45 x 100 0.45 0.65=(5+15+ 100

41 4 | 30=0.3 x 100 0.3 0.9 2565—1-30% 00

5| 5 | 5=0.05 x 100 0.05 1=(95+5)/100
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5
j=1
1x0.05+2x015+3x045+4x0.3+5x0.05=3.15.
T =3 (o primeiro z; com Fj > 0.5).

c) 1 — F,=1-0.20=0.8, ou seja, 80%.

2. Num estudo sobre a relacao entre a produgao de trigo - y (t/ha) e a quantidade de
adubo - x (kg/ha), obtiveram-se os seguintes resultados :

z (kg/ha) | 400 410 420 430 440 450 460
y (t/ha) [ 40 50 50 60 65 65 70

a) Estime a recta de regressao dos minimos quadrados de y sobre z e diga qual
é a precisao dessa recta. Comente.

b) Que valor prevé para a producao de trigo para uma quantidade de adubo de

450 kg /ha?
c) A estimagao da recta de regressao pode ser feita considerando os valores cen-
trados da variavel z, i.e., z; = x; — 7,1 = 1,--- , 7. Utilizando os resultados da

alinea a) determine a equacao da recta de regressao dos minimos quadrados de
y sobre z e a respectiva precisao.

Resolucgao

Temos n = 7 pares de observacoes para as quais

Son ;= 3010 Sor vy = 400

o @iy, = 173350 S a? =1297100 S y2 = 23550.

a) Entdo T = Z=1% — 430 kg/ha e § = 57.14 t/ha.
e considerando a férmula de calculo habitual para a variancia
s2 = nEin e ) 466,67 (kg/ha)?, do mesmo modo s, = 115.476

n(n—1)

(t/ha)? e para a covariancia

nY vy — O ) Q0 i)

n(n—1)

cov(z,y) = = 225.

As estimativas dos coeficientes da recta de regressao dos minimos quadrados
sao
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by = WY L Y — D i Ty Y _
n Z?:l r7 — (Z?:l ;)

bo =7 — T = —150.179

2
A precisao da recta é dada por R? = r? = <%§fyy)> = 0.939, isto é, aprox.
94% da variabilidade total é explicada pela recta de regressao, portanto apre-

senta uma boa precisao.

b) Uma vez que a recta de regressao permite obter g; = —150.179 + 0.482 x;,
entao para x; = 450 a recta prevée uma producao média de trigo de y =
—150.179 + 0.482 x 450 = 66, 721 t/ha.

c) Considerando agora z; =z; — % 1=1,...,7.
Dado que a recta de regressao dos minimos quadrados y = by + byx se pode
apresentar na forma
y—7 =0bi(x —7T) (tem declive b; e passa no ponto (T,7))
temos y — 7 = by z. Entao a equacao da recta de regressao de y em z é (note-se
quez=0) y=7+bz,
portanto a nova recta tem o mesmo coeficiente de regressao da anterior e a
ordenada na origem ¢ 7.
Vejamos o valor do coeficiente de correlacao

_cov(y,z)  cov(y,xr—T) cov(y,x)

Y,z Tzy
Sy Sz Sy Sp—7 Sy Sz

pois a covariancia e o desvio padrao nao sao afectadas por uma mudanca de
localizagao, isto é cov(a + x,b+ y) = cov(x,y) € Sarz = Sz

Recorde-se que uma das propriedades do coeficiente de correlacao é que ele nao
é afectado por mudancas de localizacao, portanto nem era necessério efectuar
aqueles calculos.

Portanto a precisao R? = r? é a mesma.
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Exercicios propostos

1. Os dados seguintes, que ja se encontram ordenados, representam os tempos de res-
posta, em segundos, obtidos quando se trabalha num dado terminal de computador:

1.26 1.28 1.30 1.37 1.43 1.43 143 1.46 1.47 148 1.48 1.49 1.51 1.51 1.51
1.51 1.52 1.53 1.53 1.55 1.56 1.57 1.60 1.60 1.61 1.64 1.64 1.65 1.68 1.74

a) Determine as seguintes caracteristicas amostrais: média, variancia, mediana e
o terceiro quartil.

b) Escolhendo uma amplitude de classe conveniente, construa uma tabela de
frequéncias relativas para os dados observados.

¢) Usando os célculos da alinea anterior represente o histograma correspondente.
Interprete-o.

2. Sejam (x;,y;), n pares de observacoes. Considere z; = by + by x;, com by e by
constantes. Exprima o coeficiente de correlacao de z e y em funcao do coeficiente
de correlagao de x e y.

3. Da analise do consumo médio de energia por agregado familiar durante 10 dias de
um mes de Inverno numa dada cidade obtiveram-se os seguintes resultados:

Temp. diaria 5 14 12 14 12 11 11 10 12 13
média(® C)

Cons. médio 43 44 53 46 55 59 57 62 52 5.0
de energia (KW)

O modelo de regressao linear simples foi usado para estudar a relagao entre o con-
sumo médio de energia por agregado familiar e a temperatura diaria média.

a) Escreva a equagao da recta de regressao dos minimos quadrados. Diga o valor
do coeficiente de regressao e interprete o seu significado.

b) Qual o consumo médio previsto num dia de temperatura média igual a 10° C?
E num dia de temperatura média de 20° C? Comente os resultados obtidos.

¢) Suponha que lhe é solicitado que o valor do consumo médio de energia seja
expresso em W. Deduza a relacao existente entre o coeficiente de regressao e a
ordenada na origem obtidos com os dados apresentados e com os dados depois
de considerada a transformagao proposta.
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4. Num estudo sobre a relacgao entre a produgao de trigo - y (t/ha) e a quantidade
de adubo - = (kg/ha), recolheram-se 20 observagoes que conduziram aos seguintes
resultados (nas unidades respectivas):

n T gy wvar(z) var(y) T
20 450 57.5 466.56 115.56 0.97 °

a) Estime a recta de regressdo dos minimos quadrados de y sobre z e diga qual
é a precisao dessa recta. Comente.

b) Que valor prevé para a producao de trigo para uma quantidade de adubo de
460 kg/ha?

¢) Suponha que os valores observados tinham sido registados todos na mesma
unidade (kg/ha). Actualize o quadro anterior de modo a ficar coerente com
aquela unidade. Justifique.
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