3. INTRODUCAO A INFERENCIA ESTATISTICA

Nocoes preliminares sobre estimacao

Pode dizer-se que as probabilidades e a estatistica tém objectivos diferentes: en-
quanto nas probabilidades se parte de um dado esquema ou modelo para calcular pré-
babilidades de certos resultados ou acontecimentos, na estatistica parte-se de dados ou

observagoes e procura saber-se algo sobre o modelo (Tiago de Oliveira (1990) e Murteira
(1990)).
E a inferéncia estatistica que tem como objectivo a construgao e desenvolvi-
mento de métodos que permitem a extensao do particular para o geral (chamada inferéncia
indutiva), i.e., a partir de um conjunto de dados é possivel fazer ‘inferéncias’ ou genera-
lizagOes acerca de uma populagao da qual os dados foram extraidos.

A inferéncia estatistica é entao um método cientifico de tirar conclusoes sobre
os parametros da populacao a partir da recolha, tratamento e analise dos dados de uma
amostra, recolhida dessa populacao.

O conjunto completo de todas as observacoes possiveis constitui a populacao,
enquanto o conjunto dos valores efectivamente observados constitui a amostra. Chama-se
populacao de amostras ao conjunto de todas as amostras observaveis.

Atenda-se a que parametro de uma populacao é uma constante desconhe-
cida, cujo verdadeiro valor s se conseguiria saber, nalguns casos, apos estudos exaustivos
e noutros nem sequer é possivel saber.

Num problema de inferéncia estatistica ou se admite que a distribuicao da popu-
lacao tem uma forma matemédtica conhecida, embora contendo um ou mais parametros
desconhecidos, é o que se chama estatistica paramétrica ou se pretende conhecer a forma
da distribuicao, é o dominio da estatistica nao paramétrica.

Os dois tipos mais importantes de inferéncia estatistica sao:

e estimacao dos parametros e

e testes de hipoteses estatisticas.

A estimacao permite-nos “adivinhar” ou melhor estimar o verdadeiro valor des-
conhecido do(s) parametro(s) da populacao, estimagao pontual, ou obter um intervalo
de valores plausiveis para esse parametro, com a indica¢ao da confianga no procedimento,
estimacao por intervalos.
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A outra grande area da inferéncia estatistica, a dos testes de hipdteses, tem como
objectivo decidir se o valor do parametro pertence ou nao a um dominio de valores espe-
cificado pelo investigador.

A extensao do particular ao geral que temos estado a referir, chama-se inferéncia
indutiva. E o caminho para a aquisicao de novos conhecimentos. O grau de incerteza que
acompanha as inferéncias indutivas pode ser medido rigorosamente em termos de proba-
bilidade, se a experiéncia foi conduzida segundo determinados principios (probabilisticos
ou aleatorios).

Os procedimentos que levam a obtencao de amostras nestas condi¢oes sao do
dominio da teoria da amostragem. Vejamos alguns conceitos basicos, deixando como
referéncias para um aprofundamento do assunto Murteira (1990), Barnett (1982) e Coch-
ran (1977).

A amostra, que ira ser utilizada para tirar conclusoes sobre parametros desconhe-
cidos da populagao, devera ser representativa dessa populagao. Para isso devera obedecer
a principios de aleatoriedade, i.e., a seleccao dos individuos a incluir na amostra é deixada
completamente ao acaso.

Temos assim um dos conceitos fundamentais da teoria da amostragem, o de
amostra aleatdria.

Definicao 3.1

Diz-se que (X1, Xo, ..., X,,) € uma amostra aleatdria de dimensao n se as varidveis
X; (i=1,---,n) sdo independentes e semelhantes, i.e., tém todas a mesma distribuigao,
que ¢é a da populacao.

Se as variaveis X, X, ..., X,, constituem uma amostra aleatéria extraida de uma
) ) Y
populagao com funcao densidade f(z), entao a fungao densidade conjunta daquele vec-
tor aleatorio X = (X1, Xs, ..., X,,) pode escrever-se (devido a independéncia entre das
) ) )
variaveis) como:

fx (1,20, mn) = f21) f(22).. f(20)

E importante realcar que uma amostra aleatéria (X1, X, ..., X,,) é um conjunto
de n varidveis aleatorias. Antes da amostragem ser realizada as quantidades observaveis
sao variaveis aleatorias, depois de feitas as observacoes temos um conjunto de dados que
constituem a amostra observada, que passaremos a representar por (xy, ..., ).

Note-se que nem todas as amostras conduzem a generalizacoes vélidas para a
populacao da qual foram extraidas. De facto os métodos de inferéncia que iremos utilizar
baseiam-se na hipotese de que estamos a considerar amostras aleatorias.

Definicao 3.2

Dada uma amostra aleatoria, chama-se estatistica a toda a funcao da amostra
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aleatéria, que nao contenha parametros desconhecidos.

Uma estatistica, T'= T'(Xy, Xo, ..., X,,), funcao dos valores aleatérios, é portanto
uma variavel aleatéria. A cada amostra observada (zi,...,x,), corresponde um valor
numérico bem determinado para a estatistica, t(x1, 2, ..., T,).

Para a amostra aleatéria (X7,...X,,), vejamos alguns exemplos de estatisticas
importantes.

e Média Amostral

_ ¢
X = Zimt (3.1)
n
e Mediana Amostral
- Xna1)/2 n impar
K= e (3.2)
(n/2) - (/241 oy
e Variancia Amostral
"X —X)?
52 — Zz:l( ) ) (33)

n—1

Acabamos de referir alguns exemplos de estatisticas. Observe-se que nao sao estatisticas,
por exemplo, as seguintes funcoes:

X X

por conterem parametros desconhecidos.

Suponhamos que de uma populacao infinita qualquer, extraimos ao acaso uma
primeira amostra de n observagoes:
> Ti

T,y Ty cuja média sera entao T = .
n

Se, nas mesmas condicoes, fosse outra pessoa a extrair uma amostra também de
dimensao n, teriamos

/ DY

n cuja média sera, digamos, T = ,

/
Tyyeey T

que provavelmente sera diferente da primeira, 7; e assim sucessivamente para outras
amostras que possam ser extraidas, nas mesmas condicoes das anteriores.
o

. ~ . J— .-/ 7.
Podiamos entao considerar 7, Z, T ,T , ..., valores observados da variavel aleatoria
X.
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Um processo de amostragem d& lugar, como vimos, a muitas amostras diferentes.
Uma amostra particular é apenas uma das muitas amostras (em ntmero infinito se a
populagao for infinita), que é possivel extrair da populagao.

As flutuacoes de amostragem s6 podem ser controladas quando a amostra é
aleatoria.

Observe-se que, o facto de se ter considerado a populagao infinita e no desenvol-
vimento que se segue, todo o estudo ter este pressuposto como base, nao é efectivamente
uma restricao. Muitas das populagoes que nos estudamos ou sao infinitas, por exemplo, a
populacao dos perfis pedologicos de determinada regiao, as realizagoes possiveis do mesmo
jogo, etc, ou podem ser consideradas teoricamente infinitas, por a dimensao da populagao
comparada com a dimensao da amostra ser de tal modo grande, que torna desprezivel o
erro cometido ao considerar-se infinita.

As estatisticas sao, pela propria definicdo como vimos, variaveis aleatérias, tendo
portanto distribuigoes a que é costume chamar distribuicoes de amostragem.

Se (X1, X, ..., X,) é uma amostra aleatéria extraida de uma populacdo com
funcao de probabilidade ou densidade f(x|0), onde 6 designa o(s) parametro(s) desco-
nhecido(s), a distribuigao de amostragem da estatistica T'(X7, X, ..., X,,) pode definir-se
a partir da distribui¢ao conjunta [[;_, f(x:|6).

Iremos considerar agora as distribuicoes por amostragem das estatisticas mais
frequentemente usadas.

Distribuicoes de amostragem

Distribuicao da Média Amostral

Consideremos uma amostra aleatoria com n observagoes, retirada de uma popu-
lacdo normal, com valor médio y e variancia o?. Sendo assim, por definicdo de amostra
aleatoria, cada observacao X;, ¢ = 1,...,n, tem distribuicao normal, com valor médio e
variancia u e o2, respectivamente.

Tendo em conta propriedades da distribuicao normal, sabemos que

X NN (u,0/vV/n) < % AN(0,1). (3.4)

Porém, se a amostragem foi feita numa populagao com distribuigao desconhecida,
a distribuicdo de amostragem de X é ainda aproximadamente normal com valor médio
e variancia p e o?/n, respectivamente, desde que o tamanho da amostra seja grande
(teorema limite central), i. e., quando n — oo
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X —p
o/vn

Na pratica, a aproximacao anterior é regra geral boa quando n > 30 e a distri-
buigao tenha apenas uma moda. No caso de n < 30 a aproximacao ainda é razoavel se
a distribuicao da populacao nao diferir muito da normal. Se a populagao for normal, a
distribuicdo de amostragem de X é exactamente normal qualquer que seja o tamanho da
amostra.

As distribuigbes apresentadas em (3.4) e (3.5) sao fundamentais para a realizacao
de inferéncias sobre o parametro p, quando o é conhecido.

Veremos mais adiante a distribui¢do que surge quando ¢ nao é conhecido. Antes
disso, porém, necessitamos do conhecimento da distribuicao da Variancia Amostral.

~ N(0,1). (3.5)

Distribuicao da Variancia Amostral

Dada uma amostra aleatéria de dimensao n extraida de uma populagao normal
com valor médio u e variancia o2, pretendemos determinar a distribuicao de amostragem
da variancia amostral S?, definida em (3.3). Porém, a distribuicio de S? tem pouca
aplicagao pratica em estatistica. Em vez daquela variavel aleatéria é costume considerar
a distribuicao de amostragem da variavel aleatoéria

(n —1)S%?/0>.

Teorema 3.1

Sendo X; varidveis aleatérias normais independentes, N (u, o), a varidvel aleatoéria
(n —1)5?/0? tem distribuigao x* com (n — 1) g.l.

Dem:
Consideremos

S =Y (X=X + (X ) =
=Y (X=X Y X -2 (X -X)(X —p) =

= (X = TR (X o

dado que a ultima parcela ¢é nula.
Portanto podemos escrever
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() = () 59

O primeiro membro da igualdade (3.6) tem, como se sabe, distribuicao an), visto
ser a soma dos quadrados de n v.a. independentes normais reduzidas (ver generalizagao
do teorema 2.20, pag. 105) e o segundo termo do segundo membro tem distribuigao X%1)-

O resultado que se pretende provar resulta de dois teoremas fundamentais que
iremos enunciar sem demonstracao.

Teorema 3.2
Se X; (i =1,---,n) sdo n varidveis aleatérias normais independentes, as varidveis
S? e X sao independentes.

Teorema 3.3
Se X e Y sao duas variaveis aleatérias independentes tais que X +Y N X%n) e
XN X%m) com n; < n, entao Y N x?

(n—m1)"
Como consequéncia destes dois teoremas e da igualdade (3.6) temos entao

(n —1)82

o2 N X?’n—l)’ (37)

Exemplo 3.1

Um fabricante de baterias de automoveis garante que as suas baterias tém uma
duragao média de 3 anos com um desvio padrao de 1 ano. Se 5 dessas baterias tiverem
durado

1.9 24 3.0 3.5 e 4.2 anos

continuard o fabricante convencido que as suas baterias tém um desvio padrao de 1 ano?
(Nota: admita-se que a duragao das baterias se pode considerar uma v.a. normal).

Resolugao:

Consideremos entao X NN (3,1), a v.a. que designa a duragao de vida das
referidas baterias, sendo o nosso objectivo estudar o seu desvio padrao.

Para isso considere-se a variavel

(n —1)5?/5?

que como sabemos tem distribuicao x7, ;) = X{y-
Vejamos qual o valor desta variavel no caso da amostra observada:
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Portanto

(n—1)s?

2 _ _
Xcalculado — o2 =3.26

2 ot F 2 2

Ora sabemos que 95% dos valores de um y? estao entre x§ 975 € X¢.025, QU€ 110 NOSSO
caso $a0 Y& g7s = 0.484 e X295 = 11.143. Como conclusao, podemos dizer que o valor
da estatistica calculado considerando o? = 1 é um valor plausivel, nao tendo portanto o
fabricante razoes para suspeitar que o desvio padrao nao seja de 1 ano.

Acabamos de estudar as distribuicoes de amostragem da média e da variancia,
porém a distribuigdo da média (3.4) ou mesmo a distribui¢ao aproximada (3.5) nao tém
interesse quando a variancia é desconhecida.

No caso de dispormos de amostras de dimensao grande, podemos substituir
em (3.5) o2 pela variancia observada na amostra, s?, tendo-se entao a v.a.

X —p
—_—~
s/+/n
Porém, se n é pequeno, os valores de s? estdo sujeitos a grandes flutuacoes
de amostra para amostra e a aproximacao (3.8) j4 nao é valida. Para dar resposta a
esta situacao, tem-se uma distribuigao diferente da distribuicao normal - a distribuicao
t — Student'. Vejamos em primeiro lugar a definicao da distribuicao ¢ — Student.

N(0,1) (3.8)

Definicao 3.3

Sejam ZNN(0,1) e Y N X%n), variaveis aleatorias independentes. A v.a. assim
definida P

X = et (3.9)

diz-se ter distribui¢ao t — Student com parametro n, ou com n graus de liberdade e
representa-se por X M &,).

Propriedades da distribuicao t — Student

1. Trata-se de uma distribuicao simétrica, unimodal.

2. A distribuicao t é semelhante a distribuigao normal reduzida (ver figura seguinte)

LA distribuicdo ¢ de Student, foi introduzida em 1908 por William Gosset, que trabalhava entdo para
uma fabrica de cervejas. Como esta nao queria que os seus concorrentes soubessem do uso que os seus
técnicos faziam de métodos estatisticos, Gosset teve de publicar o seu trabalho sob o pseudénimo de
“Student”.
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Graficos da fungdo densidade de uma v.a. com distribuigdo N(0,1) (a verde), t(4)(a vermelho) e t(;()(a azul).

Parametros da distribuicao ¢

EX]=0 (n>1) Var[X]= % (n>2). (3.10)

Existem também tabelas para esta distribuicao. As utilizadas no nosso curso de
Estatistica dao-nos para cada par de valores n e o 0 ponto f,(,) tal que, sendo X M,
P[X > ta(n)] = Q.

Atendendo ao facto de se tratar de uma distribuicao simétrica, é facil verificar a
seguinte relagao:

10 = —ta. (3.11)

Consideremos agora novamente o estudo da distribuigao da variavel X, quando a
amostra aleatoria provém de uma populagao normal com variancia desconhecida. Tem-se
o seguinte teorema:

Teorema 3.4

Se X1, ..., X,, € uma amostra aleatéria retirada de uma populacao normal de valor

médio y e variancia o2, a v.a.

— N t(n—l) (3.12)

Dem: Nas condigoes do teorema sabemos que

X —u (n—1)5° 2
NN(0,1 e ———— N X1
O'/\/ﬁ ( ) o2 X(n 1)

Além disso, como no caso de varidveis aleatérias normais X e S? sao independentes tem-se,
aplicando a definigao (3.3)

Introdugdo & Estatistica e & Probabilidade - ISA(2014) - Manuela Neves 116



(X —p)/(o/yn) _X—p
V(n—1)S2/0%(n — 1) ~S/Vn

ﬁt(n 1)

Distribuicao da diferenca entre duas médias amostrais

Consideremos duas amostras aleatorias X1, Xig, ..., X1, € Xo1, Xoo, ..., Xop, €x-
trafdas independentemente de duas populagoes normais X7 NN (u1, 01) e Xo NN (pug, 02).
As médias,
_ X — X
Xl Z 17 e X2 Z 21
s T

sao também normais independentes. Entao aplicando o Exercicio 2.15, pag. 97, que
generaliza o teorema da estabilidade da soma de normais, temos

— o, o
X1 - X2 ﬂ./\f H1 — a2, — + n— (313)
2

Se as populagoes sao nao normais, a distribuicao de amostragem de X; — X, é
aproximadamente normal, desde que as dimensoes das amostras n; e ns, sejam ambas
grandes.

A distribuigao de amostragem (3.13) s6 tem aplicagdo quando as variancias o?
e 03 de cada uma das populagoes sao conhecidas. No caso de n; e my grandes pode
substituir-se 0% por s7 e 02 por s3 sendo a aproximagao & normal ainda bastante razoével.
Porém, se as dimensoes sao pequenas, a aproximacao ja nao é valida. No caso
de as variancias das populac¢oes embora desconhecidas poderem ser supostas iguais (mais
tarde veremos como se poderd verificar esta condigao), é possivel usar um procedimento

que vai também conduzir a distribuicao t — Student.

Teorema 3.5

Se Xi1, X12, ..o, Xin, € Xo1, Xog, ..., Xop, sao amostras aleatdrias extraidas inde-
pendentemente de duas populagoes normais X1 NN (i1, 01) e Xo NN (g, 02), respectiva-

mente, com variancias iguais, o0 = 03, entao

(Xi = X5) — (1 — p2)
3 3 m t(n1+n2—2)
\/(n1—1)51+(n2—1)S2 (L N L)

ni+ng—2 ni n9

Dem:
Seja 02 a variancia comum as duas populacoes normais, entao
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(i -Xa) = (=) |

o2(- + )

N(0,1) (3.14)

Sabemos ainda que as varidveis aleatorias

(n1 —1)S}

o2

2 (n2 — 1S} 2
OV X(ny—1) e 2 M X(ng-1)
sao independentes pois as amostras sao seleccionadas independentemente de cada popu-
lacao. Pela estabilidade da soma da distribuicao y? tem-se

(n1 —1)S7 + (ny — 1)53
0-2

2
N X(n1+n2—2)

Sendo assim, e utilizando de novo a definigao (3.3), a varidvel aleatéria definida
como

(X1 — Xo) — (11— p2)

\/(m )+ (e —1)S2

o2 (ny +ng — 2)
(X1 — X5) — (11 — )
(n1=1)SF+(n2—1)S3 / 1 1
\/ 1 2 (n_l + n_2>

ni+ngs—2

m t(n1+n2—2)

E costume designar por

(n1 — 1)512 -+ (HQ — 1)522

a que se chama variancia “ponderada”.
ny + Ng — 2

52 =

No caso de as variancias das populacoes nao poderem ser consideradas iguais
varios métodos tém sido sugeridos; referiremos aqui o procedimento devido a Welsh-
Satterthwaite que estabelece que a variavel aleatoéria

(X1 — Xa) — (1 — po)
st | S3
w T

(3.15)

tem aproximadamente distribuicao ¢t em que o nimero de graus de liberdade v, tem de
ser estimado directamente a partir dos dados:

_ (s1/n1+ s3/n)?
7= Gy G

ny—1 na—1

(3.16)
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Como o valor obtido para v pela expressao anterior nao é necessariamente um
inteiro, deve arredondar-se para o inteiro imediatamente inferior.

Distribuicao do quociente de variancias amostrais

A estatistica S?/S%, em que S? e S% sdo as variancias amostrais de duas popula-
¢oes, tem um grande interesse em questoes de inferéncia sobre a razao entre as variancias
das duas populagoes.

A distribuicao de uma varidvel aleatoria funcao do quociente entre duas variancias
amostrais, em populagoes normais com base em amostras independentes, foi estudada
por Fisher e Snedecor. Vamos aqui apresentar a definicao e algumas propriedades da
distribuicao F' — Snedecor.

Definicao 3.4

Sejam UN X%m) eVnN X%n) variaveis aleatorias independentes. A v.a. assim definida

_U/m

X = Vi (3.17)

tem distribuicao F' com (m, n) graus de liberdade e costuma representar-se por X N Fy, n),

Esta distribuicao ¢, juntamente com as distribuicoes normal, qui-quadrado e t,
uma das mais importantes distribuicoes em estatistica aplicada. Estas distribuicoes consti-
tuem um conjunto de instrumentos indispensaveis na resolugao de problemas de inferéncia
estatistica.

A distribuicao F' encontra a sua grande aplicacdo em problemas de andlise de
variancia (ANOVA), um dos métodos mais importantes da andlise estatistica.

Na figura seguinte pode ver-se algumas formas da fun¢ao densidade para alguns
valores dos parametros.

Gréficos da fungéo densidade de uma v.a. com distribuicdo F(5 50) (a preto), F(5 5)(a vermelho) e F(3 10)(a verde).

Exercicio 3.1

Seja X Ntgy . Prove que X2 N Fy ).
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Teorema 3.6
Se
XN F(mm) =Y = 1/X N F(mm)-

Dem: A demonstragao é imediata tendo em conta a defini¢ao (3.4) de uma variavel
aleatéria com distribuicao F'.

Consequéncia: Sendo fy(m,,n) 0 valor de uma distribuicao F' tal que
P[X > fammn)] = o, tem-se

1

fl—a(m,n) = (318)

fo(n.m)
Dem:
Se X N Flynpny temos fi_q(m,n) como o ponto tal que

P(X > fl—oc(mm)) =1—-—a<= P(l/X < 1/f1_a(m7n)) =1l—a<=
< P(Y > 1/ fi—atmn)) = @ com Y =1/X N0 Flom)-

Portanto
1/fa(m,n) = fl—a(n,m)-

Vejamos agora a utilizacao desta distribuicao na Inferéncia Estatistica

Teorema 3.7

Suponhamos que temos amostras aleatérias independentes, de tamanhos n; e ns
seleccionadas de duas populagoes normais com variancias o? e o3, respectivamente. Entao
a v.a.

2 /2

Si/o7

2/ 72

S3/03

Dem: Como se trata de amostras aleatorias seleccionadas de populacoes normais,
sabemos que

N F(nl—l,nz—l)- (319)

(n1 - 1)512 2 (n2 - 1)522 2
2 O X{(n1-1) e 2 MV X{na—1)
1 2

e como sao varidveis independentes, tem-se atendendo a definigao (3.4) da distribuicao F,

(n1 —1)S}/(ny =)o  S7/o3
(ny —1)S3/(ny — 1)o5 ~ S2%/02

N F(ﬂl—l,n2—1)'
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Teoria da Estimacao

Consideremos uma populacao da qual é conhecida a forma da fungao de distri-
buicao, mas tendo parametros desconhecidos, cujo valor pretendemos estimar. Tal como
ja foi referido atras, o problema da estimacao divide-se em duas grandes areas:

e estimacao pontual;

e estimacao por intervalos.

Estimacao pontual

Seja X uma populagao cuja distribuicao iremos supor conhecida, ou pelo menos
admitida, mas dependendo de um parametro 6 desconhecido. Entre outras hipdteses, 6
pode ser, um valor médio, uma proporg¢ao, uma variancia, etc.

Pretendemos entao estimar 6 a partir da informacao dada por uma amostra
aleatéria, (X1, Xo, ..., X,,), extraida da referida populagao.

Definicao 3.5

Uma estatistica definida sobre a amostra, que sirva para estimar o valor do
parametro 6, diz-se que é um estimador de 0 e costuma representar-se por . Um
estimador ¢é portanto uma v.a. com uma dada distribuicao.

Definicao 3.6

Chama-se estimativa ou estimativa pontual de 6 e é costume representar-se
por 0, o valor numérico de © para uma amostra concreta.

Exemplo 3.2

Se para uma dada populacao X pretendemos estimar

0 =u=EX)
podemos usar como estimador
x-1yx
- n P (3]

sendo a estimativa obtida a partir de uma amostra concreta (x1, ..., z,,),
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Nesta disciplina iremos apresentar os estimadores dos parametros mais comuns e
fazer inferéncia sobre esses parametros. Na tabela seguinte encontram-se esses parametros,
os estimadores que iremos considerar e estimativas associadas.

Parametro a estimar Estimador Estimativa
[t X = 2= 7= Zian
o? S2 — 21”:113%11—7)2 §2 — Zf:;(fwzl—ff
P p=x p=2
H1 — H2 X, — X, T — Ty
oi/o3 5252 §2/s2
P1— P2 PP P1— D2

com ®) X - v.a. que conta o nimero de sucessos em n provas de Bernoulli e **)z - nimero observado
de sucessos na amostra de dimensao n (concretizacao daquelas provas de Bernoulli).

Para um dado parametro desconhecido é possivel propor mais de um estimador,
sendo assim, uma vez definido um estimador pontual, poe-se uma pergunta natural: “Quao

bom é o estimador obtido?”.
Obviamente, pretendemos que o estimador forneca estimativas que se espere es-

tarem muito proximas do valor de 6.
E necessario entao dispor de critérios ou propriedades que permitam escolher um
estimador como o “melhor” de entre outros possiveis estimadores do parametro.

Propriedades de um estimador

e Estimador centrado.

Definicao 3.7

O estimador © do parametro #, diz-se centrado ou nao enviesado se e so se

E(©) =0.
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Exemplo 3.3

Seja (X1, ..., X;,) uma amostra aleatéria de dimensdo n extraida de uma populagao
com média p. A média amostral X é um estimador centrado para p.
De facto

B(X) = %E(Xl bt X) = %w) -

Exemplo 3.4

A variancia amostral S? definida em (3.3), baseada numa amostra aleatéria de
dimensao n, retirada de uma populacao com valor médio p e variancia o2 é um estimador
centrado de 2.

Pretendemos entao provar que F(S?) = ¢2. Ora

(X — 7)2} _ g {Z[(Xi - - (X - u)q

n—1 n—1

E(S*)=E {

P {Z(Xi — )2 = 2(X — ) DXy — p) + (X — M)2]

n—1

n—1 n—1 n—1

P {E(Xi — p)? —n(y—u)z] g {E(Xi —#)2} o {H(Y—M)Q}

Como X; sao elementos da amostra aleatéria, sao independentes e

E(X)=p e Var(X,) =E[X, - p)? =a?

entao,

E PX@- —W} S E(X - w? o

n—1 n—1 “n-1
B n(X — p)? _n B(X - p)? = n 0_2: o?
n—1 n—1 n—1n n—1
pois E(X — pu)? = Var(X) = o?/n
Tem-se entao
E(S2) n 2 o’ 2
— o° — =0
n—1 n—1

logo S? é um estimador centrado de o2
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E importante perceber o que significa centrado: dizer que O é um estimador
centrado de 0, significa que, fazendo k repetigoes de uma experiéncia os valores das esti-
mativas resultantes 61, 0s, ..., 0, variarao em torno de # e a média daquelas k estimativas
estd razoavelmente proxima de 6. E igualmente importante, compreender o que o termo
centrado nao implica. De facto o termo centrado nao implica que uma estimativa esteja
muito préxima do verdadeiro valor do parametro a estimar.

Porém, regra geral apenas uma amostra é obtida quando se estuda uma dada
populacao, porque de facto os estudos estatisticos nao se repetem muitas vezes, por forma
a que das estimativas obtidas se possa calcular a média. Para ter alguma garantia de
que a estimativa obtida estda préxima do verdadeiro valor do parametro #, o ideal serd
o estimador usado ser, nao s6 centrado, como ter também variancia pequena. Deste
modo, mesmo que os valores estimados flutuem em torno de 6, a variabilidade é pequena.
Aparece aqui um novo conceito, o conceito de eficiéncia de um estimador.

e Lstimador eficiente.

Uma maneira de definir a eficiéncia de um estimador é pelo valor de E[(© —6)?]. A
esta quantidade chama-se erro quadratico médio e o ideal é que seja minimo.

Se © ¢ um estimador centrado, E[(© — 0)?] = var(©).

Definicao 3.8

Um estimador © diz-se eficiente se é centrado e tem variancia menor ou igual a
variancia de qualquer outro estimador do mesmo parametro.

Observe-se que s6 ©1 e O4 sao centrados, mas o estimador ©; tem menor variancia
do que ©, portanto é mais eficiente.

Existem outras propriedades que um estimador deve possuir, mas que nao abor-
daremos neste curso (consultar Murteira — 2%volume, Tiago de Oliveira — 2%volume ou
ainda Mood, Graybill e Boes).

Referimos até aqui alguns estimadores, algumas propriedades que eles deverao
possuir, porém nunca falamos em métodos de estimacao, i.e., procedimentos para obter
estimadores de parametros. Nao nos é possivel estudar tais métodos no decorrer deste
curso, ficando porém aqui a referéncia aos mais importantes, que se encontram expostos
na bibliografia indicada:

e método dos momentos;
e método da maxima verosimilhanca;

e método dos minimos quadrados.
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Estimacao por intervalos

Até aqui consideramos o problema da estimagao pontual e fizemos referéncia
a métodos de determinar estimadores pontuais de parametros desconhecidos.

Porém, a indicagao de um tnico valor como estimativa de um parametro nao
nos da nenhuma informacao sobre a precisao de tal valor. Por isso em muitas situacoes,
interessa-nos dar uma medida de erro, €, para indicar que o verdadeiro valor do parametro
estd muito provavelmente entre 0 —e e 6+ €.

Definicao 3.9

Um intervalo de estimacao de um parametro # é um intervalo da forma
0, < 0 < 03, onde 0, e 65 sao dois valores assumidos pelo estimador ©, face a uma
amostra concreta.

A medida da confianca com que aquele intervalo conterd o verdadeiro valor do
parametro ¢ feita em termos de probabilidades. Para isso é necessério conhecer, pelo
menos aproximadamente, a distribuicao de amostragem de ©. Assim, fixada uma proba-
bilidade que regra geral é elevada, interessa-nos determinar o intervalo aleatério que com
a referida probabilidade contém o parametro que se pretende estimar.

X A construgao do intervalo baseia-se na determinagao de duas varidveis aleatorias,
O, e Oy tais que fixado um valor o, com 0 < a < 1,

P((§1<9<(§2):1—a

A 1 — a chama-se coeficiente de confianca e a a chama-se nivel de signi-
ficancia.

Definicao 3.10

O intervalo él <0< 0}, calculado para uma amostra concreta chama-se inter-
valo de confianga a (1 — «) x 100% .

Note-se que o intervalo ]él, é2[ ¢ um intervalo aleatério e o que vamos determinar
Sa0 él e 9}, realizacoes de él e (§2, respectivamente.

Quando temos P(él <0< 62) = 0.95, significa que temos uma confianca de
95% de que o nosso intervalo contenha o verdadeiro valor do parametro, ou ainda, significa
que esperamos que em cerca de 95% dos intervalos ]91, 92[, obtidos a partir de amostras
extraidas da populagao, o valor 6 esteja 14 incluido e nos restantes 5%, nao esteja.

Diferentes amostras, conduzem a diferentes valores de 6, produzindo portanto
diferentes intervalos de confianca para o parametro 6.

Quanto maior for o intervalo, maior é o grau de confianca que temos de que ele
contenha o verdadeiro valor do parametro desconhecido, mas nao hé interesse em ter um
intervalo muito largo. O ideal seria um intervalo curto com probabilidade elevada.
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Como ja dissémos, para construir um intervalo de confianga para um parametro 6,
é necessario encontrar um variavel aleatoria cuja expressao contenha # e cuja distribuicao
seja conhecida, pelo menos aproximadamente.

Iremos considerar intervalos de confianga para o valor médio, variancia, diferenca
de valores médios, quociente de variancias e para proporcoes.

Intervalos de confianga para o valor médio
a) Caso de uma populagao normal com o conhecido

Seja (X7, ..., X,;) uma amostra aleatéria retirada de uma populagao X, com dis-
tribuicao normal com valor médio j e variancia o2 conhecida. Vimos ja que um estimador
para a média da populacdo 1, é dado pela estatistica X, que no nosso caso tem distribuicao
normal com valor médio x e variancia o2 /n.

Sendo assim tem-se

X —u

o

7 —

VRN N(0,1) (3.20)

Eava Z , em cuja expressao intervém g como unico parametro desconhecido,
que vai ser utilizada para a determinacao do intervalo de confianga para p.

Fixado o nivel de significancia « e designando por z,/; o valor da v.a. Z tal que
P(Z > z42) = /2, tem-se

X _
P24 < Z < 2ap2) =1 =& P(—24/2 < 'u\/ﬁ<2a/2) =l-a
o

donde, apds pequenos calculos

< K2 714

P(X — 249 NG 7

Para uma amostra concreta (z1,...,x,), seja T o valor da estatistica X, tem-se
entao

<p <X+ zap2

o intervalo a (1 —«a) x 100% de confianga para y numa populagao normal
com o conhecido é

o

T — Za/2 <u<i—|—za/2% (3.21)

n
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b) Caso de uma populagao normal com ¢ desconhecido

Na verdade, na maioria dos casos nao conhecemos a variancia da populagao da
qual pretendemos estimar a média. Se a amostra é grande, pode substituir-se o por s
em (3.21) e obter assim um intervalo de confianga para p. Tal procedimento resulta da
distribuicao de amostragem (3.8).

Porém, se a amostra de que dispomos é pequena, a distribuicao de
(X — w)/(S/\/n), a varidvel que resulta de substituir ¢ por um seu estimador, ja nio
¢ normal. Porém, vimos que se a distribuicao da populacao é normal, a v.a. T =
(X — u)/(S/4/n) tem distribuicao t-Student com (n — 1) g.l.

A construcao dos intervalos de confianga segue aqui um procedimento analogo ao
considerado em a).

Sendo /5 0 valor da v.a. T' tal que P(T > t,2) = a/2, tem-se

P(=top <T <typ)=1-a&

& P( <tlop)=l-a&

tass < X—p
S P(X —tap S/Vn<p<X+tas S/Vn)=1-a
Portanto,

o intervalo de confianga para y© a (1 —a) x 100%, no caso de ¢* desco-
nhecido e a populacao ser normal é

T —taja(n-1) g < B < T+ taj2(n-1) 5 (3.22)

Exemplo 3.5

Uma amostra de 10 medidas do diametro de uma esfera apresenta uma média
T = 4.38 e um desvio padrao s = 0.06. Determine um intervalo de confianca a 99% para
o valor do diametro médio da esfera, supondo admissivel que as medidas dos diametros
seguem uma lei aproximadamente normal.

Resolugao:

Como n = 10 é pequeno e nao conhecemos o valor do desvio padrao da populacao
das medidas dos diametros, o intervalo de confianca para o verdadeiro valor do diametro
¢ dado por (3.22), portanto como a = 0.01, tem-se tn/29) = fo.00509) = 3.25, donde o
intervalo de confianca pedido é

]4.38 — 3.25(0.06/+/10), 4.38 + 3.25(0.06/v/10)[=]4.318, 4.442].
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c) Caso de uma populagao nao normal

Se a amostra de que dispomos tiver dimensao elevada, o Teorema Limite Central
permite-nos resolver a questao da determinacao dos intervalos de confianca.

De facto, se n grande, tem-se pelo Teorema Limite Central que, qualquer que seja
a forma da distribuicao da qual se retirou a amostra aleatéria

X—p

o

Vi~ N(0,1)

entao analogamente ao que foi feito na alinea anterior

o intervalo a (1—«)x100% de confianga para ¢ numa populagao qualquer
com o conhecido, desde que a dimensao da amostra, n, seja grande, é dado
por (3.21).

Se ¢ nao ¢é conhecido, mas a dimensao da amostra é grande pode ainda substituir-
se na expressao do intervalo de confianca (3.21), o por s (desvio padrao da amostra).
Sendo assim temos

o intervalo a (1—«)x100% de confianga para ¢ numa populagao qualquer
com o desconhecido e com n grande, é

s

T — Za/2 <u<§—|—za/2% (3.23)

Exemplo 3.6

A média e o desvio padrao da classificacao média de uma amostra aleatéria de
100 alunos de uma dada escola sao 2.6 e 0.3, respectivamente. Determine um intervalo
de confianca a 95% para a classificacao média de todos os alunos daquela escola.

Resolugao:

Como n = 100 é grande, nao se exige o conhecimento da distribuicao subjacente
as classificagoes; o desvio padrao também nao é conhecido mas podemos usar s, vindo
entdo o intervalo de confianca dado por (3.23) com T = 2.6 e s = 0.3.

Para a = 0.05, tem-se z,/2 = 20.025 = 1.96; o intervalo de confianca a 95% para a
classificacao média é entao

26— 1.96 0 < < 2.6+ 1.96

V100 V100

2.54 < p < 2.66.
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Um outro problema que se levanta frequentemente é o de saber que dimensao
devera ter a amostra para assegurar que o erro cometido ao estimar p por T seja inferior
a uma quantidade especificada e.

Ora, considerando o intervalo de confianca para p

T — 2020 /N < 0 < T+ 2420 /\/10

se usarmos T como uma estimativa de p, podemos estar (1 — ) x 100% confiantes que o
erro cometido serd menor que z,/20/+/n.

Sendo assim, para termos uma estimativa de p com erro inferior a € devemos
escolher n tal que z,/20/v/n <€, ie.,

2
n> (Z“” U) (3.24)
€

Porém esta igualdade sé6 se pode aplicar se conhecermos a variancia da populacao
da qual se vai seleccionar a amostra. Mas, o que acontece na realidade é que na grande
maioria dos casos nao se conhece; entao o que se devera fazer é tomar uma amostra
preliminar de n > 30, usa-la para obter uma estimativa s de o e entao entrar com este
valor na férmula (3.24).

Intervalos de confianca para a diferenca entre duas médias populacio-
nais

a) Caso de populagoes normais com variancias conhecidas

Suponhamos duas populagoes normais X1 NN (1, 01) e Xo NN (12, 02).

Um estimador para a diferenca das médias p; — po é dado por X; — X,. Entdo,
para ter uma estimativa pontual para p; — po seleccionamos duas amostras aleatérias
independentes uma de cada populacao com dimensoes n; e no, respectivamente. Como

vimos ja,

- o2 o2
X1 —Xo NN |1 — poy | =+ =2
nq N9

Sendo assim, analogamente ao que fizemos atras, fixado o nivel de significancia
a?

o intervalo de confianga a (1—a)x100% para p; — 12 no caso de populagoes
normais com variancias conhecidas das quais foram extraidas amostras inde-
pendentes é

(T1 — T2) — Zaj2\| 2+ 2 < py — pp < (1 — B3) + Zap2\/ 22+ 2| (325)
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b) Caso de populagdes normais, variancias desconhecidas

O que acabamos de dizer sobre a diferenca de duas médias sé é aplicavel no caso
de 0% e 02 conhecidos ou estimados, no caso de grandes amostras. De facto se o} e 03 sdo
desconhecidas e n, e ny grandes, podemos substituir em (3.25) o2 por s? e 02 por s2, sem

) i 1€03 25
haver alteracao significativa na precisao do intervalo de confianca.

Se no entanto as amostras sao pequenas, podemos contruir intervalos de confianga
para a diferenca dos valores médios se forem verificadas as seguintes hipdteses:

1. ambas as distribui¢oes normais;

2. as variancias das populagoes, embora desconhecidas possam ser supostas iguais (ve-
remos mais adiante um procedimento que permite estudar a admissibilidade desta
hipdtese).

Como ficou dito atras, teorema 3.5, se as variancias embora desconhecidas, pu-

derem ser supostas iguais, seja 07 = 05 = 02, a v.a.

(X1 — Xo) — (i1 — )

N t(ny+na—2) (3.26)
Sor/ G +35)
com
g2 _ (m =15+ (2 —1)53
. .

n1+n2—2

A construgao de um intervalo de confianga para i, — o segue os procedimentos
ja atras referidos: dado o nivel de significancia «, tem-se

P(=top <T <typ)=1-a &

(X1 — X5) — (p1 — pi2)

Y e

donde, apds pequenos calculos se tem

S P —tap < <tlap| =1—-a

o intervalo de confianga a (1 — «) x 100% para u; — p2 no caso de amos-

tras de pequena dimensao retiradas de populagoes normais com variancias

desconhecidas mas supostas iguais, 0? = 05 = 0> é

(T1 — T2) — taye Sp\/rs + o <1 — p2 < (T1 — Ta) + taj2 spy/ o + =
(3.27)
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Exemplo 3.7

Num processo quimico pretende comparar-se o efeito de dois catalizadores sobre
o produto obtido.

Utilizaram-se 12 quantidades iguais de produto nas quais se usou o catalizador 1
e 10 outras quantidades nas quais se usou o catalizador 2. Quando foi usado o catalizador
1, obteve-se uma média de 85 com desvio padrao 4, enquanto para o catalizador 2 se
obteve média 81 com desvio padrao 5.

Determinar um intervalo de confianca a 90% para a diferenca entre o efeito médio
dos dois catalizadores, supondo que as populagoes sao aproximadamente normais.

Resolugao:
Para ja admitamos poder aceitar-se a igualdade das variancias (mais tarde tere-
mos oportunidade de verificar se esta hip6tese é admissivel).
Como as amostras tém dimensao pequena e é suposto terem sido retiradas de
populagoes aproximadamente normais, o intervalo de confianca é dado por (3.27), com
o (i —1)s? +(n2 —1)s3

2
Sp ny + no — 2

Como ta/2(20) = to.05(20) = 1.725, o intervalo de confianca a 90% para p; — po é
entao

4 — (1.725)(4.478)y/1/12 + 1/10 < piy — pip < 4 + (1.725)(4.478)/1/12 + 1/10

ou seja,

0.69 < 1 — po < 7.31.

As hipdteses da normalidade das populacoes e da igualdade das variancias sao
bastante restritivas e muitas vezes nao sao verificadas nas aplicagoes. Porém, vérios
autores mostraram que o grau de confianga nos intervalos nao é seriamente afectado
para pequenos afastamentos da normalidade. No caso de as popula¢oes serem normais,
a hipétese da igualdade das variancias pode ser nao verificada continuando a ter-se bons
resultados, desde que estejam a ser consideradas amostras do mesmo tamanho. Portanto,
ao planear-se uma experiéncia, é de fazer um esforgo para obter amostras com a mesma
dimensao.

Se no entanto as amostras tiverem dimensoes diferentes e nao for admissiivel supor
as variancias iguais é ainda possivel contruir intervalos de confianga aproximados para a
diferenca das médias das duas populacoes considerando uma estatistica 7" aproximada,
em que o numero de graus de liberdade tem de ser estimado a partir dos dados. Esta
variavel foi ja estudada atras, (3.15), vindo-nos portanto

o intervalo de confianga a (1 — «) x 100% para u; — p2 no caso de amos-
tras de pequena dimensao retiradas de populagoes normais com variancias
diferentes

Introdugao & Estatistica e & Probabilidade - ISA(2014) - Manuela Neves

131



52 52 N [ 52 52
Ty — T2 —laj2 \/ ;T2 <1 — p2 < Ty — T2 +taye /5 + 22 (3.28)

onde t,/2 € o valor de uma varidvel aleatoria T, com distribuicdo ¢ com ~ g.l., definido
em (3.16).

c) Caso de populagoes quaisquer e amostras de dimensao grande

Quando as populacgoes X; e X, nao sao normais mas as dimensoes das amostras
retiradas independentemente de cada uma delas sdo grandes, (como regra pratica n; e ns
ambos maiores que 30) o intervalo de confianga (3.25) dd uma aproximagao bastante boa
quando as variancias de cada uma das variaveis 0% e 03 sdo conhecidas.

Se 0% e o3 sdo desconhecidas e n; e ny grandes, podemos substituir em (3.25) o}

por s? e 02 por s3, sendo razoavel a precisao do intervalo de confianga.

Exemplo 3.8

Foi feito um teste a 50 raparigas e 75 rapazes. As raparigas tiveram uma pon-
tuagao média de 76 com desvio padrao 6 e os rapazes tiveram uma pontuacao média de
82 com desvio padrao 8.

Construindo um intervalo de confianca a 95% para a diferenca da pontuacao
média entre os rapazes e as raparigas, interprete o resultado obtido.

Resolugao:

Designando por X; a populagao dos rapazes e X, a populacao das raparigas,
temos nq; = 75 e ny = 50. Como as amostras tém dimensoes grandes nao é necessario
exigir a normalidade das populagoes a estudar, assim como o conhecimento das variancias
de cada uma delas.

Dado que Ty = 82, T3 = 76, s; = 8 e sy = 6, o intervalo de confianca a 95% para
a diferenca da pontuagao média entre os rapazes e as raparigas é

(82 — 76) — 1.96 1/64/75 + 36/50 < 1y — py < (82 — 76) 4 1.96 \/64/75 + 36/50
donde o intervalo de confianca a 95% é

3.54 < 1 — po < 8.46.

Dado que o intervalo de confianga contém apenas valores positivos para p; — ps,
podemos dizer que, com uma confianca de 95%, as pontuacoes médias obtidas pelos
rapazes sao superiores as obtidas pelas raparigas.
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e) Caso de amostras emparelhadas

Até aqui considerdamos intervalos de confianca para a diferenca das médias de
duas populagoes, quando as amostras obtidas de cada uma dessas populagoes eram inde-
pendentes.

Porém, em muitas situacgoes tal nao acontece. E o caso de observagoes de uma
dada experiéncia ocorrendo aos pares, sendo o 1%lemento do par de uma amostra e o
2%lemento da outra. Por exemplo, ao ser feito um teste sobre uma nova dieta em n
individuos, os pesos registados antes e apds o tempo de teste constituem as observagoes
de cada uma das nossas amostras. Como se vé, as observagoes em cada uma das amostras
estao relacionadas (emparelhadas) pelo individuo.

Uma outra situacao é a de haver factores estranhos ao fenémeno em estudo, que
causam diferencas significativas nas médias. E o caso de se pretender fazer um ensaio
de dois adubos na producao de trigo. Se para isso escolhermos varios talhoes aplicando
numa parte deles um dos adubos e na outra parte o outro adubo, pode acontecer que
ao compararmos as producoes médias, as diferencas verificadas se devam nao aos adubos
mas a condicoes diferentes de solo e clima a que os talhoes estejam sujeitos.

A influéncia de factores estranhos pode reduzir-se considerando aquilo a que cha-
mamos observagoes emparelhadas. De facto, ao compararmos dois tratamentos (o termo
tratamentos usa-se regra geral para designar coisas que se pretendem comparar), é de-
sejavel que as unidades experimentais (sdo os elementos bésicos a que sao aplicados os
tratamentos) sejam o mais homogéneas possivel, por forma que, as diferencas que se ve-
rifique existirem entre os dois grupos em estudo possam ser atribuidas a diferencas nos
tratamentos. Se existirem certos factores variando nas unidades experimentais e que pos-
sam influenciar a resposta , tais factores podem obscurecer as diferencas reais devidas ao
efeito dos tratamentos. O requerimento da homogeneidade entre as duas amostras, que
poderia resolver este problema, pode impor restricoes grandes ao nimero de elementos a
incluir nas amostras.

Por exemplo, para comparar dois analgésicos pode ser impraticavel obter um
numero razoavel de doentes que tenham as mesmas caracteristicas: idade, sexo, condigoes
fisicas gerais e o mesmo grau de severidade de doenca.

Além de ser muitas vezes impraticavel obter amostras com mesmas caracteristicas,
também nao tem interesse o estudo feito com um grupo tao restrito. Um estudo com muito
mais interesse consistird em considerar uma variedade grande de doentes, com idades,
sexos, condicoes gerais diferentes e para aplicar os tratamentos tentar formar pares de
individuos o mais semelhantes possivel em cada par, mas variando de par para par. Em
cada par escolhe-se aleatoriamente um elemento para receber um tratamento ficando o
outro com outro tratamento.

Surge entao um conceito muito importante, é o conceito de bloco que se mostra
fundamental por permitir uma situacao de compromisso entre o requesito da homogenei-
dade e da diversidade das unidades experimentais. O procedimento consiste entao em
formar grupos ou blocos por forma que em cada bloco as referidas unidades sejam ho-
mogéneas e nos diferentes blocos sejam bastante heterogéneas. Temos entao amostras a
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que chamamos amostras emparelhadas.

Depois em cada bloco é atribuido aleatoriamente o tratamento 1 a uma das
unidades, ficando a outra para o tratamento 2. Este processo permite a comparacao
efectiva dentro de cada bloco e a diversidade de condigoes possiveis de existir entre os
blocos.

No caso dos adubos, a experiéncia deve entao ser planeada de modo a formar
talhoes emparelhados, i.e., o mais semelhantes possivel quanto ao tipo de solo, humidade,
exposicao ao sol, etc, e num deles aplicar um adubo e no outro o outro adubo.

O emparelhamento serve portanto para remover fontes de variacao que possam
existir entre as duas populagoes em estudo e que obscurecam o efeito dos tratamentos. A
diferenca nas respostas dos dois grupos sera assim atribuida as diferencas nos tratamentos
€ Nao aos grupos.

Consideremos a amostra emparelhada (X;,Y;) (i = 1,...,n), composta por pares
de observacoes independentes, mas dentro de cada par X; e Y; sao correlacionadas.
Designemos por (D1, Ds, ..., D), a amostra aleatdria das diferencas, i.e.,

Dy =X, - Y, Dy = X5 —Y5; D, =X, =Y,

As variaveis aleatorias D1, Do, ..., D,, sao independentes.

Supondo que Dy, Do, ..., D, sao observagoes de uma populagao normal com valor
médio pup e variancia o3, desconhecida, pelas propriedades do valor médio vé-se que
lx — by = Jp, por conseguinte a inferéncia sobre a diferenca das médias entre as duas
populacoes é o mesmo que fazer inferéncia sobre a média da diferenca.

Naturalmente, como estimador pontual de 0%, temos S% e como estimador pontual

de pup temos D sendo

1< 1 _
D:5;Di e S%:n_lz(Di—D)z.

i=1

Para determinarmos um intervalo de confianga para pp, uma vez fixado um nivel
a, temos de considerar a v.a.

D —pp

—— Nt 3.29
SD/\/E (n—1) ( )

donde

o intervalo de confianca a (1 — a) x 100% para pup, onde as diferengas
D; = X, — Y, sao supostas normais e independentes é

Observacao: Tal como tem vindo a ser referido se n grande nao é necessaria a
hipotese da normalidade para a populacao das diferencas.
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Exemplo 3.9

Numa investigacao médica pretende-se estudar o efeito de determinado medi-
camento na redugao da tensao arterial. Para isso registaram-se as tensoes arteriais de
15 pessoas e posteriormente usaram o referido medicamento durante seis meses, no fim
dos quais as suas tensoes arteriais foram de novo registadas. Que inferéncias é possivel
efectuar a partir dos dados obtidos?

Individuvo | 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 14 15
Antes (z;) |70 80 72 76 76 76 72 78 82 64 T4 92 T4 68 84
Depois (y;) |68 72 62 70 58 66 68 52 64 72 74 60 T4 72 T4
di=z;—y; |2 8 10 6 18 10 4 26 18 -8 0 32 0 -4 10

Resolugao:

Estamos perante observacoes emparelhadas, por pessoa, feitas antes e apos o uso
do medicamento.

Tem-se

_ 1 1 _
= > di=88, s \/14 > (d; — d)? = 10.98.

Supondo que as diferencas sao valores de uma amostra aleatéria extraida de uma
populacao normal, um intervalo de confianca a 95% para a diferenca média, obtido a
partir de (3.30) é

10. 10.
8.8 — 2.145 1098 842145 @[@]2.72, 14.88]

V15 V15
Sendo assim, podemos dizer que, com 95% de confianca, a reducao média esta
entre 2.72 e 14.88 e como o intervalo de confianca inclui apenas valores positivos ha fortes
razoes para acreditar que ha reducao da tensao arterial.

Observacoes:

Na altura de planear uma experiéncia para comparar dois tratamentos, por vezes
teremos de decidir entre fazer amostras emparelhadas ou amostras independentes.
Vejamos algumas consideragoes:

e Ao considerarmos amostras emparelhadas e dispondo de n pares de observagoes,
a variavel a usar na construcao do intervalo de confianca tem distribuicao ¢ com
(n—1) gl; se as amostras fossem consideradas independentes com n ob-
servagoes cada, a variavel a usar teria distribuigao ¢ com (2n — 2) g.l.

Vemos entao que amostras emparelhadas resultam numa perda de graus de liber-
dade, o que acarreta um valor maior para t,/; e consequentemente um intervalo de
confian¢a maior.
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Mas, se nas unidades experimentais existem condi¢oes que possam influenciar a
resposta e que produzam uma grande variabilidade nos dois grupos em estudo, é
pela amostragem emparelhada que devemos optar.

e Sempre que estejamos a trabalhar com unidades experimentais que sejam homogéneas
ou cuja heterogeneidade nao se pode relacionar a factores identificaveis é entao pre-
ferivel fazer amostras independentes.

Intervalo de confianca para a variancia

Dada uma amostra aleatéria (Xi, Xy, ..., X,,), vimos ja que um estimador da
variancia 0 da populagao era S% = 3 (X; — X)?/(n —1). Por outro lado sabemos que se
a amostra for extraida de uma populacao normal de parametros e o,

(n—1)5?

2
oz (1 X

E esta variavel aleatoria que nds vamos utilizar para construir um intervalo de
confianca para o2
. , 2 . . .~ 2
Fixado um nivel «, e sendo x2, /2 O valor de uma v.a. com distribuicao X{n—1) tal

que P(x7, 1y > X2/y) = /2

(n—1)52
P |:X%—a/2 < 2 <X§/2 =l-ae

& P

—1)5? —1)5?
R e o D
Xa/2(n—1) X1—a/2(n—1)

Entao o intervalo de confianga a (1 —a) x 100% para a variancia de uma
populacao normal é

(n=)s* ;2 o _(n=1)s® (3.31)

Xi/Z(n—l) Xf—a/z(n—n

Intervalo de confianca para o quociente entre duas variancias

Suponhamos que temos duas populagoes normais X NN (u1,01) e Y NN (uz,02)
das quais retiramos duas amostras independentes de dimensoes n; e ns, respectivamente.

Pretendemos comparar as variancias das duas populagoes, determinando um in-
2

%1
5

03

tervalo de confianga para
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2 @2
o
2 P71 . e~
> g2 tem distribuicao Fi,,; —1,n,-1)
01 03
Para construir um intervalo de confianca, para um nivel de significancia «, basta
entao ter em conta que

Vimos, teorema 3.7, que a variavel aleatéria

2 Q2
o3 S7
P |:f1—a/2 < ﬂ < fa/2} =l-a%
S? o? S?
&P ! <—1<71}:1—a.
[S% fa/2 U% 522 fl—a/2

Portanto, tendo ainda em conta o resultado (3.18) para a distribuicao F,
2
o intervalo de confianga para Z—é, razao das variancias de duas po-
2
pulacoes normais das quais foram extraidas duas amostras independentes, é

S% < Z—i < S% fa/z;(n%—l,nl—l) (332)
2

2
83 fa/2;(n1—1,n2—1) S3

Mais uma vez é de referir que estamos a supor as populagoes normais. A violacao
desta hipdtese pode levar-nos a conclusoes incorrectas. Porém, tem-se verificado que tal
tal problema ¢ minimizado se as amostras tiverem a mesma dimensao.

Intervalos de confianga para proporcgoes.

Dada uma populagdo X com distribuigao binomial de parametros (n,p), regra
geral p é o parametro desconhecido. Um estimador de p é

X
p== (3.33)

’
n

onde X, designando o ntimero de sucessos em n provas, tem entao distribuigdo B(n,p)
Como sabemos E(X) =np e Var(X) = npq, portanto

. X .
E(P)=F <—) =p P ¢ entao um estimador centrado de p e
n

. X 1
Var(P) =Var (—) = —npq = P
n n n

Se estivermos nas condigoes de ser possivel aproximar a v.a. binomial pela normal,
teorema de De Moivre, sabemos que

X ~ N (np, /npq)
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Portanto

%NN(p,\/%)@Z:\/ﬁ%NN(OJ) (3.34)

Usando esta variavel aleatéria podemos determinar um intervalo de confianga
para a proporcao p, atendendo a que

P(—za/2<Z<za/2):1—oz<:>

X _
7/711 P < Za/2) = 1 — (.
VP4

@P(P—za/g @<p<p+za/2 ZE)zl—a
V n n

Observe-se porém que p é desconhecido, por isso os limites da expressao anterior
nao se conseguem obter. No entanto, como toda esta construgao so6 é valida para n grande,
nos limites da expressao anterior pode substituir-se p por p = x/n. Temos entao

um intervalo de confianga para p a (1 — «) x 100% de confianga para
amostras de dimensao grande é

D — Zasz \/ PR < p < P 24y /2D (3.35)

< P (—Za/g < \/ﬁ

com p = z/n.

Exemplo 3.10

Numa amostra de 400 familias extraida de entre os habitantes de Lisboa, verificou-
se que 140 tinham televisao via satélite. Determine um intervalo a 95% de confianca para
a proporcao de familias possuindo TV satélite.

Resolugao:

Designando por X a v.a. que conta o ntimero de familias possuindo TV satélite
na amostra seleccionada, trata-se de uma varidvel com distribuicao hipergeométrica. Mas
n = 400 é muito pequeno relativamente a dimensao da populagao (todas as familias de
Lisboa) e por isso é possivel fazer uma aproximacao a binomial. Temos entdo a v.a. X
aproximadamente binomial de parametros (n = 400,p). O parametro p, desconhecido,
tem como estimativa p = 140/400 = 0.35.

O intervalo de confianca, para a proporgao pedida, obtido a partir de (3.35) é
entao dado por

(0.35) (0.65)
400

(0.35) (0.65)

0.35 — 1.96
400

<p<0.35+1.96
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ou seja

0.303 < p < 0.397.

O intervalo de confianga (3.29) pode escrever-se sob a forma

A A

. pq
P =Dl < Zaj2 \/
n
permitindo-nos dar uma ideia do erro cometido ao estimar p por p.

Teorema 3.8

Se p é usado como uma estimativa de p, podemos ter (1 —a) x 100% de confianga
que o erro cometido ao usarmos p em vez de p é inferior a z,/2 \/pg/n.

Aplicando este teorema podemos determinar a dimensao da amostra que se deve
tomar por forma que o erro cometido ao estimar p por p seja inferior a um certo valor
especificado €. Assim, basta fazer

PO 2 an
/ 2o /2Pd

Za/2 ]ﬂge@nz a/22 .
n €

Podemos enunciar entao o

Teorema 3.9

Se p é usado como estimativa de p, o erro cometido é inferior a € com (1—a)x100%
de confianga, quando a dimensao da amostra for

Zi /Qﬁq

n> "2 (3.36)

€

Observe-se porém que, na determinacao do tamanho da amostra necessaria para
ter uma estimativa de p com um erro inferior a uma quantidade especificada, usa-se p,
calculado a partir da amostra. Regra geral este problema é resolvido do seguinte modo:

— Se for possivel ter uma estimativa grosseira de p sem necessidade de recolher
uma amostra usa-se essa estimativa na expressao que nos da o valor de n.

— na falta dessa estimativa, extrai-se uma primeira amostra de dimensao n > 30,
estima-se p e depois este valor entra na expressao que permite determinar n.

Note-se ainda que, independentemente do grau de confianca é possivel ter um
limite inferior para n, tendo em conta que

pi=p(l—p)=p—p"=1/4—(p* - p+1/4)=1/4— (p—1/2)* < 1/4
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Sendo assim o méximo valor que pg podem tomar é 1/4. Substituindo na ex-
pressao (3.36) obtemos um valor para a dimensao da amostra que se deve recolher para
termos uma estimativa com um erro inferior a ¢, independentemente do grau de confianca

n> = (3.37)

Intervalo de confianca para a diferenca entre duas proporcgoes

Consideremos duas populacoes binomiais das quais retiramos duas amostras aleatérias
independentes, suficientemente grandes, de dimensdes n; e ny. Defina-se as variaveis
aleatorias

X N B(ni,p1) e Y N B(ng, p2)
Pretendemos determinar um intervalo de confianca para p; — ps. Sejam
plzX/nl (§] pQZY/ng

estimadores de p; e po, respectivamente. Como estamos a considerar n; e ny grandes,
temos

PlNN(pl, b QI) € pzNN(P2> pilq2)~

ni 2

X ~ Como as amostras sao independentes as v.a.s X e Y sao independentes e portanto
P, e P, também independentes , logo

]51_]52NN<p1_p2’ P1q1 +p2 Q2).

ni ng

Procedendo como temos feito até aqui temos

o intervalo de confianga a (1 — «) x 100% para a diferenga p; — p, de
duas populagoes binomiais das quais se retiraram amostras independentes e
de dimensao elevada é

(P1 — D2) — Zay2 \/W < p1—p2 < (P1 — P2) + 2ay2 p;;fl + pA—f,sz
3.3)
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Exemplo 3.11

Pretende-se saber se a proporg¢ao de ulmeiros afectados pela grafiose é idéntica em
duas zonas A e B. Na zona A foi recolhida uma amostra de 150 ulmeiros e verificou-se que
107 estavam afectados e na zona B recolheu-se uma amostra de 100 havendo 63 afectados.
Que conclusoes se pode tirar ao nivel de significancia de 0.05?

Resolugao:

Sejam p; e py as proporcoes de ulmeiros afectados pela grafiose nas zonas A e B
respectivamente. Em face dos resultados obtidos temos como estimativas

107 63
Pr= 150 P2= 700

Um intervalo de confianga para p; — ps, aplicando directamente (3.38) é
(0.71 — 0.63) — 1.96 x 0.06 < p; — p2 < (0.71 — 0.63) + 1.96 x 0.06 <

& —0.04 <p; —p2<0.20

Atendendo a que o intervalo de confianca contém valores positivos e negativos,
podemos dizer com 95% de confianca que nao héa diferenca significativa entre as proporcoes
de ulmeiros afectados em cada uma das zonas.
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Testes de hipdteses

Vamos aqui introduzir uma outra metodologia usada em inferéncia estatistica que
ja referimos atrds, chamada Testes de Hipdteses Estatisticas. Grosseiramente falando
0 objectivo dos testes de hipoteses estatisticas é determinar se certas afirmagoes sobre uma
populagao sao suportadas pelos dados da amostra. Portanto apresenta procedimentos
adequados para por a prova ideias que formulamos sobre factos desconhecidos.

“Uma ideia, mesmo que pareca muito boa, deve ser pelo menos transitoriamente
negada, e sO se a evidéncia factual nos levar a rejeitar essa negacao é que deve ser acolhida
como promissora” ... Pestana e Velosa (2008), Introducdo a Probabilidade e a FEstatistica

Vejamos em primeiro lugar algumas

Nocoes basicas

Definicao 3.11

Uma hipdtese estatistica ¢ uma conjectura sobre:

- um parametro desconhecido da populagao ou

- a forma da distribuicao de uma caracteristica em estudo na populaco

Pode ser entao sobre a forma da distribuicao ou sobre o valor de parametros
desconhecidos da populacao, conhecida ou nao a forma da distribuicao.

Tal conjectura pode ou nao ser verdadeira. A verdade ou falsidade nunca pode
ser confirmada, a menos que observassemos toda a populacao, o que nalguns casos é
impraticdvel (quando a populagdo é muito grande) ou noutros mesmo impossivel (caso
de populagoes infinitas ou mesmo de a caracteristica em estudo levar a destruicao da
populacao — duragao de vida de um elemento, etc.)

E entdo através da informagao fornecida por uma amostra que nos rejeitamos ou
nao a hipotese formulada.

Iremos tratar aqui hipéteses sobre o(s) valor(es) do(s) parametro(s) desconhecidos
da populacao (testes paramétricosou testes de hipSteses paramétricas).

Entao, por exemplo, admitamos que temos uma populacao cuja lei é conhecida
com excepgao de um parametro (escalar ou vector) 6 € © desconhecido.

A teoria de Neyman-Pearson sobre testes de hipoteses estabelece uma dicotomia
no espago, 0, do parametro (conjunto de valores possiveis para o parametro desconhe-
cido)i.e., © =0 UBO; e O NO; = 0.

Tal dicotomia consiste afinal na formulagao de duas hipdteses alternativas, que é
costume serem designadas por

H, — hipétese nula e H; — hipdtese alternativa.
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A formulagao matematica das hipdteses é entao a seguinte:

H0:0€®0
H1:0€®1,

e dizemos que queremos testar Hy contra Hi, escrevendo muitas vezes Hy vs Hj.
Se ©g (©1) contém um s6 elemento, Hy (Hy) diz-se hipdtese simples, se contém
mais de um elemento diz-se hipdtese composta.

Escolha da hipétese nula e da hipétese alternativa

Ao testar uma hipdtese nula contra uma hipdtese alternativa a nossa atitude
devera ser admitir H, como verdadeira até que os dados testemunhem fortemente contra
ela; nesse caso devera ser rejeitada a favor de Hj.

Uma analogia a formulacao das hipoteses nula e alternativa, pode ser a que se
estabelece num julgamento, onde os jurados terao de decidir por considerar culpado ou
inocente um réu. Deve considerar-se culpado apenas se houver provas verdadeiramente
convincentes da culpa, portanto a hipdtese nula deve ser aquela que deve ser olhada como
verdadeira e s rejeitada quando os dados apresentarem forte evidéncia disso.

Portanto devem ser assim formuladas as hipoteses:

Hy: nao culpado
H,: culpado.

Regra geral toma-se como hipdtese Hy a hipotese a ensaiar, por exemplo, Hy € o
valor de um parametro cuja plausibilidade se pretende verificar, é a situacao actual, etc.

Um teste de hipdéteses é afinal uma regra que permite especificar um
subconjunto do espago-amostra (Chama-se espaco amostra X o conjunto de
todas as amostras possiveis), A C X, que permita decidir se a amostra observada
conduz a rejeicao ou nao de Hj

Designe-se por A - regiao de aceitagcao de Hj, e R - regiao de rejeicao de
Hy,com ANR=0e AUR=X.

Para tomarmos uma decisao é necessario entao estabelecer um conjunto de re-
gras:

— Definir uma varidavel aleatéria, funcao da amostra aleatoria, cujo valor sera
calculado a partir de uma amostra observada:

— se o valor calculado € R, rejeita-se H

— se o valor calculado € A, aceita-se Hy

Podemos dizer que um teste de uma hipétese nula é o decurso de uma
accao que especifica o conjunto de valores de uma v.a. X, para os quais H, é
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rejeitada.

A v.a. cujos valores permitem decidir qual a atitude a tomar diz-se Estatistica
do teste e o conjunto de valores dessa variavel que conduzem a rejeicao de Hy chama-se
Regiao de Rejeicao ou Regiao Critica.

Os dois tipos de erros e a funcao poténcia de um teste

Sendo um teste de hipdteses um tipo particular de inferéncia estatistica, é por-
tanto um procedimento que leva do particular ao geral, podendo assim conduzir a erros.

Ao proceder-se a um teste de hipdteses podem cometer-se dois tipos de erros:

— rejeitar a hipdtese nula, sendo ela verdadeira — chama-se a este erro do tipo
I ou erro de primeira espécie e

— nao rejeitar Hy e ela ser falsa — chama-se a este erro do tipo II ou erro de
segunda espécie.

Vejamos esquematizadas no seguinte quadro as situacoes que podem ocorrer

Conclusoes Situacoes correctas | desconhecidas
do teste H, verdadeira H, falsa
Nao rejeitar Hy Correcto Errado
Erro tipo I1
Rejeitar H, Errado Correcto
Erro tipo I

A decisao do teste é portanto errada nas duas situagoes seguintes:

— Rejeitar Hy e Hy ser verdadeira (erro de 12 espécie);

— Nao rejeitar Hy e Hy ser falsa (erro de 22 espécie).

As probabilidades de cometer cada um dos erros anteriores é costume designar
por « e [3:

a = P(erro tipo I)=P(Rejeitar Hy/ H, verdadeiro)
¢é chamado o nivel de significancia do teste;
f = P(erro tipo II)=P(nao rejeitar Hy/ Hy falso) e a
1 — B = P(rejeitar Hy/ Hy falso) chama-se a poténcia do teste.

O aspecto fundamental da teoria dos testes de hipdteses consiste na escolha da
regiao critica de modo a controlar cada um dos dois tipos de erros. A situagao ideal
seria aquela que minimizasse simultaneamente « e 5. Mas, na realidade, mantendo fixa
a dimensao da amostra, a e [ variam em sentidos contrarios. O que se faz é fixar o
nivel de significancia « (o erro tipo I é considerado o mais gravoso e portanto o que deve
ser controlado) e tomar o teste que minimize (3, ou seja, que maximize a poténcia do
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teste (na verdade a procura de um teste que minimize § sé tem sentido quando Hy e
H, sao hipdteses compostas, porque neste caso as probabilidades de cometer erros de 1%
2%espécie dependem do valor particular do parametro em cada uma das regioes).

Vejamos esquematicamente os principais passos na formulacao de um teste de
hipdteses, respeitante a um parametro 6 de uma populacao:

1. Hy:0>06yo0u Hy:0 <6 ou Hy:0 =0t e respectivamente
2. Hy:0<8youb>0b,oub # b,

Escolher o nivel de significancia «;

Seleccionar a estatistica do teste e definir a regiao de rejeicao;

Calcular o valor da estatistica para uma amostra observada, de dimensao n;

S ko

Decisao:
— Rejeitar Hy, se o valor da estatistica pertence a regiao critica

— Nao rejeitar Hy, caso contrario.

Podem se consultados os quadros com os diferentes testes que irao ser conside-
rados neste curso, e que sao testes ao valor médio, variancia, diferenca de valores
médios no caso de amostras independentes e emparelhadas, quociente de variancias
€ proporgoes.

Notas sobre Regras de decisao em Testes de Hipoteses

A indicacao do valor observado da estatistica do teste, seguido da consulta de
uma tabela para a procura de um valor critico de modo a tirar conclusoes, tem sido
recentemente “substituido” pelo calculo

da probabilidade de se observar um valor igual ou mais extremo do
que o observado, se a hipétese nula é verdadeira — chama-se a isto valor de
prova; valor-p (p-value)

Nota: é esta quantidade que hoje em dia qualquer software esta preparado para
calcular e indicar quando se manda realizar um teste.
Podemos interpretar o valor de prova, valor-p ou p-wvalue como a

medida do grau de concordancia entre os dados e Hy. Assim

Quanto menor for o p-value, menor é a consisténcia entre os dados e a
hipétese nula
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Habitualmente adopta-se como regra de decisao:

rejeitar Hy se p-value < o .

Testes de Normalidade

Vamos aqui considerar apenas o caso de se pretender testar a forma da distribuicao.
Estamos entao no dominio dos testes nao paramétricos que neste caso se designam por
testes de ajustamento.

Comecemos com um teste muito importante nas nossas aplicacoes - um teste
de ajustamento para averiguar se um dado conjunto de observacoes se pode considerar
proveniente de uma populacao lue com distribuicao normal — ¢é um teste de norma-
lidade, o Teste de Shapiro Wilk, que se tem revelado ser um dos mais potentes.
Vejamos em sintese como se processa.

O teste de Shapiro-Wilk
Seja X a caracteristica em estudo na populacao.

Formulam-se as hipoteses:
H, : X tem distribuicao normal
H,. X nao tem distribuicao Normal
b2
Calcula-se o valor da estatistica do teste ~ W., = ———— com b constante
—\2
> (i — %)
i=1
a determinar a partir dos dados e com recurso a uma tabela (que neste ano lectivo nao
serda dada).
Valores pequenos de W, indicam nao normalidade, i.e.

RC: Weu < W,

Com W, — valor critico a consultar na tabela. Aqui iremos utilizar o teste de
Shapiro-Wilk, apenas com recurso ao valor-p, para a tomada de decisao.

e Rejeita-se Hy se valor—p < q;, significando que nao se pode admitir que X tem
distribuicao normal;

e Se valor—p > a nao se rejeita Hy, o que significa que a distribuicao normal
é uma distribuicao possivel para X.
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Exercicios propostos

1. Suponhamos que se pretende comparar, numa mesma regiao, as producoes leiteiras
de duas racas bovinas e que se escolheu com esse objectivo, aleatoria e independen-
temente, uma amostra de 50 animais de cada racga. Se obtivermos para cada uma
das amostras rendimentos médios de 7; = 4360 kg e To = 4190 kg, deve-se admitir
que existe realmente uma diferenca entre as duas racas? Justifique a resposta.

2. Um fabricante de sacos de plastico vende os sacos, a peso, em lotes de 100. Cada
lote deveria ter um peso de 500 gr. Recolhida uma amostra de 20 lotes de sacos,
observaram-se os seguintes valores:

T = 502.5 s =4.31.

Diga se é de admitir que o peso médio dos sacos é efectivamente 500 gr.

3. Pretende-se comparar dois métodos para determinar a percentagem de magnésio
existente num composto quimico. Para isso foram submetidos aqueles métodos dez
compostos diferentes, tendo-se obtido os seguintes resultados:

n°de composto 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Método A 13.3 176 4.1 172 10.1 3.7 51 7.9 87 11.6
Método B 134 179 4.1 170 103 4.0 5.1 80 88 12.0

Havera diferenca significativa entre os dois métodos, a um nivel de significancia de
5%7?

4. Para controlar a qualidade dos lotes de um dado produto que vai ser vendido a peso,
produzidos numa linha de fabrico, decidiu-se usar o seguinte esquema:

— recolher uma amostra e dimensao n, de cada lote e calcular a média T, dos pesos
das embalagens;

—se T < crejeitar o lote;
—se T > c¢ aceitar o lote.

Decidiu-se ainda que, se a verdadeira média do peso das embalagens no lote (u) for
inferior ou igual a 5.3 a probabilidade de rejeitar o lote deve ser pelo menos 99% e,
se i for superior ou igual a 5.5 a probabilidade de aceitar o lote deve ser pelo menos
90%. Admita que o desvio padrao do peso, em cada lote, é de 0.2.

Calcule o valor de ¢ e o menor valor de n requerido por este esquema de amostragem.
Justifique.
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