1.7 CaAlculo integral

Consideremos uma fungao continua f : [a,b] — R tal que f > 0 em [a,b].
Pretende-se calcular a area da regiao R delimitada pelo grafico de f e pelo

eixo dos zz,
R={(z,y) eR* :a<z<b, 0<y<f(z)},

que se encontra assinalada na seguinte figura.

Y y = f(z)

O célculo da area de R néo é trivial.
Podemos comecgar por calcular uma aproximacao para o valor da érea
de R calculando a area de um rectangulo de base b — a e de altura f(c),

¢ € [a,b].

Nessa altura,



De modo a melhorar a aproximagio podemos subdividir o intervalo [a, b]
em n intervalos de igual amplitude h = (b—a)/n, [a;,ai+1], 1 =0,...,n—1,
e calcular a area de n rectangulos de base h e altura f(¢;), ¢; € [ai, air1].
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co c1 co
a=ag al as an—1 b=an

Assim,

area R ~ f(ci)h+---+ f(cn)h.

Intuitivamente a aproximagao serda tanto melhor quanto mais pequena
for a amplitude h dos intervalos, ou seja, quanto maior for o nimero de

intervalos. De facto, pode-se mostrar que,

drea R =

lim (f(c1)h+ =+ f(ca)h).

A este valor chamamos integral (definido) de f no intervalo [a,b] que se

/ab fx)de.

A fungao f(z) designa-se por funcdo integranda e a, b designam-se por ex-

representa por

tremos de integrag¢ao.

A nocao de integral pode ser estendida para qualquer funcdo continua

f:la,b) — R.
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Propriedades do integral

Sejam f,g : I = [a,b] — R fungdes continuas em [a,b], A € R e ¢ € [a,b)].

Tem-se:

o Linearidade do integral:

1. /b(f(x)—l—g(x))dx:/bf(m)da?—i-/bg(:c)d:c.
2. /b)\f(m)dx:)\/bf(m)d:r.

e Monotonia do integral: se f(x) > g(x) para todo o x € I tem-se,

b

JECIE /b g(a)da.

a

o Aditividade do integral:

/bf(x)dx—/cf(x)dx—l—/bf(x)dx.

Por convengao tem-se ainda:

. /af(a:) dz = 0,

o /af(x)da;:—/f(ac)dxzo.
b

a
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Exemplos

1. Sabendo que

1 1
1 1
/:rd:c:§ e que /xzdmZE,
0 0
obtemos pelas propriedades anteriores
1 1 1
/m+5x = /xdm—l—/{")x dx
0 0 0
i 3
1 5 1
= d 5 de = = - = —.
/a: X + /m x 5 + 3 6
0 0

2. Pretende-se comparar os integrais

22 dx e /\/Edm sem os determi-

@MO\H

nar. Ora, como a fun¢ao /x > z* em [0, 1], vem pela monotonia do

integral que
1

1
/xQda:S/\/de.
0

0

Para calcular integrais tem-se a seguinte formula, conhecida por formula
fundamental do cdlculo integral ou formula de Barrow que relaciona o con-
ceito de integral que envolve a nocgao de area e o conceito de primitiva, que

envolve a nocao de derivada.

Teorema Sejam f : I = [a,b] — R uma funcéo continua e F' : I — R uma

primitiva de f. Entao
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Exemplos

b

1. /kda:—k:/bldx—k[m]g—k(b—a).

a

6
3. Pretende-se calcular / v+ 1ldz.
2

fa+1
Recordemos que P f'f® =
a+1

(v # —1). Assim,

6 6
/\/x—i—ldw = /(:U—i—l)%dx
2 2

2
3

3
4. Pretende-se calcular / e Tdx.
1
Recordando que P (f'ef) = e/, vem

3 3
/efzdx =— / —e Pdx = — [efx]? = (e3P —eH=el-e
1 1

3
5. Pretende-se calcular / |2 — x| dx.
1

2—x, 2—22>0 2 —u,
Tem-se |2 — x| = =
r—2, 2—x<0 T —2,
Y
| \/
] ! T
‘ 1 2 3
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Assim

3
/|2—m|d1:
1

Il
\l\)
~~
[\]
|
S
S~—
QU
8
+
M\w
—~
8
|
N
QU
8

6. Pretende-se calcular / Inzdx.

1
Primitivando por partes vem

1
Pl-mzx=xzlhz—Pr—=zlhzr—z=z(nxr—1),
x

e portanto,

e

/ln:rdm =z(lhz -1 =el1-1)—(-1) =1
1

arctg x
1+ 22

1
7. Pretende-se calcular / dx.
0

1
Recordando que (arctg z)’ = ﬁ eque Pf f= §f2 obtemos

arctg x 1 1 9
e =P a2 arctg x = iarctg x.

Portanto,

1
t 1 1 1 9
[0 et -t =35
0
V3
8. Pretende-se calcular /
1

dx
arctg x(1 + z2)’
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10.

Recordando que PfTI =In|f],

1

1422
arctg z(1 + z2) arctg © og farctg 2],
e portanto,
V3
/ dz [1|t|]ﬁ1|t\/§|1|t1
——— = |loglarctg x = log |arc — log |arc
arctg x(1 + z2) 8 &, . & & &
s m 4
— logZ —log X = log =.
083 T8 T8
rdz

Pretende-se calcular,

V1=t

o s

Recordando que (arcsen z)" = \/%, e que
—X

_ 1 N
Ve T vir

(arcsen f)’

vem

1 2
PL = —Pix = Zarcsen 22,

it 2 io@p

e portanto,

rdx 1 [ 2}
= —|arcsenx

Vi—zt 2

< <fS

N | —

1 1
arcsen — — arcsen — | = 0.

ol S—ufs,

1
Pretende-se calcular, /

-1

dx
x2—4

A fungao é uma funcao racional propria pois é um quociente

T2 —

de dois polinémios, sendo que o grau do denominador superior ao do

numerador. O polinémio 22 —4 tem duas raizes simples —2, 2 e portanto
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admite a factorizacio 22 —4 = (z+2)(z—2). Assim existem constantes

reais A, B tais que

1 1 A B

2 —4 (x —2)(x + 2) x—2+x+2

A(z+2)+B(x—2) (A+B)x+2(A-B)

(x—2)(x+2) 2 —4 ’
e portanto
A+B=0 B=-A B=-1
= 54
20A-B)=1 4A =1 A=1
Daqui resulta que
1 1 1
2—4 4z -2) 4(z+2)
e portanto
1 1
/ dx / 1 1 d
- = — T
x2—4 d(r—2) 4(x+2)
-1 —1
1 1
B 1/ dx 1 / dx
- r—2 4) x+2
—1 —-1
1 1
= 1 [log |z — 2| — log |z + 2|] B
log 3

1
= Z(logl—log?)—log?)—{—logl) =——
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Aplicacoes do calculo integral
e (Calculo de areas.
e Célculo de volumes de sélidos de revolugao.

e Calculo de comprimentos de arco.

Calculo de areas

Teorema  Sejam f,g : I = [a,b] — R sdo fungdes continuas tais que

f(z) > g(x) para todo o x € [a,b]. A area da regiao
{(z.y) eR? : a<a<b, glo) <y<fla))
b
¢ dada pelo integral /(f(x) —g(z))dx.

Y y = f(z)

R |
~_ /.
a N__ ¢

y=g()

Se o sinal de f — g nao for constante no intervalo [a,b] temos que de-
terminar os pontos onde os graficos de ambas as fungoes se intersectam e
decompoér o intervalo em subintervalos onde esse sinal se mantenha cons-
tante. O valor da &rea serd entao a soma das areas associadas a cada um

desses subintervalos.
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Exemplos

1. Calcular a area da regido delimitada por y = |z| e y = 2 — 22,

y = |z|

Area — /((2 — o?) — |a])de

(=1 (=1 11
2. Pretende-se calcular a area da regido
1 =z
R = (xvy):OSyS_v_SySZiEv .
x4
Y
y =2z
V) v=1%
| LR
2 7\ I y:%
1 1 a’:
) 2
2
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Para isso necessitamos de determinar os pontos de interseccao dos gré-

ficos de cada uma das fungoes. Ora, a intersec¢ao da hipérbole y = %

com a recta y = 2x obtém-se resolvendo o sistema

_ 1 _ 1 _1
Y=< Yy== Y=<
<~ =4
y =2z 1 —9p 2 =2

Como y > 0 obtemos o ponto (@, v/2). Analogamente a interseccio

da hipérbole y = % com a recta y = 7 obtém-se resolvendo o sistema

8=

_ _ 1 _
Y= Y=z Y=z
<~ <~
y=% | i=% |a2=4
Como y > 0 obtemos o ponto (2, %) Assim,
2 »
. T x
Area = (2 ——)d L
rea / T n m—}—/(m 4) X
0 V2
2
7 [ 22 § 272
fg — | — 1 _ —
4[2}0 +{Og|x| }2

Calculo de volumes de sélidos de revolugao

Vejamos agora como calcular o volume de sdlidos de revolu¢do usando o

integral definido.

Seja f : [a,b] — R é uma funcdo continua tal que f(z) > 0. Seja V C R3

o s6lido de revolugao em torno do eixo do

63
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da regiao definida por rotacao da area
{(z,y) rasz<bh 0<y< fla)}

em torno do eixo do zz.

Y y = f(z)

./

Teorema O volume do solido de revolugéo definido por y = f(z) é dado

pela formula,

V= /bTer(m) dz.

Exemplo

Pretende-se calcular o volume do cone de altura h = 1 e cuja base é uma
disco de raio R = 1. O cone é o soélido de revolugao definido pela fungao
f:10,1] — R definida por f(x) = z.

Yy
y = f(z)
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O volume do cone é dado por

/ e R
VZ/Wx2dI=7T [—} = —.
3], 3
0

Calculo de comprimentos de arco

Vejamos por tltimo como calcular o comprimento de arco (ou comprimento
de linha) para curvas definidas como graficos de fungdes. Intuitivamente o
comprimento de arco de uma fungéo f : [a,b] — R representa o comprimento

de uma linha de expessura nula que é sobreposta ao grafico de f entre os

pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).
Teorema Se f : [a,b] — R é uma fun¢ao com derivada continua em [a, b], o
comprimento de arco de f(z) entre os pontos (a, f(a)) e (b, (b)) é dado por

b
I(f) = / VIt P @R dz.

a

Exemplo Pretende-se calcular o perimetro de uma circunferéncia de raio 1
de equacdo 22 + % = 1. Esta equacdo determina duas semi-circunferéncias,
uma situada no semi-plano superior de equacéo y = /1 — 22 e outra situada
no semi-plano inferior de equacio y = —v/1 — z2. O perimetro da cirunfe-
réncia obtém-se duplicando o comprimento de arco de y = f(z) = V1—2a2

entre os pontos (—1,0) e (1,0) (ver a seguinte figura).
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y=+1—2a2
1 /
T T x
—1 1
\ /
y=—V1-—2a?

O perfmetro da semi-circunferéncia é dado por

1
/ VIT @R =

-1

(F>
\/ 1 —1:2

1— 22422

$
+

J—
I

8
o

U
8

el L

[a—
| =
= HN,

. . s
= [arcsm x| =arcsinl — arcsin (—1) = 5 (—
Logo o perimetro da circunferéncia de raio 1 é 2.

Integral indefinido

Seja f : [a,b] — R uma funcdo integravel. Chama-se integral indefinido de f

(com origem em z = a) a fungao

- /f(t)dt, z € [a,b]



T T T x
Area=F(z)
Exemplos
i 21" 2?
1. Se f(z) ==, z € [0,1], entdo F(x) = /tdt = {5} =5
5 0
2, 0<z <1,
2. Seja f(z) =4 0, 1<z<3,

1, 3<z<A4.
Seja F(z) o integral indefinido de f(z). Vamos determinar uma ex-

pressao analitica para F'(x).

67



Por defini¢ao temos F(x) = /f(t) dt, z € [0,4], ou seja,
0

xT
J2dt, 0<z<1,
0
1 x

F(z) = { [2dt+ [0dt, 1<z<3
0 1
1 3 T
[2dt+ [0dt+ [(-1)dt, 3<z<A4,
0 1 3
2x, 0<z <1,

= 240, 1<z<3,

240+ (—2z+3), 3<xz<4.

Assim,
2z, 0<z <1,
Flx) =4 2 1<z<3,
—z+5, 3<zx<4
r—1, 1<z<2,
3. Seja f(z) =
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Entao

(t—1)dt, 1<z<2

—e—

T4+83r-6=3z-1 2<a<4

-

Nestes exemplos pode-se constatar que o integral indefinido de uma fun-
¢do f é uma fung@o continua, mesmo que f nao o seja. De facto, esta e
outras propriedades, muito importantes sao verificadas pelo integral indefi-

nido como vamos ver agora.
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Teorema Seja f : [a,b] — R uma fungao integravel e seja F'(z) = /f(t) dt,

x € [a,b] o integral indefinido de f. Tem-se:
(7) O integral indefinido é uma fungao continua em [a, b].

(17) Se f(z) >0 [f(z) < 0] para todo o x € [a,b] entdo F(x) é uma fungao

crescente [resp. decrescente| em [a, b].

(73i) Se f(z) é uma funcdo continua em z( € [a,b] entdo F(z) é uma funcao
derivavel em g e tem-se F'(zg) = f(x¢). Em particular, se f(z) for
continua em [a,b] entdo F'(z) é uma fungao derivavel em [a, b], tendo-
se F'(x) = f(z) para todo o z € [a,b], ou seja, </xf(t) dt)l = f(x),

a

para todo o z € [a,b].

A propriedade (ii7) significa que se f(x) for continua em [a,b], F(z) é
a Unica primitiva de f(x) em [a,b] que se anula em = = a. Ainda como
consequéncia do teorema anterior obtemos imediatamente a féormula funda-

mental do célculo integral (formula de Barrow) dada anteriormente.

O integral indefinido pode ser estendido aos intervalos abertos.
Teorema Seja f : I — R uma funcdo continua num intervalo aberto I. Seja
x
a € I. Consideremos a fungdo F(x) = /f(t) dt. Entao F(x) é uma fungédo
a

derivavel em I e tem-se F'(z) = f(z) para todo o z em I.
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Capitulo 2

Calculo vectorial e matricial

2.1 Vectores

Chamamos vector com n componentes reais ao n-uplo,
b S n
= (x1,...,2,) €R",
onde R™ denota o produto cartesiano,

RxRx:- - xR={(x1,...,2,) : x; € R}.
—_————
n factores

Iremos estar particularmente interessados em vectores com 2 e 3 componen-

tes, i.e., vectores no plano e no espago.

Representacao geométrica de um vector num sistema de eixos coordenados:




Operagoes com vectores

e Adigao de vectores

Dados Z = (z1,...,2n) € Y= (Y1,-..,yn) define-se

(Regra do paralelogramo)

e Multiplicagdo de um vector por um escalar

Dados Z = (x1,...,2,) € A € R define-se AT = (Az1, ..., \xy).

ATy F-- - - - - oo oo

|

|

|

Lo bmm o m :
|

|

|

1

(A =2 na figura)

Norma (ou comprimento) de um vector

Dado & = (z1,...,x,), define-se norma de & por

|2 = /2t + a3+ +a2.
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Propriedades da norma. Para todos os vectores Z,y € R” e escalar A\ € R,

tem-se:
o ||Z]| > 0;
o [AZ]| = [All|]];

o |Z+y| <|Z||+ ||7]] (Desigualdade triangular).

Um vetor ¥ € R™ diz-se unitdrio se ||¢]] = 1. Dado um vetor nao nulo,
Z € R, define-se versor de Z, vers(¥), como sendo o Gnico vetor unitéario

com a mesma dire¢éo e sentido que #. Daqui resulta que vers(z) = o com

1
a > 0 tal que ||aZ|| = «|Z]| = 1. Logo oo = T e portanto,
Z
z
Vers(f) = TS
7|
Por exemplo, se & = (3,4), ||(3,—4)]| = /32 + (—4)%2 = 5 e tem-se

ers(7) z 34
Vi =—=1=,=-].
|| 55

Dizemos que normalizamos o vetor Z.

Distancia entre & = (z1,...,2n) € ¥= (y1,..-,Yn) €

d(Z,9) = lly =z = V(yr —21)? + - + (yn — 20)2.
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Produto interno

Dados & = (21,...,%n) € ¥ = (y1,..-,Yn), define-se produto interno (ou

produto escalar) de Z e §f por

Ty =x1y1 + x2y2 + -+ + Tpyn.

Propriedades do produto interno. Para todos os vectores Z,, 7 € R™ e para

todo o escalar A € R, tem-se:

o Iy = y|7;

o T|(y+ 2) = 7|y + 7|2

o MZ1Y) = (AD)|F = Z|(Ay);

As propriedades anteriores decorrem imediatamente das propriedades
analogas verificadas para o produto de nimeros reais e mostram que am-
bos os produtos se operam de modo semelhante. Por exemplo, os casos

notéaveis da multiplicacao em R,
(a+b)* = a® 4 2ab + b2, (a —b)(a+Db) =a® — V%,
‘transcrevem-se”’ para o produto interno como,

(& £ 9)(F £9) = |7 £ 227 + 17 = |2)* £ 2217 + ||7]1%,

(& - 9@ +9) =27 — g7 = |Z)* — 71>

Vamos agora ver como a noc¢ao de produto interno permite definir rigo-

rosamente as nogoes de comprimento, ortogonalidade e dngulo.
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Produto interno e norma

Dado # € R", ¥ = (21, ..., %), tem-se ||Z]|2 = 2§ + - - - + 22 = F|Z, ou seja,

17l = vz &

Produto interno e ortogonalidade

Sejam T e ¥ vectores de R™. Tem-se:

—

o |7+ 91° = @+ P +9) = 717 + gl + 275 = |7]* + [7]* + 27]7.

e Se # L §f tem-se também ||Z + ¢||> = ||Z]|? + ||7]|* (Teo. de Pitagoras).

T+

Assim
Lge |E°+ 11717 + 2=y = |2 + |§]* & 22y =0 & zly =0,

ou seja,

Produto interno, dngulo de vectores e projecao ortogonal

Para definir 4ngulo entre 2 vetores consideremos vectores nao nulos T e i e a

proje¢io ortogonal de i sobre o vetor #, projz(¢) = aZ. Suponhamos ainda

a > 0.
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Tem-se,

o cosf = % & |lad|| = |17 cos 6
Y

e = af + Z para algum 7 | 7.

L 4

ok 4
81

Assim,

ol

g = (a7 +2)
= o(@)F) + 7|7
~~
0
= o] [|1Z] (2.1)

= [IZI[ 4]l cos & (2.2)

Logo, de (2.2) e (2.1) obtém-se respetivamente,

cosf = j}|yﬂ, OSHSE

12| 171l 2
o
(Eciis

A féormula anterior é também vélida quando § < 6 < 7, isto ¢, quando a < 0
(a dedugéo faz-se de modo analogo).
Assim, dados vetores nao nulos, &, % € R", define-se dngulo entre ¥ e

como

6 € [0,7] tal que cos(0) =
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e tem-se para a projecao ortogonal de % sobre Z, projz(y) = o,

<y
8

z.

—

projz(¥)

8

8y

Em geral dada uma reta r que passa na origem e um vetor ¥, define-se a

projecao ortogonal de i sobre r como sendo

<y
8y

z,

—

proj,.(¢)

8y

8y

onde Z é um qualquer vetor director da reta. O vetor proj,(7) é o vetor da

reta que se encontra mais proximo de g. Define-se distdncia de i & reta r

como sendo distancia de ¢ a proj,.(¥) , ou seja,

[dist(,7) = 1§ = proj(7)]|-|

Exemplo

Sejam & = (3,0) e ¥ = (2,2). O angulo formado por Z e % é tnico 6 € [0, 7]

tal que

)
2 6v2

|y (3,0)[(2,2
cosf) = ——— =
12 a1l 113, 0)[11(2,

Logo 0 = 7.

A projecao ortogonal de ¢ sobre  vem dada por

Coo g7, (2,2)[(3,0)
=2 g="2"202 7 (3 ) = (2,0).
0
r
> > 7
projz(¥/)
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A distancia de ¥ & reta definida por Z vem dada por,

dist (¢, 7) = [|§ — projz(9)[| = 1(2,2) — (2,0)[| = 2.

2.2 DMatrizes e sistemas de equacoes lineares

Matrizes

Uma matriz A do tipo m X n é uma colegao de mn elementos de R, a;;,

t=1,...,m, j=1,...,n, dispostos em m linhas e n colunas,
a1 a2 -0 Qln
az1 a2 -+ a2p
A=
am1  Am2 Amn
Denota-se A = [a;5], i =1,...,m, j =1,...,n, onde a;; é o elemento de A

que se encontra na linha ¢ e coluna j de A.

Exemplo

A=
1 0 -3
é uma matriz do tipo 2 x 3, tal que

a1 =2, a2=4, ai3=3, an=1, axp=0, asx=-3

Se a;j; = 0 para todo o 4,j, A diz-se a matriz nula (do tipo m x n) e

denota-se 0,,xn-
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Matriz coluna e matriz linha

e Se n =1 A diz-se uma matriz-coluna ou vetor. Nessa altura,

ay
az
A= | a4 = (a1,0a2,as,...,a;,) € R™.
am
- 4 mx1
Exemplo
1
A= _9 =(1,-2,30) € R>.
30
L 43x1

e m =1, A diz-se uma matriz-linha. Nessa altura,
A:[b1 by by - bn:| .
1xn

Exemplo

A:[—2 3 —1 4]1X4.

Matriz quadrada
Matriz quadrada (de ordem n) é uma matriz do tipo n x n.

Chamamos diagonal principal de uma matriz quadrada A = [a;;] aos

elementos da forma aq1, as9,..., G,
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a1 a2 - Aln

azr a2 -+ Q2p

apl1 Ap2 -+ Qpp
- - nXn

Dizemos que A é diagonal se forem nulos todos os elementos fora da
diagonal principal, ou seja, a;; = 0 para todo o 4,j tal que i # j. Nessa

altura A denota-se também por

diag(ai1, .-, ann)-
Exemplo
-1 00
00 3
L 43x3

Chama-se matriz escalar a uma matriz diagonal em que todos os elemen-

tos da diagonal principal sao iguais entre si:

diag(a, ..., a) =

«
- - nxn

Se a = 1 a matriz escalar chama-se matriz identidade de ordem n,
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I, = diag(1,...,1) =

- - nxXn

Transposigao de matrizes

Dada uma matriz A do tipo m x n define-se a matriz AT do tipo n x m,
chamada transposta de A, cujas linhas sao as colunas de A, escritas pela

mesma ordem.

Exemplo
M 7 1 2 0
1 2 -1 4
- 2 35
A=12 3 45 , A=
-1 -4 1
05 17
L 4 3x4 4 5 7
- - 4x3
Uma matriz quadrada A tal que A = AT diz-se simétrica.
Exemplo ) ) ) )
1 4 2 1 4 2 1 a p
o 3 —3 | ¢simétricaseesoése | o 3 —3 | =4 3 5 |,
g v -1 g v -1 2 =3 -1
istoé,seesdsea=4,=2ev=-3.
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Operagoes algébricas com matrizes

As operagOes algébricas para matrizes generalizam as operagdes algébricas,
adicao, produto por wm escalar e produto interno bem conhecidas para veto-

res.

Adicao de matrizes

Dadas matrizes A = [a;j] ¢ B = [b;;] do mesmo tipo m x n define-se a matriz
A+ B do tipo m x n, em que o elemento que esta na posigao (i,7) é a soma
do elemento na posicao (4,5) de A com o elemento na posigio (z,7) de B, ou

seja, A+ B = [aij + b”]

Exemplo
1 2 -1 4 1 -1 0 8
A=12 3 -4 5 B=1_-1 02 1 :
05 1 7 3 2 0 10
L 1 3x4 L 1 3x4
2 1 —1 12

A+B=113 16 6

L d3x4

Produto de uma matriz por um escalar

Dada uma matriz A = [a;;] do tipo m x n e um escalar A € R, define-se a
matriz AA do tipo m x n, obtida mulitplicando todos os elementos da matriz

A por A, ou seja, AA = [Aay;]
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Exemplos

_1 2 -1 4_ _100 200 —100 400
©100| 2 3 —4 5 = | 200 300 —400 500

05 17 0 500 100 700

L d3x4 L d3x4
e of, =diag(a, a, ..., )

Produto de matrizes

Duas matrizes A e B dizem-se encadeadas se o niumero de colunas de A for

igual ao ntimero de linhas de B. Dadas matrizes encadeadas,

A = [a;j], do tipo m x n,

B = [¢ji], do tipo n X p,

define-se a matriz produto

AB = C = [ci), do tipo m x p,

onde ¢;; = (linha i de A) | (coluna k de B).
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1 -2 4 2 - -
-10 0] 0

0 5 -1 7

0 3|-5

A=|[l10 0 -3 5 B=

1 1] 1
1 3 57

0 8] 0
3 2 10 - - 4x3

L d5x4

L J45x3

(cs3 = (10,0,-3,5)[(0,—-5,1,0) = —3)

Propriedades das operagoes com matrizes

Dadas matrizes A, B, C e escalares «, 8 € R, tem-se, (sempre que as

operagoes fagam sentido):

e A+ B=B+ A

¢« A+ (B+C)=(A+B)+C;

e A+ O = A (elemento neutro da adigéo);

o MA+ B)=\A+ A\B;
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(A + pu)A = AA + pA;
o (A+B)T = AT + BT,
e A(B+C)=AB+ AC;

e \(AB) = (\)B;

(Am)A = ApA);
o Al = JA = A (elemento neutro da multiplicacao).
o (AB)T = BT AT,

O produto de matrizes nao verifica algumas propriedades importantes,

bem conhecidas dos nimeros reais:

e O produto de matrizes nao é comutativo (em geral): dadas matrizes

quadradas A e B da mesma ordem, podemos ter

AB # BA.
11 11
De facto, basta considerar, A = e B= , tendo-se
11 0 1
1 2 2 2
AB = % = BA
1 2 11

e Nao é valida a lei do anulamento do produto: se A ¢ B sao

matrizes encadeadas,

AB=0 # (A=0 ou B=0).
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De facto, basta considerar A = e B= , tendo-se
AB = 021 (verfique!).

e Nao é valida a lei do corte: dadas matrizes A, B e C,

AB=AC 4 B=C.

De facto, basta considerar A = ,B= eC =
2 2 30 2

tendo-se AB = AC com B # C (verifique!).

Transformagoes geométricas no plano e no espago

Vamos agora ver alguns exemplos de transformagdes geométricas no plano
e no espaco que podem ser definidas usando o produto de matrizes. Estas
transformagoes designam-se mais geralmente por transformacoes lineares.

Transformagoes geométricas no plano

e Homotetias:

a 0
A= define uma homotetia de razado o > 0:
0 «
a 0 x1 axy
0 « To axs
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axy

Se a > 1 [ < 1] a homotetia é uma dilatagdo [contracgao).

e Simetrias:

1 0
— A= , define uma simetria relativamente ao eixo dos
0 -1
TT:
1 0 1 1
0 -1 xTo —Xx9
01
- A= , define uma simetria relativamente & bissectriz dos
10

quadrantes impares:

01 T )
1 0 xT9 I
— Em geral, a matriz
1 Vi —vs 20109
T2, .2 )
vy + U3 2

2
2vivy vy — Vi
define uma simetria relativamente a reta que passa na origem

definida pelo vetor diretor 7 = (vy,v) # 0.
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T2

To
1
o it
g e
simetria relativamente simetria relativamente a simetria relativamente a
ao eixo dos zx bissectriz dos quadrantes impares uma reta com vetor diretor v
e Rotacgoes:
0 -1
A= define uma rotagao de 5 radianos:
1 0
0 -1 X — X9
1 0 X9 Tl

De facto, tem-se (1, 22)|(—x2,21) = 0 para todo o (z1,29) € R2.

cos —sinf
Em geral, A = , define uma rotacao de angulo 6 (em

sin 6 cos
radianos):

cosf —sinf 1 cos @

sin 6 cos 6 0 sin 0

Transformagoes geométricas no espaco

Vejamos alguns exemplos de transformagoes geométricas no espaco.

10 0
e A matriz A=| g 1 o | define uma simelria relativamente ao
0 0 -1
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plano xOy:

1 0 0 T T
0 1 Of | x2| ™= T2
0 0 -1 x3 —x3

Definem-se de modo analogo as matrizes de simetria relativamente aos

planos 2Oz e yOz.

cosf —sinf 0

e Amatriz R.g= | sinf cosf 0 |, define uma rotacio de angulo

0 01

0 em torno do eixo dos zz:

cos —sinf 0 1 cos 6
sinf cos® O | | 0| = | sinf
0 0 1 z z

Definem-se de modo anélogo as matrizes de rotagao em torno do eixo

dos zzx e do eixo dos yy.

Rotagao em torno do eixo dos zz Rotacao em torno do eixo dos yy Rotagao em torno do eixo dos zz

de angulo ¢ de angulo 6 de angulo ¢

w

—_—

LD

1 0 0 —sinf 0 cosf cosf —sinf 0
R.o=1| 0 cos —sinf Ry = 0 1 0 R.p= sin @ cosf 0

0  sinf cos cosf) 0 sind 0 0 1
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O produto de matrizes via transformagoes geométricas

Podemos interpretar as colunas de AB como as imagens da transformacgao
definida pela matriz A dos vetores que constituem as colunas de B.

Exemplo A matriz
A= ,
0 2
define uma homotetia que transforma o quadrado @ de vértices, (1,1), (1, —1),
(=1,—-1) e (—1,1), ou seja, definido pelos vetores a = (1,1), b= (1,—1), c =
(—1,-1) e d = (—1,1), no quadrado @’ definido pelos vetores [a/|V/|c/|d] =
A-

[a]blc|d] = [Aa|Ab|Ac|Ad] ou seja, definido pelas colunas da matriz

2 0 1 1(-1|-1 2 21 -2]-2
0 2 1]1-1(-1 1 2| -2]-2 2
d’ 2 a
1
d a

Exemplo A matriz

2 2
o
2 V2
22 |,
0o 0 1

define uma rotacao de angulo 7 radianos em torno do eixo dos zz que trans-
4

forma a piramide de base quadrangular definida pelos pontos A = (1,0,0),
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B =1(0,1,0), C =(-1,0,0) e D = (0,—1,0) e com vértice E = (0,0, 1), na

pirAmide de base definida por A’, B’, C' e D' e vértice E’, onde

o2 1|0 =1|0 |0
[ANBICIDIE] = | 2 2 ol1|o |-1]0
0 0 1 0ojo] oo |1
v || |
2 2 2 2
= || v || _vi
2 2 2 2
ol o | o] o |1
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Inversa de uma matriz

Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se invertivel (ou nao singular) se

existir uma matriz quadrada B de ordem n tal que

AB = BA = 1,.

Notas:

e Prova-se que basta verificar uma das condi¢bes AB =1 ou BA =1.

e A matriz B qd existe é tinica, designa-se por inversa de A e denota-se

por A™L.

Uma matriz que nao é invertivel, diz-se singular.

Algumas propriedades

Sejam A, B matrizes invertiveis da mesma ordem. Tém-se:
° (A_l)_l = A.
o AT & invertivel e tem-se (A7)t = (A~HT,

e A B ¢ invertivel e tem-se (AB)™' = B~ AL

Exemplos
-1
30 2 0
[ ] =
0 2 01
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o A =diag(ay,as,...,a,) & invertivel sse aq,as,...,a, # 0, tendo-se

A7 = diag(a;t a5t an ).
- -1
cosf —sind cosf sinf
[ ] =
sin 6 cos 6 —sinf cos6
- —1
2 —1 11 2 -1 11 10
. = , pois =
-1 1 1 2 -1 1 1 2 0 1
-1
a b 1 d -b
e Mais geralmente, tem-se = se ad —
ad — be
c d —c a
be # 0.

Equacoes matriciais e sistemas de equagoes lineares

Consideremos a equagdo matricial
Az =10

onde A = [a;;] € uma matriz do tipo m x n, = [z;] é a matriz-coluna (i.e,
vector) com n variaveis zi,...,x, € b = [b;] é uma matriz-coluna com m
componentes. Tem-se o seguinte:

o vector z = (x1,...,%,) € R™ é solugdo da equagao matricial Az =b

se e s se x é solugao do sistema linear, com m equagoes e n variaveis,
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an ey + -+ apry = by

9121 + -+ - + a9p Ty = bo

A1 21 + - -+ ATy = by

As matrizes A e b chamam-se, respectivamente, matriz dos coeficientes
e matriz dos termos independentes do sistema Ax = b. A matriz do tipo
m X (n+ 1),

ayn - aig | b

am1 - Qmn, bm

chama-se matriz ampliada do sistema Az = b denota-se por [Alb].

Exemplo
1 2 -1
Consideremos A = eb= . Tem-se,
-1 0 1
1 2 ] -1
-1 0 X9 1
T + 229 —1
Rt =
—x1 + 0z9 1

Portanto & = (z1,x2) é solugdo da equagao matricial Az = b se e 86 se é

solucao do sistema linear com 2 equagoes e 2 variaveis,

1 + 2x9 = -1

—x1 + 0x9 = 1
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cuja matriz ampliada [A|b] é

1 2] -1
-1 0 1
Se m =n =1, Az = b reduz-se a uma equacéo linear com uma variével,

sendo normalmente denotada por ax = b, tendo-se = a~1b (se a # 0).

A notagao matricial vai-nos permitir indicar a solu¢do de um sistema
Az = b, com A matriz quadrada de ordem n, de uma forma analoga ao caso
anterior, substituindo a condigdo a # 0 por A invertivel.

Solugao da equacao Az = b com A invertivel

Az =b & A1 (Az)=A4"1p
& (A 'Az=4"1

& = A"'b.

Logo a solugdo (tinica) de Az =b é x = A~1b.

Exemplo

Consideremos a matriz A = do exemplo anterior e o vector b =
-1 0
(b1,b2). A solucdo (tnica) de Ax =1b é

o

o 1| | & by
Tr = = =
SIRE =

N[ =

Dois sistemas lineares do tipo m X n dizem-se equivalentes se possuirem

o mesmo conjunto de solugoes.
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Exemplo

r + x = 2 T + my = 2

2.%‘1 — T2 = 1 Ty = 1
Classificacao e resolugao de um sistema linear

Um sistema linear pode ser,

e possivel e determinado (PD) se possuir uma tnica solugéo.

e possivel e indeterminado (PI) se possuir mais que uma solugao (nesse

caso possui 0o solugoes).

e impossivel (I) se ndo possuir solugdes.

Classificar /discutir um sistema é determinar se o sistema é PD, PI ou I.

Resolver um sistema é determinar o seu conjunto de solugoes.

Operacgoes elementares sobre as linhas da matriz ampliada

(que transformam a matriz ampliada de um sistema na matriz ampliada de

um sistema equivalente)

1. Multiplicar uma linha por um ntimero real e adicionar o resultado a outra

linha.

Ex: — (L2 — =217 + LQ)
2 —-1]1 0 —-3|-3
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2. Multiplicar uma linha por um escalar nao nulo:

1 1] 2 1 1|2 .
Ex: — (L2 — ?Lz)
0 -3|-3 0 1)1

3. Trocar linhas entre si:

2 3| 5 1 2| -1
Ex: — (L1 — L2 ; LQ — Ll)
1 2|-1 2 3|5

Definem-se analogamente operagoes elementares sobre as equagoes de um

sistema.

Matriz em escada e matriz reduzida

e Uma matriz diz-se escada se o 12 elemento nao nulo de cada linha, que
se designa por pivot, estiver mais & direita que o 12 elemento nao nulo

da linha anterior.

(=]
|
—
)

5 | —1
Ex: | 0

0 0 0 [9]] 2

—_

4 1 -5

e Uma matriz diz-se reduzida se estiver em escada, todos os pivots forem
iguais a 1 e em cada coluna com pivot o tnico elemento ndo nulo é o

proéoprio pivot.

(1] o 8 016
Ex:| o [1] 7 03
0 0 0 [1]]2
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e Definem-se analogamente sistema em escada e sistema reduzido, subs-
tituindo nas defini¢oes anteriores linha da matriz por equagao do sis-

tema.

Método de eliminacao de Gauss

O método de eliminagdo de Gauss desenvolve-se em duas fases utilizando
as operagoes elementares sobre as equacoes [linhas| de um sistema [matriz|
para obter um sistema |matriz|] mais simples equivalente ao sistema [matriz|

original:

(i) A fase descendente tem como objectivo por o sistema |[matriz] em
escada. No final desta fase podemos classificar o sistema. O sistema
[matriz] em escada néo é Gnico, dependendo das operagoes elementares

que foram efectuadas.

(ii) A fase ascendente aplica-se aos sistemas possiveis e tem como objec-
tivo reduzir o sistema |matriz| em escada. O sistema [matriz| reduzido
é unico, ou seja, nao depende das operagoes elementares que foram

efectuadas.

Esquematicamente:

desc
. . Co . asc. . . .
sistema/matriz —— sistema/matriz em escada = sistema/matriz reduzido

\ \

classificagao conjunto de solugoes
Vamos ilustrar o método de eliminagdo de Gauss nalguns exemplos.
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Exemplo 1

1 — xo —+ r3 = 3
Pretende-se resolver o sistema 201 — x5 + 3x3 = 8
—r1 + r3 = 1

Fase descendente:
1 -1 1|3 1 -1 1|3 1 -1 1|3

—1 0 1]1 0 -1 2|4 0 0 3|6

Nao existem equacOes impossiveis no sistema e todas as colunas do sistema

em escada tém pivot. Logo o sistema é possivel e determinado.

Fase ascendente:

Conjunto de solugdes do sistema é S = {(1,0,2)}.

Exemplo 2

Resolver o sistema dado matricialmente por




Fase descendente:

11 01 2 1 1 0 1|2 11 01 2
01 -1 0 1{—(]01 -1 01| —]01 —-10 1
1 2 1 1|-2 0 1 1 04 00 2 0|5

Nao existem equagoes impossiveis. Existem colunas sem pivot. Logo o sis-

tema é possivel e indeterminado, com varidvel livre x4 associada a coluna

sem pivot.

Fase ascendente:

11 01| 2 110 1] 2 100 1| 1

— 101 -10] 1|—|010 0|32 01002

5 5 5

00 103 |00 1 0|3 |00 1 0|3
1}1:5—1'4
502:—%
3:'3:*%
$4:V

O conjunto de solugoes do sistema é

S = {(5617532,5133,934) L x

7
2

Podemos tomar valores arbitrarios para xy4.

x4 = 1 obtemos a solucéo (%, —%,

Nt

1).
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3 5
=5 — T4, $2:_§a $3:—§, 1'4ZV}

Se, por exemplo, tomarmos




Exemplo 3

Resolver o sistema dado matricialmente por

0 1 01

1 2 =210

2 5 —410
Fase descendente:
01 o1 1 2 -210 1 2 -2

A ultima linha da matriz corresponde & equagdo impossivel

0x1 4 0x2 + Oz = —1,

pelo que o sistema é impossivel. Logo S = §.
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Algoritmo para a determinagao da inversa de uma matriz

1 2
Consideremos A = . Para calcular A~! temos que determinar
-1 0
1 Y
uma matriz X = [z|y] = , tal que AX = L.
L2 Y2
Ora
1 2 T N 1 0
AX =1 & =
-1 0 T2 Y2 01
Tl 4+ 2x2 Y1 + 2y 1 0
=4 =
-1 —y1 01
1 0
& Ax = , Ay=
0 1
Resolvendo os sistemas obtemos = = (O, %) ey = (—1, %)
0 -1
Logo A~ =
1 1
2 2

Em geral, para determinar a matriz inversa (quando existe) de uma ma-
triz A de ordem n temos que determinar uma matriz X = [a:1| r |mn} tal
que AX = I,, ou seja, temos que resolver as equagdes matriciais, com a

mesma matriz de coeficientes A,

1 0 0

0 1 0
Az, = , Axo = s e, Axy =

0 0 1
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Podemos resolver simultaneamente estas equagoes aplicando o método de

Gauss para reduzir a matriz A:

[41r]
A’ em escada

tem linhas de zeros 7

A é nao invertivel

STOP

Exemplos

1. Pretende-se determinar a inversa da matriz (se existir)

Aplicando o algoritmo da inversa, vem

12010 1 2/1 0 1 21
— —
-1 3|0 1 051 1 0 1|2
-1
12 1]3 —2
L =z
0go 5
-1 3 11

2. Pretende-se determinar a inversa da matriz (se existir)
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oy

o=

[SA1]\)

=



Tem-se,
1 2 1|1 0 O 1 2 1 1 0 0
0601 1{01 0|—(01 1] 010

1 3 2|0 0 1 01 1({-1 01

A’ tem uma linha de zeros. Logo A é nao invertivel.
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