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Plano das aulas 4 e 5

@ Intervalos de Confianga
Distribuicdes por amostragem
Intervalos de confianca para y, 0% e p
Intervalos de confianga - duas médias populacionais
Intervalos de confianga - duas variancias populacionais
Intervalos de confianga — caso geral
© Testes de Hipoteses
@ Exemplo introdutério
@ Primeiras nocoes
@ Erros de tipo | e tipo Il
@ Etapas na construcdo de um testes de hipdteses
°
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Testes de Hip6teses— o p — value
e ercicios
Q Testes de ajustamento
e Testes de independéncia
G Testes ndo parameétricos
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Intervalos de confianca

Falamos até aqui da estimacao pontual e métodos de determinar
estimadores de um parédmetro desconhecido 6.

Iremos agora tratar a questao da estimacao intervalar.

Os intervalos sao preferiveis quando, em vez de se propér uma
estimativa isolada, 4, podemos associar-lhe uma medida de erro
0 + e, para significar que provavelmente o verdadeiro valor do
parametro estaraem § — e , 0 + e.
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Intervalos de confianca

Definicao
Considere-se uma amostra aleatéria (Xj, Xz, --- X,) de uma popula-
¢do com fungdo de distribuicdo F(x|#). Sejam ©3(Xj,--- Xn) e
©3(X1, - - - Xp) duas estatisticas, tais que

PO} <6 <03)=1—-q, O<a<,

onde « € uma constante, nao dependente do parametro 6.

Diz-se que (©7,©3) € um intervalo aleatério, que contém ¢ com pro-
babilidade 1 — a.

v

Com a utilizagdo de um intervalo de confianga para estimarmos um
parametro ficamos a ganhar?
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Intervalos de confianca

Efectivamente, pensemos por exemplo, no estimador X.
Tem-se P[X = u] =0, mas ja temos uma probabilidade positiva se
considerarmos

P{n€lX—-aX+al} coma>0

ou seja, ha uma probabilidade positiva de o intervalo aleatério conter
0 parametro desconhecido.

Definicéo

A qualquer intervalo (07,05), com 07 < 03, nUmeros reais, que resulta
da concretizacao do intervalo aleatério chama-se intervalo de confi-
anca a (1 — «)100% para 6.
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Intervalos de confianca

A determinagéo de intervalos de confianga para os parametros
necessita do conhecimento da distribuicdo dos estimadores
envolvidos distribuicbes por amostragem, isto é, sao distribuicdes de
fungbes da amostra aleatéria (Xq, X2, - - - , Xp), que vamos usar para
obter Intervalos de Confianca

Relembrando
X—p
o/v/n

@ Se X ~ N(u,0) e o conhecido —

~ N(0,1)
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Distribuicoes por amostragem

Para obter o Intervalo de Confianca para o2

Variavel usada Condigoes Distribuicao
-1)§°
n=y)s Xi ~ N(p, o) X{n_1)
$2- EEUX | -1z

Definigéo da distribuigao 2

Se Zy,2,,--- ,Z,sd@0 v's a’s N(0, 1) independentes

ll
ava. X=22+..-4+Z; étalque

Tem-se E[X] = n; Var[X] =2n

X~ Xn)
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Distribuicoes por amostragem

Para obter o I.C. para u com o desconhecido

Variavel usada Condicoes Distribuicao
% Xi ~ N(p,0) tin—1)
2 = TLUiX? i=1,2,---.n

Definigao da distribuicdo t — Student

Se Z~N(0,1) e X~ X?n) sdo v.a. independentes
4
_ Z

= —— ~ [
Xin o
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Intervalos de confianca para u

Intervalo de confianca a (1 — &) x 100% para © quando
X ~ N(up, o)

@ Se o conhecido

X —Z a/2\/—<“<x+za/2\/— J

(Zaj2 — valordav.a. Ztalque P(Z > z,,) = o/2)

@ Se ¢ desconhecido

X — ta/2,(n—1) % <pu< X+ ta/2,(n—1) % J

Observacoes: Chama-se precisao da estimativa a semi-amplitude do
intervalo de confianga e confian¢a ou grau de confianca a (1 — ) x 100%

Quanto maior for o intervalo, maior € o grau de confianga, mas menor a
precisédo da estimativa.
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Intervalo de confianca (exemplo)

Exemplo de construgéo de um I.C. no ®, para o valor médio de uma
normal com variancia conhecida (exemplo académico!)

Exemplo Dada a amostra referente a 10 alturas, admita-se que os
erros de medicao sdo normais de média 0 e desvio padrao 1.5.

> x<-c(175,176, 173, 175, 174, 173, 173, 176, 173, 179)
> int.conf.z<-function(x,sigma,conf.level=0.95)

n <-length(x) ;xbar<-mean(x)

alpha <- 1 - conf.level

zstar <- gnorm(1l-alpha/2)

SE <- sigma/sqrt(n)

xbar + c(-zstar*SE,zstar*SE)  ## definimos uma fungdo
> int.conf.z(x,1.5) # basta fazer isto

Obteve-se 0 |.C a 95% para 1173.7703; 175.6297|
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Intervalos de confianca

Intervalo de confianga a (1 — «) x 100% para n
Se X tem dist. qualquer nao normal

E necessario dispor de uma amostra de dimensao elevada, i.e., n
grande — aplicacdo do Teorema Limite Central

X—pu .
~ N(0,1 se ¢ conhecido
oI (0,1) o conhecido
Ou, que é o caso mais frequente,
X—pu .
~ N (0, 1 se ¢ desconhecido
N N(0,1) o [

Intervalo a (1 — «) x 100% de confianga para p

7_zo¢/2%<ll'<7+zo¢/2%
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Intervalos de confianca

Intervalo a (1 — a) x 100% de confianca para o> numa populacéo
normal

(n—1)32<(72< (n—1)s? J

Xi/z,(n—n X$—a/2,(n—1)

(x2 — valordav.a. x> talque P[x® > x2] = )

Intervalo de confianga (1 — a) x 100% para p

n

se X —~ B(n,p) e n “grande”
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Intervalos de confianca - duas médias

populacionais

Intervalos de confianca a (1 — «) x 100% para @1 — p2 com
X1 ~ N(uy,01) € Xo ~ N(uz,02) € amostras independentes

@ se variancias conhecidas

X %) = Zayor| B+ B < iy — iz < (R =T+ 2o/ D+ B
(X1 = X2) — Zaj2\/ 7 + 52 <1 —p2 < (X1 = X2) + Zoj2\/ - + 7

@ se variancias desconhecidas mas se pode admitir variancias
iguais.
(5 —X2) — btz Sp\/ o+ <p1—p2 < (X1 —X2) + a2 Spy /2 + J

. 2 (n—1)s24+(mp—1)sh
a2 = tajo,(m+m—2) ©  Sp= oot
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Intervalos de confianca - duas médias

populacionais

Intervalo de confianca a (1 — a) x 100% para pq1 — p2 em duas
populagdes quaisquer (ndo normais), amostras independentes, de
dimensoes ny e n» elevadas

S — sz | s S — sz | sk
(X1 = X2) = Zojo\f b + 722 <1 —p2 < (K —X2) + Zap2\/ 7 + 22

Intervalo de confianca a (1 — a) x 100% para p1 — p2, quando as
variancias 0% e o3 s@o desconhecidas e desiguais

Esta situacao foi tratada por Welch-Satterthwaite que considerou uma
aproximagcao t a v.a. usada na construcio do intervalo acima, sendo o n? de
graus de liberdade calculados aproximadamente— voltaremos a isto quando
tratarmos os Testes de Hipoteses.
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Intervalos de confianca - duas variancias

populacionais

Intervalo de confianga a (1 — a) x 100% para o2 /03, com
X1 ~ N(uy,01) € Xo ~ N (g, 02) € amostras independentes

Surge aqui uma nova distribuicao, cuja caracterizacao foi feita por
Fisher e Snedecor, baseada no quociente de duas v.a. independentes,
com distribuigdo qui-quadrado.

A distribuicdo F de Snedecor

Sejam U ~ X?m) eV ~ xf ;) varidveis aleatérias independentes, en-
tao X = L\j//’;’ diz-se ter distribuicdo F com (m, n) graus de liberdade

e representa-se por X = V//n ~ F(m,n)-
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Intervalos de confianca - duas variancias

populacionais

Considere-se agora duas amostras aleatérias de dimensao ny e no,
retiradas de forma independente de X; —~ N (u1,01) € Xo —~ N (uz, 02).
$3/0%
/o3
de 02 /05. Sob estas condigdes tem-se

Tem-se

F(n,—1,n,—1), variavel que permite fazer a estimagao

2

: : o4 ,
O intervalo de confianga a (1 — «) x 100% para —12 é
0.
2
s? 0% 8§ fyoi(m—tim—1)
2 2 < 2
85 faj2i(m—1,m-1) 0% )
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Intervalos de confianca (amostras emparelhadas)

Intervalos de confianca para 1 — p2 (amostras emparelhadas)

Se numa dada experiéncia as observagdes estdo relacionadas, i.e,
emparelhadas pelo individuo - surge aqui o conceito de bloco.

Consideremos a amostra emparelhada (X, Y;) (i=1,...,n)

Seja
Dy = Xy — Yq; Do =X5—-Y5; Dp = X, — Y, isto é,

seja (D1, Do, ..., D) a amostra aleatéria das diferengas
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Intervalos de confianca (amostras emparelhadas)

Se Dy, D,, ..., D, sao variaveis aleatérias provenientes de uma lei
normal com valor médio p1p = ux — py € varidncia o4, desconhecida
D—pp

Sp/vn 7V

Intervalo de confianga a (1 — «) x 100% para up

tem-se

Se nao for possivel admitir D; normais, mas se tenha n ‘grande’ o
intervalo de confianga (1 — o) x 100% para pp €

d— 2% <pp<d+Z.p2 J
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Intervalos de confianca para p; — p-

Sejam X; e X, variaveis aleatérias tais que
X1 ~B(m,p1) e Xa~ B(n2,p2);
ny e no as dimensoées de amostras aleatérias independentes

Intervalo de confianca a (1 — «) x 100% para pi — p2 quando as
dimensodes das amostras sao elevadas

(B1—P2)—Zasz /52 + 222 < py—pp < (B1—P2)+20y2 1/ 252 + pzquJ

Nota: Todos estes intervalos de confianca sdo calculados no @® com
uma fungdo que, simultaneamente realiza um teste de hipéteses.
Por essa razao vamos fazer exemplos mais tarde.
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Intervalos de confianca — caso geral

Os intervalos de confiangca apresentados até agora foram construidos
supondo conhecida a distribuicao dos estimadores (mas havia a
distribuicdo normal, pelo menos aproximadamente, subjacente.)

Se tal nao for possivel:
@ Tera de recorrer-se a distribuigbes assintéticas, sendo entdo
necessario dispor de amostras ‘grandes’;
@ O método geral consiste no seguinte:

Se X é v.a. com densidade f(x|0), seja (Xi, ..., X») uma amostra
aleatoria.

Seja T(Xj, ..., X») um estimador de 6 cuja fungédo densidade é
g(t16).
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Intervalos de confianca — caso geral

Conhecendo g(t|6), o objectivo é determinar duas fungdes
hi(0) e ho(6) tais que

hy(6)

“+o00
/ gto)dt = o / g(1}6) ot =
—00o hy(0)

comy; >0 e 2>0e <1+ = a,ousejatal que

Pl () < T < hp(0)] =1 — a.

Mas temos aqui o problema de procurar o melhor dos intervalos
relativos ao coeficiente de confianga que se pretende - intervalo de
amplitude minima. (ver Murteira e Casella)
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Testes de Hipoteses

Na inferéncia estatistica estudada até aqui tratou-se da obtengéo de
estimadores e da construgao de Intervalos de Confianga.

Os Testes de Hipo6teses sao procedimentos de inferéncia que face a
hipbteses estatisticas formuladas, avaliam a sua plausibilidade com
recurso a regras que utilizam os dados de uma amostra observada.

Uma hipétese estatistica € uma conjectura sobre uma caracteristica
desconhecida da populagéo

Um teste de hipoteses € um procedimento estatistico que averigua se
0s dados sustentam uma hipétese estatistica.

A Teoria dos Testes de Hipoteses “pde a prova as nossas suposicdes”.
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Testes de Hipoteses

Seja X uma populacao com funcéo de distribuicdo conhecida,
dependente de um parametro 6, F(x|0), ou de um vector de
parametros § = (0, ..., ) desconhecidos.

A ideia geral base num teste de hipéteses (teste paramétrico) é a
seguinte:

— supor que o parametro # tem um certo valor 6y — isto constitui a
hipdtese a testar - hipotese estatistica -, que se costuma representar
por Hp, que pode ser verdadeira ou falsa.

Rejeita-se Hp se houver evidéncia factual contra ela, apoiando-se
outra hipétese.

Testar uma hipotese estatistica consiste em aplicar um conjunto
explicito de regras para decidir se a conjectura deve ou nao ser aceite,
com probabilidade minima de erros.
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Exemplo introdutério

Numa linha de engarrafamento de azeite a quantidade deitada em cada
garrafa € uma variavel aleatéria que se admite ter distribuicdo normal.
O processo de enchimento considera-se regulado se p = 1 litro, néo
sendo de admitir grandes desvios. Para controlar o processo de enchi-
mento escolheram-se ao acaso 20 garrafas da produgéo diaria. Supo-
nha que se obteve uma média de 0.965 litros com um desvio padrao
de 0.08 litros.

Poder-se-a dizer que o processo nao esta regulado? Justifigue conve-
nientemente a resposta.

Resolucao: Para averiguar se 0 processo nao esta regulado,
podemos formular um teste das hipoteses:

Hy:p=1 V.s. Hy:p#1
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Testes de Hipoteses—primeiras nocoes

A Regra de um teste consiste em:
- Dividir o espago amostra em duas regides complementares:

RA - regido de aceitacdo — os valores amostrais para os
quais a decisao é “aceitar’ Hy
RR ou RC - regiao de rejeicao ou regiao critica — os valores
amostrais para os quais Hj € rejeitada.

Sendo a Inferéncia Estatistica um “caminho” que vai do particular ao
geral, pode ter erros associados:

As Possiveis decisoes que se podem tomar sao :

Hp verdadeira e “aceitar” Hy — deciséo correcta

Hy verdadeira e rejeitar Hy —decisao incorrecta — erro
Hp falsa e “aceitar’Hy —decisao incorrecta — erro

Hp falsa e rejeitar Hy —decisao correcta
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Testes de Hipoteses—erros de tipo | e tipo |l

Os erros da decisao de rejeitar ou nao rejeitar Hy sdo designados,
respectivamente por erro de 14 espécie ou erro de tipo | € erro de 22
espécie ou erro de tipo Il, sendo as probabilidades associadas a
cada um dos erros habitualmente designadas por

a = P (erro de tipo 1) = P ( rejeitar Hyp|Hy verdadeiro)
B = P (erro de tipo II) = P(n&o rejeitar Hy|Hy falso).

A « é costume chamar nivel de significancia do teste e a
1 — 5 =P (rejeitar Hy|Ho falso) poténcia do teste.
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Testes de Hipoteses

O quadro seguinte resume o que acabamos de expor:

nao rej. Hy rej. Hy
Hp verd. | deciséo correcta | erro tipo |
Ho falsa | erro tipo Il decis&o correcta

Manuela Neves Modelos Matematicos e Aplicacoes (15/16) 7 e 9 de Marco de 2016 181/216



Testes de Hipoteses

Sendo assim, um teste de hipéteses necessita de duas hipéteses:
@ uma que é proposta pelo experimentador e
© aoutra que é a sua negagéo.

A primeira, habitualmente representada por H;, é chamada a
hipdtese alternativa (hipbtese a pesquisar) , a outra representada por
Hp, é chamada a hipotese nula.

A hipétese a testar é a hipotese nula, que regra geral esperamos
rejeitar.

Costuma escrever-se  Hy vs H;.
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Testes de Hipoteses

A situagao desejavel seria, portanto, ter « e § tdo pequenos quanto
possivel. Porém, tal ndo é possivel.

De facto, fixada a dimens&o da amostra, quando um erro diminui o
outro aumenta.

O que € habitual fazer-se — teoria de Neyman-Pearson — é fixar o valor
de « e tentar minimizar o 8. Quando existe um teste nestas condicoes
costuma chamar-se teste mais potente.

A Teoria de Neyman-Pearson estabeleceu que a realizacdo de um
teste de hipbteses se baseia na definicao de Estatisticas de Teste e
de Regiodes Criticas associadas as hipo6teses formuladas.
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Voltemos ao exemplo

Admita-se entdo que a amostra observada é a realizacao da a.a.

(X1, Xo,-- -, Xp) proveniente de uma populagéo normal da qual ndo se
conhece o. As hipdteses a testar sdo, como vimos,

Hy:p=1 vs Hy:p#1,

X —
a Estatistica de Teste é “o, que sob a hipoétese nula tem
S/vn

distribuicdo conhecida, que sabemos ser f,_1). Temos entao

X1
sendo a regiao critica, correspondente ao nivel de significancia «
dadapor T < — a/2,(19) U T> toc/2,(19)
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Testes de Hipoteses

A resposta num teste de hipéteses é dada na forma

@ Rejeitar Hy - significa que os dados observados testemunham
fortemente contra Hy - neste caso sera adoptada a hipétese H;

@ Nao rejeitar Hy - significa que nao ha evidéncia suficiente para
rejeitar Hy.
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Etapas na construcao de um testes de hipoteses

Passos a seguir na construcao de um teste de hipoteses:

1. Identificar o(s) parametro(s); especificar H, e H; e o nivel
de significancia a.

2. Escolher uma variavel aleatéria — estatistica de teste, que
sob Hj tera distribuicao conhecida (pelo menos
aproximadamente).

3. Definir a regiao de rejeicao ou regiao critica — RC
(conjunto de valores da estatistica que sdo menos
“plausiveis” caso Hy seja verdadeira, portanto levam a
rejeitar Hy).

4. Calcular o valor da estatistica de teste, para a amostra
observada.

5. Se o valor calculado € RC —  rejeita-se H
Se o valor calculado ¢ RC — n&o se rejeita Hy
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Testes de Hipoteses— o p-value

A indicacao do valor observado da estatistica de teste, por exemplo
Zcal, € a indicagcdo de um valor critico z,, para decidir, por exemplo,

Rejeitar Hy se z.4 > z, (num teste unilateral a direita)
tem sido recentemente “substituido” pelo célculo de uma
probabilidade

— a probabilidade de se observar um valor igual ou mais
extremo do que o observado, se a hipétese nula é
verdadeira — a que se chama valor de prova; valor-p ( p-value)
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Testes de Hipoteses

Nota: é esta quantidade que hoje em dia qualquer software esta
preparado para calcular quando se manda realizar um teste.
Podemos interpretar o valor de prova, valor-p ou p-value como a

medida do grau de concordéncia entre os dados e Hy

Assim:
- Quanto menor for o p-value, menor é a consisténcia entre os

dados e a hipétese nula
Habitualmente adopta-se como regra de deciséo:

rejeitar H, se p-value < a ]
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Os dados seguintes referem-se a concentracao total de azoto (ppm)
na agua de um lago que é utilizado como fonte de abastecimento
urbano.

0.042 0.023 0.049 0.036 0.045 0.025
0.048 0.035 0.048 0.043 0.044 0.055
0.045 0.052 0.049 0.028 0.025 0.039
0.023 0.045 0.038 0.035 0.026 0.059

@ Determine um intervalo de confianga para i (a 99% de confianga).

© Para ser aceitavel como fonte de agua potavel, o contelido médio
de azoto deve ser inferior a 0.07 ppm. Acha que os dados sao
compativeis com aquele critério?
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Exercicio-resolucao

> azoto<-c(0.042,0.048,0.045,0.023,0.023,0.035,0.052,
+ 0.045,0.049,0.048,0.049,0.038,0.036,0.043, 0.045,
+ 0.025, 0.044, 0.055, 0.028, 0.025, 0.039,
+ 0.035, 0.026, 0.059)
> gqnorm(azoto)# este & um grafico para uma
+ #primeira pesquisa da normalidade
> gqline(azoto)

Histogram of azoto Normal Q—Q Plot

5 o 2 g
0.02 0.04 0.06 - —‘2 —‘1 C‘) ::. 2‘
azoto Theoretical Quantiles
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Exercicio-resolucao

> t.test(azoto,mu=0.0,conf.level=0.99)
#alinea a) pode omitir-se mu=0.0

One Sample t-test

data: azoto
t = 18.5066, df = 23, p-value = 2.606e-15
alternative hypothesis: true mean is not equal to O
99 percent confidence interval:

0.03382623 0.04592377

sample estimates:
mean of x

0.039875
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Exercicio-resolucao

> t.test(azoto, alternative=’less’, mu=0.07) #alinea b)

One Sample t-test

data: azoto

t = -13.9815, df = 23, p-value = 4.944e-13
alternative hypothesis: true mean is less than 0.07
95 percent confidence interval:

-Inf 0.04356776

sample estimates:
mean of x

0.039875
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Testes de hipoteses e ICho R

Intervalo de confianca e teste de hipoteses para comparar os valores
médios de duas populagdes

>t.test(x, v ,

alternative = c{("two.sided", "less", "greater"),
mu = O, paired = FALSE, var.equal = FALSE,
conf.level = 0.95, ...)

Realiza um teste e |.C. para amostras independentes, usando o t de
Welch-Satterthwaite para obter uma aproximacdo ao n® de graus de
liberdade. Por omissao considera paired = FALSE, var.equal =
FALSE.

>data(sleep) ;>sleep ## Uma alternativa a um teste a duas médias

## forma simples de realizar o teste para comparar 2 grupos
>t.test(extra ~ group, data = sleep, paired = TRUE)
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Testes de hipoteses e ICho R

Intervalo de confianca e teste de hipbteses para comparar 2 variancias
de populagdes que se admitem normais

>var.test(x, y, ratio = 1,
alternative = c("two.sided", "less",
"greater"),conf.level = 0.95, ...)

Intervalo de confianca e teste de hip6teses para verificar se a
proporcao de “sucessos” (em n provas nas quais se observaram x
sucessos se pode admitir inferior a 0.4

>prop.test(x, n, p = 0.4, alternative = "less",
conf.level = 0.99, correct = FALSE)

Trata-se de um teste a p = 0.4 sem correcgéo de continuidade. E
obtido o intervalo a 99% de confiancga.
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Exercicio (TPC)

Um estudo pretende comparar um tipo de semente melhorada com o tipo de
semente tradicional. A semente melhorada passara a ser utilizada se, em
média, o crescimento das plantas apds 20 dias for superior ao das obtidas
das sementes tradicionais. Sao criadas 15 diferentes situagdes laboratoriais,
variando temperatura e humidade. Em cada situacao semeia-se uma
semente de cada tipo e obtém-se os seguintes resultados para o
crescimento (em cm) das plantas apés 20 dias :

Situagéo 1 2 3 4 5 6 7 8
Semente melhorada 3.46 348 274 283 4.00 495 224 6.92
Semente tradicional 3.18 3.67 292 3.10 4.10 4.86 221 6.91

Situagao 9 10 11 12 13 14 15

Semente melhorada 6.57 6.18 8.30 344 447 759 3.87
Semente tradicional 6.83 6.19 8.05 346 4.18 7.43 3.85

Devera passar a usar-se as sementes melhoradas? Responda justificando e
explicitando quaisquer hip6teses adicionais que seja necessario impor.

Manuela Neves Modelos Matematicos e Aplicacoes (15/16) 7 e 9 de Marco de 2016 195/216



Exercicio (TPC)

Pretende-se testar se a propor¢ao de ulmeiros afectados pela grafiose é
idéntica em duas zonas A e B. Na zona A foi recolhida uma amostra aleatéria
de 30 ulmeiros e verificou-se que 20 estavam afectados pela grafiose. Na
zona B recolheu-se uma amostra de 35 ulmeiros e verificou-se que 27
estavam afectados pela grafiose.

Que concluséo se pode tirar ao nivel de significancia de 0.05?
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Métodos nao paramétricos

Os procedimentos de ICs e Testes de Hipdéteses tratados até agora
costumam designar-se por métodos paramétricos.

Sempre que os procedimentos usados se preocupam com 0
comportamento da populacédo (e nao com os seus parametros) ou
entdo com os parametros mas sem a exigéncia do conhecimento de
hipéteses distribucionais dizemos, de uma forma geral, que estamos
perante métodos nao paramétricos.

Nestes procedimentos estao incluidos os testes de ajustamento
(‘goodness-of-fit tests’) e os testes também ditos testes nao
paramétricos (‘nonparametric tests’ ou ‘distribution-free tests’)
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Testes de ajustamento

Iremos comecar por considerar os Testes de Ajustamento
(‘goodness-of-fit tests’) dos quais referiremos:

@ o teste de Shapiro Wilk;

@ o teste de Kolmogoroff-Smirnov e

@ testes do Qui-quadrado

Comecemos com um teste muito importante nas nossas aplicacdes

- um teste de ajustamento a distribuicao normal - i.e. permite
averiguar se um dado conjunto de observacdes se pode considerar
proveniente de uma populagdo com distribuicdo normal — é um teste
de normalidade,

O Teste de Shapiro Wilk

que se tem revelado ser um dos mais potentes. Vejamos em sintese
COMO Se processa.
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O teste de normalidade de Shapiro-Wilk

Seja X a caracteristica em estudo na populacao.

Formulam-se as hipoteses:
H, : X tem distribuicao Normal
H; : X ndo tem distribuicdo Normal

. b
Calcula-se o valor da estatistica de teste Wy = —

> (xi— X)?

i=1
com b constante a determinar a partir dos dados e com recurso a uma
tabela (que nao sera aqui dada).

N&o usaremos o Teste de Shapiro-Wilk com recurso a tabelas, vamos
executa-lo apenas no @®R.
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O teste de normalidade de Shapiro-Wilk no R

> shapiro.test(azoto)

Shapiro-Wilk normality test
data: azoto
W = 0.944, p-value = 0.2001

Um outro teste de ajustamento, que além da normalidade permite
considerar o ajustamento a outras distribuicdes é o teste de
Kolmogorov-Smirnov.

Este teste, introduzido por Kolmogorov e por Smirnov em 1933,
baseia-se na diferencga (distancia) entre a funcao de distribuicao
postulada na hipétese nula e a funcao de distribuicao empirica,
construida a partir da amostra.
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O teste de Kolmogorov Smirnov

Formulam-se as hipoteses:
H, : X tem distribuicdo Fy
H, : X tem distribuicao diferente de Fy

A estatistica de teste € D = supy|Fo(x) — F;i(x)|, onde Fy designa a
funcéo de distribuicdo considerada e F;; a fungéo de distribuicéo
empirica.

O comportamento daquela variavel D foi completamente especificado
por aqueles autores no caso de X ter uma lei normal com parametros
conhecidos.

Lilliefors estudou a mesma estatistica quando X era exponencial.
Actualmente os softwares estao preparados para realizar o teste para
outras distribuicdes.
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O teste de Kolmogorov Smirnov no R

Exemplo: Consideremos n = 200 valores gerados a partir de uma
distribuicao de Weibull, com os parametros abaixo especificados:

>x.wei<-rweibull(n=200,shape=2.1,scale=1.1)

+ # gera valores de uma v.a. com
+ # distribuig¢do de Weibull, com
+ # parametros de forma=2.1 e escala=1.1

>ks.test(x.wei,"pweibull",shape=2,scale=1)

One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: x.wei
D = 0.0765, p-value = 0.1918
alternative hypothesis: two-sided

Manuela Neves Modelos Matematicos e Aplicacoes (15/16) 7 e 9 de Marco de 2016 202/216



O teste de Kolmogorov Smirnov no R

> x<-s5eq(0,2,0.1)

> plot(x,pweibull(x,scale=1,shape=2),type="1",col="red",
+ 1wd=3, main="ECDF e Weibull CDF")

>plot(ecdf (x.wei) ,add=TRUE)

ECDF e Weibull CDF

1.0

=1, shape =2)
0.6 0.8
| |

0.4

pweibull(x, scale
0.2

0.0
1

0.0 0.5 1.0 15 2.0
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O Teste de ajustamento do Qui-quadrado

Um teste muito usado baseado em contagens (frequéncias) - é o
teste do Qui-quadrado (K. Pearson).

Considere-se os valores possiveis da caracteristica X, repartidos em
k classes, A1, Ao, ..., A, mutuamente exclusivas. Seja

@ n; — frequéncia absoluta observada da classe Aj; ZL ni=n

@ p;— a probabilidade desconhecida de obter uma observagéo na
classe A;, Vi,

@ po; — a probabilidade de obter uma observacao na classe A;
supondo que a observacgao foi extraida de uma populagéo com a
distribuicao especificada em Hy, i.e. po;i = P(Ai|Ho).
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O Testes de ajustamento do Qui-quadrado

Hy : Pi = Pio i=1,2,..k V.s.
H; : pelo menos um dos p; # pio

A Estatistica do teste é

X2 — Zk: (ni — npjp)?

i1 npjo

Se H, verdadeira X2 ~ X?k—1) i.e., a distribuicdo é assintética, i.e.,
vdlida para dimensdes de amostra elevada.

Regido Critica—RC: é unilateral direita

Rejeita-se Hy se X%, > Xi,(k—ﬂ J

Se houver necessidade de estimar parametros a estatistica passa a
ter assintoticamente distribuicao X?k—u—1)’ onde v é o nimero de
parametros estimados.
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O Testes de ajustamento do Qui-quadrado no R

Na tabela seguinte estao representados os resultados de um estudo
experimental sobre o efeito do gorgulho Azuki do feijao. Introduziram-se
larvas desse orgulho nos feijdes que as alimentaram. As crisdlidas sairam
através de um buraco feito no feijao e, como tal, o n. de buracos por feijédo
indica-nos o n. de adultos que sairam. Observados 100 feijoes obtiveram-se
0s seguintes resultados:

n. de gorgulhos saidos de 1 feijao 0 1 2 38 4
frequéncia observada 60 22 10 5 3

Poderé& considerar-se o n°. de gorgulhos por feijao uma v.a. com distribui¢do
de Poisson?

>num<-c(0,1,2,3,4); freq<-c(60,22,10,5,3)
>lambda_est<-sum(num*freq)/100;lambda_est
>probs<-c(c(dpois(num[-5],lambda_est)),

+ ppois(3,lambda_est,lower.tail=F))
>chisq.test(freq, p = probs)
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O Testes de ajustamento do Qui-quadrado no R

Chi-squared test for given probabilities
data: freq
X-squared = 19.678, df = 4, p-value = 0.000578
Warning message:
In chisq.test(freq, p = probs): Chi-squared approximation
may be incorrect
>par (mfrow=c(1,2)) #vamos sbé visualizar
>plot (num,freq/100,type="h", ylim=c(0,.6),1wd=3)
>plot (num, probs,type="h",ylim=c(0,0.6) ,1wd=3)
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Outros Testes de ajustamento

@ library(nortest) €& necessario carregar este package

@ ad.test( ) teste de normalidade de Anderson-Darling

o cvm.test() teste de normalidade de Cramer-Von Mises

@ lillie.test()  teste de Lilliefors

@ pearson.test(x.norm)  teste de normalidade do qui-quadrado
de Pearson

@ library(vcd) carregar o package para o proximo teste
@ goodfit()  ajusta uma distribuicao discreta
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Tabelas de contingéncia

Suponhamos que os individuos de uma amostra sao classificados de
acordo com dois critérios (factores) A e B (qualitativos ou

quantitativos).

Consideremos r niveis do critério A e ¢ niveis do critério B. Portanto
0s h valores observados sao classificados de acordo com 2 diferentes

factores (critérios).

E costume apresentar as frequéncias observadas O; na célula (i, /) de
uma tabela a que se chama tabela de contingéncia

B; B; B;
Ar | o1 04 Oic | O1.
Az | 02 02; O2¢ | O2.
Ar | o Orj Orc Or.
0.1 0, Oc

S Zfﬂ 0j = n e oj representa o nimero de elementos da amostra

classificados nas categorias A; e B;.
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Tabelas de contingéncia-testes de independéncia

Se a tabela de contingéncia resultou da classificagao dos individuos
da amostra segundo os niveis de cada um dos critérios, regra geral
pretende-se com este estudo inferior da eventual existéncia de alguma
relacao ou associacao entre os dois critérios de classificagdo. As
hipéteses a testar séo:

Hy. A e B sao independentes

H;. A e B nao sao independentes

A estatistica do teste é

_yy o er o e’

i=1 j=1

onde e representa a estimativa da frequéncia esperada, se a
hipotese Ho fosse verdadeira, i.e. e = -7/

Se Hy verdadeira, X* ~ x{,_ (s

Rejeita-se a hipétese Hp se X2, >

2
a,(r—1 )(s—1)
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Tabelas de contingéncia

Submeteram-se ramos florais de macieiras “Golden Delicious”, a quatro
tratamentos. Contou-se o nimero de frutos produzidos a fim de verificar se
existe ou ndo uma relagdo entre os diferentes tratamentos e a frutificagéo.

Vejamos os resultados no seguinte quadro:

Tratamentos N. de frutos Totais
0 1 20u 3
A 203 150 6 359
B 266 112 1 379
C 258 126 2 386
D 196 168 17 381
Totais 923 556 26 1505

Pretendemos testar a hipétese nula , de que nao ha relagao entre os
tratamentos e a frutificacéo, ou seja, que sdo independentes.
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Resolucao do Exercicio no R

>frutos<-matrix(c(203,150,6,266,112,1,258,126,2,196,168,17),

+ nc=3,byrow=T,

+dimnames=1ist(c("T_A", "T_B", "T_C","T_D"),C("O", uln’u2/3u)))
>frutos

>chisq.test(frutos)

>chisq.test(frutos) $expected

>(chisq.test (frutos)$residuals) ~2

>barplot (frutos,names=c("0","1","2/3"),col=c(4,7,3,2),

+ cex.names=1,beside=T)

>legend ("topright",c("T_A","T_B","T_C","T_D"),fill=c(4,7,3,2))
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Pressupostos a verificar:

@ as frequéncias esperadas em cada classe ndo devem ser
inferiores a 5, quando o numero total de observagdes é < 20;

@ se n > 20 ndo devera existir mais do que 20% das células com
frequéncias esperadas inferiores a 5, nem devera existir nenhuma
com frequéncia esperada inferior a 1.

@ se nos casos anteriores as condi¢cdes nao se verificarem deve-se
juntar linhas ou colunas (desde que tal jungéo tenha significado).

@ arealizacdo de um teste de independéncia nao deve terminar
com a rejeicao da hipotese nula. Deve analisar-se a contribuicao
de cada célula para o valor de X?2.
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Testes Nao Paramétricos

Consideremos agora que pretendemos realizar testes a parametros
mas as hipéteses da normalidade ou da aproximagao a normal nao
sao verificadas. Como ja dissemos tais testes tém, habitualmente, a
designacao “distribution-free” mas muitos autores designam-nos por
testes nao paramétricos.

Vamos apenas deixar aqui uma breve nota sobre dois testes muito
usuais que se podem aplicar quando o teste tgtudent nao é valido.
Estes testes s&o baseados nas ordens das observacgdes, ou seja, na
posicdo de cada observacao na amostra ordenada.

Enquanto os testes paramétricos exigem que as variaveis em causa
sejam quantitativas, os testes ndo paramétricos que vamos usar
podem aplicar-se também a variaveis qualitativas, desde que as elas
sejam ordinais.
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Testes de Wilcoxon

Teste de Wilcoxon - teste ndo paramétrico para o estudo da
mediana de uma populacao ou para comparar as medianas em duas
amostras emparelhadas

Teste de Wilcoxon-Mann-Whitney - teste ndo paramétrico
adequado a comparacao de duas amostras independentes
wilcox.test(A,B) realiza o teste que atrds chamamos de
Wilcoxon-Mann-Whitney para as duas amostras independentes A e B.

wilcox.test(A,B,paired=T)  realiza o teste que atras chamamos
de Wilcoxon para as duas amostras A e B, mas agora consideradas
emparelhadas.
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Os testes de Wilcoxon no R

A tabela seguinte da a percentagem de concentragao de zinco,
determinada por dois métodos diferentes, em 9 amostras de comida:

Amostra EDTA tritation Espectrometria atémica

1 7.2 7.6
2 6.1 6.8
3 4.9 4.8
4 5.9 5.7
5 9.0 9.7
6 8.5 9.1
7 6.6 7.0
8 4 4.7
9 5.2 4.9

Poder-se-a afirmar que existe uma diferenca significativa entre os
resultados dos dois métodos?
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