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Capitulo 1

Calculo matricial

As matrizes sao objetos matematicos que ocorrem em intimeras situagoes. Neste capitulo
vamos introduzir a nocao de matriz de elementos reais e definir operacoes bdsicas com

matrizes. Comecamos por estudar os sistemas de equagoes lineares com varias variaveis.

1.1 Sistemas de equacgoes lineares

Vamos recordar as nogoes de equacao linear, sistema de equagoes lineares e resolucao de
um sistema de equagoes e introduzir um método para classificar e resolver sistemas de

equacoes lineares que nos vai ajudar na interpretacao geométrica do sistema.

ExEMPLOS 1

1. A equagdo 3z — y = 1 é linear com duas variaveis. Os pontos (z,y) do plano que a

satisfazem definem a reta perpendicular ao vetor (3, —1) e que inclui o ponto (0, —1).

2. A equacdo z — y + 5z = 0 é linear com trés varidveis. Os pontos (z,y,z) de R?
que a satisfazem definem um plano perpendicular ao vetor (1, —1,5) e que passa na

origem do sistema de eixos.



1.1. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Uma equacao linear com n variaveis x1,xs, ..., x, ¢ uma equacao que pode ser escrita na
forma

a1y + sy + - - - + apx, = b,

com ai,as,...,a,, nao todos nulos, e b ntimeros reais. Diz-se que 1, s, ..., T, sao as
variaveis ou incégnitas, a; é o coeficiente da variavel x; e b é membro direito ou termo

constante.
EXEMPLOS 2

1. As equagoes 4+ 8y — 4z + 3t =12 e 21 — 3xy + by = g sao exemplos de equacoes

lineares com quatro variaveis.

2. As equacoes 7% — 2zy + 3y = 1, 1 — é +x3 =0, et — a9 = % sao exemplos de

equagoes nao lineares.

Uma solucao de uma equacao € uma sequéncia de valores que atribuidos as variaveis trans-
forma a equagao numa proposicao verdadeira. Assim, (0,0,1) e (—%, 1,1) séo solugoes da
equacao 2xy + ro + 3 = 1.

Resolver uma equacgao é determinar o conjunto das solugoes. Para resolver a equagao
2371 + Ty +x3 = 1

podemos escolher duas varidveis para tomarem valores arbitrarios (variaveis livres) e re-
solver a equagdo em ordem & varidvel restante (varidvel dependente). O conjunto das

solugoes é pois o plano definido por

{(xl,xg,xg) =V
To = 1 —21‘1 — X3

.ﬁl]gzv }

OBSERVACAO 1 Se uma equacao linear tem uma tnica varidvel, ndo hé varidveis livres,

o conjunto de solugoes é singular e consiste num unico ponto de R. Se é uma equacgao
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL

linear com duas varidvel, tem uma variavel livre e o conjunto de solucoes define uma reta
em R2. Com trés varidveis, hd duas varidveis livres e define um plano de R3. Quando a
equagao tem n > 3 variaveis, existem n — 1 variaveis livres e diz-se que o conjunto das

solugoes é um hiperplano de R".

Um sistema de equagoes lineares é uma colegao finita de equagoes lineares com as mesmas

variaveis. O sistema de equacoes lineares

1121 + A12T2 + - - - + A1 Ty = b
211 + Q92T9 + -+ + A9, Ty, = b2
Am1T1 + Aol + - - + QppTy, = bm

tem m equacoes e n variaveis. Diz-se do tipo m por n e escreve-se m X n. Diz-se também
que a;; ¢ o coeficiente da varidvel j na equacao ¢ e que b; ¢ o membro direito da equacao
1.
Uma solucao do sistema é uma solucao comum as m equagcoes.
EXEMPLO 3 (—2,0,6) e (2,1, 1) sao solugoes do sistema de equagoes lineares 2 x 3
1+ T+ 3 = 4

3[L‘1 - 2l‘2 -+ 2l‘3 = 6
(1,1,2) nao é solugao.
Se o sistema admite uma tnica solugao diz-se determinado. E indeterminado se tem mais

do que uma solucao. Se nao existem solucoes o sistema diz-se impossivel.
Exercicios 1
1. Para que valores de b o sistema

21‘1+3ZL‘2 = 4
4.T1+6SL’2 = b

é impossivel?
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1.1. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

2. Indique uma equacao a juntar a

2[E1+l‘2— Tr3 = 4

T — Ty +3T3 = 2
de forma a obter um sistema impossivel.
Dois sistemas sao equivalentes se tém as mesmas solugoes. Se num sistema de equacoes
1. adicionar a uma equacao um multiplo de outra,
2. multiplicar uma equacao por uma constante nao nula, ou
3. trocar duas equacoes,
obtem um sistema equivalente. As operacoes 1, 2 e 3 chamam-se elementares.

EXEMPLO 4 Os sistemas

r—y = 1 T — =1
A= Y e B= Y ,
Ay = 2 —5r+2 = 1

representados geometricamente na Figura [Tl a) e b), respetivamente, sdo equivalentes.

y y
z—y=1 r-y=1
1> ‘ %l+y:2 L _%x+2y:1
12 4 v —2 12 4 ’

a) b)

Figura 1.1: Representagao das equagoes dos sistemas: a) A e b) B do Exemplo [l

Note que a 2* equacao do sistema B obtem-se adicionando a 2* equacao de A a 1* multi-

plicada por —1.
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL

Resolver um sistema é determinar o conjunto das solugoes. (O conjunto de solugoes de
um sistema impossivel é vazio.) Para resolver um sistema identificam-se, caso existam,
variaveis que podem tomar valores arbitrarios (varidveis livres) e exprime-se, em fungao
dessas varidveis, cada uma das restantes (varidveis dependentes).

O método de eliminacao de Gauss resolve sistemas de equacoes lineares por aplicacao
sucessiva das operagoes elementares. O método decorre em duas fases. A fase descendente
termina com um sistema em escada equivalente ao inicial. Num sistema em escada o 1°
coeficiente nao nulo de cada equacao ”estd mais a direita® do que o 1° coeficiente nao

nulo da equacao anterior.

EXEMPLO 5
1 —3xa+ 313+ x4+ 5 = 34
S = —Txs —Axy —Txs = —76
633‘4 = 30

é um sistema em escada.

O sistema em escada S’ do Exemplo [l é equivalente ao sistema

T — 31’2 + 31’3 + x4+ x5 = 34
S=1 201 — 629 — T3—2T4— Hr5 = —8
3l‘1 - 9l‘2 - 5[L‘3 + x4 — ].1[L‘5 = —-20

que vamos usar para ilustrar a descricao do método de eliminacao de Gauss.

O método comeca por utilizar a 1* equagao para ”eliminar“ a 1* variavel nas restantes
equacgoes, executando para este efeito operacoes elementares do tipo 1. Para eliminar a
variavel x1 nas equagoes 2 e 3 de S substituem-se a equacao 2 pela sua soma com -2 vezes

a equacao 1 e a equacao 3 pela sua soma com -3 vezes a equacao 1. Obtem-se assim o

sistema
T — 31’2 + 31’3 + x4+ x5 = 34
— 733‘3 — 433‘4 — 733‘5 = —76
—14l‘3 — 2l‘4 — 14l‘5 = —122
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1.1. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

que é equivalente a S e em que a variavel x; "nao figura“ nas equacoes 2 e 3.
Este procedimento é agora repetido com o sistema que resulta de ignorar a 1* equacao do
sistema obtido na iteracao anterior. Com o sistema anterior o procedimento conduz ao

sistema em escada

T — 3[L‘2 + 3[L‘3 + Ty + Ty = 34
S = — 7{L‘3 - 4{L‘4 - 7l‘5 = —76,
633‘4 = 30

ficando assim concluida a fase descendente do método de Gauss.

Uma vez obtido um sistema em escada equivalente ao inicial, as variaveis livres e as
dependentes sao identificadas pelas posicoes dos pivots. Os pivots de um sistema em
escada sao os primeiros coeficiente nao nulos das equacoes. As correspondentes variaveis
chamam-se wvaridveis pivot. Os pivots do sistema S’ sao 1, -7, 6 e x1, 3, T4 sdo as
variaveis pivot. As varidaveis pivot vao ser selecionadas para dependentes e as restantes
para variaveis livres.

A fase ascendente do método de eliminacao de Gauss comeca com o sistema em escada
determinado na fase descendente e termina com a obtencao de um sistema reduzido equi-
valente. Um sistema reduzido é um sistema em escada com todos os pivots iguais a 1 e

em que cada equacao nao inclui mais do que uma variavel pivot.

EXEMPLO 6
ry — 3[L‘2 - 2l‘5 = 5
R = T3 + Iy = 8
Ty = 5

é um sistema reduzido.

a fase ascendente atribui-se o valor 1 ao pivot da 1iltima equacao e utiliza-se esta equacao
Na f dente atrib lor 1 t da 1lt ¢ til t G

para ”eliminar“ a correspondente varidvel pivot nas restantes equacoes. Para fazer o pivot
igual a 1 executa-se uma operacao elementar do tipo 2 e com operagoes do tipo 1 ”elimina-

se‘ a variavel pivot das outras equacoes.
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL

Relativamente ao sistema S’, em primeiro lugar multiplica-se a tltima equacao por %,
fazendo assim o pivot igual a 1 na equagao que a substitui. Em seguida, a equacao 1 vai
ser substituida pela sua soma com -1 vezes a iltima equacao, ficando assim ”eliminada
a variavel x, nessa equacao. Também a equacao 2 vai ser substituida pela sua soma com

4 vezes a ultima, o que leva a "eliminacao“ de x4 dessa equacao. Tem-se pois

1 — 333‘2 -+ 333‘3 + x4+ x5 = 34 xry — 333‘2 -+ 333‘3 + x5 = 29
— 7.1’3 — 433‘4 — 733‘5 = 76 — — 733‘3 — 733‘5 = —56 .
T = 5) Ty = 5!

A fase ascendente continua repetindo aquele procedimento com o sistema que resulta de
ignorar a ultima equacao do sistema produzido na iteragao anterior. O método termina

quando o sistema obtido é reduzido. Assim,

Tl — 3.1’2 + 3.1’3 + x5 = 29 T — 333‘2 — 2.1’5 =5
T3 + x5 = g — R= T3 + x5 = 8 .
T4 = 5 T4 = 5

O método de eliminacao de Gauss determinou o sistema reduzido R que é equivalente a
S. Identificar o conjunto das solugoes de um sistema reduzido ¢é trivial. Tudo o que ha a
fazer é isolar num dos membros de cada equagao a unica variavel dependente que figura

nessa equacao. O conjunto das solugoes do sistema R, e portanto de S, é

{($1,$2,$3,$4,$’5) ©x1 =5+ 319 + 225
ZL‘QZ\V/
T3 — 8—375

ZL‘4:5

r5 =V }

E de notar que, durante a fase descendente, poderd haver necessidade de efetuar operacoes
elementares do tipo 3 (troca de equagoes). Esta situagao ocorre no exemplo que se apre-

senta em seguida.
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1.1. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

EXEMPLO 7 Vai-se aplicar o método de Gauss para resolver o sistema linear 3 x 4

R:

O conjunto de solugoes do sistema é {(331, To, XT3, Tyq)

(

\

.T1—|—2.T2—|— T3+ X4
2.§L’1+4.§L’2— .T3—|—2.T4

X

S:

+ 2l‘3 + 3l‘4

x1 + 229 + T3+ T4 = 4

X

T1+ 229+ w3+ w14 =

— 2wy + w3+ 214 =

xr, + 233‘2
— QI‘Q

T
T2

— 3.1’3 =

xs3

xs3

+ x4 =

+2ZL‘4 =

+3SL’4 =

11 —

1.

—1

2.§L’1+4.§L’2— .I‘3—|—2.I‘4 = 11 .

+2l‘3+3l‘4 = 1

T+ 204+ 23+ 14 =

— 3.1’3

— 219 + 13

+2ZL‘4 =

T+ 2x0+ w3+ Ty =

— 2wy + w3+ 214 =
XT3 =
xr, + 233‘2 +x4 =
) — Ty =
XT3 =

.T1:3—3.T4

$2:1+ZE4

.T3:—1

.T4:v

3

(*) - realizou-se a troca das equagoes 2 e 3.

EXEMPLO 8 Vamos agora aplicar o método de eliminacao de Gauss ao sistema A, do

tipo 2 x 2, do Exemplo 4l Na Figura[[.2 apresentam-se as representacoes geométricas das

equacgoes dos sistemas obtidos durante a execucao do método.

A:

r—y

20+

=1
= 2

— A =

[N [eN]

A// —

r—y
Y

ISA/UTL — Algebra Linear — 2012/13
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL

T = 2
Al/l:
y =1
Y Y Y
r—y=1 T =2
r—y=1
3, _ 3 _ _
RN . 1 W=5oy=1 1 y=1
5T +y=2 3
x : x x
1 2 4 1 2 2
a) b) c)

Figura 1.2: Representagao das equagoes dos sistemas: a) A, b) A’e A” e ¢) A” do Exemplo
5l

ExERcicios 2 Resolva cada um dos seguintes sistemas de equacoes lineares.

( (

r+2y+3z = 0 1+ 29+ 3x3 = 6
1. r+ y+ 2z = 10 2. 201 + 519 + a3 = 9
| 7 +2z = 0 \ T +4re — 623 = 1
¢ ¢
1+ 20+ w3+ x4 = 4 T1+2x9+ 303+ 14— x5 = 2
3. 201 + 4wy — x5+ 224 = 11 4. T3+ T4+ 15 = —1
T+ x93+ 2r3+34 = 1 \ —T1 — 209 — T3+ 2x4+ x5 = 0
(
T+ x93+ T3+ T4 = 1
. 200+ 19— x3+214 = 9
r1+ 204+ 13— 14 = —6
T1+ X9 — 223+ T4 = 7

\

Vejamos como o método de eliminagao de Gauss se comporta com sistemas impossiveis e

perante a existéncia de equagoes redundantes.
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O sistema
Ty — To+3x3 =2
S=19 201+ 29— a3 =4
3x1 4+ 3x9 —bxy =1

é impossivel. De facto, a equacao 3zy + 3xo — bxs = 6, que é incompativel com a 3?

equacao do sistema, é 2 vezes a 2* equacao menos a 1*. Aplicando o método de Gauss

tem-se
Tl — .T2—|—3373 =2 1 — To+ 31’3 =2 1 — .T2—|—3373 = 2
2l‘1 + X9 — r3 = 4 — 3l‘2 — 7{L‘3 =0 — 31‘2 — 7l‘3 =0 ;
3l’1 + 3l’2 — 5l‘3 =1 6l‘2 — ].41‘3 =-5 0 =-5
em que a equacao 3 deu lugar a proposicao falsa 0 = —5.

Como anteriormente foi referido a equagao 3x; + 3z5 — bxs = 6 obtem-se subtraindo a 1*
equacao ao dobro da 2*. Assim, se em S substituirmos a 3* equacao por 3z1+3xs—5x3 = 6,
esta equacao torna-se redundante no sistema resultante. Ao aplicar o método de Gauss a

este sistema obtem-se o seguinte resultado.

T — To+3x3 =2 T — To+3x3 =2
2.’171"— To — I3 =4 — - —> 3372—7.1’3 =0 .
31‘1+3l‘2—5l‘3 =6 0 =0

A equacao redundante deu lugar a proposi¢ao verdadeira 0 = 0 e o método permite

concluir que o sistema inicial com trés equacoes é equivalente ao sistema em escada com
apenas 2 equacoes.

Em geral, quando o sistema é impossivel é gerada uma proposicao falsa do tipo 0 = a,
com a # 0. Equagoes redundantes originam proposi¢oes verdadeiras do tipo 0 = 0.

Na Figura apresenta-se um esquema para classificar sistemas de equacoes lineares, a

partir do sistema em escada obtido no fim da fase descendente do método de Gauss.
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- Sejam S um sistema de equagoes lineares e S’ o sis-

tema em escada obtido no fim da fase descendente

do método de Gauss.

- Se S’ inclui alguma proposigao falsa (0 = a, com a # 0)

= S é impossivel.

Caso contrario S ¢é possivel.

- Se 86 ha variaveis pivot = S é determinado.
Caso contrario S ¢é indeterminado, com
tantas variaveis livres quanto o numero de

variaveis sem pivot.

Figura 1.3: Esquema para classificar o sistema de equagoes lineares S.

EXEMPLO 9 Para classificar o sistema

Ty — T9 =1
S = To+2x3 =1
2l‘1—3ZL‘2 =0

aplicamos a fase descendente do método de eliminacao de Gauss, de que resultou

S —

1 — X9 = 1 1 — X9
T —+ 2l‘3 = 1 — Sl - ) + 2l‘3
— Ty = -2 225

1
1.
—1

Uma vez que o sistema em escada S’ nao inclui proposicoes falsas, podemos concluir que

S é um sistema possivel. Como todas as varidaveis sao pivot, o sistema é determinado e

portanto a interseccao dos trés planos definidos pelas equagoes de S ocorre num tnico

ponto de R3. Note que, substituindo os membros direitos de S por quaisquer outros

valores, o sistema resultante seria também possivel e determinado.
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EXERcICIOS 3

1. Discuta, para todos os valores dos parametros, cada um dos seguintes sistemas.

( (

X - 2z =1 1+ wo— x3 =1
a) Y+ az :O,CLER b) 219 4+ 213 :fy,”)/ER.
\—x—l—y—l—Qaz =1 | 71+ P s =1
(
¢ 2z +4y +bz =2
ax +2z =2
r+ (d+2)y =1
c) T+ 2y =1, a,beR d) , bye,d eR

x +2y+bz =1

\ r—2y+bz =3

T + 2y =c

2. Seja S um sistema de equagoes lineares do tipo m x n. Diga, justificando, se cada

uma das seguintes afirmacoes é verdadeira ou falsa.

a) Se m < n, entdo S ¢ indeterminado.

b) Se S é possivel e m < n, entao é indeterminado com exatamente m—n variaveis

livres.
c) Se m > n, entdao S é impossivel.
d) Se S é possivel e m > n, entdao S é determinado.

e) Se S é possivel e m = n, entao S é determinado.

Um sistema com os membros direitos todos nulos chama-se homogéneo. Os sistemas
homogéneos sao possiveis pois admitem a solugcao trivial, i.e., com todas as varidveis
iguais a zero. Note que um sistema homogéneo com menos equagoes do que variaveis é

indeterminado.
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1.2 Matrizes e vetores

Um sistema de equagoes lineares pode ser sucintamente representado (a menos dos nomes
das varidveis) registando de modo organizado os numeros envolvidos no sistema. Os

coeficientes e os membros direitos do sistema

xry + .§L’2+2.§L’3— Ty = 8
—x] — 205+ 3x3+ x4 = 1
3l‘1 - 7ZL‘2 + 4[L‘3 - 2[L‘4 = 10

podem ser registados na matriz dos coeficientes e no vetor do membros direitos, respeti-

vamente
1 1 2 —1 8
A=1-1 -2 3 1 e b= 1
3 =7 4 =2 10

Cada elemento da matriz é referenciado pelo nimero de linha e nimero de coluna que
ocupa. O elemento (7, ) é o que figura na linha 7 e coluna j. Uma matriz com m linhas
e n colunas diz-se do tipo m por n e escreve-se m X n. A matriz A é do tipo 3 x 4. O
elemento (1,1) é 1, o elemento (1,2) é 1, ..., o elemento (3,4) é —2.

Duas matrizes sao iguais se sao do mesmo tipo e tém elementos homologos iguais.

Uma matriz do tipo n X n diz-se quadrada de ordem de n. Numa matriz quadrada de
ordem n os elementos (1,1), (2,2), ..., (n,n) sao os da diagonal principal. Se sdo nulos os
elementos por baixo (por cima) da diagonal principal, a matriz diz-se triangular superior
(inferior). A matriz é diagonal se sao nulos os elementos fora da diagonal principal.
Uma matriz diagonal com os elementos da diagonal principal iguais a 1 chama-se matriz
tdentidade e representa-se por [.

Um vetor é uma matriz com uma s6 coluna. A componente i de um vetor é o elemento
da linha i. O vetor b tem 3 componentes.

O método de eliminacao de Gauss para classificar ou resolver um sistema, em que A é a

matriz de coeficientes e b o vetor membro direito, pode ser aplicado diretamente a matriz
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1.2. MATRIZES E VETORES

ampliada [AD].

EXEMPLO 10 A matriz ampliada do sistema 3 x 4

T+ To+23— x4 = 8 1 1 2 —-1]8
S=¢ -2y —2w9+3x3+ x4 = 1 ¢ [AD=| -1 -2 3 1|1 |,
3[L‘1 —7l‘2+4l‘3 —2ZL‘4 = 10 3 =7 4 =210

a qual aplicamos o método de Gauss, de que resultou o seguinte.

1 1 2 -1| 8 1 1 2 -1| 8
A — |0 -1 5 0| 9 |— 1|0 -1 5 of 9 |=[A4W.
0 —-10 —2 1|-14 0 0 —=52 1|-104

A obtencao desta matriz em escada indica o fim da fase descendente do método. Numa
matriz em escada o primeiro elemento nao nulo de uma linha - o pivot - esta mais a direita
do que o primeiro nao nulo da linha anterior.

A nao existéncia de linhas [0 0 0 0| a], com a # 0, permite concluir que S é um sistema
possivel. A existéncia em A’ de colunas sem pivots (coluna 4) indica que o sistema é
indeterminado.

A fase ascendente do método prossegue com a matriz

50 45
1 1 2 —-1|8 r 10 —x514 L 00 —%|3

A — 10 =15 09| —|0 10 3|-1|—1]010 -1

1 1 1
0 01 4|2 0 01 -2 001 —412

e termina com esta matriz reduzida. Uma matriz reduzida é uma matriz em escada em
que nas coluna com pivot os elementos sao todos nulos exceto o pivot que é igual a 1.

A matriz reduzida que resultou do método de Gauss representa o sistema reduzido

45 _
T - 5374 = 3
5 _
T2 — 5374 = 1
1
T3 — §I‘4 = 2,

ISA/UTL — Algebra Linear — 2012/13 18



CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL

que ¢ equivalente ao sistema dado e cujas solucoes sao dadas por x; = 3 + g—gm, Ty =

5 1
1+5—25L‘4, 1‘3:2+5—25L‘4, x4:‘v’.
EXERCcicIOS 4

1. Discuta e interprete geometricamente o sistema de equacoes lineares correspondente

a cada uma das seguintes matrizes ampliadas.

1 22
1 1 3|5 11 =110

3 —-117
a) b) | 2 —1 4|11 c) |32 110

4 119
0 —1 1|3 53 3|0

2 —-3|3

2. Considere os sistemas de equagoes lineares cujas correspondentes matrizes ampliadas
Sa0
1 0 —1|b
0 1 alby |, com a, bl,bg,bg € R.

-1 1 2a b3

a) Para que valores de a os sistemas sao possiveis, independentemente dos valores

dos parametros by, by, b3?

b) Para que valores de by, be, b3 0s sistemas sdo possiveis, independentemente do

valor do parametro a?
c) Atribua a a, by, be, by valores que fagam o sistema
cl) impossivel,
c2) indeterminado.
3. E correto afirmar que um sistema de equacoes lineares do tipo n x n é possivel e

determinado se e so se a matriz reduzida que se obtem quando se aplica o método

de Gauss a matriz dos coeficientes é a matriz identidade? Justifique.

4. Seja F uma matriz em escada do tipo m x n.
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a) Quantos pivots podem existir em E7

b) Qual é a relacao entre o nimero de pivots e o nimero de linhas nulas de E7

As matrizes nao aparecem apenas no contexto dos sistemas de equagoes lineares. Sao

objetos matematicos com uma aritmética préopria. Em seguida apresentam-se algumas

operagoes com matrizes.

1.3 Operacoes com matrizes

Considere
ailz a2 A1n b1
a1  A22 A2p, bay
A= B =
Am1  Am2 Amn bml

bm2

bln X

ban, X2
e r=

bmn xn

matrizes genéricas do tipo m X n e um vetor com n componentes e seja A um escalar.

Definicao 1 A transposta de A é a matriz

aip; a2y

a2 A2
AT =

A1p  A2n

Am1

Am2

amn

i.e., a matriz do tipo n x m, cuja coluna j é a linha j de A.

ExEmpPLO 11

T
1 1 2 -1
-1 -2 3 1 =
3 0 4 =2

1 -1 3 ]
1 =2 0
2 3 4
-1 1 =2

ISA/UTL — Algebra Linear — 2012/13
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O seguinte resultado é 6bvio.
Proposicao 1.1 (A")" = A.
Uma matriz diz-se simétrica se é igual a transposta.

ExeEMpPLO 12

1 -1 0 7
-1 -2 5 -3
0 5 4 2
7T -3 2 0
é uma matriz simétrica.
Definigao 2 O produto escalar de X por A é
Aair Aaip - Aay,
Aa Aa e Aasgy,
VA — 21 22 2
A1 A2 A
EXEMPLO 13
1 1 2 -1 2 2 4 =2
21 -1 =23 1 |=| -2 —4 6 2
3 0 4 =2 6 0 8 —4

O produto escalar verifica as seguintes propriedades.
Proposicao 1.2 Se A é uma matriz e A e u sao escalares, tem-se
1. (Ap)A = A(pA).

2. (AA)T = 2AT.

Apresenta-se agora a definicdo de soma de matrizes do mesmo tipo.
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Definicao 3 A soma de Ae B é

aj; +bn aip+bie - ay, +biy,

as; +b Q9o + b ceo Qop + bap

A+ B— 21 21 22. 22 2 2

am1+bm1 am2+bm2 amn+bmn

ExXEmMpPLO 14

1 1 2 -1 0 2 5 -1 1 3 7 =2
-1 -2 3 1 +11 -3 3 1 =10 -5 6 2
3 0 4 -2 0O 0 -1 4 3 0 3 2

E f4cil provar os seguintes resultados.

Proposicao 1.3 Sejam A, B e C' matrizes do tipo m X n, e X\ e j escalares.
1. A+ B= B+ A.
2. A+(B+C)=(A+B)+C.

3. Se 0 € a matriz nula do tipo m xn e —A=—1A, tem-se A+0=A e A+ (-A) =
A—A=0.

4. (A+B)T=AT +B".
5. Se Q € uma matriz quadrada, a matriz Q + QT € simétrica.
6. N(A+ B) =) A+ AB.

7. AN+ p)A = XA+ uA.

EXERCICIOS 5
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1. Para
0 -2
3 -1 0 5 4 1 1 2
A= , B= ,C = 1 —1|eD=
2 7 1 2 -3 —4 3 4
-3 —4

calcule, sempre que possivel, o valor de cada uma das seguintes expressoes.
a) (bA—A)—(B—-2B) b) 2A-B)"-C ¢ 2AT-0)"+B)T
d) (BT -C)" +2BT e) D+ D" fy D—DT.

2. Identifique, se existirem, escalares o e [ tais que

1 0 6 2 0 1
a + 8 =
-2 4 4 0 8 —12

A multiplicacao de matrizes é uma operacao um pouco mais complexa do que as apre-

sentadas anteriormente. Comecamos por definir a multiplicacao de matrizes por vetores.

Definicao 4 O produto de A por x é

a11x01 + a2y + -+ - + A1 Ty

A21X1 + Q22T + -+ - + A2p Ty,

Ax =
Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTy
ExXEMPLO 15 _ -
2
1 1 2 -1 -2
—1
-1 -2 3 1 = 3
0
3 0 4 -2 0
3

Nas observagoes seguintes estabelece-se a notagao matricial de sistemas de equacoes linea-

res e apresenta-se uma nova interpretagao geométrica da resolucao de sistemas.
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OBSERVAGOES 2

2
1 1 2 -1 2 x 1 —1x 1 +0><2—|—3><(—1)
—1
L ]1-1 -2 3 1 =12x(-1) -1 x(-2) +0x 3 +3x 1 |=
0
3 0 4 -2 2x 3 —1x 0 +0><4+3><(—2)
3
1 1 2 —1
=2 -1 |-1| -=214+03|+3]| 1
3 0 4 -2
De um modo geral tem-se
aip A2 - QAip X ai a2 A1n
A21 Qg2 - A2p X2 21 22 A2p
=T | |t x| | FeE X,
Am1 Am2 - Amn Tp am1 Am2 Amn

i.e., o vetor Az é soma de multiplos das colunas da matriz A, em que coluna j de

A é multiplicada pela componente j de x.

2. O sistema
T+ To+2x3— 34 = 8
—x] — 205+ 33+ x4 = 1
3x1 — Ty + 423 — 224 = 10

escreve-se matricialmente na forma

|

1 1 2 -1 8
T2

-1 -2 3 1 = 1
x3

3 =7 4 =2 10
Xy
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De um modo geral o sistema de equagoes lineares

111 + a1 + -+ -+ A1,Ty = bl
211 + Q22T + - -+ + AopThy = by
Am1T1 + Apalo + -+ + QppTn = bm

é representado pela equacao matricial Az = b, em que A é a matriz dos coeficientes

e b o vetor membro direito.

3. Como consequeéencia das duas observagoes anteriores tem-se a seguinte interpretacao
geométrica para a classificagdo e resolucao de sistemas de equacoes lineares. O
sistema Az = b é possivel sse "percorrendo* as direcoes das colunas de A é possivel

"atingir“ o vetor b. Cada solucao é a quantificacao do "percurso“ em cada uma das

direcoes.

O sistema
r+ y= 6 1 1 T 6 1 1 6
r—2y = 0 1 -2 Y 0 1 -2 0

é possivel pois "percorrendo“ a dire¢ao do vetor (1,1) e a dire¢ao do vetor (1, —2)

7atinge-se“ o membro direito (6,0) (ver Figura[L4]). De facto, tem-se

E f4cil deduzir as seguintes propriedades.

Proposicao 1.4 Sejam A e B matrizes do tipo m x n, I a matriz identidade de ordem

n, x ey vetores com n componentes e X um escalar. Tem-se
1. Ix =z,

2. A(z +y) = Az + Ay,
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—9 | :

Figura 1.4: Interpretagao geometrica da resolucao do sistema S da Observacao 21.3.

3. (A+ B)r = Ax + Bz,
4. A(dx) = MAz) = (A\A)z.

EXERCICIOS 6

1 1 2 1
1. Sejam A=| 0 -1 -2 |eb=1]2
2 =2 3 3

a) Calcule Ab+ Ib, (A+1)b, (A+ AT)2be bTb.

b) Resolva a equagao matricial Ax = 3z + b, com z € R3.

1 x
2. Considere a matriz A = e o vetor genérico de R? v =

1 0 Y
a) Calcule, em fungao de x e y, o vetor Av e represente geometricamente v e Av.

b) Qual é a relacao entre entre os vetores v e Av?

1 0 2 T
3. Considere A= | 2 2 5 | eosistema homogéneo (A—\ )z =0, comz = | z,
100 x3

e e R.

ISA/UTL — Algebra Linear — 2012/13 26



CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL

a) Para que valores de \ o sistema é indeterminado?
b) Mostre que se v € R? é solugao do sistema, entao Av = \v.

¢) Resolva o sistema considerando A = —1. Interprete geometricamente o con-

junto das solugoes e a relagao estabelecida na alinea b).

A multiplicacao de matrizes realiza-se efetuando sucessivas multiplicacoes de matrizes por

vetores. Sejam

ayx  aiz - Q1p b1 bz - by

ag1 Az -+ Aap bay bay -+ Doy
A — e B =

Am1 Qm2 - Amn bnl bn2 e bnr

matrizes do tipo m x n e n X r, respetivamente. As matrizes A e B dizem-se encadeadas

pois o numero de colunas de A é igual ao nimero de linhas de B.

Definicao 5 O produto de A por B é uma matriz do tipo mxr, cuja coluna j, j =1,...,r,

é o produto da matriz A pela coluna j de B.

ExEMPLO 16

2 5 1

1 1 2 -1 -2 5 -6
-1 -2 0

-1 -2 3 1 = 3 2 -—14
o 1 -4

3 0 4 =2 0 19 -11
3 0 -1

OBSERVAGAO 3 O elemento (7, j) da matriz P = AB é o "produto da linha i de A pela

colunaj de B“, i.e., bij = aﬂblj -+ aigbgj + 4 ambnj.
E facil verificar que a multiplicacao de matrizes satisfaz as seguintes propriedades.

Proposicao 1.5 Sejam A, B,C matrizes, I matriz identidade e X um escalar. Sempre

que as operagoes se possam realizar, tem-se
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1. AT = A.
2. (AB)C = A(BC).

3. A(B+C) = AB+ AC.

/. (A+ B)C = AC + BC.

5. A(AB) = (AA)B = \(AB).

6. (AB)T = BTAT.

OBSERVACOES 4

1. Em geral AB # BA, i.e., a multiplicagdo de matrizes nao é comutativa. Verifique

1 2 -1 0
que AB # BA, para A = e B=
3 4 2 4
Quando AB = BA as matrizes dizem-se permutdveis. Qualquer matriz quadrada é

permutavel com a matriz identidade da mesma ordem.

2. Em R tem-se ab = 0 = a = 0 ou b = 0 (lei do anulamento do produto). Para

1 -1
matrizes AB =0 A =0ou B = 0. Verifique que AB =0, com A =
-1 1
11
e B=
1 1

3. Em R tem-se ab = ac e a # 0 = b = ¢ (lei do corte). Para matrizes AB = AC e

1 -1 2 1
A#0%4 B =C. Verifique que AB = AC, para A = eB= =+
1 -1 1 2
-1 =2
C:
-2 —1
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ExErcicio 7 Considere

2 0 1 1
1 -1 2 1 -1

A= ,B=] -4 0 3|,C= ea=| 92
0 3 1 1 -1

1 -2 0 3

Calcule, se possivel, AB, BA, BAT, CC, AA", a'aeaa’.

Uma vez definida a multiplicacao de matrizes é natural atribuir significado a poténcia de

expoente inteiro nao negativo de uma matriz quadrada.

Definigao 6 Sejam A uma matriz quadrada de ordem n e I a matriz identidade de ordem

n. A poténcia de expoente inteiro k > 0 da matriz A é

AxXAx.---xA sek>1

AF = k vozes .
I se k=0
2 0 1
Exercicio 8 Calcule B3com B=| —4 (0 3
1 -2 0

A nocgao de inversa de uma matriz é andloga a do inverso de um nimero real. O inverso
do real a é b € R tal que ab = 1. O inverso de a representa-se por a~! e, para a # 0,
tem-se o~ = £,

Para matrizes tem-se a seguinte definigao.

Definicao 7 A inversa de uma matriz quadrada A de ordem n, é uma matriz quadrada
B de ordem n, tal que AB = BA = I. A matriz inversa de A representa-se por A1

-1

2 0 1 -1 1 3
EXERcicio 9 Verifiqueque | 0 3 1 = -1 1 2
1 -1 0 3 -2 —6
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Se uma matriz tem inversa diz-se invertivel ou nao singular. Caso contrario diz-se singular.

OBSERVACAO 5 Da definicao de inversa decorre diretamente que se A é invertivel A~}

também ¢ invertivel e (A71)7t = A (i.e., A é a inversa da inversa de A).

De acordo com a Definicao [, para verificar se uma dada matriz B é a inversa de A,
ha que efetuar os produtos AB e BA e ver se ambos sao iguais a matriz identidade.
O seguinte resultado permite concluir que essa verificacao nao requer mais do que um

daqueles produtos.

Teorema 1.6 Se AB = I, entio BA = I, i.e., uma malriz e a sua inversa S$Go per-

mutdveis.
Facilmente se provam os seguintes resultados.
Proposicao 1.7

1. Uma matriz nao singular tem uma unica inversa.

2. Se A e B sao matrizes nao singulares da mesma ordem, entdo AB € nao singular
e (AB)™' = B7'*A™! (a inversa do produto é o produto das inversas por ordem

inversa,).
3. (AF)"L = (A=Y para k € Z .
4o (AT = (A7),
ExERcicio 10 Prove os resultados da Proposicao [ 11

Vejamos agora como determinar a inversa de uma matriz ou decidir que a matriz nao é

invertivel. Para isso consideremos a matriz

1 11
A=12 3 3
3 45
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T z
Pretende-se determinar uma matriz B = Y tal que
.
1 00
Ty z
A O =1010],
001
ou seja resolver os trés sistemas de equacoes
1 1 1 1 T 1
0 3 4 5 T3 0
0 1 1 1 Y1 0
Ay=|1|<= |2 3 3 yo | = | 1
0 3 4 5 Y3 0
0 1 1 1 21 0
Az=]10|< |2 3 3 z | =10
1 3 4 5 23 1

Para resolver estes trés sistemas, que tém a mesma matriz de coeficientes, aplica-se o

método de eliminacao de Gauss a matriz ampliada

1 1 1|1 0 0 1 00l 3 -1 0
2 33/010|=MA—-—=]010-1 2 -1
3 4 5|0 0 1 001]-1 -1 1
Tem-se pois
3 1 —1 0 0 0
A _1 — O 7A 2 — 1 7A _1 — O 9
—1 0 —1 0 1 1
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e assim
3 -1 0 1 00
Al -1 2 —-1|=|010]|=1
-1 -1 1 0 01
de onde se conclui que
3 -1 0
A= 1 2 —1
-1 -1 1

-1 3 2

A=10 1 1

0 —1 —1
-1 3 2100 —-1 3 1|1 00
[All= 0 1 1]010|—=] 0 1 1/0 10
0 -1 —1]|0 0 1 0 000 11

A matriz em escada obtida permite concluir que os sistemas

Ar=1|1| eAxz=| 0

sao impossiveis e portanto nao existe uma matriz B tal que AB = I, i.e., A é singular.

Na Figura sistematiza-se este método para identificar a inversa de uma matriz qua-

drada ou decidir que a matriz é singular.
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- Sejam A uma matriz quadrada, [A|I] a matriz A ampli-
ada com a identidade e [A’|I'] a matriz em escada
resultante de aplicar a fase descendente do método
de Gauss a [A|I]. (Note que I’ ndo tem linhas nu-

las.)

- Se A’ tem alguma linha nula = A é singular.
Caso contrario A é invertivel.
Para determinar A~! aplique a fase ascendente do
método de Gauss a matriz [A'|I’]. A matriz reduzida

resultante ¢ do tipo [[|A"] e A~ = A”.

Figura 1.5: Esquema para determinar a inversa da matriz A ou decidir que A é singular.

ExErcicios 11

1. Determine, caso exista, a inversa de cada uma das seguintes matrizes.

-1 0 2 -1 1 2 1 -1 1
0 -1 1 3
) 0 240, 2 34|, 4 4 0
1 0 20
1 46 2 11 -1 0 0
111
2. Mostre que a matriz A= | 0 2 3 | é nao singular e utilize A~! para resolver o
1 35
1
sistema Ar = | —1
3

3. Sejam A, B e C matrizes invertiveis da mesma ordem.
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a) E correto afirmar que A + B ¢ invertivel?

b) Serd que a matriz A3BC~! é invertivel?

c¢) Mostre que A'(A+ B)B™! = A= + B~L.
)

d) Prove que se AB =, entao B = C.

4. Sejam A uma matriz quadrada de ordem 3 invertivel e b e ¢ vetores de R3.

a) Classifique os sistemas Ar =be A~z = c.
b) Prove que os sistemas Az = b e A~'x = ¢ sdo equivalentes sse b = A%c.

c) Sejam u, v e w as solugdes dos sistemas

respetivamente. Determine, em termos dos vetores u, v e w, a matriz inversa

de A.

5. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Mostre que as proposigoes seguintes sao

equivalentes.

a) A é invertivel.
b) Az =0« 2z =0.

c) O sistema Ax = b é possivel para todo o vetor b de R™.

1 01 2
6. Calcule A2 +3bb", comA=| -1 2 5 |eb=| —1
-100 1
a —2 4 4
7. Considere A = 1 0 1 |eb= 1 , com «, 3 € R.
-1 -1 —« 3+ 0

ISA/UTL — Algebra Linear — 2012/13 34



CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL

a) Discuta o sistema Az = b para todos os valores de a e a f.
b) Resolva o sistema Az = b, considerando o =0 e = —3.

¢) Indique, justificando, um valor de « para o qual a matriz A é invertivel.

8. Seja Ax = b um sistema que admite as soluges nao nulas v e v. Em que condigoes

o vetor u + v ainda é solugao de Ax = b? Justifique.
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Capitulo 2

Espacos vetoriais

Vamos agora estudar certas estruturas definidas sobre vetores de R™.

2.1 Subespacos vetoriais
Definicao 8 Um conjunto V' de vetores de R™ diz-se:
. fechado para a adi¢do se para todo o par de vetores x,y € V', o vetor x +y € V;

. fechado para a multiplicagcao escalar se para todo o vetor x € V' e para todo o escalar

A €R, ovetor Ax € V.
EXERcicIOs 12

1. Quais dos seguintes conjuntos sao fechados para a adicao e multiplicagao escalar?

a) {(z1,70) € R? : 23 + 22 < 1}.
b) {(z1,72) € R?: 21y — 9 = 0}.
c) {(z1,79) € R?: 22y — 29 = 1}.
d) {(x1,22) ER?: 11,29 € Z}.
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e) {(z1,72) € R?: 2129 > 0}.

2. Quais sao os subconjuntos de R? e de R? fechados para a adicdo e multiplicacao

escalar?

Definigao 9 Um conjunto de vetores V' C R™ diz-se subespaco vetorial se V # () e é

fechado para a adicao e multiplicacao escalar.

OBSERVACOES 6
1. {0} é um subespaco vetorial minimal (subespaco trivial).
2. R™ é um subespaco vetorial maximal.
3. Se V' é um subespaco vetorial, tem-se

a) 0e V', i.e., todo o subspaco vetorial inclui o vetor nulo.

b) Sex eV =—-xeV

Considere uma matriz A do tipo m x n e represente por N (A) o conjunto das solugoes
do sistema homogéneo Az = 0, i.e., N(A) = {z € R" : Az = (}. E claro que o vetor nulo
de R™ pertence a N (A).

Pode provar-se o seguinte.

Teorema 2.1 Se A é uma matriz do tipo m x n, N(A) é um subespago vetorial de R".

Chama-se espago nulo da matriz A.
Demonstracao:
Ja vimos que o vetor nulo (de R™) pertence a N (A), e portanto N'(A) # 0.

Se e y sio vetores de N'(A), tem-se Az =0 e Ay = 0. Somando membro a membro as
duas equacoes, vem Az + Ay =0+ 0 < A(z+1y) =0, ie., x +y pertence a N'(A),

o que mostra que N(A) é fechado para a adigao.

ISA/UTL — Algebra Linear — 2012/13 38



CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

Se z € N(A) e A € R, tem-se A\(Az) = A0 & A(\z) = 0, i.e., Az pertence a N(A), o

que mostra que N (A) é fechado para a multiplicacao escalar. [J

1 2 1
ExXEMPLO 17 O espaco nulo da matriz A = é
1 3 2
T
3 1 2 1 0
N(A) = {(z1,19,73) € R” : o | = }.
1 3 2 0
T3

Aplicando o método de Gauss para resolver o sistema, obtem-se

Ty = T3
1 21 1 21 1 0 -1
— — —> § Xy = —x3 € portanto
1 3 2 01 1 0 1 1
.ngv
a 1
NA) ={| —a | =a| -1 | ,YaeR},
a 1

que é a reta com a dire¢ao do vetor (1,—1,1) que passa na origem.

ExgeRrcicios 13 Identifique geometricamente N (A), com A = [a b, A=[a b ¢|, A =

a b ¢

a b ¢
eA:def

d e f
g h 1

OBSERVAGAO 7 {z € R" : Az = b} é subespaco vetorial sse b = 0.

Em seguida introduz-se a nocao de combinacao linear de vetores.

Definicao 10 Um vetor w € R™ é combinacao linear dos vetores vy, vq, ..., v, de R™
se existem escalares A, Ao, ..., \, tais que w = \jvy + XUy + - - - + A\, v, i.e., 0 sistema
[ V1 Vg ... Uy | W ] é possivel.
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OBSERVACOES 8

1. As combinacoes lineares do vetor v sao os vetores Av, com A € R, i.e., os vetores

multiplos de v, ou seja a reta com a direcao de v que passa na origem, no caso de
v#£0.
2. Todo o vetor de R? é combinagao linear dos vetores (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).
EXEMPLOS 18 Sejam u = (1,2, —1) e v = (6,4, 2). Mostre que:

a) w=(9,2,7) é combinacao linear de u e v.

O problema converte-se na resolucao do sistema de equacoes lineares

1 619 1 0]-3
)\1 — —3
[ u v ‘ w ] = 2 412 —...— |0 1] 2 —
Ag =2
-1 2|7 0 00
1 6 9
De facto, tem-se —3 21 +214|=1]2],ousea—3u+2v=muw.
—1 2 7
b) w' = (4,—1,8) ndo é combinagao linear de u e v.
Aplicando o método de Gauss ao sistema
1 6| 4 1 6| 4 1 6| 4
[uv|w’]= 2 4|{-1|—|0 -8]-9| — |0 —=8|-9
-1 2] 8 0 8 |12 0 01 3

conclui-se que é o sistema impossivel, i.e., nao existem escalares A, Ay tais que

A+ Aov = w' e assim w’ nao é combinacao linear de u e v.

Teorema 2.2 Seja A uma matriz do tipo m X n. O conjunto de todas as combinagoes
lineares das n colunas de A € um subespaco vetorial de R™, que se chama espago das

colunas de A e se representa por C(A).
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Note que um vetor w € R™ pertence a C(A) sse o sistema Ax = w é possivel.

Demonstracao (do Teorema [2.2)):

Como sistema homogéneo Az = 0 (€ R™) é possivel, tem-se 0 € C(A), garantindo que

C(A) # 0.

Se w e w' sao vetores de C(A) é porque os sistemas Ax = w e Ar = w' sdo possiveis.
Sejam u € R"™ solucao de Ar = w e v/ € R” solucdo Ax = w', ie.,, Au = w
e Au/ = w'. Somando membro a membro as duas iltimas igualdades, obtem-se
Au+ Av' = w+w' & A(u+ ') = w+ w', que permite concluir que o sistema

Azx = w+ w' é possivel (u+ ' é uma solugao) e assim que w + w’ pertence a C(A).

Se w € C(A), tem-se Au = w para algum vetor u € R". Multiplicando ambos os
membros da equagao por A € R, vem A\(Au) = Aw = A(Au) = A\w, i.e., o sistema

Az = A\w é possivel (Au é uma solugao) e portanto \w € C(A). O

1 2 -1
EXEMPLO 19 O espaco das colunas da matriz A = 2 4 —2 | ¢é
-4 -8 4

C(A) = {w = (w1, we, w3) € R3 : 0 sistemadz = w é possivel} .

Ao aplicar o método de Gauss para classificar o sistema Ar = w vem

1 2 —1|w 1 2 -1 wy
2 4 —2lwy, | — |0 0 0 |wy—2w |,que permite concluir que Az = w
—4 -8 4 Ws 0 0 0 w3+4w1
wy = A
Wy — 2w1 =0
é possivel sse S 0wy = 2wy
ws + 411)1 =0
W3 = —4’11]1

Para interpretar geometricamente o subspago C(A), podemos escrever (wy, 2wy, —4w;) =

w; (1,2, —4) e assim reconhecer que C(A) é a reta de R® que passa na origem e tem a
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diregao do vetor (1,2, —4).

Para determinar o subspaco das colunas de uma matriz arbitraria A do tipo m X n

procede-se como no exemplo anterior. Mais precisamente,
. Define-se a matriz ampliada [A|w], com w = (w1, ws, ..., w,,) vetor genérico de R™.

. Aplica-se 0 método de Gauss (fase descendente) a [A|w]. Seja [A’|w'] a matriz em escada

resultante.

. Se A’ nao tem linhas nulas (i.e., o sistema Az = w é possivel, Vw € R™) = C(A) = R™.
Caso contrario (cada linha nula de A’ introduz uma restrigado aos membros direitos
para os quais o sistema Az = w é possivel.)

Se i ¢é linha nula de A, tem-se a restrigao w; = 0.

OBSERVAGAO 9 Quando A’ tem linhas nulas, o algoritmo identifica C(A) com espago do

nulo de uma matriz com m colunas e tantas linhas quantas as linhas nulas de A’.

Definicao 11 Chama-se espaco gerado por um conj. de vetores V = {vy,va,...,0,}, €
representa-se por < V' >, o conj. de todas as combinacoes lineares desses vetores, i.e., o

espago das colunas da matriz [v; vy ... vy].

EXEMPLO 20 Determinar o espago gerado por V' = {(1,3,4),(2,2,4),(3,5,8),(1,1,2)}, é

1 2 31
determinar o espaco das colunas da matriz A= | 3 2 5 1 |. Aplica-se pois o método
4 4 8 2
de Gauss a matriz [A|w].
1 2 3 1w 1 2 3 1 wq
325 1|lwy | —...— |0 —4 —4 -2 —3w1 + wo
4 4 8 2| ws 0 0 0 0 | —wy —wy + ws

ISA/UTL — Algebra Linear — 2012/13 42



CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

O vetor w pertence ao espago das colunas da matriz A, ou seja pertence ao espaco gerado
por V sse —w; — wq + w3 = 0.

Assim, <V >= N([-1 —1 1]) que é o plano ortogonal ao vetor (—1,—1,1) que passa
na origem.

Note que < V >=< {(1,3,4),(2,2,4), (3,5,8), (1,1,2)} >=< {(1,3,4), (2,2,4)} >.

De uma forma geral tem-se o seguinte.

OBSERVAGAO 10 Se A’ é uma matriz em escada resultante de aplicar o método de Gauss

amatriz A, C(A) é o espago gerado pelas colunas de A que correspondem as colunas pivot

de A’.

ExXERciciOs 14

1. Determine os espacos nulo e das colunas das seguintes matrizes.

3 4 12 0 0
a) b) c)
-6 —8 3 4 0 0
101 1 20 1 20
d) [2 10 e) |3 11 fy |11 2
311 55 1 023
- - 3 —1
1 -2 2 1 -2 2
g) h) 19 -3
4 —6 2 3 -6 6
- - 6 —2

2. Verifique se o vetor (—3,12,12) é combinagao linear dos vetores v; = (—1,3,1),

vy = (0,2,4),v5 = (1,0,2).

2 =15
4 3 9

3. Verifique se o vetor (3, 1) estd no espago das colunas da matriz
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4. Verifique se o vetor (0, 1,4) estd no espago das colunas da matriz 3 9

-5 4

5. Em cada uma das alineas seguintes, verifique se o vetor v é combinacao linear dos
vetores de V.
a) u=(3,-5), V ={(1,2),(-2,6)};
b) u=(1,1,1), V={(1,0,1),(0,3,5)}
C) U= (27 _27 é? é)7 V= {(17 _17 07 0)7 (27 07 17 1)7 <O7 37 17 1)}7

d) u=(0,1,0,1,0),  V={(1,2,2,1,1),(3,1,5,1,5)}.

2.2 Independéncia linear
Vamos agora introduzir o conceito fundamental de independéncia linear de vetores.

Definicao 12 Um conjunto de vetores V' = {vy,vs,...,v,} de R™ é linearmente inde-
pendente se todas as colunas da matriz em escada resultante de aplicar o método de Gauss
a matriz [v1 vy ... v,] sdo pivot. Se V nao é linearmente independente diz-se linearmente

dependente.
OBSERVACOES 11

1. {v} é linearmente independente sse v # 0.
2. Um conjunto que inclua o vetor nulo é linearmente dependente.

3. Se o conjunto de vetores V = {vy,vy,...,v,} de R™ é linearmente independente,
entao n < m, i.e., um conj. linearmente independente de vetores de R™ nao inclui

mais do que m vetores.
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ExEMPLO 21 Decida sobre a independéncia linear V- = {(1,2,0,1), (0, —1,3,1), (4,2,1,0)}.

V1 v2 U3
Aplicando o método de Gauss a matriz cujas colunas sao os vetores do conjunto, tem-se

1 0 4 1 0 4

2 -1 2 0 -1 -6
|:1)1 Vg 'U3}I —_— ... —

0 3 1 0 0 -—17

1 1 0 0 0 0

Uma vez que toda a coluna da matriz em escada é pivot, conclui-se que V' ¢ linearmente

independente.

ExERcicio 15 Decida sobre a independéncia linear de U = {(1,2, —1),(0,2,1), (2,—1,3)}
elU' = {<17 2, _1)7 <07 2, 1>7 (27 -1, 3)7 (47 9, _2)}-

O resultado seguinte caracteriza independéncia linear de vetores em termos de sistemas

de equacoes lineares.

Teorema 2.3 O conjunto de vetores V- = {vy,va,...,v,} de R™ € linearmente indepen-
dente sse N'lvy vg ... v,] = {6}, e, MUL4+datg 4 My =0 = A\ = Ny = -++ =
An = 0. (S6 se obtem uma combinagao linear nula dos vetores vi,vs, ..., v, anulando o0s

coeficientes.)

EXEMPLO 22 Mostre que V = {(1,0,1,1),(0,1,2,1),(2,—1,0,1) (0,0, 3,3)} é linearmente

V1 v2 v3 V4
dependente. i i i i
10 2 0 10 2 0
01 -1 0 01 -1 0 ,
12 0 3 00 0 3
11 1 3 00 0 O

A coluna 3 de A’ nao é pivot, logo V é linearmente dependente. De facto, o sistema

homogéneo Az = 0 é indeterminado. N (A) = {(—2a,a,a,0),Ya € R} # {0} e portanto
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)\1’01 +)\2U2+)\3U3—|—)\4’U4 = 6 7é> )\1 = )\2 = )\3 = )\4 = 0. Por exemplo —2’01 +U2+U3+O’U4 =

—

0.
Note que, como a coluna 3 de A’ ndo é pivot, a coluna 3 de A é combinagao linear das

colunas 1 e 2 de A, i.e., o sistema [v; vy|vs] é possivel ((2, —1) é solugao).

De uma forma geral, se a coluna j da matriz em escada que resulta de aplicar o método
de Gauss a matriz A nao é pivot, entao a coluna j de A é combinacao linear das restantes

colunas de A. Tem-se pois o seguinte resultado

Teorema 2.4 Um conjunto com dois ou mais vetores € linearmente dependente sse um

dos vetores do conjunto € combinacao linear dos restantes.
ExERcicIOS 16

1. Quais dos seguintes conjuntos de vetores sao linearmente independentes?

a) {(3,1),(4,-2)}
b) {(3,1),(4,-2),(7,2)}
¢) {(=1,2,0,2),(5,0,1,1),(8,—6,1,-5)}
d) {(0,-3,1),(2,4,1),(~2,8,5)}.
2. Mostre que o conjunto de vetores {(1,0,3,1),(—=1,1,0,1),(2,3,0,0),(1,1,6,3)} ¢

linearmente dependente.

Pode cada um dos vetores ser expresso como uma combinacao linear dos restantes?

3. Discuta em funcao dos parametros a, 3,7 € R a independéncia linear dos seguintes

conjuntos de vetores.

a) {(17 _2)7 (av _1>}
b) {(a,1,1),(1,a,1), (1,1,0)}

C) {07 Y5 _6)7 (_’77 07 a)a (67 —Q, O)}
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4. Sabendo que {vy,vs, v3} é um conjunto de vetores de R? linearmente independente,

decida sobre a independéncia linear do conjunto {v; + vy, vy + v3, v9 + v3}.

2.3 Base

Definicdo 13 Sejam S # {0} um subespaco vetorial e V = {v1, vy, ...,v,} um conjunto

de vetores de S. Diz-se que V é uma base de S se:
1. V ¢ linearmente independente, e
2. V gera S,ie., <V >=85.
Convenciona-se que ) é base do subespaco {6}
OBSERVACOES 12

1. Todo o vetor de um subespaco vetorial exprime-se de forma tinica como combinacao

linear dos vetores da base.

2. {(1,0,0),(0,1,0)} é uma base do plano X0Y. Outra base ¢ {(1,0,0),(1,1,0)}. O
conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)} nao é base desse plano.

3. Uma base da reta de R® que passa na origem e no ponto (1,1,1) é {(1,1,1)}. Os

conjuntos {(—1,—1,—1)} e {(%, %, %)} também sao bases.
ExErcicios 17 Indique uma base para cada um dos seguintes conjuntos.
1. R3.
2. O plano de R? definido por 2x; + 4z — 225 = 0.

3. O hiperplano de R® definido por 3z, — 629 + 3z3 — 224 + 925 = 0.

O exemplo seguinte mostra como obter uma base do espaco nulo de uma matriz.
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121 -1 3
EXEMPLO 23 Indique uma base do espaco nulo damatriz A= |2 4 3 0 2
36 4 -1 5

Comega-se por resolver o sistema homogéneo Axr = 0 aplicando o método de Gauss a

matriz A.
1 21 -1 3 1 20 -3 7
A=1243 0 2| —...— |0 01 2 -4
36 4 -1 5 000 0 O
—21’2"‘31’4—71’5
T2
Tem-se entao N (A) = { —2x4 + 45 ,Tg =V, 14 =V, 25 = V}.
Ty
Ts

Fazendo cada uma das variaveis livres igual a 1 e as restantes iguais a 0, obtem-se o

seguinte conj. de 3 vetores de N'(A):

[ o [ 3] [ =7]
1 0 0
V={l o |,| =21|.| 4 |}
0 1 0
o [ o] |1

que ¢ linearmente independente e que gera N (A) uma vez que
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_—2x2+3x4—7x5- -—2- 3 | _—7-
Ty 1 0 0
—2x4 + 4xs = T2 0 +x4 | =2 | + 5 4
T4 0 1 0

I T | I 0 | 0 | I 1 |

Conclui-se pois que V' é uma base de N'(A).

De uma forma geral tem-se o seguinte procedimento para determinar uma base do espaco

nulo de uma matriz arbitraria A.
. Aplica-se o método de Gauss a A. Seja R a matriz reduzida resultante.

. Se toda a coluna de R é pivot (i.e., o sistema Az = 0 < Rz = 0 s6 tem a solucdo trivial)
= N(A) = {0} e a base é 0.
Caso contrario o conjunto das solugoes dos sistema Az = 0 < Rx = 0 que se obtém
fazendo cada uma das variaveis livres igual a 1 e as restantes iguais a 0 ¢ uma base de
N(A). (A cardinalidade da base é pois o ntimero de varidveis livres, i.e., 0 nimero

de colunas nao pivot de R.)

Vejamos agora como obter uma base para o espago das colunas de uma matriz.

1 -3 4 -2 5
) 2 -6 9 -1 8
EXEMPLO 24 Indique uma base de C(A), com A =
2 -6 9 -1 9
-1 3 -4 2 =5
Aplicando o método de eliminagao de Gauss a matriz A vem
1 -3 4 -2 5 1 -3 4 -2 5
2 -6 9 -1 8 0 0 1 3 2
A= —_— ... —> =A.
2 -6 9 -1 9 0 0 0 0 1
-1 3 -4 2 -5 0 0 0 0 0
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1 4 5

2 9 8
Tem-se C(A) =<V >, com V = { , ; }

2 9 9

—1 —4 -5

que é o conjunto das colunas de A que correspondem as colunas pivot de A’. Como V é

linearmente independente, V' é uma base de C(A).

Em geral para obter uma base do espaco das colunas de uma matriz A procede-se da

seguinte forma.

. Aplica-se 0 método de Gauss a A (fase descendente). Seja A’ a matriz em escada

resultante.

. O conjunto das colunas de A que correspondem as colunas pivot de A’ é uma base de

C(A). (A cardinalidade da base é pois o niimero de colunas pivot de A’.)

O teorema seguinte enuncia uma caracteristica muito particular da independéncia linear

de vetores.

Teorema 2.5 Se V = {v,vy,...,v,} € uma base de um subespago vetorial S, todas as

bases de S tém n wvetores. Equivalentemente,
Qualquer conjunto de vetores de S com mais do que n vetores é linearmente dependente.
Qualquer conjunto de vetores de S com menos do que n vetores nao gera S.

O seguinte resultado é um consequéncia imediata do teorema anterior.

Teorema 2.6 Seja V' um conjunto nao vazio de vetores de um subespago vetorial S.

Se V' é linearmente independente e Ju € S\ < V >, entio V U {u} € linearmente

independente. (Todo o independente pode ser ampliado até constituir uma base.)
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Se <V >=§ edv € V que é combinagcao linear dos outros vetores de V', entdo

<V \A{v} >= 5. (Todo o gerador pode ser reduzido até constituir uma base.)
EXERCICIOS 18

1. Determine uma base para o espaco nulo e para o espaco das colunas de cada uma

das seguintes matrizes.

- 01 2
10 -1 —2 123

a) b) c) |0 2 4
01 3 4 125

- 03 6
121 -1 3 0 0

d |2 43 0 2 e) |0 0
364 -1 5 0 0

2. Construa uma base de R? que inclua o vetor (1,1,1).

1 0 1 3

0 -1 10
3. Considere a matriz A =

1 1 0 3

2 1 1 6

Verifique que v = (0, 3,3, —1) € N(A) e indique uma base de N'(A) que inclua v.

2.4 Dimensao e caracteristica

O facto de todas as bases de um subspago vetorial terem o mesmo nimero de vetores,

valida a defini¢ao seguinte.

Definicao 14 Se S é um subespaco vetorial, a dimensao de S, representada por dimS,

é a cardinalidade de uma base de S.

OBSERVAQOES 13
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1. dimR3 = 3.

2. O plano X0Y tem dimensao 2. Todo o plano de R?® que passa na origem tem

dimensao 2.

3. A reta de R? que passa na origem e no ponto (1, 1,1) tem dimensio 1. Toda a recta

de R? que passa na origem tem dimensao 1.

4. O hiperplano a1z + asxs + - - -+ a,x, = 0, com ay, as, ..., a, em R nao todos nulos,

tem dimensao n — 1.

5. Se A’ é uma matriz em escada que resulta de aplicar o método de Gauss a matriz

A do tipo m x n,

a) a dimensao de N'(A) é o nimero de colunas nao pivot de A’;

b) a dimensao de C(A) é o ntimero de colunas pivot de A'.
Tem-se portanto n = dim N (A) + dim C(A).
ExERcICIO 19

1. Calcule dim S, com S =< {(1,0,1),(1,-1,0),(3,-1,2)} > e S = {(z,y, 2, t) € R*:
r—2y+z—t=0}

2. Para que valores de a a dimensao do subspaco S =< {(1,«, —1),(—=1,1,1), (o, 0,—1)} >

é 37

Definicao 15 Chama-se caracteristica de uma matriz A, e representa-se por car A, a

dimensao de C(A).

Pode provar-se o seguinte.

Teorema 2.7 Para toda a matriz A tem-se car A = car A'.
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OBSERVACOES 14 Seja A uma matriz do tipo m X n.

1. car A = dimC(A) = dim L(A), em que L(A) é o subespaco de R" gerado pelas m
linhas de A.

2. dimN(A) =n — car A.

Os teoremas que se seguem estabelecem relacoes entre varias nocoes que foram apresen-

tadas.

Teorema 2.8 Sejam A uma matriz do tipo m X n e b um vetor de R™. As sequintes

proposicoes sao equivalentes.
1. O sistema Az = b é possivel.

2. car A = car [A[b].

Teorema 2.9 Seja A uma matriz do tipo m X n. As sequintes proposi¢oes sao equiva-

lentes.
1. O sistema Ax = b € possivel para todo o vetor b € R™,

2. car A=m.

Teorema 2.10 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. As sequintes proposicoes $ao

equivalentes.
1. A é invertivel.
2. car A = n.
3. dimN(A) = 0.
4. O sistema Ax = b € possivel e determinado para todo o vetor b € R™.

ExXERcicios 20
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1. Determine uma base e a dimensao dos subespacos de R* gerados pelos seguintes

conjuntos de vetores.
a) {(1,0,2,3),(7,4,—-2,1),(5,2,4,1),(3,2,0,1)}
b) {(1,3,2,-1),(2,0,—1,0),(1,1,1,1),(1,2,0,0), (5,6,2,0)}
2. Considere o subconjunto de R*,

V = {(x1, 29,3, 14) : ©1 = T3 — T3, T3 = 2x4}.

a) Mostre que V' é subespago vetorial.

b) Indique uma base de V.

3. Indique quais dos seguintes conjuntos sao bases de R?:

a) V={(1,-1),(3,0)}
b) U ={(1,1),(0,2),(2,3)}
c) W=1{(1,1),(0,8)}.
4. Indique quais dos seguintes conjuntos sao bases de R3.
a) V={(1,1,1),(0,2,3),(1,0,2)}
b) U ={(1,0,1),(2,4,8)}
c) W=1{(3,0,1),(1,1,1),(4,1,2) }.
5. Considere em R? os vetores v; = (a,6,—1), v4 = (1,a,—1) e v3 = (2,, —3), com
ac R

a) Determine o de modo que {vy, vy, v3} seja uma base de R3.

b) Para um dos valores de o determinados em a), determine as componentes do

vetor (—1,1,2) em relacao a base correspondente.
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6. Seja A uma matriz do tipo m x n. Para cada um dos casos considerados na tabela

seguinte, determine as dimensoes de C(A), N(A) e N(AT).

(@) | (b) | (¢) | (D) | (¢ | (£) | (g)
mxn|3x3|[3x3|3x3[5x9|9xH[4x4]|6x2
car(A) 3 2 1 2 2 0 2

7. Responda as alineas seguintes utilizando a informagao, respeitante a uma matriz A

do tipo m x n, fornecida na tabela seguinte.

(i) (i) | (1) | (Av) | (v) | (vi) | (vii)
mxmn|3x3[3x3[3x3[5x9|9x5|4x4|6x2
car(A) 3 2 1 2 2 0 2

car(A|b) 3 3 1 2 3 0 2

a) Classifique os sistemas lineares Az = b.
b) Indique o niimero de varidveis livres dos sistemas Az = 0.
¢) Qual é a dimensao de N(A)?
8. Seja A uma matriz quadrada de ordem 3, cujo espaco das colunas define um plano

de R? que passa na origem. Pode o espaco nulo de A determinar um plano que

passa na origem? Justifique.

9. Seja V o espaco vetorial gerado pelo conjunto de vetores de R3
{(1,0,5),(1,1,1),(0,3,1),(—3,0,—-2)}.

a) Mostre que V = R3.
b) Determine uma base de R* contida no conjunto de vetores dado.

c) Escreva o vetor (—2,3,4) como combinacao linear dos vetores da base obtida

em b).
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1 0 2 1

2 -1 5 0
10. Considere a matriz

1 -1 3 -1

o 1 -1 2

a) Resolva o sistema homogéneo Az = 0 e indique a dimenséao do espaco nulo da

matriz A.

b) Mostre que o espago nulo de A é gerado pelos vetores (1,2,0, —1) e (—1,3,1,—1).

1 4
1 ~ 6
c¢) Verifique que v = é solucao do sistema Az = , € mostre que se u
1 2
1 2

¢ um vetor do espaco nulo de A, entao v + u é também solucao do sistema.

1 11 111
11. Considere A = , B= e S={reR: Az = Bz}.
2 2 2 01 1

a) Mostre que S é um espaco vetorial de R?.
b) Indique uma base de S.
¢) Determine um vetor nao nulo do espago nulo de A que pertenca a S.

d) Mostre que se y é um vetor que pertence simultaneamente a S e ao espago nulo

de A, entao y também pertence ao espaco nulo de B.

1 1 2 1
12. Considere o sistema Ar = b em que A = e b=

2 -1 -1 2

a) Determine o conjunto das solugoes do sistema Az = b.

b) Utilizando a resposta da alinea anterior, indique o espaco nulo de A. Interprete

geometricamente o resultado obtido.
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1 -3 1
13. Sejam A = e b=
2 —6 2

a) Determine uma base N(A).
b) Determine uma solucao do sistema Ax = b.

¢) Seja xy a solugao obtida em b). Verifique que para todo o vetor u € N(A),

To + u € solugao de Ax = b.

d) Interprete geometricamente os resultados obtidos nas alineas anteriores e con-

clua que nao existem mais solugoes para o sistema Az = b.
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Capitulo 3

Norma, produto interno, angulo,

ortogonalidade e projecao

Neste capitulo vamos estender a R™ as nocoes conhecidas em R? e R? de norma de um
vetor, produto interno e angulo de vetores, estudar certas propriedades da ortogonalidade

e formalizar a nocao de projecao de um vetor sobre um subespaco vetorial.

3.1 Norma, produto interno, angulo

Se = (w1, 15) é um vetor de R?, a norma de z ¢é ||z|| = /2?2 + 23 (ver FiguraBIl a)).

a) b)

Figura 3.1: Um vetor a) x = (z1,75) de R? e b) x = (11, 22, 73) de R3.

29
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Se © = (x1,22,73) é um vetor de R® a norma de z ¢ ||z| = \/(\/x% +a3)2+1} =

Vi + 23 + a3 (ver Figura Bl Db)).

Em geral tem-se o seguinte.

Definicao 16 Se x = (z1,%3,...,%,,) € um vetor de R™, a norma de z é

loll = \Jat + a3+ - +a,
EXEMPLOS 25

L ]](0,1,2)]| = V02 + 12+ 22 = /5.

2. (1, =1, 1,2)|| = /12 + (1)2 + 12 + 22 = V/T.
A norma verifica as seguintes propriedades.
Proposicoes 3.1

1 ||z >0e |lz|]| =0 sse z = 0.

2. [|Azfl = |Alfll], VA € R.

Chama-se vetor unitdrio a um vetor de norma igual a 1. Note que se x é um vetor nao
nulo, ﬁ é um vetor unitario, colinear e com o mesmo sentido do que z. Diz-se que W
é o versor do vetor x. Os versores dos vetores (£,1) e (0,1,2) sdo (=, =) e (0, ==, 2

27 9 P \/57 \/_ ) \/3 \/_
respetivamente.

Se z e y sao vetores de R?, a distancia entre x e y, é d(x,y) = ||z — y|| (ver Figura B.2)).

Definicao 17 Sex = (z1,22,...,Tm) €y = (Y1, Y2, - - -, Ym) s20 vetores de R™, a distancia

entre x e y é

d(z,y) = llz =yl = V(@1 —91)? + (22 = y2)2 + -+ + (T — Ym)*-
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Figura 3.2: Vetores x e y de R? e o vetor z — .

EXEMPLO 26 A distancia entre os vetores (1,2,0,—1) e (2,0 —2,—1) é |[(—1,2,2,0)] =

VItd+440=3.

OBSERVACAO 15 A norma de um vetor z, ||z|| = ||z — 0||, é a distancia de z & origem.

Consideremos os vetores x = (11, T2, 73) € y = (Y1, y2, y3) de R®. Tem-se o seguinte
lz—ylI* = (21 =91)* + (22— y2)* + (23— y3)* = [l2|* + [[y]|* = 2(z191 + 222+ 23y3). (3.1)

Isto é, o quadrado da distancia entre x e y é a soma dos quadrados das normas menos o
dobro de x1y; + x2ys + x3y3. Suponhamos que x e y sao vetores nao nulos e ortogonais

(ver Figura[3.3)). Nesse caso, por aplicagao do Teorema de Pitagoras, tem-se

Figura 3.3: Dois vetores z e y de R? ortogonais.

lz =yl = [l + llylI*. (3.2)

Combinando as expressoes (B) e (B:2]) temos a condicao de ortogonalidade para vetores
de R3: o L y sse z1y; + Toys + 23y3 = 0. Ao escalar z,y; + oy + x3y3 dé-se o nome de

produto interno ou escalar dos vetores = e y. Vamos generalizar a R™ estes dois conceitos.
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Definigao 18 Dois vetores © = (z1,%9,...,Zm) € ¥ = (Y1,Y2, - -, Ym) de R™, dizem-se

ortogonais e representa-se por x L y, se x1y; + Toys + - -+ + Ty Y = 0.

EXEMPLOS 27 Os seguintes pares de vetores sao ortogonais.
1. (1,1,0,1) e (1,—1,3,0).
2. (—2,1,0,3,-1) e (2,1,2,1, -2).

)30

Definicao 19 Sejam = = (x1,22,...,Zm) €y = (Y1, Y2, - - -, Ym) vetores de R™. Chama-se

produto interno (ou escalar) de x e y ao escalar
Ty = T1y1 + Tay2 + -+ TYim.

n
OBSERVAGAO 16 x|y = x1y1 + Tays + ++ + + TopYm = [T1 22 ... Xy : =x'y.

Ym,
E facil verificar que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades.

Proposicoes 3.2

—_

- zly = ylz.

2. z|(y + 2) = x|y + x|z.
3. AMzly) = Azly = x| \y.
4. x|z = ||z|*

5. zlx =0sse z =0 (0 é o tnico vetor ortogonal a si mesmo).

OBSERVAGRO 17 Como [z + yl? = (z + y)l(@ +9) = Ilz]]? + 2(zly) + [yl1>, tem-se

|z + y||* = ||z||* + ||y]|* sse z|y = 0, que é o enunciado do Teorema de Pitdgoras em R™.
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A inequacao que se apresenta de seguida relaciona o produto interno com o produto das

normas, é considerada uma das desigualdades mais importantes em Algebra Linear.

Teorema 3.3 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz.) Para quaisquer vetores x ey de R™

tem-se |x|y| < ||z||||y||, com igualdade sse x ey sao colineares.

Demonstragao: Se x = 0 ou y = 0, tem-se x|y = ||z]/||y|| = 0 e nada mais ha a provar.
Consideremos pois que os vetores = e y sao ambos nao nulos.

A chave da prova é a desigualdade seguinte, que é véalida para todo o escalar .
l][* = 2Az]y + X*[ly||* = 0. (3.3)

De facto, [[z]|* — 2Azly + X[ly[* = (z = My)l(z = Ay) = [lo = Ay[* = 0,VA € R.

Substituindo na inequagao ([3.3) A por %, tem-se [|z]|*> — Q(W;ﬁ)j + (ﬁz‘;ﬁnyHQ >0 =

€T 2 .
lel? = Gir = 0 = JzlPlyll® = (2ly)* = llzlllyll = lelyl, ficando assim provada a

primeira parte do teorema.

Se os vetores = e y nao sao colineares, i.e., z # Ay, VA € R = ||z — \y||> > 0 e portanto

[l lyll > flyl.
Sex = ay, paraalgum o € R, entdo [z]y| = |ayly| = |alllyl|* = [elyllly]l = el zzlly] =

el gl Hyll = llzlllly]. O

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz facilmente se deduz o seguinte resultado conhecido

por desigualdade triangular.

Teorema 3.4 (Desigualdade /\y,.) Para todo o par de vetores z,y € R™, ||z + y|| <
2l + [lyll-

Demonstragao: [z +yl|* = (z+y)l(x+y) = [z]*+2z[y+[[yl]* < [l +2l|ll|yll+ |y [* =
(Il + llyll)*. Logo, [lz + yll < [l + [lyll. O

Recorde que o angulo 6 entre dois vetores nao nulos z e y de R? é definido por cos § =

e el

ISA/UTL - Algebra Linear — 2012/13 63



3.1. NORMA, PRODUTO INTERNO, ANGULO

Para vetores nao nulos z e y de R™, a desigualdade Cauchy-Schwarz |z|y| < ||z|||y] é

< 1. E pois legitimo associar a razao % 0 coseno de um

zly

equivalente a —1 < [ENE

angulo e assim generalizar a nogao de angulo entre vetores.

Definigao 20 O dngulo entre dois vetores z,y € R™ é o angulo 0 € [0,7], tal que

zly = [lz[|lly|l cos 6.
OBSERVAGAO 18 z,y # 0, z]y = ||lz||||y|| cos® = 0 (z L y) sse cosf =0, i.e., 6 = 5

EXEMPLO 28 O angulo entre x = (1,1,0,1) e y = (1,1,1,1) é 6 = arccos —2L- =

Myl
arccos \/53\/1 = arccos ? = %7‘(‘.
ExERcicios 21
1. Calcule as normas dos seguintes vetores.
a) (1,-1,2) b) (=1,0,7,0) c) (5,0,1,0,1,3).

2. Calcule as distancia entre os seguintes pares de vetores.
a) (1,—1,2) e (0,—1,0) b) (—=1,0,2,0) e (1,0,0,1)
c) (5,0,1,0,1,3) e (—1,2,0,1,1,0).

3. Determine todos os vetores unitdrios que fazem angulos de 7 com cada um dos

seguintes pares de vetores.

a) (1,0,0) e (0,1,0) b) (1,0,1) e (0,1,0).

4. Identifique um vetor nao nulo que seja ortogonal a ambos os vetores de cada um

dos seguintes pares.

a) (1,0,1) e (1,1,—1) b) (1,-1,2) e (2,1,—1).

5. Indique dois vetores nao nulos ortogonais entre si e ortogonais ao vetor de cada uma

das alineas seguintes.

a) (1,1,1) b) (1,2,1,-3).
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6. Sejam x e y vetores de R™. Prove os seguintes resultados.

a) ||z +yl| = ||z —y| sse x e y sdo ortogonais.
b) Os vetores © —y e x + y sdo ortogonais sse ||z|| = ||y||.
¢) Se x e y sao ortogonais, entdo ||z — y||* = ||lz||* + ||y|*.

d) Se z e y sdo unitdrios e ortogonais, entdo [z — y|| = v/2.

3.2 Ortogonalidade

Atras definimos ortogonalidade de dois vetores de R™. Vamos agora estender a nocao de
ortogonalidade a subespacos vetoriais. Comegamos com a nogao de ortogonalidade de um

conjunto de vetores.

Definigao 21 Um conjunto {vy,vs,...,v;} de vetores de R™ é ortogonal se v;|v; = 0,
com i # j = 1,..., k. Se adicionalmente |[v;|| = 1, parai = 1,...,k, o conj. diz-se
ortonormal.

OBSERVACOES 19

1. A base canodnica de R™ é um conjunto ortonormal de m vetores.

(%1

2. Se {vy,...,v;} é um conjunto ortogonal de vetores nao nulos, {HU T
1

Vg ,
L, O
ol

ortonormal.

O resultado seguinte relaciona ortogonalidade e independéncia linear de vetores.
Teorema 3.5 Um conjunto ortogonal de vetores nao nulos é linearmente independente.

Demonstragao: Seja {vy, vq,...,vx} um conjunto ortogonal vetores nao nulos, e conside-

remos uma combinacao linear nula

)\12}1 -+ )\21)2 + -4 )\k’l}k = 6 (34)
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desses vetores. Pretende provar-se que a combinacao linear anterior apenas é realizada
com os coeficientes Aq, Aa, ..., \; todos nulos.

Se fizermos o produto interno por v; de cada um dos membros da equacao (B.4]) obtem-se
v1|(A1v1 + Agug + -+ M) = v1|6 < A(vi|vg) + Ag(v1]va) + + -+ + Ag(vi|vg) = 0. Uma
vez que vi|vy # 0 e vylvg = -+ = vg|vg = 0, necessariamente A\; = 0.

Para provar que Ao, ..., \; também sao iguais a zero, procede-se de forma analoga to-

mando, respetivamente, o produto interno por vs, . . ., v, de ambos os membros da equacao
B4). O

Do resultado anterior e do facto de que todo o conjunto linearmente independente de R™

nao inclui mais do que m vetores decorre o seguinte.

Corolario 3.6 Um conjunto ortogonal de vetores nao nulos de R™ nao inclui mais do

que m vetores.

A figura seguinte representa um vetor u ortogonal a dois subespagos vetoriais V: uma

reta e a um plano que incluem a origem.

De um forma geral tem-se a seguinte definicao.

Definicao 22 Um vetor u € R™ é ortogonal a um subespaco V de R™, e representa-se

por u L V| se u é ortogonal a todo o vetor de V', i.e., ulv =0,Yv € V.
ExEMPLO 29 O vetor (—1,1,2) é ortogonal a {(z,y,2) € R®: z —y — 22 = 0}
OBSERVACAO 20 O tnico vetor ortogonal a R™ é o vetor nulo.

O resultado seguinte estabelece que para decidir se um vetor é ortogonal a um subespago

vetorial basta testar se é ortogonal a um conjunto finito de vetores do subespaco.
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Proposicao 3.7 Sejam v € R™ e V' o subespaco de R™ gerado por {vy,ve,...,v,}. O

vetor u € ortogonal a 'V sse u € ortogonal a cada um dos vetores v;, comi=1,...,n.

Demonstracao: E ébvio queseu L V=uluv,i=1,...,n.

Para provar a implica¢ao no outro sentido consideremos um vetor abritrario v € V. Como
{v1,v9,...,v,} gera o subspago, existem escalares i, Ao, ..., \, tais que v = A\jv; + Ao+
-+ 4+ A\v,. Fazendo o produto interno por u de cada um dos membros da igualdade

anterior, e tendo em conta que v L vy,u L vo,...,u L v,, tem-se

ulv = Ay ulvy +Ag ulvg + - + Ay ulvuy,
— =~ ——

0 0 0

e portanto ulv = 0, como queria provar-se. [

OBSERVAGAO 21 Se V é um subespaco vetorial, u L V sse u é ortogonal a uma base de

V.

EXERcicIo 22 Mostre que o vetor (2,1,1,—1) é ortogonal ao espago das colunas da

matriz _ -
1 -1 -1 1
0 0 2 1
0 2 0 1
2 0 0 4

Vejamos como obter o conjunto dos vetores ortogonais a um subespaco vetorial.

Sejam V' um subespaco de R™ e {vy,vq,...,v,} um conjunto gerador de V. O vetor
(
vz =0
, valz =0 . . .
x de R™ ¢ ortogonal a V' sse ' . Equivalentemente, se definirmos a matriz
\ vplz =0
V1 V2 ... Up , T -
A = , tem-se que x é ortogonal a V sse A'x = 0. Por outras
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palavras, o vetor x é ortogonal a V = C(A) sse v € N(AT). Tem-se assim provado os

pontos 1, 2 e 3 do seguinte teorema.
Teorema 3.8 Seja V' um subespago vetorial de R™.

1. O conj. dos vetores de R™ ortogonais a V', que se chama complemento ortogonal

de V e se representa por V=+, é um subespaco vetorial de R™.
2. dmV+=m—dimV.
3. Vnvt={0}.

4. Se {vi,vy,...,v.} é uma base de V e {wy,wy, ..., wy_r} € uma base de V*, entdo

{v1,v9, ..., Vp, W1, Wa, ..., Wiy} € uma base de R™.

Demonstracao: Para provar 4, considere uma combinagao linear nula dos m vetores

V1,02, ...,0p, W1, W, ..., Wn—_r
AU+ AUy 4 -+ Nup oy + aswe + - Qe Wy = 0 &

& Qv F Aoy + -+ Ay = —(anwy + Qgwy - A QW)

(. 4

—
ev cvLi
Tendo em conta que 0 é o tinico vetor que pertence a V e V*4, e que {vy,va,..., 0.} e
{wy,ws, ..., wy_,} s@o conjuntos linearmente independentes, conclui-se que
AMUL+ Xy + -+ N, =0 = AM=---=X\=0
w1 + oWy + -+ Ay Wyper = 0 = a1 =+ =, = 0.
i.e., que os coeficientes da combinacao linear nula dos m vetores vy, vo, ..., v, wy, wa, . . .,

wW,,_,r SA0 necessariamente todos nulos, o que prova que os vetores constituem uma base

de R™. [
OBSERVACOES 22

1. CL(A) = N(AT).
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2. Em R?,

a) o complemento ortogonal de {0} é R3;

b) o complemento ortogonal de uma reta que passa na origem ¢é o plano que passa

na origem e é perpendicular a reta;

¢) o complemento ortogonal de um plano que passa na origem é a reta que passa

na origem e ¢ perpendicular ao plano;

d) o complemento ortogonal de R? é {0}.
EXERcIcCI0S 23

1. Determine os complementos ortogonais do espago das colunas de cada uma das

seguintes matrizes.

- 1 -1 111
1 -3
a) b) |0 2 o lo 21
—92 6
8 2 1 00 3
1 11
2 —1 -2
d) e)
3 1 —1
4 1 1

1 0 -1
A= -11 2
2 2 0

Qual é o complemento ortogonal de C(A)?

3. Determine os complementos ortogonais dos subespacos gerados por {(1,2,2,1),

(1,0,2,0)} e por {(1,1,2,—1)}.
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4. Calcule a dimensao e indique uma base do complemento ortogonal para cada um

dos seguintes subespacos.
) <{LD}> b)) <{L13),(L1L2}> ) <{(1,1,0,0),(0,2,45)}>

d) < {(2,2,1,0),(2,4,0,1), (4, -2,1,—1)} >.

5. Construa uma base de R? que inclua vetores do subespago gerado por {(1,1,3),

(1,1,2)} e do seu complemento ortogonal.

6. Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se ortogonal se as colunas sao unitarias e

quaisquer duas colunas distintas sao ortogonais. Prove os seguintes resultados.

a) A matriz A é ortogonal sse A”! = AT,

b) Se a matriz A é ortogonal, entao ¢ simétrica sse A% = I.

3.3 Projecao ortogonal

A figura seguinte representa a projecao ortogonal p do vetor b sobre dois subespacos

vetoriais V: uma reta e um plano que passam na origem.

b—p b
b—p b /:
i 9001:
o 0 %
0 P %

Note quep €V eb—pe V%

Pode provar-se o seguinte.
Teorema 3.9 Seja V' € um subespago vetorial de R™.

1. Para todo o vetor b € R™, existe um e um s6 vetor p €'V, tal que b—p € V+.
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2. Como b=1p+ (b—p), os vetores p e b—p dao uma decomposi¢ao unica de b como

soma de um vetor em V. com outro em V.

Demonstragao: Sejam {v1,vs,...,v,.} uma base de V e {wy,ws,...,w,_.} uma base
de V4. Como {vi,vy,..., 0, Wy, Wo,...,Wy_r} é uma base de R™, existem escalares
Ay Aoy ey Ap, iy, Qi .. Oy, tadS que

b= XAv1 + Xava + -+ + N0 + aqwy + dews + -+ Qi Wiy

Se chamarmos p ao vetor A\jv; + Aovg + -+ - + A\v,, tem-se b =p+ (b —p), comp € V e
b—peVt
Suponha que, para além de p, existe ¢ € V tal que b — ¢ € V*+. Tem-se entdo, tendo em
conta que V e V* sdo subespacos vetoriais e portanto fechados para a adicdo e multi-
plicacao escalar,

p+(b—p) =q+b-q)ep-—qg=b-q —(b-p),

vV ~ Vv
eV evi

o que implica p— ¢ =0, ie, p=gq. O

O teorema anterior valida a seguinte definigao.

Definicao 23 Sejam V' um subespago vetorial de R™ e b € R™. A projecao (ortogonal)

de b sobre V| representada por proj-b, é o tinico vetor p € V tal que b —p € V=+.

ExXEMPLO 30 Verifique que p = (4,2,—1) é a projecao do vetor b = (7,—1,5) sobre o

2 1
espago das colunas da matriz A= | 0 1
-1 0

. Em primeiro lugar mostra-se que p = (4,2, —1) € C(A), i.e., que o sistema Azr = p é

possivel.
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2 1| 4 2 114 2 114
[Alpl=1 0 1] 2 — |0 12| — | 0 1]2 | de onde se conclui que
-1 0|-1 0 % 1 0 00
o sistema € possivel.
2 1 4
(1 = 1,29 = 2 é a solugado. De facto, 0o |+2]1 1= 2 )
—1 0 —1

. Em seguida verifica-se que b—p = (3, —3,6) € V. Para isso calcula-se o produto interno
do vetor (3, —3,6) com cada uma das colunas de A. Tem-se (3, —3,6)[(2,0,—1) =0
e (3,-3,6)|(1,1,0) =0, i.e., b—p = (3,—3,6) é ortogonal a cada uma das colunas
de A e portanto b —p L C(A) & b—p e CH(A).

OBSERVAGAO 23 Se p é a projecao de b sobre V., b — p é a projecao de b sobre V4. (De
facto,b—peV+ieb—(b—p)=peV = (Vl)L.)

O teorema seguinte estabelece uma definicao alternativa de projecao de um vetor sobre

um subspaco vetorial.

Teorema 3.10 Sejam V um subespaco vetorial de R™ e b € R™. A projecao de b sobre

V' € o vetor de V' a menor distancia de b.

Demonstracao: Sejam p a projecao de b sobre V e ¢ um qualquer vetor de V. Como V é
um subespago vetorial, p —q € V e portanto p — ¢ L b — p. Pelo teorema de Pitagoras
(sex Ly=[lz+yl>= =+ yll*), vem [[(b—p) + (p — )|I> = b = p|* + [Ip — ql]* &
1b—qll* = [[b—pl*+lp—al* = |b—q|I* > [|[b—p||*, que permite concluir que a distancia

de p a b é menor ou igual do que a distancia de g a b. [J

Em seguida descreve-se um procedimento para determinar a projecao de um vetor b € R™
sobre um subespaco vetorial V' de R™.
Vy V2 ... Up
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. Identifica-se uma base {w1,wy, ..., Wy n} de N(AT) = VL.

UVl ... Uy Wi ... Wpm—n|Db

. Resolve-se o sistema (determinado)

Seja (A1, .., An, Q15 .., Q_p) & solugao do sistema.

. Tem-se b = 2\11)1 4+t )\nv@+ 1wy + -+ e Win—n

Vv TV
peV b—pcV+L

projyb projy b

EXEMPLO 31 Determine a projegao do vetor (7,—1,5) sobre o subespago gerado por
{(2,0,-1),(1,1,0)}.

Seja V =< {(2,0,—1),(1,1,0)} >. Como {(2,0,—1),(1,1,0)} é linearmente indepen-

2 1
dente, é uma base de V. Vamos definir A := 0 1 e identificar uma base de
-1 0
N(AT).
1
2 0 —1 1o -1 ?
AT = — ... — PLNAD) ={] “lay |}
11 0 01 3
I3 =V
{(1,—-1,2)} é um a base de N(A") = V+.
2 1 1 7 1 0 01

Vamos agora resolver o sistema o 1 —-1|—-1|—...— 10 1 012

-1 0 215 00 1|3
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Assim, | —1 | =11 0 +21 1|+ 3| -1

5 -1 0 2
4 3
2 |eV —3 |ev+t
-1 6
l |
projyb projy 1 b

OBSERVAGAO 24 O vetor p é a projegao de b sobre C(A) sse

(i) peC(A),ie, Tz :p= Az, e

(i) b—pe N(AT), ie, AT(b—p) =02 AT(b— A7) =0 ATAz = AT,
Tem-se pois a seguinte forma alternativa de determinar a projecao de b sobre C(A).

. Resolve-se o sistema A" Az = ATb (equagdes normais). Seja T uma solucao.

. Define-se p = proje(4)b := Az.
EXERcICIO 24 Determine a projegao do vetor (4, —1,1) sobre V =< {(1,0,1),(1,1,0)} >

OBSERVACAO 25 A projecao de b sobre um vetor v # 0¢éa projecao de b sobre o su-

v
bespacgo (a reta) gerado por v. Tem-se pois, A = C ATAz=AThb= 1 = zl—‘z, e
| v|v v|b
. _ b b b 2
portanto p = proj,b = AT = %v = Hvﬁ”'v"v = ||b|| IIblzlj‘llvH o = bl cos O, em que 6 6 o

angulo entre b e v.

EXEMPLO 32 A projecao de b = (2,1,6,3) sobre v = (1,1,1,1) é v‘|z %(1, 1,1,1) =
(3,3,3,3).
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O resultado seguinte estabelece uma condigao necesséria e suficiente para a invertibilidade

da matriz AT A.

Proposicao 3.11 Uma matriz A, do tipo m x n, tem caracteristica n sse a matriz AT A

é invertivel.

Demonstracao: Suponha que car A < n. Entao, para algum vetor nao nulo z € R" tem-se
Az =0 = (ATA)x = 0, garantindo que AT A nao é invertivel. Fica assim provado que,
se a matriz AT A é invertivel, entdo car A = n.

Considere agora z € N(ATA), ie., z tal que (ATA)z = 0 & AT(Az) = 0 = Az €
N (AT). Por outro lado, obviamente Az € C(A).

Assim, se v € N(ATA), Ax € N(AT)NC(A) e como N(AT) = CL(A), tem-se Az =
 car(A)

A= — —
0“5 2 = 0. A equivaléncia N(ATA) = 0 sse a matriz ATA é invertivel, completa a

demonstragao. [

Pode entao concluir-se que, se o conjunto das colunas de A é linearmente independente,
a tnica solucdo das equagoes normais A' Az = ATb é & = (ATA)"LATb e, consequente-
mente,

projeayb = A (ATA)"TATD.

Definigao 24 Se o conjunto das colunas da matriz A é linearmente independente (A" A
é invertivel), chama-se a A (AT A)"YAT matriz de projecao (ortogonal) sobre o espaco das

colunas de A.

- . w; Wy ... Wy
OBSERVAGAO 26 No caso em que o conjunto das colunas de A =
w, —
, T Wy —— wy w2 ... Wy .
é ortonormal, tem-se A' A = = [ e portanto a matriz
w, —
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de projecao sobre C(A) é AAT. Dado um vetor arbitrario b € R™,

w1|b

- T T wslb
projea)b = (AA )b=A(A b)=A = wilbwy + walbwy A wylbw,
: —— —— ——

proj. de bsobre wy proj. de b sobre wa proj. de b sobre wy,
wy|b
Tem-se assim o seguinte teorema.

Teorema 3.12 Sejam {wq,ws, ..., w,} uma base ortonormal de um subespago V' de R™

ebe R™. A projecio de b sobre V é p = wi|b wy + walb we + -+ - + wy|b w,, a soma das

projecoes de b sobre cada um dos vetores da base.

No caso em que a base é ortogonal, tem-se um resultado semelhante.

Teorema 3.13 Sejam {wq, ws, ..., w,} uma base ortogonal de um subespago V' de R™ e

beR™. A projecio de b sobre V é p = -2 g 4 220 ) oo 2nlb 0y g soma das

w1|w1 wg‘wg wnlwn

projecoes de b sobre cada um dos vetores da base.

EXEMPLO 33 Determine a projecao do vetor b = (1,3, 1) sobre o subespago V' gerado

por wy = (0,1,1), we = (—1,1,—1).

wilb
w1 |wy

Como {(0,1,1),(—1,1,—1)} é uma base ortogonal de V', tem-se p = proj, b =
w2l gy =4(0,1,1) + 1 (=1,1,-1) = (3,1, 2).

wa|wa 2 313

U}1+

E pois importante identificar bases ortogonais dos subespacos vetoriais. O método que
a seguir se descreve, chamado processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, tem esta
finalidade.

Seja V # {0} um subespaco vetorial de R".

. Identifique-se v; #0 € V. Se dim V' > 1, entdo

ISA/UTL - Algebra Linear — 2012/13 76



CAPITULO 3. NORMA, PRODUTO INTERNO, ANGULO,
ORTOGONALIDADE E PROJECAO

. identifique-se uy € V\ < {v1} > e defina-se vy := uy — Zﬂgf v1. (Claramente vy € V' e

volvy = ug|vy — Zﬂgfvﬂvl =0.) SedimV > 2, entdo

. identifique-se ug € V'\ < {vy,v5} > e defina-se vg := uz — Zi'ﬂf 1 — Zj:j;’ vg. (Claramente

Zi'ﬂiwlm =0, v3lvy = uslvy — Zi‘lzf 2 =

V3 € Ve 1)3|1)1 = U3|1)1 — vifus |

v1|v1 1
v2|us

oelos v9|vg = 0.) Se dim V' > 3, entdo

O conjunto {vy, vy, ..., Vqimyv } assim obtido é uma base ortogonal de V.

EXEMPLO 34 Determine uma base ortogonal de R? que inclua o vetor (1,1,1).

co=(1,1,1).

Cup = (1,0,0) € R} < {(1,1,1)} >.

Vg 1= Uz — ijﬁvl = (17070) - %(17 17 1) =

1(2,-1,-1) ~ (2,-1,-1).
Cug = (1,-1,1) e R3\ < {(1,1,1),(2, -1, -1)} >.

Vg 1= Uz — %Ul - 22‘%’02 = (17 _17 1) - %(17 17 1) - %(27 -1 _1)

Y

(0,—1,1).

{(1,1,1),(2,—-1,-1),(0,—1,1)} é uma base ortogonal de R?* que inclui o vetor (1,1,1).

EXEMPLO 35 Determine uma base ortogonal de R? que inclua o vetor (1,1, 1).

Cop=(1,1,1).

Cus = (1,0,0) € R\ < {(1,1,1)} >.

Vg = 1y — Ciu2

v = (1,0,0) — $(1,1,1) =

1(2,-1,-1) ~ (2,—1,-1).
Cug = (1,-1,1) e R3\ < {(1,1,1),(2, -1, -1)} >.

V3 1= U — % L= Zi‘ﬁw =(1,-1,1) — £(1,1,1) — 2(2,-1,-1)

(0,—1,1).

{(1,1,1),(2,—1,-1),(0,—1,1)} é uma base ortogonal de R?® que inclui o vetor (1,1, 1).
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EXERcicIOS 25

1. Determine a projecao do vetor (2,3) sobre o vetor (3,1).
2. Determine a projecao do vetor (6,5,4) sobre a reta < (1, —1,3) >.

3. Identifique o vetor do subespaco vetorial < {(1,0,1),(1,1,0)} > a menor distancia
do vetor (1,2,3).

4. Considere o vetor b= (1,1,1) e os seguintes subespagos vetoriais de R?.
V =<{(1,0,1),(0,1,1)} > e U={(z,y,2) :x+y+ 2z=0}

a) Determine a projegao ortogonal de b sobre o vetor (1,0,1).
b) Determine as projegoes ortogonais de b sobre V., U, V4 e U+.

c) Calcule as distancias deba V e a U.

5. Determine a projegao do vetor (0,2,5, —1) sobre o subespaco vetorial de R* gerado

pelos vetores (1,1,0,2) e (—1,0,0,1).
6. Considere o subespaco vetorial de R*
U= {(1‘171‘27'17371‘4) X+ T2 — X3+ Xy = 07 Ty — T3 = 0}

e o vetor v = (2,1,0,1). Determine as projecoes ortogonais de v sobre U e sobre

complemento ortogonal de U.
7. Defina a matriz de projegao sobre o plano de equacao x + 2y + 3z = 0.
8. Considere o vetor w = (1,—2,2,2) e o subespago V =< {(1,2,0,0),(1,0,1,1)} >.

a) Defina a matriz de projegao sobre o subespago V.

b) Determine a projecao de w sobre V.

ISA/UTL - Algebra Linear — 2012/13 78



CAPITULO 3. NORMA, PRODUTO INTERNO, ANGULO,
ORTOGONALIDADE E PROJECAO

- -
5 3 00
1100
9. Verifique que P = | * 2 L ¢ a matriz de projegao sobre o subespaco vetorial
00 5 3
11
I 00 35 3 |
W ={(z,y,z1):x =y, z=t}.

10. Sejam A uma matriz do tipo m x n, com caracteristica n e P = A(ATA)71AT a

matriz de projecao sobre C(A). Prove os seguintes resultados.
a) PT =P.
b) P?=P.
11. Considere os vetores u = (1,—1,0,1), v =(0,1,0,1) e b = (2,-1,0,1).

a) Calcule o angulo definido pelos vetores u e v.

b) Determine a projegao ortogonal do vetor b sobre o subespago de R?* gerado

pelos vetores u e v.
12. Considere os vetores a = (1,—1,1), b= (=1,1,2) e c = (1,1,0).

a) Mostre que o conjunto {a, b, c} é uma base ortogonal de R?.

b) Escreva o vetor (0,2,4) como combinagao linear dos vetores a, b e c. Interprete

geometricamente os coeficientes da combinagao linear.

13. a) Utilizando o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, determine uma

base ortogonal de R? que inclua o vetor (1,0, 1).

b) Transforme a base obtida na alinea anterior numa base ortonormal de R3.
14. Seja V = {(x1, 79,23, 74) ER* ¢ z1 + 15 — 25 + 24 = 0}.

a) Utilizando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt determine uma

base ortogonal de V.
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b) Seja b= (2,1,0,1). Calcule a projecao de b sobre o subespago V.
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Capitulo 4

Introducao a programacao linear

A programacao linear trata de uma grande variedade de problemas lineares em que se
pretende obter o maior proveito possivel na utilizacao de recursos limitados. Apresenta-
se uma breve introducao a programacao linear, mostrando que é um assunto fortemente

relacionado com os sistemas de equagoes lineares.

4.1 Exemplos

Considere o seguinte problema. Uma exploracao agricola dispoe de 80 hectares de terra
para produzir tomate e trigo. Os recursos suscetiveis de limitar a producao das duas
culturas sao a terra (80 ha), a dgua para rega e o trabalho, de acordo com os valores

indicados no quadro seguinte.

recursos Necessidades (por ha) | Disponibilidade
tomate trigo

Agua (m?) 8000 0 320000

Trabalho (DH) 40 20 2000

As receitas resultantes de cada hectare de tomate e de trigo sao 300 e 200 Euros, respeti-

vamente. Quais as areas a destinar a cada uma das culturas de modo que a receita total
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seja maxima?
Para descrever matematicamente o problema, vamos usar as variaveis x, que indica o
nimero de hectares que vao ser destinados a cultura do tomate e y, que indica o niimero

de hectares destinados a cultura do trigo. Com estas varidveis o problema consiste em

maximizar z = 300z + 200y (4.1)
sujeito a r+y < 80 (4.2)
8000z < 320000 (4.3)

40x + 20y < 2000 (4.4)

z,y > 0 (4.5)

As desigualdades lineares (A2), (A3)) e ([A4]) traduzem as limitac¢oes decorrentes dos recur-
sos terra, dgua e trabalho, respetivamente. As restrigoes de sinal (A5 invalidam opgoes
matematicamente validas, mas sem nexo (em que areas negativas sao atribuidas a uma das
culturas). A funcdo objetivo (1)) estabelece o valor, em euros, da receita correspondente
a opcao x ha destinados a cultura do tomate e y ha a cultura do trigo.

O problema (Z.1))-(@3) é um caso particular do problema de programacao linear.

A programacao linear trata da maximizacao ou minimizacao de fungoes lineares, em
que as variaveis satisfazem restricoes lineares. O problema geral de programacao linear
consiste em determinar valores para as variaveis xy, T, . .., T, que otimizam (maximizam

ou minimizam) uma funcao linear
Z =121+ CoTo + -+ -+ Cpy
chamada func¢ao objetivo, sujeito a restri¢oes lineares do tipo

a1x1 + agry + - -+ apx, >, < ou =b

ISA/UTL - Algebra Linear — 2012/13 82



CAPITULO 4. INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

e restrigoes de sinal das variaveis

z; >, < ou Z 0 (Z significa maior, menor ou igual)

Muitos problemas podem ser formulados desta forma. Vejamos alguns exemplos.

ExEMPLOS 36

1. Um criador de porcos pretende estabelecer com custo minimo um concentrado com-
posto que satisfaca certos requisitos nutricionais para a alimentacao dos seus ani-

mais, de acordo com os dados fornecidos na seguinte tabela.

Unidades contidas em cada Kg
ingredientes milho | farinhas de | luzerna | valores min. | valores max.
carne e 0sso diarios diarios
hidratos carbono 90 20 40 200
proteina 30 80 60 180
fibra 15 0 30 70
vitaminas 10 20 60 150 270
aminoacidos 10 25 15 15
custo (Euros/Kg) | 0.30 0.25 0.18

Para modelar esta situacao utilizamos as variaveis xq, xo, r3 que indicam as quan-
tidades em Kgs de milho, farinhas de carne e osso e luzerna, respetivamente, que
integram a mistura. Com essas variaveis o problema pode ser formulado linearmente

do seguinte modo.

minimizar 2z =0.30x1 + 0.2529 + 0.18x3
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sujeito a 90z + 2029 +40x3 > 200
3021 + 80z + 6023 > 180
1524 + 30z < 70
10x1 + 2025 4+ 60z3 > 150
10z + 2025 4+ 6023 < 270
1021 + 2529 4+ 1523 > 15
T1,T9,x3 > 0

2. A dgua que abastece trés regioes no Alentejo, R1, R2 e R3, provém das barragens B1
e B2. Estima-se que as regioes R1, R2 e R3 necessitam anualmente, pelo menos, 10,
5 e 15 milhoes de metros cibicos de agua, respetivamente. Sabe-se que no préximo
ano as barragens Bl e B2 poderao fornecer até 14 e 16 milhoes de metros cibicos,
respetivamente. O custo, em 10* Euros, do abastecimento de cada 10°m?® de dgua

de cada barragem para cada uma das regioes, ¢ indicado no quadro seguinte.

R1 R2 R3
B1|,14 10 9
B2 |13 11 12

Qual é o plano abastecimento de agua as trés regides a que corresponde o menor

custo?

Se representarmos por x;;, com 1 <7 < 2e 1l < j < 3, a quantidade de dgua, em
milhoes de metros ctibicos, que a barragem Bi fornece a regiao Rj, o problema pode

ser formulado da seguinte forma.

minimizar z = 14x11 + 10212 + 9213 + 13291 + 11x99 + 12293
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sujeito a T + 297 > 10
Tig+ T = 5

T13 +x23 > 15

Tt T2 trz < 14

To1 + Tog + X233 < 16
T11, T12, T13, Ta1, Toz, Toz > 0

4.2 Geometria da programacao linear

Ha uma terminologia prépria da programacao linear. Assim, chama-se regiao admissivel
ao conjunto dos pontos que satisfazem todas as restricoes. Um ponto da regiao admissivel
chama-se solucao admissivel. E solucao otima a que corresponde ao maior ou menor valor
da funcao objetivo, consoante o problema é de maximizagao ou de minimizagcao.

Quando s6 ha duas variaveis, o problema de programacao linear pode ser facilmente
solucionado recorrendo a argumentos geométricos. Consideremos o problema (4.1)-(4.5),

que pode equivalentemente ser escrito da seguinte forma.

maximizar z = 300z + 200y (4.6)
sujeito a r+y < 80 (4.7)
x < 40 (4.8)

2r+y < 100 (4.9)

z,y > 0 (4.10)

O conjunto das solugoes admissiveis é o poliedro R representado na Figura L1l (Um

poliedro é a intersecgao de um numero finito de inequagoes lineares.)
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100

80

% .

40 50 80

Figura 4.1: Regiao admissivel definida pelas restrigoes (L), (3), (£9) e (£I0).

Para identificar uma solugao a que corresponde o maior valor de z, comecemos por notar

que se fixarmos o valor de z, por exemplo fazendo z = 6000, obtemos

300z + 200y = 6000

que é uma equagao da reta r representada na Figura Todas as solugoes admissiveis
que estao nessa reta tém portanto valor da fungao objetivo igual a 6000. Estao nesta
situacao as duas opgoes admissiveis extremas que consistem em destinar 20 ha do terreno
para a cultura do tomate e zero para o trigo (z = 20,y = 0), e a que reserva 30 ha para
trigo e zero para tomate (x = 0,y = 30). A ambas (e todas as opgoes do segmento que as

une) corresponde uma receita total de 6000 Euros.

Se queremos um lucro maior, igualamos z ao valor (maior do que 6000) desejado e pro-

curamos solugoes admissiveis que satisfacam essa relacao. Por exemplo, se pretendemos
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20N 40N 50 70N 80
\ \ \

Figura 4.2: Representacao das solugoes admissiveis do problema (Z.6)-([AI0) com valores

da fungao objetivo iguais a 6000 (r) e a 12000 (7).

obter um lucro de 12000 Euros, procuramos solugoes admissiveis que satisfagam a equagao
300z 4+ 200y = 12000.

A equacao define a reta r’ da Figurald.2]e as solucoes admissiveis que a satisfazem estao no
segmento cujos extremos sao os pontos (40, 0), que consiste a atribuir 40 ha a exploragao
do tomate e zero a cultura do trigo e (0,60), que destina ao trigo 60 ha e zero ao tomate.
Se formos demasiado ambiciosos em relagao as receitas totais, corremos o risco de nao exi-
tirem solugoes admissiveis correpondentes aos valores pretendidos. Por exemplo, nenhum

dos pontos da reta de equacao

300z + 200y = 21000,
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representada por r” na Figura 2] é admissivel. Por outras palavras, nao é viavel atingir
uma receita total de 21000 Euros com as presentes limitagoes dos recursos que condicionam
a producao agricola.

Do que ficou dito pode concluir-se que o valor z* da receita total maxima é tal que a reta
de equacao

300x + 200y = z*

intersecta a regiao admissivel, mas para todo o > 0, a reta de equacao
300x + 200y = 2" 4+ 9

ja nao inclui qualquer solugao admissivel. E evidente, e este é o facto que se pretende
destacar, que o valor desejado z* ocorre num vértice da regiao admissivel.

No exemplo que estamos a analisar o maior valor de (.G]) ocorre no vértice (20,60), que
corresponde a reservar 20 ha de terreno para o tomate e 60 ha para o trigo, a que esté
associado o lucro maximo de 18000 Euros. Note que esta solucao utiliza na totalidade
os recursos disponiveis respeitantes a dimensao da exploragao (restri¢ao (1)) e trabalho
(restrigao ([A9)). Diz-se entao que as restri¢oes ([ALT1) e ([L9) estao saturadas. Sao estas as
restricoes que limitam o valor da receita total. Ja a quantidade de dgua disponivel nao é
toda utilizada na opg¢ao 6tima.

Neste caso (20,60) é a tnica solu¢ao 6tima. Note que, se em lugar de (6], a fungao
objetivo fosse

2 = 400z + 200y

entdo haveria mais do que uma alternativa 6tima. De facto, os dois vértices (20,60) e
(40, 20), bem como todos os pontos do segmento que os ligam, teriam valores da fungao
objetivo iguais a 20000, que é o valor maximo.

Julgamos que o exemplo que acabamos de tratar é suficientemente esclarecedor para
justificar que o facto da fungao objetivo ser linear garante que a otimalidade ocorre em pelo

menos um vértice da regiao admissivel. Assim, uma solucao 6tima pode ser encontrada
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enumerando os vértices do poliedro, calculando para cada um deles o correspondente valor
da funcao objetivo e selecionar para solucao étima um vértice a que corresponda o maior

ou menor (consoante se trate de maximizar ou minimizar) valor.

Exercicio 26 Considere o seguinte problema de problema de programacao linear.

maximizar z=x1 + 229
sujeito a T+ 3, < 24
T+ a2 < 10
T < 8
r1,T9 > 0

a) Represente geometricamente a regiao admissivel.

b) Indique uma solucao étima, o valor da fungao objetivo nesse ponto e identifique as

restrigoes saturadas (satisfeitas com igualdades).

¢) Indique o maior intervalo de variacdo do membro direito da terceira restrigdo que

mantém Otima a solucao que refiriu na alinea b).

d) Dé exemplo de uma outra fungao objetivo relativamente a qual se mantém 6tima a

solugao que indicou na alinea b).

Argumentos geométricos analogos aos utilizados para o caso de duas varidveis também
validam que o procedimento anterior possa ser utilizado para resolver problemas de pro-

gramacao linear que envolvem trés varidveis. Consideremos o problema seguinte.

maximizar 2 =ux + 213 (4.11)
sujeito a T+ 2o +a3 < 4 (4.12)
7 < 2 (4.13)

z3 < 3 (4.14)

3xo+x3 < 6 (4.15)

Ty, %9, x3 > 0 (4.16)
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A regiao admissivel é o poliedro representado na Figura L3

€3

X2

Figura 4.3: Regiao admissivel correspondente as restrigoes (4.12)), (L£13), (1), (EIH),
e (41G).

Os vértices do poliedro e os correspondentes valores da funcao objetivo estao indicados
na Tabela 11

De acordo com o procedimento anterior x1 = 1,29 = 0,23 = 3 é solucao 6tima, pois é o
vértice a que corresponde o maior valor da funcao objetivo.

De facto, quando igualamos a funcao objetivo a um certo valor v, obtemos a equacao
1+ 0z9 + 223 = v

de um plano ortogonal ao vetor (1,0, 1). Na Figura4l estao representadas as interseccoes
do poliedro da admissibilidade com trés desses planos, resultantes de diferentes concre-
tizagoes de v. (A intensidade da interseccao é tanto mais acentuada quanto maior for o

valor de v.) Os pontos do mesmo plano tém igual valor da fungao objetivo. Os que estao
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vértice | correspondente valor da funcao objetivo x; + 23

0

S O NN NN O

Tabela 4.1:  Vértices do poliedro e respetivos valores da funcao objetivo do problema

E1TD)-E.10).

no plano mais escuro tém maiores valores. Se deslocarmos este plano no sentido definido
pelo vetor representado na figura, estamos a obter pontos com valores da funcao objetivo
cada vez maiores. O plano 'mais deslocado’ no sentido desse vetor, e que inclui solucoes
admissiveis, intersecta o poliedro apenas no ponto (1,0,3). Pode entao concluir-se que
(1,0,3) é uma solugao admissivel com o valor méximo, e portanto que a otimalidade
ocorre num vértice.

Mesmo quando ha mais do que trés variaveis envolvidas, a otimalidade pode ser procurada

nos vértices do poliedro da admissibilidade. De facto, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 4.1 Se P é um poliedro nao vazio e limitado de R"™ e ¢ = (¢1,¢a,...,¢,) € um
) ) b n

vetor de R™,

1. Emiste um vértice de P que € solugao otima do problema de programacao linear

mazximizar (minimizar) 2 =0C1x] + Ty + -+ Cpy

sujeito a r=(r1,%9,...,2,) €EP
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Zs3

(2,0,2)

(2,0,0)

/(0, 2,0) (2,2,0)
)

Figura 4.4: Interseccoes do poliedro da Figura com trés planos ortogonais ao vetor

(1,0,1).

2. Se o0s vértices vy, vy, . ..,V SG0 solugoes otimas, entao \jvy + Aovg + - - - + AUk, com

MEX+- -+ X=1el, A ,..., N, >0, também € solucao otima.

4.3 Forma standard

O teorema anterior remete-nos para a identificagao dos vértices de um poliedro. Em
seguida vamos ver, o que nao ¢ assim tao surpreendente, que os vértices podem ser de-
terminados resolvendo sistemas de equacoes lineares. Note que, por exemplo, o vértice
(20,60) do poliedro representado na Figura 1] é a interseccao das retas definidas pelas

equagoes que se obtém substituindo o simbolo ” <”por ”="nas restri¢oes (4.1) e ([{9). Por
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outras palavras, (20,60) é a solugao do sistema linear

r+y = 80
2ty = 100

Também o vértice (40,0) é definido pelas equagoes

T = 40
y = 0
correspondentes a inequacao ([A8) e a uma das restrigoes ([LI0) de nao negatividade das
variaveis.
O vértice (1,0, 3) do poliedro da Figura[d3] ¢ a intersec¢ao do plano cinzento, com o verde

e com o plano definido pelos vetores z1 e x3, i.e., é a solucao do sistema

T+ X9 +2x3 = 4

) =0

Antes de explicitar a correspondéncia entre vértices e solugoes de sistemas lineares, vamos
mostrar que a regiao admissivel de qualquer problema de programagao linear pode ser
descrita por um sistema de equacoes lineares com variaveis nao negativas.

Comecemos por ver que é possivel condicionar todas as varidveis a tomar valores nao
negativos.

Se uma dada varidvel z; estd limitada a assumir valores nao positivos, i.e., se na formulacao
estd presente a restricao x; < 0, entao tudo o que ha a fazer é substituir na formulagao
a varidvel x; por —; e exigir que Z; > 0. Desta forma, qualquer que seja o valor p > 0
atribuido a z;, equivale a fazer z; = —p < 0.

Se x;Z 0, i.e., a varidvel ; nao tem restricao de sinal, entdao podemos substituir na

~ ., . 1 2 . 1 2 .
formulagao a varidvel z; pela diferenca z; — 5 e impor que z;, z7 > 0. Assim, x; assume

2

um valor positivo se o valor atribuido a le for maior do que o atribuido a zj. Caso

contrario, o valor de x; serd negativo ou nulo.
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Assim, qualquer problema pode ser transformado de forma a que todas as variaveis sejam
nao negativas.

Note também que uma inequacao linear do tipo
a1T1 + Aoy + - -+ apx, < b
pode ser substituida pelas condicoes
a1x1 + Aoy + -+ apxy, + Tpir =b e xp >0,

e que a desigualdade

a1r1 + Aoy + - -+ apxy, > b

é equivalente a

a1T1 + oy + -+ apTy — Tpy1 =0 € x> 0.

Em ambos os casos as desigualdades foram tranformadas em equacgoes pela introdugao da
variavel nao negativa x, 1. A essa variavel adicional da-se o nome de varidvel de folga.
Em conclusao, todo o problema de programagao linear pode ser apresentado na forma
de minimizagao ou maximizacao de uma funcao linear com varidveis nao negativas, que
satisfazem um sistema de equagoes lineares. Um problema escrito neste formato diz-se na
forma standard.

Uma formulac@o standard do problema (EIT)-(ZI0) é

maximizar 1z + 23

21
- S -
1111000 4
3
o 1000100 2
sujeito a T, | = (4.17)
0010010 3
s
0310001 6
L T 2 L
L7
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X1,T2,X3, T4, X5, T, L7 Z 07 (418>

em que x4, Ts, Tg, Ty SA0 as variaveis de folga.

E ¢bvia a correspondéncia entre solugoes admissiveis de um dado problema de pro-
gramacao linear e do correspondente problema na forma standard. A solucao admissivel
1 = 1Ly = 0,23 = 2,24y = L5 = L,xg = 1,27 = 1 de (£I7),(#I])) corresponde a
solugao admissivel 21 = 1,29 = 0,23 = 2 de (EII)-(@IG). A solugao x; = 0,29 = 1,23 =
0,24 =3,25 =2, 26 = 3,7 = 3 corresponde a 1 = 0,29 = 1,23 = 0.

De uma forma geral tem-se o seguinte. Sejam P um problema de programagao linear com

n variaveis nao negativas xy, ro, ..., x, €

Ax =0b, com & = (T1,...,Tp, Tpity- - Tnik) (4.19)
o sistema de equagoes do problema standard associado. A solu¢ao nao negativa (Zy, .. ., Zp,
Tntts -+ Tnax) de ([EI9) corresponde a solucdo (71, ..., T,) do problema P.

Vamos admitir que a caracteristica da matriz A é igual ao niimero de linhas, que designa-
mos por m. Seja f = {A;,,Aj,,...,Aj,. } um conjunto de m colunas de A linearmente
independente, i.e., uma base do espaco das colunas de A. Chama-se solu¢do badsica a
solugao que se obtem resolvendo o sistema apenas com as variaveis associadas as colunas
de (3, e igualando a zero as restantes variaveis.

As colunas 4, 5, 6 e 7 da matriz dos coeficientes do sistema (A7) sao linearmente in-
dependentes. A solucao basica corresponde a essa escolha de colunas é x1 = 0,25 =
0,23 = 0,24 = 4,25 = 2,24 = 3,27 = 6. Também as colunas 2, 5, 6, 7 formam
um conjunto de vetores linearmente independente. A correspondente solucao bésica é
T :O,ZL‘Q :4,l‘3 :O,l‘4 = 0,[L‘5 :2,1‘6 = 3,l‘7 = —0.

Uma solugdo bdsica é admissivel (sba) se ndao tem componentes negativas. A solucdo
(0,0,0,4,2,3,6) de ([AI7) é basica admissivel, a solu¢ao basica (0,4,0,0,2,3,—6) é nao
admissivel.

O resultado seguinte estabelece a correspondéncia entre as shag e os vértices do poliedro

do problema original.
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Vértice do poliedro do problema (LI1)-(AI6]) | correspondente sba de (AIT)
(0,0,0) (0,0,0,4,2,3,6)
(0,2,0) (0,2,0,2,:2,3,0)
(2,2,0) (2.2,0,0,0,3,0)
(2,0,0) (2,0,0,2,0,3,6)
(2,0,2) (2,0,2,0,0,1,4)
(1,0,3) (1,0,3,0,1,0,3)
(0,0,3) (0,0,3,1,2,0,3)
(0,1,3) (0,1,3,0,2,0,0)

Tabela 4.2:  Vértices do poliedro de admissibilidade do problema (A.IT])-(4.16) e corres-
pondentes sbag de (EIT).

Teorema 4.2 Sejam P o poliedro da admissibilidade de um problema de programagao
linear com varidveis nao negativas e Ax = b o sistema de equagoes lineares do problema
na forma standard que lhe estd associado. Os vértices de P e as sba, de Ax = b estao

em correspondéncia biunivoca.

Na Tabela listam-se os vértices do poliedro da Figura e as correspondentes sbag
de (Z10).

Assim, pode obter-se uma solucao otima de um problema de programacao linear re-
solvendo um numero finito de sistemas de equagoes lineares. O método do simplex é
geralmente bastante eficaz na resolucao de problemas de programacao linear, ao selecio-
nar criteriosamente os diferentes sistemas de equacgoes a resolver. Estao disponiveis para
utilizacao implementagoes do método do simplexr integradas em programas informaticos
para calculo matematico (ver por exemplo o pacote simplex do programa Maximal ou o

pacote linprog do programa [R).

EXERCiCIOS 27
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1. Uma camara municipal pretende rentabilizar um parque de 100 ha destinando-o a

area florestal, parque de campismo e reserva de caca. Para a manutencao do parque
dispoe anualmente de uma verba de 30000 Euros e de 20000 horas de trabalho. O
quadro seguinte indica o capital e horas de trabalho necessarios a manutengao anual

de cada ha, consoante o tipo de ocupagcao de solo.

capital (Euros) horas de trabalho

floresta 100 100
caga 300 150
campismo 400 500

Preve-se um lucro anual de 40, 60 e 80 Euros por cada ha de terreno destinado
a area florestal, parque de campismo e reserva de caca, respetivamente. Pretende
determinar-se o numero de ha a destinar a cada tipo de ocupacgao de solo de forma

a maximizar o lucro.

a) Formule linearmente o problema atribuindo significado as variaveis utilizadas.

b) Converta a forma standard a formulagao anterior e indique uma solugao bésica

admissivel.

¢) Determine uma solu¢ao que proporcione o maior lucro quando 40 ha do terreno

sao destinados a reserva de caca.

. Formule e resolva o seguinte problema.

Um distribuidor de cafés vai misturar numa certa proporcao os graos provenientes
do Brasil, Quénia e Jamaica, que dispoe em armazém, para fazer dois lotes de café
A e B. A composicao e o preco de venda de cada um dos lotes, assim como a
quantidade existente em armazém de cada um dos tipos de café estao indicados no

quadro seguinte.
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lote A lote B quant. disponivel (kg)

Brasil 0.25 0.25 100
Quénia 0.75 0.25 150
Jamaica 0.0 0.5 175

preco de venda (Euros/Kg) 3.5 5.0

Sabendo que todo o café sera vendido, pretende determinar-se a quantidade de cada

um dos lotes a que corresponde a maior receita bruta.

. Uma fabrica tem que reduzir a emissao dos seus 3 principais poluentes atmosféricos:
as particulas, os éxidos sulfuricos e os hidrocarbonetos, em pelo menos 72, 50 e 24
milhares de quilos por ano, respetivamente. Para este efeito a fabrica vai modificar a
chaminé, aumentando a altura e/ou a area dos filtros. Estas modificagdes permitem
reduzir a emissao anual dos poluentes nos valores (em milhares de quilos) indicados

na tabela seguinte.

Aumentar 1 m altura da chaminé Aumentar 1 m?2 4rea dos filtros

Particulas 9 18
Oxidos sulfiiricos 10 10
Hidrocarbonetos 12 4

2 a 4rea dos filtros da chaminé sao,

Os custos de aumentar 1 m a altura e 1 m
respetivamente, 10 e 7 mil euros. A fébrica pretende determinar os valores dos
aumentos da altura e da drea dos filtros de modo a atingir o objetivo proposto com

0 menor custo possivel.

a) Formule linearmente o problema, atribuindo significado as variaveis.

b) Represente graficamente a regiao admissivel.
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c¢) Determine a solucao 6tima e a correspondente solu¢ao basica admissivel. Qual

é o custo que corresponde a esta solugao?

4. Um aviao de combate a incéndios florestais pode transportar dois tipos de produtos,
P1 e P2. Uma tonelada de P1 ocupa 0.5 m?, permite combater uma &rea de incéndio
de 1.5 ha e custa 2000 Euros. Uma tonelada de P2 ocupa 2 m?, permite combater
uma area de 4 ha e custa 3000 Euros. O peso e espaco reservados para o trans-
porte desses produtos nao pode ultrapassar os 1.5 toneladas e 1.0 m?. Pretende
determinar-se a quantidade a transportar de cada produto de modo a combater

incéndios numa area de pelo menos 2.5 ha e minimizando os custos.

a) Formule linearmente o problema, indicando os signicado das varidveis interve-

nientes.

b) Mostre que 1 tonelada de P1 e 0.25 toneladas de P2 é uma solu¢ao admissivel

e determine a area de incéndio que esta opcao permite combater.

5. Um estabelecimento comercial pretende obter o maximo lucro disponibilizando 150
m? para armazenar, durante 3 meses, materiais dos tipos A, B, C e D. O processo
de armazenagem terd que decorrer em nao mais do que 10 horas e o compromisso
de armazenar pelo menos 2 toneladas do material A tera que ser respeitado. Cada
tonelada de A, B, C e D requer para ser armazenado 1, 4, 1 e 2 horas e ocupa 15, 16,
20 e 30 m?, respetivamente. Sao cobrados 200, 300, 400 e 700 Euros, respetivamente,

por cada tonelada de A, B, C e D.
a) Formule o problema em termos de Programacao linear, atribuindo significado
as variaveis utilizadas.

b) Converta a forma standard a formulacao anterior e atribua significado as varidveis

de folga.
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¢) Mostre que é admissivel a op¢ao que consiste em armazenar 2 toneladas de A, 0

de B, 3 de C e 2 de D, mas nao corresponde a um vértice da regiao admissivel.

6. Uma empresa de distribuicao foi encarregue de abastecer 3 clientes com uma mer-
cadoria existente nos armazéns A e B. O armazém A pode disponibilizar até 60
toneladas (t) dessa mercadoria e o armazém B até 30 t. O cliente 1 requereu exa-
tamente 20 t. Os clientes 2 e 3 estao dispostos a receber qualquer quantidade da
mercadoria, mas a empresa comprometeu-se apenas com o cliente 2 a fornecer-lhe

pelo menos 50 t.

A tabela seguinte indica o lucro (em dezenas de euros) resultante da distribuicao de

uma tonelada de mercadoria de cada armazém para cada um dos clientes.

Cliente

Armazém | 1 2 3
A 8 5 7
B 6 4 10

A empresa pretende determinar a quantidade de mercadoria a transportar de cada

armazém para cada cliente de modo a obter o maior lucro.

a) Formule o problema em termos de Programacao linear, atribuindo significado
as variaveis.
b) Verifique que é admissivel a op¢ao descrita na tabela seguinte

Cliente

Armazém | 1 2 3
A 20 40 O
B 0 10 20

Qual é o lucro resultante desta opgao?
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c) Converta a forma standard a formulacao anterior.

d) Mostre que a opcao da alinea b) corresponde a um vértice da regiao admissivel.

7. Uma empresa decidiu iniciar a producao dos produtos P; e Py, dispondo para isso de
mao-de-obra equivalente a 80 horas semanais. Semanalmente, cada tonelada de P; e
P, dd um lucro de 12 e 8 euros e requer 5 e 2 horas de mao-de-obra, respetivamente.
Sabe-se que a procura semanal do produto P; é nao limitada, mas a de P, nao
ultrapassa as 30 toneladas. A empresa pretende determinar a quantidade a produzir

semanalmente de cada produto, de forma a obter o lucro maximo.

a) Descreva o problema de forma linear, atribuindo significado as varidveis utili-

zadas.
b) Represente graficamente a regiao admissivel.
c¢) Identifique uma solugao 6tima e a correspondente solu¢ao béasica admissivel.

d) Determine os valores que podera assumir o lucro resultante da venda de cada
tonelada de produto P; de forma a manter étima a solucao determinada na

alinea anterior.

8. Considere o problema de programagao linear seguinte.

maximizar 2x; + r9 — x3 + 374

com x € P = {(x1, 29, x3,24) : To—2rx3+14 > 3
T —2x3+x4 > 2
T + @3 < 3
r1+ 29 —2234+14 = 5
x1, %9, 3,14 > 0}

a) Estabeleca as restricoes lineares que definem a regiao admissivel F C R do

correspondente problema linear na forma standard.
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b) Verifique que v = (2,3,0,0) é vértice de P e indique o valor da fungao objetivo

em v.

9. Considere o problema

maximizar 20x; + 3029

sujeito a T+ 21 < 120
Ty < 60

ro < 50

T1,To > 0

a) Represente graficamente a regiao admissivel e as solugdes admissiveis a que

correspondem valores da fungao objetivo iguais a 600.
b) Indique uma solugao étima e a correspondente solugao basica admissivel.

c) Se os coeficientes da fungao objetivo coincidissem e fossem positivos, quais

seriam as solucoes Otimas?
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Determinantes

Vamos associar a cada matriz quadrada um valor que se define da seguinte forma.

Definigao 25 Sejam A uma matriz quadrada de ordem n e A" a matriz em escada que
se obtem de A por aplicacao da fase descendente do método de eliminacao de Gauss,
utilizando exclusivamente as operacgoes elementares de troca de linhas e substituicao de
uma linha por soma desta com um miltiplo de outra linha. Chama-se determinante de

A e representa-se por det A ou |A|, o valor

det A = |A| = dal aby -+ - al

nn?
em que @y, abhy, ..., a,, sao os elementos da diagonal principal da matriz A e

5 1 se é par o n° de trocas de linhas efetuadas no processo A — ---A’,

—1 caso contréario.

ExEMPLOS 37

1 2 1 2

1. A= — = A’ e portanto det A =1 x (=3) = —3.
-1 =5 0 -3
0 5 -3 4

2. A= — = A’ e portanto det A = —1 x (=3) x 5 = 15.
-3 4 0 5
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ail aig

3. De uma forma geral, tem-se det = A11G22 — Q12027
21 G22
0 5 —1 -1 1 3 -1 1 3 -1 1 3
4. A=|-34 2 |—=|-34 2|—=>]0 1 -7|—=|0 1 -7|=4
-1 1 3 0 5 -1 0 5 -1 0 0 34

e portanto det A = —1 x (—1) x 1 x 34 = 34.

1 3 4 1 3 4 1 3 4
5. A= 2 4 6|l—=10 -2 2| =10 —2 —2 | =Aeportantodet A =
-1 1 0 0 4 4 0 0 0

1x(=2)x0=0.
EXERcic1os 28 Prove os seguintes resultados.

1. O determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos da diagonal

principal.
2. Uma matriz com uma linha ou uma coluna de zeros tem determinante igual a zero.

3. E nulo o determinante de uma matriz com linhas proporcionais.

O determinante satisfaz a seguinte propriedade.

Proposicao 5.1 Se A e B sao matrizes quadradas da mesma ordem, tem-se det(AB) =
det Adet B, i.e., o determinante do produto de matrizes € igual ao produto dos determi-

nantes.

E claro que nao podera haver grandes expectativas relativamente a quantidade de in-
formacao que o determinante contem da matriz. De facto, nao é razoavel admitir que
um tnico valor possa reter muito conhecimento sobre os n? elementos de uma matriz de

ordem n. No entanto, o determinante permite caracterizar a invertibilidade de matrizes.
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Proposicao 5.2 Uma matriz quadrada A € invertivel sse det A # 0. Se a matriz A é

. s ~ —1 _ 1
invertivel, entdo det A= = .

Demonstracao: E sabido que uma matriz quadrada A é invertivel sse todas as colunas de
A’, a matriz em escada obtida aplicando a A a fase descendente do método de Gauss, tém
pivots. Como os pivots sao os elementos nao nulos da diagonal principal de A’ e det A é,
a menos do sinal, o produto dos elementos da diagonal principal de A’, tem-se det A # 0
sse A é invertivel.

Se A ¢ invertivel, det(AA™') =1 = det Adet A~!, donde se conclui que det A™" = ——.
]

Vamos agora apresentar uma forma alternativa de calcular o determinante. Para isso

precisamos da seguinte defini¢ao.

Definicao 26 Chama-se complemento algébrico ou co-fator do elemento (7, j) da matriz
A e representa-se por A;; o valor A;; = (—1)"7A,;, em que A;; é o determinante da matriz

que se obtem de A eliminando a linha ¢ e a coluna j.

2 4 -2
3 0
EXEMPLO 38 Se A = 1 3 0 s All = (-1)2 det = 15, A21 = (-1)2+1
2 5
-1 2 5
4 =2
det —(—1) x 24 = —24.
2 5

Teorema 5.3 (Teorema de Laplace) Sejam i e j, respetivamente, uma linha e uma coluna

arbitrarias da matriz A de ordem n. Tem-se
det A = ajn A + aipljs + - - -+ ain Ny = a1 A1 + agj Do + -+ - + anj Ay,

EXEMPLOS 39

2 3 -1
5 7 4 7 4 5
1. det [ 4 5 7 = 2det — 3det — 1det =2x 19—
-2 1 0 1 0 -2
0 -2 1
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3x4—(—8) =34

05 3 2
05 2
1400 1 4
2. det =—2det |1 4 0| =—2x2det = —2x2x(=5b) =20.
2310 2 3
2 30
00 20

Terminamos a matéria sobre determinantes com uma curiosa aplicagao, que nos vai per-
mitir obter de forma expedita um vetor que ¢é ortogonal a cada um de dois vetores dados

de R3.

Definicao 27 Sejam z = (1,22, 73) € y = (Y1, Y2, y3) vetores de R3. Chama-se produto

externo de x e y e representa-se por x X y, o vetor de R3
x X y = (Tays — T3Ya, —T1Y3 + T3Y1, T1Y2 — TaY1)-
O vetor x X y pode ser memorizado “aplicando” da seguinte forma o Teorema de Laplace

€1 €2 €3

a “matriz” |z, z, w3|,emquee; =(1,0,0), eo =(0,1,0), e3 = (0,0, 1). Tem-se pois,

Y1 Y2 Ys
€1 €y €3 1 0 0
To T T T Tz
rxy ="“det |z zy x5|” =det 2 0| —det b 1| +det b
Y2 Y3 Yyr Y3 Y1 Y2
Y1 Y2 Ys 0 0 1
€1 €y €3
EXEMPLO 40 (1,—2,0) x (1,0,1)=“det | 1 —2 0 |” =(-2,—1,2).
1 0 1

Para mostrar que o vetor produto externo x X y é ortogonal a x e a y, consideremos a

seguinte defini¢ao.
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Definigao 28 Sejam z = (21, 2,23), © = (1,72, 23) ¢ ¥y = (y1,Y2,y3) vetores de R3.

Chama-se produto misto de z, x e y ao produto interno de z por z x y, i.e.,

Z1 22 23
To T3 r1 T3 1 To

zlzxy = 2z det — 2z det +z3 det =det | x; 2y a3
Y2 Y3 Yr Y3 N Y2

Y1 Y2 Ys

Tem-se entao o seguinte resultado.

Proposigao 5.4 Sejam x = (x1,29,23) e y = (y1,%2,y3) vetores de R3. O produto

externo de x ey € um vetor ortogonal a x e a y.

1 To I3
Demonstragao: x|z x y =det | ;y x5 x5 | = 0, pois é o determinante de uma matriz
Yyi Y2 Y3

com duas linhas iguais e portanto x L x X y.

O mesmo raciocinio permite concluir que y|lx x y =0, ie,y Lz xy. O

Assim, se {z,y} é linearmente independente, x X y é ortogonal ao plano gerado por x e y
(ver a Figura [{l).

VJ_

T Xy

<

X

V

Figura 5.1: O vetor produto externo de dois vetores = e y que geram um plano V de R3

A norma do vetor produto externo é dada pelo seguinte resultado.

Proposigao 5.5 Se x ey vetores de R?, ||z x y|| = ||z||||y]|| sin 6].

Demonstragao: Por célculo algébrico nao ha dificuldade em estabelecer que ||z x y||? =

lz|]?|ly]|? — (z|y)®. A demonstragao prossegue tendo em conta que ||z|]*||ly||* — (z|y)* =
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Iy l1* = l=l*[lyll* cos® 6 = [|l2l*[lylI*(1 — cos*8) = [lz[I*[lyl|*sin®0 = |lz x yl| =

[yl sin6]. T

Assim, a norma do produto externo ||z X y|| é a area do paralelogramo de lados x e y (ver

a Figura [).

Xz

Figura 5.2: ||z x y|| = [|z||[|y||| sin@| = ||z||h, é a drea do paralelogramo de lados x e y.

Também se pode concluir que o valor absoluto do produto misto |z x y|z| é o volume do

paralelipipedo definido por z, y e z (ver a Figura[H).

T Xy

PIOJ 5y ? 1

Figura 5.3: [zxylz| = [lzxylll|z]|] cos 8] = [lzxyll[lproj, .=

, € o volume do paralelipipedo

definido por z, y e z.

EXERCICIOS 29

1. Calcule o determinante de cada uma das seguintes matrizes indicando se é invertivel.
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- 2 4 18 3 2 1
cosa  sinwo
a) ,a€R b)) [ 1 3 15 c) |11 2
—sina  cos o
- 1 0 6 0 2 1
1 1 20 2 0 2 1 1 3 4 3
-1 1 1 2 2 =2 1 0 2 0 0 2
d) e) f)
2 -1 11 0 1 0 -2 5 6 1 6
1 1 11 5 1 -1 3 00 01

2. Utilizando a nocao de produto externo, indique

a) um vetor ortogonal aos vetores u = (1,1,2) e v = (1,0, 1),

b) uma equagao cartesiana do plano definido por
(.T,y,Z) = (17273) _'_)\(17172) +:u<17071)7 V)‘nu eR.

3. Sejam Py = (x¢,v0, 20) um ponto de R® e u = (uy, us, uz), v = (vi, vy, v3) vetores

linearmente independentes de R3. Mostre que a equacao

T—To Y—Yo 22— %20
Ul U9 Uus =0

U1 V2 U3

define o plano que passa no ponto Fy e que contém as diregoes dos vetores u e v.
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Capitulo 6

Valores e vetores proprios

6.1 Valores e vetores proprios

Definigao 29 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Um vetor v nao nulo de R™ é
vetor proprio de A se existir um numero A tal que Av = Av. O ntimero \ chama-se valor

proprio associado ao vetor préprio v.

1 2 1 3 1 1
EXEMPLO 41 = =3 . Diz-se pois que é vetor préprio
0 3 1 3 1 1
1 2
da matriz e 3 é o valor proprio associado.
0 3

Note que os vetores proprios associados a A sao os vetores v, nao nulos, tais que Av =
M & Av = Muv & (A — M)v =0, i.e., sdo os vetores de N'(A — \I)\ {0}.

Tem-se pois provado os seguintes resultados.
Teorema 6.1 Seja A uma matriz quadrada.

1. X € valor proprio de A sse o espaco nulo da matriz A — NI inclui vetores nao nulos,

i.e., N(A— \I) # {0}.
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2. Se N € wvalor proprio de A, os vetores proprios associados a A sao os vetores nao

nulos de N'(A — \I).

Definicao 30 Se \ é valor préprio da matriz A, o espaco nulo de A — A\l chama-se

subespago proprio de \ e representa-se por E(\).

2 =5 5
EXEMPLO 42 Consideremos a matriz A = | ( 3 —1
0 —1 3

Para decidir se 2 é valor préprio de A, vamos ver se o espaco nulo da matriz A — A\, com
A = 2, inclui vetores nao nulos, i.e., se existem soluc¢oes nao nulas do sistema homogéneo
(A—20z =0.

Aplicando a fase descendente do método de Gauss a matriz A — 21, tem-se

2 =5 5 200 0 -5 5 0 =5 5
A=2I=|0 3 -1 |—|020|=]0 1 —=1|—=]0 00
0 -1 3 00 2 0 -1 1 0 00

Como a matriz em escada obtida tem colunas sem pivots, podemos concluir que o sistema
(A—=20x = 0 tem solucdes nio nulas, o que permite concluir que 2 ¢é valor préprio da
matriz A.

Para identificar os vetores préprios associados ao valor préprio 2, vamos determinar o
espago proprio E(2), que é o conjunto das solugoes do sistema (A — 21)x = 0. Para isso

aplica-se a fase ascendente do método de Gauss a matriz em escada obtida anteriormente.

Assim,
0 =5 5 01 —1 v =V
0 00|—=100 0] eportanto E£(2) = {v = (v1,v2,03) 1 vy = vy }
0 0 0 0 0 0 vy =V

Os vetores proprios associados ao valor préoprio 2 s@o os vetores nao nulos de F(2), i.e.,

os vetores nao nulos de R? que tém a segunda componente igual & terceira.
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Podemos facilmente verificar que, se v é um qualquer vetor de E(2), i.e., v = (a,b,b),

tem-se
2 =5 5 a 2a
Av=10 3 -1 b | =1 20| =20
0 —1 3 b 2b

O ponto 2 do Teorema indica (e o Exemplo ilustra) como se podem identificar
os vetores proprios associados a cada valor proprio. Vamos agora ver como é que se
determinam os valores préprios de uma matriz.

O ponto 1 do Teorema estabelece que A\ é valor proprio da matriz A sse o sistema
homogéneo (A — Al)z = 0 é indeterminado, que como sabemos é equivalente a nao
existéncia de inversa da matriz A — \I, ou ainda ao facto do determinante de A — A\l ser

igual a zero. Tem-se pois o seguinte resultado.
Proposicao 6.2 \ ¢ valor proprio de A sse det(A — AI) = 0.

Assim, os valores préprios de A sao os valores de A que anulam a fungao p(A) = det(A—\I).

Vamos ver que a func¢do p(A) é um polinémio na variavel \.

aixp aig , . . ap; — A Q12
Se A = é uma matriz genérica de ordem 2, A — A\ = e

Q21 A22 a1 aga — A
p()\) = det(A — )\I) = (an — )\)(CLQQ — )\) — A12Q921 = )\2 — (a11 — a22)>\ — Q120921 é um

polinémio de grau 2.

aij; a2 a3 ap;; — A a12 13
Se A= | ay as ag | éumamatrizdeordem 3, A—\ = Ao1 Qo — N a3
a31 32 33 @31 32 asz — A
a9y — A (93 a9 a93
p()‘) - det(A - )‘I) = (all - )\) det — ajo det +
32 asz — A as;  asz — A

a1 Qoo — A
+ ais det

asy asz
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Uma vez que o 1° termo é um polinémio de grau 3 e os 2° e 3° termos sao polinémios de
grau 1, p(A) é um polinémio de grau 3.

Repetindo este raciocinio para matrizes genéricas de ordens 4, 5, . . ., conclui-se o seguinte.

Proposicao 6.3 Se A € uma matriz quadrada de ordem n, a fungdo p(\) = det(A — \I)

€ um polinomio de grau n, que se chama polindmio caracteristico de A.
Os valores proprios sao portanto os zeros do polinémio caracteristico.

ExXEMPLOS 43

1 01
1. Para determinar os valores proprios da matriz A = | 0 1 (0 | considera-se o
1 21
polinémio caracteristico
1—X 0 1
p(A) = det 0O 1-X 0 =1 =M1 =X2=1)=1=XN(=N(2-N).

1 2 1—-A

Os valores proprios de A sao 0, 1 e 2, pois sao os valores de A que anulam o polinémio

caracteristico.
010
2. O polinémio caracteristico da matriz A= | —1 0 0 | ¢
0 0 1
-2 1 0
p(A)=det | -1 —X 0 =(1—=A)(\+1).
0 0 1-—2AX
Os valores préprios de A sao A = 1 e os zeros de A% + 1, que sao os nimeros

imaginarios 7 e —1.
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Uma matriz A de ordem n tem n valores préprios, reais e/ou complexos, distintos ou nao.
O numero de vezes que A aparece como zero do polinémio é a multiplicidade algébrica de
A. Assim, por exemplo, os zeros de (2 — A)?A(1 + A\)? sdo 2, 0 e —1 com multiplicidades
algébricas iguais a 2, 1 e 3, respetivamente.

Note que em cada um dos Exemplos a soma dos valores préprios é igual a soma dos
elementos da diagonal principal da matriz A. Também o determinante de cada matriz e o
produto dos correspondentes valores préprios sao iguais. Tal facto nao é uma coincidéncia,
como estipulam os dois resultados seguintes, que permitem de alguma forma averiguar

eventuais erros cometidos no célculo dos valores préprios.
Proposicao 6.4 Sejam Ai, o, ..., N\, 0s valores proprios de uma matriz A de ordem n.

1. A soma dos valores propios € igual ao traco da matriz, i.e., \{ + Ao + -+ A\, =

a1l + Qg + - -+ Ay

2. 0 produto do valores proprios € igual ao determinante da matriz, i.e., Mg ...\, =

det A.

Resulta diretamente do ponto 2 da Proposicao a seguinte caracterizacao da invertibi-

lidade de matrizes em termos de valores proprios.

Proposicao 6.5 Uma matriz € singular (i.e., ndo € invertivel) sse zero € valor proprio.

ExERcicios 30

1 1 0
1. Considere amatriz A= 1|0 2 2

0 25

a) Verifique que (1,5, 10) é vetor préprio.

b) Verifique que 1 é valor préprio.
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0 1 -1
2. Verifique que —1 é valor proprio da matriz A = | 1 (0 —1 | e determine os
1 -1 0

vetores proprios associados a —1.

3. Determine os valores préprios e correspondentes vetores proprios de cada uma das
seguintes matrizes, indicando em cada caso, uma base e a dimensao do subespaco

préprio associado a cada valor proprio.

- 1 0 O 1 10
2 1 0 —1
A= , B = ,C=| -7 1 0o|,D=|02 2|,
0 1 1 0
- 4 -3 1 0 2 5
- 11 0 0
1 2 =2 310
01 0 O
E=|12 1 0 |, F=|130]|.,.G=
00 =20
-2 0 1 00 2
- 00 0 2
11 -1
4. Considere a matriz A= 1|2 2 0 |,comae€R.
1 a a

a) Determine os valores do parametro a para os quais a matriz A admite o valor

préprio zero.

b) Para cada um dos valores de a obtidos na alinea anterior calcule os valores

proprios de A e identifique os correspondentes vetores proprios.

c¢) Discuta, em func¢ao do parametro a, a invertibilidade da matriz A.
5. Seja v um vetor préprio associado ao valor préprio A de uma matriz A.

a) Mostre que, para todo o real o, v é um vetor préprio da matriz A—al e indique

o valor proprio associado.

ISA/UTL - Algebra Linear — 2012/13 116



CAPITULO 6. VALORES E VETORES PROPRIOS

b) Mostre que, para todo o inteiro n, v é vetor préprio da matriz A" e indique o

valor préprio associado.

6.2 Diagonalizacao

Uma questao importante no estudo dos valores e vetores préprios é a diagonalizacao de

matrizes. Comecamos esta seccao com a definicao de matrizes semelhantes.

Definigao 31 Duas matrizes quadradas da mesma ordem A e B sao semelhantes se existir

uma matriz invertivel P, tal que B = P~1AP.

0 1 0 1 2 1
EXEMPLO 44 AsmatrizesA=|1 -3 —1 | eB=]| —1 0 0 | saosemelhantes.
0 —1 1 4 -5 3
1 10
De facto, tomando a matriz invertivel P = 0 2 1 tem-se
-1 0 0
00 —1 0 1 0 1 10 1 2 1
P'AP=1| 10 1 1 -3 —1 021|=|-1 00]|=8B
-2 1 =2 0 -1 1 -1 0 0 4 -5 3

Pode provar-se o seguinte.
Proposicao 6.6 Matrizes semelhantes tém os mesmos valores proprios.

Demonstracao: Se A e B sao matrizes semelhantes, existe uma matriz invertivel P tal que
B = P7'AP. Assim, tem-se det(B —\) = det(P~'AP —\I) = det(P'AP - \P~'P) =
det(P~YAP — A\P)) = det(P~Y(A — \)P) = det P~ det(A — XI) det P = det(A — \I),
i.e., as matrizes A e B tém o mesmo polinénimo caracteristico e, consequentemente, os

mesmos valores proprios. [
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Definicao 32 Uma matriz quadrada A é diagonalizdvel se é semelhante a uma matriz
diagonal, i.e., existe uma matriz P invertivel, tal que D = P~'AP é uma matriz diagonal.

Diz-se que P é matriz de diagonalizagao.
OBSERVACAO 27 Se a matriz A é semelhante a matriz diagonal D,
1. os valores préprios A sao os elementos da diagonal principal de D;

2. como D = P 'AP & A = PDP~!, tem-se,
para todo o k € Z*, A* = (PDP~Y(PDP™!)..(PDP™ ') = PD*P~1,

(. 4

k vezes

O resultado seguinte estabelece uma condi¢ao necesséria e suficiente para uma matriz ser

diagonalizavel.

Teorema 6.7 Uma matriz quadrada A de ordem n é diagonalizavel sse existem n vetores

proprios de A que formam um conjunto linearmente independente.
Demonstracao:

(i) Se A ¢ diagonalizdvel, existe uma matriz P invertivel, tal que D = P~tAP é matriz

diagonal.
Ao 0
wy Wy ... Wy
Sejam P = e D=
| |
0 An
Note que D = P~'AP < PD = AP.
Aw; Awy ... Aw, MW, AW ... AWp
Como AP = ' ? e PD = e ,

AP = PD significa que Aw; = \wy, Awy = Aws, ..., Aw, = \w,, i.e., wy,ws,
..., w, sao n vetores proprios de A. Esses vetores proprios formam um conjunto

linearmente independente uma vez que sao as colunas da matriz invertivel P.

Note também que os valores proprios associados as colunas de P sao os elementos

da diagonal principal matriz D.
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(ii) Se {v1,v9,...,v,} é um conjunto de vetores préprios de A linearmente independente
e A, Ag, ..., A\, 0s valores proprios associados, vamos definir a matriz invertivel
A1 0
V1 V2 ... Up . .
P = e a matriz diagonal D :=
0 An
As igualdades Av; = \jvy, Avg = \ovg, ..., Av, = \,v, podem ser escritas matrici-

almente na forma

Avy Avy ... Av, AUL AU ... A,Up
b = |t e & AP = PD < P'AP = D,

que permite conluir que A é diagonalizavel. []

OBSERVAGAO 28 Na demonstragao do Teorema [6.7 constatou-se o seguinte. Se P é uma

matriz de diagonalizacao da matriz A de ordem n,

1. as n colunas de P sao vetores proprios de A que formam um conjunto linearmente

independente;

2. o valor préprio associado & coluna i da matriz P é o elemento (i, 7) da matriz diagonal

D =P lAP.

Teorema 6.8 Um conjunto de vetores proprios associados a valores proprios distintos é

linearmente independente.

Demonstracao: Seja A uma matriz quadrada de ordem n.

(i) Sejam A; # Ay valores préprios de A e vy, vy vetores préprios correspondentes. Quer
provar-se que a combinacao linear nula ajv; + asve = 0 s6 é realizavel com os

coeficientes oy = ag = 0.

Ora, ajv; + vy = 0= Alaqvy) + Al(agws) = A) = ag(Avy) 4+ ag(Avy) = 0 <

Oél)\l’Ul + 042)\21)2 = 6 <~ (COIHO oVy = —Ozll)l) al)\lvl -+ )\2(—041’01) = 6 <~ &1()\1 —
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)\2)v1:6:>(comovlséﬁ)al()\l—)\Q):0:>(como)\17£>\2)a1:O:>a2:O,e

portanto {v;,v2} é linearmente independente.

(ii) Sejam A1, Ay, A3 valores préprios distintos de A e vy, vq, U3 Vetores préprios correspon-
dentes. Quer provar-se que a combinagao linear nula av; + apvy + agAzvg = 0 86 é

realizavel se oy = ag = a3 = 0.

a1V + Qs + a3v3 = 0 (X:é) Q1A\1V] + QaAaUs + Q3 A3U3 = 0 < Q1A U1 + QaAovy +
A3(—aqv — apvy) = 0 < a1(A1 — A3)v1 + ag(Ag — A3)vg = 0. Uma vez que vy e
vy sdo vetores préprios associados a valores proprios distintos, de (i) resulta que a
equagao anterior s6 é satisfeita com aj(A; — A3) = as(Ay — A3) = 0. Tendo em
conta que A\ # A3 e Ay # A3, tem-se a; = ap = 0. Como w3 é um vetor nao nulo,

a1U1 + apve + azvs = 0 86 se verifica se também az = 0.
Temos assim provado que {vy, v, v3} é linearmente independente.
O resultado para k > 3 valores proprios distintos prova-se de forma analoga. [J

O teorema anterior permite concluir que, se uma matriz de ordem n tem n valores préprios
distintos, entao ¢é diagonalizavel. E se a matriz tem algum valor proprio com multiplicidade

algébrica maior do que 17 A resposta a esta questao é dada utilizando o seguinte conceito.

Definicao 33 Chama-se multiplicidade geométrica do valor proprio A da matriz A a

dimensao do subespago préprio E(\) = N (A — \I).

A relagao entre multiplicidades dlgebrica e geométrica é estabelecida no resultado seguinte.

Proposicao 6.9 A multiplicidade geométrica de um valor préprio é menor ou igual do

que a multiplicidade algébrica.

O proximo teorema estabelece uma forma expedita de decidir sobre a diagonalizagao de

matrizes.
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Teorema 6.10 Uma matriz é diagonalizavel sse as multiplicidades geométrica e algébrica

de cada valor proprio sao iguais.

-1 1 0
EXEMPLO 45 Veja se a matriz A = 0 5 (0 | édiagonalizavel.
4 -2 5
—-1-Xx 1 0 |
p(A) = det(A — AI) = det 0 5-X 0 |=06B=-X)F1L=-X6-\.
4 -2 5—-A
p(A) =0< A= —1 (mult. alg. 1) ou A =5 (mult. alg. 2).
-6 1 0
EG)=NA-5)=N| 0 0 0
4 =2 0
e

Assim, mult. geométrica de 5 = dim F(5) = 3 — car(A — 51) = 1 < mult. algébrica de 5

= 2, e portanto A nao é diagonalizavel.

Os valores e vetores proprios de matrizes simétricas tém propriedades interessantes.
Teorema 6.11 Se A ¢ uma matriz simétrica (A= A"),

1. os valores proprios sao reais;

2. a matriz é diagonalizavel;

3. wetores proprios associados a valores proprios distintos sao ortogonais.

Demonstracao do ponto 3: Sejam \; # Ay valores préprios da matriz simétrica A e vy, vy

vetores préprios correspondentes. Tem-se A\jv;|vy = (Avy)|vy = (Avy) vy = v ATwy =
A1FA2

v Avy = v Aavg = Aauq|va. Ora, Aug|ve = Aavi|ve & (A1 — A2)vifve = 0 "5 vyfvg = 0,

ie., vy L vy O
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EXEMPLO 46 Vamos verificar que os vetores proprios associados a valores proprios dis-
3 01

tintos da matriz simétrica A= | 0 2 (0 | sao ortogonais.
10 3
3—X 0 1
p(A) = det(A — \I) = det 0 2—-X 0 =2-N(@B=-N*=-1)=2-)(2-

A)(4—N).
Os valores préprios sdo 2 (m. alg = 2) e 4 (m. alg = 1).
(101 101 3 —b
E@Q=NA-20=N|oo0o0|[=N|0oo0o0|={|mwm=vy [}={]| a |}
_1 0 1 000 3=V b
-—1 0 1 T = T3
E4)=NA-4)=N| 0 -2 0 |=--=N]0 1 ={| 2,=0 |}=
I 1 0 -1 00 O
c
{1 0]}
c
Ora, (=b,a,b)|(¢,0,c) = —=bc+ 0+ bc = 0, i.e, quaisquer dois vetores préprios u e v, com

u € F(2) ev € E(4), sao ortogonais.
Teorema 6.12 Uma matriz simétrica A do tipo n X n tem n vetores proprios ortogonais.

Demonstracao: Defina-se uma base ortogonal do subespaco préprio de cada valor proprio
de A. Como A é diagonalizdvel (e portanto o nimero de vetores da base é igual & multi-
plicidade algébrica do correspondente valor préprio), a reuniao destas bases é constituida
por n vetores. Se dois destes vetores estao associados ao mesmo valor préprio, sao or-
togonais por construcao. Se estao associados a valores proprios distintos, o ponto 3 do

Teorema [6.11] estabelece que sao ortogonais. []
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Assim, uma matriz simétrica A, do tipo n X n, tem n vetores préprios ortonormais (or-
togonais de norma 1). Sejam vy, vs, ..., v, vetores préprios ortonormais, e Ay, Ag, ..., A,

os valores préprios correspondentes.

AN - 0
Vy V2 ... Up
Se definirmos a matriz P = , tem-se P71AP = - =D.

. |
0 - A,
Como PT = P~! ie., P é matriz ortogonal, tem-se D = P~'AP = PTAP. Diz-se que

A é ortogonalmente diagonalizdvel, i.e., admite matrizes de diagonalizacao ortogonais.

Tem-se assim provado o seguinte resultado

Teorema 6.13 Matrizes simétricas sao ortogonalmente diagonalizdveis

Sejam A uma matriz simétrica do tipo n X n, vy, vs, ..., v, vetores préprios ortonormais
e A1, A9, ..., A, 0s correspondente valores proprios.
v —
Ao 0
. vy Uy ... Up Vg —
Se definirmos P = D= , tem-se P! =
0 - A\,
Up —
e A= PDP L
Se tomarmos um vetor arbitrario x de R”, vem
vi|x
)\11)1 )\21)2 . )\nvn
Ar = (PD)(P'x) = : = \Mour|z 4+ Ao | =
V|

Moo} o+ -+ Aol = (\oo] + -+ Ao,z

Como o vetor z é arbitrario, pode concluir-se das igualdades anteriores que A = \jv1v] +
S A, ie., a matriz A pode ser escrita a custa dos valores préprios e de vetores
préprios ortonormais. Este resultado, conhecido como Teorema da decomposicao espectral,

¢ agora enunciado.

Teorema 6.14 Sejam A uma matriz simétrica do tipon X n, vy, v, ..., U, vetores proprios
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ortonormais e A1, Aa, ..., A\, 08 correspondentes valores proprios. A matriz A pode ser de-

composta na forma sequinte A = AlvlvlT + )\21)21); s )\nvnvg.

OBSERVAGAO 29 O Teorema da decomposigao espectral tem a seguinte interpretagao.
Toda a matriz simétrica do tipo n X n é uma combinacao linear das matrizes de projecao
sobre cada um de n vetores proprios ortonormais. Os coeficientes sao os correspondentes

valores proprios.

3 01

EXEMPLO 47 Como se viu no Exemplo46] a matriz simétrica A = | 0 2 ( | admite os

10 3
vetores préprios (—b, a, b), correspondentes ao valor préprio 2 e (¢, 0, ¢), associados ao valor
proprio 4. Fazendo cada uma das variaveis livres igual a 1 e as restantes iguais a 0, obtem-
se o conjunto {(0,1,0),(—1,0,1),(1,0,1)} de trés vetores préprios linearmente indepen-
dente. Como o conjunto é ortogonal, para obter trés vetores préprios ortonormais basta
1 1 1 1

tomar o versor de cada um deles, i.e., v = (0,1,0),v5 = (_E’O’ ﬁ),vg = (E,O, ﬁ)

As matrizes de projecao sobre cada um desses vetores sao

00 0 Lo -4 Lo !l
viof =01 0|, v =] 0 0 0 |,vvy=1]000
000 -3 0 1 0 2

A combinacao linear destas matrizes, com coeficientes iguais aos correspondentes valores

proprios, ¢ a matriz

000 30 —3 5 0 3 301
2101 0+2 0 0 0 |+4]00O0|=|020|=4
000 -3 0 3 10 3 103

ExERcicios 31
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0 —2 2
1. Considere amatrizA= | 0 (0 1
0 —1 2
a) Calcule os valores préprios de A e as respetivas multiplicidades algébricas.
b) Indique um vetor préprio de A.

d) Serd que existe uma matriz quadrada P, de ordem 3, invertivel tal que P~'AP

¢ uma matriz diagonal? Justifique.

2. Indique, justificando, quais das seguintes matrizes sao diagonalizaveis.

- 1 0 0 110
2 1 0 —1
A= , B = ,C=|1 -7 1 0|.D=1]102 2],
0 1 1 0
- 4 -3 1 025
- 11 0 0
1 2 =2 310 110
01 0 0
E=|2 1 0 |, F=]l130]|,G=|02 2|,H=
00 —2 0
-2 0 1 00 2 0 25
- 00 0 2

3. Determine uma matriz de diagonalizagao de cada uma das seguintes matrizes

1 3 0 1 10 1 3 4

A=13 2 -1 [,B=1110[,C=|310

0 -1 1 00 2 4 0 1
3 3 0
4. Seja A = i i %
11 1
i1 2

: o - . 1
a) verifique que o polindmio caracteristico de A é p(\) = A(1 — A)(A — Z)
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1 00
b) Determine uma matriz invertivel P tal que P'AP =10 0 0
00 i

5. Considere a matriz A =

Tt ot
[N

a) Indique uma matriz de diagonalizagao.

b) Prove que lim A" =

n—-+o0o

W= wiN
W= wiN

2 1
6. Considere A = , com a,b € R.
a b

a) Para a =2 e b =1, indique uma matriz de diagonalizacao.

b) Se b = 2, para que valores de a é A ortogonalmente diagonalizavel?

c) Se b = 2, existird algum a > 0 tal que e A sejam semelhantes?

Justifique.

7. Seja A uma matriz quadrada de ordem 3 que admite o valor préprio 1, com de
multiplicidade algébrica 2 e (1,0, —1), (0,1, 1) vetores préprios associados a 1.
a) Justifique que A é diagonalizavel.
b) Determine E(1).

c¢) Sabendo que (—1,1,0) é um vetor préprio de A associado a 2, determine a

matriz A.
4 2 2
8. Indique uma matriz ortogonal de diagonalizacao da matriz A= | 2 4 2
2 2 4
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9. Prove os seguintes resultados.

a) Matrizes ortogonalmente diagonalizaveis sdo simétricas.

b) Se A é um valor préprio real nao nulo de uma matriz A e v um vetor préprio

associado a \, entao A tem o sinal de v” Av.
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