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1. Verifique que:

(a) y = xex é solução de y′′ − 2y′ + y = 0

(b) y = sin x é solução de y′′ + 2y = sin x

(c) y = t

t
∫

0

√
1 + u4du é solução do problema de valores iniciais







ty′ − y = t2
√
1 + t4,

y(0) = 0.

2. Determine uma função f : R → R de modo a que f(0) = 1

3
e que a recta tangente ao

seu gráfico em (t, f(t)) tenha declive 2 t+3 f(t). Solução: f(t) = −2

3
(t+ 1

3
)+ 5

9
e3t

3. Indique a solução geral das seguintes equações:

(a) y′ + 3

t
y = t, t > 0. Solução: y(t) = t2

5
+ k

t3
, k ∈ R

(b) t y′ − y = t2

2
sin t, t > 0. Solução: y(t) = − t

2
cos t + kt, k ∈ R

(c) (t + 1)y′ = 2 y − (1 + t)2, t > −1. Solução: y(t) = −(t + 1)2 ln(t + 1) +

k (t+ 1)2, k ∈ R

(d) y′ + t y = 3t, em R. Solução: y(t) = 3 + k e−t2/2, k ∈ R

(e) 5 y′ + y = 5et, em R Solução: y(t) = 5

6
et + ke−t/5, k ∈ R

(f) y′ = (t−4)e4t +2y, em R. Solução: y(t) = 1

2
e4t(t−4)− 1

4
e4t+ke2t, k ∈ R

4. Resolva as equações diferenciais, explicitando as soluções sempre que posśıvel:

(a) y′ = 2(y − 1). Solução: y(t) = 1 + ke2t, k ∈ R

(b) y′ = 2(y − 1)y. Solução: y ≡ 0 ∨ y(t) = 1

1−ke2t
, k ∈ R

(c) (1 + x)y − (1 − y)x y′ = 0. Solução: y ≡ 0 ∨ ln |y| − y = ln |x| + x + k,

k ∈ R
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(d)
dy

dx
= −y

x
. Solução: y =

k

x
, k ∈ R

(e) (1 + t)y′ − y = 0, t > −1. Solução: y = k(1 + t), k ∈ R

(f) y′ = sec y. Solução: sin y = t + k, k ∈ R

(g) y′ = π(1 + y2). Solução: y(x) = tg (πx+ k), k ∈ R

(h) y′ + y2 = 1. Solução: y ≡ 1 ∨ y(x) = ke2x−1

ke2x+1
, k ∈ R

(i) cos t sin y dy
dt

= sin t cos y. Solução: cos y = k cos t, k ∈ R

5. Resolva os seguintes problemas de valores iniciais:

(a)







t2y2y′ + 1 = y3, t > 0

y(1) = 2.
Solução: y(t) =

3
√
1 + 7 e3−3/t

(b)







xy + e−x2

(y2 − 1)y′ = 0,

y(0) = 1.
Solução: y2

2
− ln |y| = −1

2
ex

2

+ 1

6. Determine o tempo necessário para um lago perder 10% da sua massa de poluentes

existente no ińıcio de um dado ano, admitindo que a taxa de decrescimento da

concentração de poluentes no lago verifica a equação

dc

dt
= −F

V
c,

onde F designa o volume de água limpa que entra no lago por ano e V o volume do

lago. Solução: − ln 0.9
V

F
anos

7. É sabido que para muitas substâncias medicamentosas administradas na corrente

sangúınea, a taxa de decrescimento da concentração (i.e., da quantidade de substância

por unidade de volume, usualmente em mg/l) é proporcional, em cada instante, à

concentração. Seja α a constante de proporcionalidade.

(a) A administração da 1a dose de uma dessas substâncias permite obter uma

concentração na corrente sangúınea de 30 mg/l. Resolva o problema de va-
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lores iniciais que traduz a evolução da concentração dessa substância após a

administração de uma dose. Solução: C(t) = 30e−αt, α > 0

(b) A referida substância apenas é eficaz se a sua concentração na corrente sangúınea

for superior ou igual a 10 mg/l. Sabe-se que após 8 horas a seguir à adminis-

tração da 1a dose a substância deixa de ser eficaz e administra-se uma nova

dose.

i. Determine α. Solução: α =
ln 3

8

ii. Determine ao fim de quanto tempo deve ser administrada a 3a dose por

forma a manter a eficácia da substância.

Solução: 10.1 horas

8. Chama-se tempo de semi-vida de um elemento radioactivo ao tempo necessário para

a sua massa se reduzir a metade. O Carbono 14 usado em datação de achados

arqueológicos tem um tempo de semi-vida de 5730 anos. Determine a percentagem

de Carbono 14 que se desintegra em 100 anos. Considere que a taxa de decaimento

da massa de um elemento radioactivo num dado instante é proporcional à sua massa

nesse instante. Solução: 1.20%

9. Se o crescimento de uma planta isolada num dado peŕıodo é exponencial, a biomassa

W (t) tem uma taxa de crescimento semanal relativa constante, igual a µ > 0.

(a) Estabeleça a equação diferencial que exprime o aumento de biomassa W .

Solução:
W ′

W
= µ

(b) Sabendo que a biomassa duplica em cada semana, calcule µ.

Solução: µ = ln 2

10. Os comprimentos de dois orgãos de um mesmo organismo verificam entre si uma

relação alométrica se existir uma constante de proporcionalidade K > 0 entre as
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respectivas taxas de crescimento relativas (verificam relações alométricas os com-

primentos do crâneo e da coluna vertebral dos juvenis de muitas espécies de ver-

tebrados). Considere os orgãos A e B cujos comprimentos verificam entre si uma

relação alométrica e sejam LA(t) e LB(t) os comprimentos de A e B no instante t,

respectivamente.

(a) Sejam CA e CB os comprimentos dos orgãos A e B, respectivamente, no ins-

tante inicial. Indique o problema de valores iniciais que traduz a evolução dos

comprimentos de A e B.

Solução:



















L′

A

LA
= K

L′

B

LB

LA(0) = CA

LB(0) = CB

(b) Mostre que se LA e LB satisfazem a equação LA = αLk
B, com α > 0, então LA

e LB verificam entre si uma relação alométrica.

11. Segundo uma lei de Newton, a taxa de arrefecimento de um objecto aquecido é pro-

porcional, em cada instante t, à diferença entre a temperatura envolvente, suposta

constante, e a temperatura desse objecto no instante t.

(a) Estabeleça a equação diferencial que exprime a lei de arrefecimento segundo o

modelo de Newton acima descrito.

Solução: T ′(t) = K(E − T (t)), em que E é a temperatura envolvente, T (t) é

a temperatura do objecto no instante t e K > 0 é a constante de proporciona-

lidade.

(b) Sabendo que um café à temperatura de 100oC, demorou 10min a arrefecer para

os 80oC, numa sala a 20oC, determine o tempo necessário para o café atingir

os 50oC. Solução: 34.09 min
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12. A equação diferencial de Bernoulli tem a forma

dy

dt
+ u(t)y = v(t)yα.

(a) Mostre que a mudança de variável w = y1−α, para α 6= 0 e α 6= 1, transforma

esta equação numa equação diferencial linear de primeira ordem.

(b) Utilizando a aĺınea anterior resolva a equação

dy

dt
+ ty = ty2.

Solução: y =
1

1 + ket2/2
, k ∈ R

13. Pretende-se seguir a evolução do número de efectivos N(t) de uma dada população.

No instante inicial foram contabilizados 1× 10 4 efectivos.

(a) Indique o problema de valores iniciais que traduz a dinâmica desta população,

admitindo que a respectiva taxa de crescimento per capita, r, se mantém cons-

tante ao longo do tempo. Solução:







N ′

N
= r

N(0) = 1× 10 4

(b) Sabendo que a população passou de 1×10 4 para 3.5×10 4 efectivos em 5 anos

determine um valor aproximado (às duas casas decimais) para r.

Solução: r = 0.25

(c) Ajuste o problema de valores iniciais anterior admitindo que a população segue

um crescimento loǵıstico com a capacidade de sustentação do meio 3 × 10 5.

Solução:







N ′

N
= r(1− N

3×10 5 )

N(0) = 1× 10 4

(d) Determine a lei de crescimento da população N(t). O que sucede à população

quando t → +∞? Solução: N(t) =
3× 10 5

1 + 30e−0.25t
; lim
t→+∞

N(t) = 3× 10 5 =

capacidade de sustentação do meio.

14. Considere o problema
dy

dt
= t− y, com a condição inicial y(−1) = 4.
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(a) Resolva o problema analiticamente e represente graficamente a solução para t

entre -1 e 4. Solução: y = t− 1 + 6

e
e−t

(b) Resolva o problema numericamente, utilizando o método de Euler com passos

0.5, 0.25 e 0.1 e represente no mesmo gráfico da aĺınea anterior as soluções

aproximadas. Compare os resultados obtidos. Solução: ver Anexo

15. Um tanque perfeitamente agitado é alimentado com uma corrente de caudal cons-

tante, Q. Esta consiste numa solução com concentração conhecida, Ce, num dado

componente. O volume de ĺıquido no tanque (V ) é constante (o caudal de sáıda

é igual ao de alimentação). Por se tratar de um tanque perfeitamente agitado, a

concentração desse componente na corrente de sáıda, C, é igual à concentração em

qualquer ponto do interior do tanque. A situação está ilustrada na figura

 
 
 
 

Q Ce 

Q C 

∞  

O balanço de massa ao tanque determina a igualdade entre a taxa de variação

da quantidade do componente no interior do tanque (V
dC

dt
) e a diferença entre as

respectivas taxas de entrada (QCe) e de sáıda (QC). Obtém-se então a seguinte

equação, cuja solução permite obter a evolução, ao longo do tempo t, da concen-

tração à sáıda do tanque

V
dC

dt
= QCe −QC.

Seja C0 a concentração inicial (para t = 0) no interior do tanque.

(a) Sabendo que a concentração à entrada do tanque é constante, determine a

solução anaĺıtica do problema. Solução: C(t) = Ce + (C0 − Ce)e
−

Q

V
t
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Se Ce = 50 mg/l, Q = 5 l/min, V = 100 l e C0 = 10 mg/l, represente

graficamente a evolução da concentração à sáıda do tanque ao longo da primeira

hora. Solução: ver Anexo

(b) Sabendo que a concentração à entrada do tanque varia sinusoidalmente com o

tempo, de acordo com

Ce = 50 + 20 sin
πt

30
,

utilize o método de Euler para determinar a evolução da concentração à sáıda

do tanque ao longo das primeiras 4 horas de operação, mantendo-se as condições

de Q, V e C0 idênticas às da aĺınea anterior. Solução: ver Anexo
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Anexo
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