2. INTRODUCAO A TEORIA DA PROBABILIDADE

Introducgao. Nocao de experiéncia aleatoria

A teoria da Probabilidade tem como objectivo formular modelos de fenémenos
naturais em que se supoe intervir o acaso, i.e., em que a partir do passado se nao pode
prever deterministicamente o futuro, mas para os quais se podem encontrar, em certas
condicoes, taxas de realizacao constante, que poderao permitir certas previsoes de indole
geral.

Tais fenémenos dizem-se fendmenos aleatdrios, i.e., sao fendmenos sujeitos a
influéncia do acaso e, como tal, fora do alcance do observador.

Definicao 2.1

Considere-se uma experiéncia que verifica as seguintes caracteristicas:

— pode repetir-se um grande nimero de vezes nas mesmas condi¢oes ou pelo
menos em condigoes semelhantes;

— a sua realizagao da um resultado de entre um conjunto de resultados possiveis
W1, W, ..., WN;

— cada um dos resultados da experiéncia é imprevisivel mas é possivel considerar
“estabilidade na frequéncia da sua ocorréncia”.

Uma experiéncia com estas caracteristicas diz-se ser uma experiéncia aleatoria.

Exemplos de experiéncias aleatorias:

1. lancamento de um dado e registo do niimero de pontos que sai;

2. lancamento de uma moeda e observagao da face que fica voltada para cima;
3. langamento de dois dados ;

4. tempo de vida de uma pessoa, em anos;

5. tempo de trabalho de uma maquina até a primeira avaria.

Em cada um dos exemplos dados nao é possivel saber a priori o resultado que se ira
obter. Os fendmenos aleatdrios sao caracterizados pela sua imprevisibilidade (fenémeno
nao deterministico) e pela sua regularidade estatistica (observando-se o fenémeno um
grande nimero de vezes, nas mesmas condigoes, a frequéncia relativa de cada resultado
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possivel do fenémeno tende a estabilizar, aproximando-se dum valor constante). Estas
caracteristicas foram ja referidas na definicao de experiéncia aleatéria, dada acima.

Sendo assim, num fenémeno aleatério nao se pode prever o resultado da préxima
prova, mas pode fazer-se uma previsao do resultado em média.

Espaco de resultados. Nocao de acontecimento

Definigcao 2.2

Chama-se espago de resultados ou espago amostra e representa-se por €2 ao
conjunto de todos os resultados possiveis associados a uma experiéncia aleatoria.

Para cada um dos exemplos citados acima temos os seguintes espacos de resulta-
dos:

1. Q={1,2,3,4,5,6):

2. Q= { ‘valor’, ‘pais’} = {'V''P’} = {1,0};
3. Q={(1,1),(1,2),(1,3),....(6,5),(6,6) };
4. Q=N

5. 0 =R".

Definicao 2.3
Chama-se acontecimento aleatério a qualquer subconjunto do espaco de re-
sultados.

Por exemplo

e 1o lancamento do dado, o acontecimento A — saida de face par pode representar-
se por A={2,4,6};

e na observagao do tempo de trabalho de uma maquina até a primeira avaria, o
acontecimento B — duragao entre 10 e 12 anos ¢ B={z: 10 < z < 12}.

Se um acontecimento ¢é constituido por um unico elemento diz-se acontecimento
elementar, um acontecimento que nao contém nenhum elemento diz-se acontecimento
impossivel e ao espaco {2 chama-se acontecimento certo.

Diz-se que um acontecimento se realiza sempre que o resultado de uma experiéncia
é um elemento que pertence ao acontecimento.

Do que ficou dito verifica-se que ha equivaléncia entre a nocao de acontecimento
e a nocao de conjunto. Tem-se entao um paralelismo entre algebra de conjuntos e dlgebra
de acontecimentos. Consideremos as principais nocoes da
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Algebra dos Acontecimentos

1. Diz-se que A é subacontecimento de B e escreve-se A C B, se e s6 se a realizagao
de A implica a realizacao de B;

2. Dado um acontecimento A, chama-se acontecimento complementar ou contra-
rio a A e representa-se por A ou A, ao conjunto de todos os elementos de ) que
nao estao em A.

3. Dados os acontecimentos A e B chama-se uniao de A com B e representa-se por
A U B ao acontecimento que consiste na realizacao de pelo menos um deles;

4. produto ou interseccgao é o acontecimento AB ou A N B, que se realiza apenas
quando ambos os acontecimentos se realizam;

Os acontecimentos A e B dizem-se mutuamente exclusivos ou incompativeis
se e sO se a realizacao de um implica a nao realizagao do outro, i.e., se e s6 se
AN B = 0, ou seja a interseccao é o acontecimento impossivel;

5. Chama-se diferencga dos acontecimentos A e B ao acontecimento A — B = A N B¢,
i.e., a0 acontecimento que se realiza se e sO se A se realiza sem que B se realize.

Se B C A, A— B é o acontecimento complementar de A em relacao a B.

As propriedades estudadas na édlgebra dos conjuntos (associatividade, comutati-
vidade, idempoténcia, absorcao, distributividade, leis de Morgan, dupla negacao, comple-
mentaridade, citando as mais importantes), sdo vélidas para acontecimentos.

Probabilidade de um acontecimento

Intuitivamente, a nocao de probabilidade de um acontecimento é uma medida da
possibilidade de ocorréncia do acontecimento quando se realiza a experiéncia aleatoria a
qual o acontecimento estd ligado.

A primeira defini¢ao de probabilidade conhecida, foi a sintetizada por Laplace no
principio do séc. XIX, sob a hipétese de casos igualmente provaveis ou possiveis,
ou o chamado principio da simetria.

A definicao de Laplace dizia o seguinte:

e A probabilidade de realizacao de um dado acontecimento é igual ao quociente entre
o numero de casos favoraveis a realizacao desse acontecimento e o nimero total de
casos possiveis, desde que todos os casos sejam igualmente provaveis.

Seja A o acontecimento “saida de face par” quando do lancamento de um dado
equilibrado. Como ha 3 casos favoraveis em 6 casos possiveis tem-se
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A definicao classica de Laplace manteve-se até ao comeco deste século, quando
comecaram a surgir criticas por ela apresentar diversos inconvenientes. Nao era uma
definicao suficientemente geral pois fazia depender o calculo das probabilidades do facto
de os diferentes casos serem igualmente provaveis e numeraveis.

A regularidade estatistica dos fenémenos aleatoérios faz surgir uma outra teo-
ria a Teoria frequencista da probabilidade, por analogia com a nogao empirica de
frequéncia. Surgiu no inicio do século e segundo ela a probabilidade de um acontecimento
pode ser determinada observando a frequéncia relativa de ocorréncia desse acontecimento
numa sucessao numerosa de experiéncias aleatorias.

Efectuando n repeti¢oes duma experiéncia aleatoria, seja ny4 o nimero de vezes
que se verificou o acontecimento A nessas n repeticoes. Devido ao principio da regulari-
dade estatistica é de esperar que as frequéncias relativas f,,(A) = na/n do acontecimento
A numa sucessao de provas com um grande ntimero de repeti¢oes sejam aproximadamente
iguais a um numero, digamos P (0 < P < 1).

A probabilidade é entao interpretada como frequéncia limite, i.e., quando n
grande tem-se  fp(A) ~ P(A).

Esta teoria considera como uma medicao fisica (frequéncia relativa) um conceito
tedrico (probabilidade). A probabilidade P aparece como um objecto matemético, satis-
fazendo certas propriedades imediatas que resultam da definicao de Laplace e da nocao
de frequéncia relativa.

No inicio do séc XX comecgou a sentir-se a necessidade de uma axiomatizacao da
teoria das probabilidades, que permitisse ultrapassar a ambiguidade da certos conceitos
e interpretagoes, mas partindo da observacao da realidade e que a ela se aplicasse. A
definicao axioméatica de probabilidade que iremos apresentar foi introduzida por Kolmo-
goroff.

Definicao 2.4

Dada uma experiéncia aleatéria, seja €2 o espaco de resultados associado. Chama-
se probabilidade P, a uma aplicacao que a cada acontecimento de {2 associa um ntimero
real satisfazendo o seguinte conjunto de axiomas:

Al) P(A)>0 VACY
A2) P(Q) =1;
A3) P(AUB) = P(A)+P(B) se ANB = (). (Axioma das probabilidades totais).

Os axiomas apresentados referem-se ao caso de 2 ser finito. Quando €2 € infinito,
o conjunto de axiomas estd incompleto. Terd entao que se considerar a generalizacao do
axioma A3) ao caso de uma sucessao infinita de acontecimentos. Teremos entao o axioma

A3*) P(UZ2,A) =37, P(A) se AiNA; =0, i# j (Axioma completo das proba-
bilidades totais).
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Leis basicas das probabilidades

Muitas propriedades interessantes podem ser deduzidas daquele conjunto de axi-

omas. Vejamos algumas:

1.

.Se BC A= P(A—B)

P(A%) = 1 — P(A).

Dem: Como AUA* =Q e ANA° =10, tem-se P(Q) = P(AU A°) =
P(A) + P(A°), por A3), donde P(A) + P(A°) =1= P(A°) =1— P(A)

. P(0) = 0; basta ter em conta que () = Q.

. AC B = P(A) < P(B).

Dem :Se ACB& B=AU(B—-A) e ANn(B-—A)=10, entao
P(B) = P(A)+ P(B— A) = P(B) > P(A), pois  P(B—A) >0, por Al).

. P(A) < 1, é consequéncia imediata da propriedade anterior tendo em conta que

AcCq.

. P(A— B) = P(A) — P(AN B).

Dem: A = (AN B)U (A — B), onde AN B e A— B sao disjuntos. Logo
P(A) = P(AN B) + P(A — B), donde se conclui P(A — B) = P(A) — P(AN B).

P(A) — P(B), é um caso particular de 5).

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Dem: AUB=(A—-B)U(ANB)U (B — A), todos eles disjuntos 2 a 2, logo
P(AUB)=P(A—B)+ P(ANB)+ P(B — A) e entao por 5. vem

P(AUB) = P(A)—P(ANB)+P(ANB)+P(B)—P(ANB) = P(A)+P(B)—P(ANB).

. Generalizacao deste resultado:

Sendo Ay, As, ..., A, acontecimentos quaisquer

PULA) =" P(A) —P(AINAy) —P(AINA3) —...— P(A,1NA,) +

A demonstracao é feita por inducao e deixa-se como exercicio.

Como corolario deste resultado tem-se

. Sendo Ay, ..., A, acontecimentos mutuamente exclusivos

P(U™A) ZP
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Probabilidade condicional. Independéncia.

Consideremos a seguinte experiéncia aleatéria:

Numa populacao finita, em que todos os individuos tém a mesma probabilidade de
serem seleccionados, um investigador escolhe ao acaso um individuo. Uma vez que estamos
a considerar casos equiprovaveis, se n for a dimensao da populacao, a probabilidade de
um elemento w € ) ser seleccionado é P({w}) = 1/n Sejam a e b duas caracteristicas da
populacao e A e B os acontecimentos “possuir a caracteristica a” e “possuir a caracteristica
b”.

Suponhamos que um individuo w escolhido ao acaso, possui a caracteristica b, i.e,
w € B; pretende-se saber qual a probabilidade de w pertencer a A.

Estamos num caso em que se tem como espago de resultados o acontecimento B
e se pretende saber a probabilidade de A se realizar sabendo que B se realizou.

Duas coisas podem acontecer:

o A realiza-se, i.e., w € (AN B);
e A nao se realiza, i.e., w € A, ou seja, w € B — A.

Entao a probabilidade de w € A sob a condicao de w € B é dada como o quociente
entre o nimero de casos favordveis a A e a B (que designaremos por f(ANB)) e o nimero
de casos favoraveis a B (f(B)), ou seja

f(AnB) _ f(ANB)/f(©?) _ P(ANB)
f(B) f(B)/f(€) P(B)

Definicao 2.5

Chama-se probabilidade condicional de A dado B ou probabilidade de A
se B e representa-se por P(A|B), com P(B) >0, a

P(ANB) P(AB)

PAIB) = "pm) = pmB)

(2.1)

Teorema 2.1 — Teorema das probabilidades compostas

Se P(A) >0, P(B) > 0, tem-se

P(AB) = P(A) P(B|A) = P(B) P(A|B). (2.2)

A demonstragao é imediata a partir da definigao 2.5.
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Exercicio 2.2
Obter a generalizacao a trés acontecimentos, A, B e C' tais que P(A) > 0
P(B)>0 e P(C)>0,i.e., mostrar que
P(ABC) = P(A)P(B|A)P(C|AB) = P(B)P(C|B)P(A|BC) =

— P(C)P(A|C)P(B|AC).

Definicao 2.6
Dois acontecimentos A e B dizem-se independentes se e s6 se

P(ANB)=P(A) P(B).
Note-se que esta defini¢ao é valida com P(A) > 0e P(B) > 0.
Observacoes

e Da defini¢ao conclui-se que se A e B sdo independentes entdao P(A|B) = P(A) se
P(B)>0e¢ P(B|A)=P(B)se P(A) >0.

e Independéncia nao é equivalente a exclusividade mutua. Recorde-se que dois acon-
tecimentos se dizem mutuamente exclusivos quando AN B = ().

Dados entao A e B acontecimentos mutuamente exclusivos, tem-se P(AN B) = 0.
Eles serao independentes se e s6 se P(A) P(B) =0, i.e., P(A) = 0 ou P(B) = 0.
Entao, se para ambos os acontecimentos se verificar P(A) > 0 e P(B) > 0, sendo
mutuamente exclusivos nao podem ser independentes. Tem-se portaneto:

Dados A e B acontecimentos mutuamente exclusivos, para os quais P(A) >
0 e P(B) >0 = A e B nao independentes.

Ou, pensando no contra reciproco, se A e B independentes e P(A) > 0 e
P(B) >0 = A e B nao mutuamente exclusivos.

Como exemplo de experiéncias aleatorias que conduzem a acontecimentos inde-
pendentes podemos considerar tiragens com reposicao, lancamentos de um dado, de uma
moeda, etc.

Teorema 2.2

Se A e B sdo independentes, também o sdo A e B, Ae B e ainda A e B.

Dem: Vamos demonstrar o 12 caso (A e B independentes).

P(ANB) = P[A— (AN B)] = P(A) — P(AN B)
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Como A e B sao independentes tem-se

— P(A) — P(A) P(B) = P(A)[1 — P(B)] = P(A) P(B).

O 22 caso é analogo ao 19, ficando como exercicio.
Vejamos entao o 32 caso (A e B).

P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB) =
=1—-[P(A)+P(B)— P(ANnB)]=1—-[P(A)+ P(B)— P(A) P(B)] =
=1-P(A) - [P(B)(1 - P(A))] = P(A) — P(B) P(A) =
= P(A)(1 - P(B)) = P(A) P(B).

Extensao do conceito de independéncia

Dados n acontecimentos Aj, As, ..., A,, dizem-se independentes se para qualquer
subsucessao A;,, ..., A4;, daqueles acontecimentos, se tem

P(Ay N ..NAy) = P(A)...P(Ay).

Como caso particular, os acontecimentos A, B e C dizem-se independentes se e

1. P(ABC) = P(A) P(B) P(C);
2. P(AB) = P(A)P(B);
3. P(AC) = P(A)P(C);
4. P(BC) = P(B)P(C)

Efectivamente, para garantir a independéncia de n acontecimentos, nao é sufici-
ente garantir a independéncia dois a dois. Vejamos dois exemplos, nos quais se consideram
trés acontecimentos e poderemos ver que as condigoes 2., 3. e4. A 1. el. % 2., 3. e 4.

Exemplo 2.1

Suponhamos um tetraedro regular, com faces numeradas de 1 a 4. As faces estao
ainda pintadas da seguinte forma: uma de verde, outra de amarelo, outra de vermelho e
outra de verde + amarelo + vermelho. Vamos realizar a experiéncia aleatoria que consiste
no langamento do tetraedro e observacao da face em que ele se apoia. A probabilidade de
cada face é a mesma e ¢é igual a 1/4.

Consideremos os acontecimentos:

Al — saida da cor vermelha;

A2 — saida da cor amarela;
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A3- saida da cor verde.
Entao P(Al) = P(A2) = P(A3) =2/4=1/2.

Serao estes trés acontecimentos independentes?

P(A1NA2) =1/4 = P(Al) P(A2) P(A1N A3) =1/4 = P(Al) P(A3)
P(A2N A3) =1/4 = P(A2) P(A3).

Porém P(A1NA2NA3)=1/4#1/2x1/2x1/2= P(A1).P(A2).P(A3).

Logo 2. 3. 4. & 1.

Exemplo 2.2
Consideremos A, B e C acontecimentos tais que:
P(A) =0.60 P(B)=10.80 P(C) =10.50
P(ANB)=10.48 P(ANC)=0.30 P(BNC)=0.38

Tem-se
P(ANBNC)=024= P(A).P(B).P(C)

P(AN B) = 0.48 = P(A).P(
P(ANC) = 0.30 = P(A).P(C)
P(BNC) =0.38 # P(B).P(

Logo 1. & 2. 3. 4.

Teorema da probabilidade total. Teorema de Bayes.

Consideremos o seguinte problema:

Numa propriedade foram semeadas duas variedades de milho, A e B, sabendo-se
que a quantidade de A é metade da de B. A frequéncia de uma macaroca de milho roxo

é de 6% para a variedade A e 3.6% para a variedade B.

12 Questao: Pretende-se saber qual a probabilidade de que uma macaroca apa-

nhada ao acaso seja de milho roxo.

Ora, para termos uma magcaroca de milho roxo, ela pode provir de A ou de B. Seja
R o acontecimento “sair milho roxo”. Sabe-se que P(R|A) =0.06 e P(R|B) = 0.036.

Ora o acontecimento R pode escrever-se como:

R=(RNA)U(RNB), visto A e B constituirem uma partigao, portanto
P(R)=P[(RNA)U (RN B)]

Entao
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P(R)=P(RNA)+ P(RNB) pois RN A e RN B sao mutuamente exclusivos e
P(R) = P(A) P(R|A)+ P(B) P(R|B) = 0.044.

O problema que acabamos de resolver corresponde a situagao formal exposta no

Teorema 2.3 — Teorema da probabilidade total

Sejam Aq, A,, ..., A,, acontecimentos definindo uma particao sobre €, i.e.,
AJUAULLLUA, =Q e ANA =0 (i#7).

Se P(A;) > 0, entao para qualquer acontecimento B € () tem-se

P(B) =} P(A;) P(B|A)). (2.3)

Dem: Tem-se

B=BNQ=BN(U"4)=(BNA)U(BNA)U..U(BNA,.

Como os acontecimentos B N A; se excluem mutuamente pois sao subconjuntos
de A;,ie., (BNA)N(BNA;))=BN(ANA;) =0, Vi, jcom i # j, tem-se entao

P(B) = Z P(BNA;) = Z P(B|A,).P(A,).

22 Questao: Para o mesmo problema suponhamos que ¢ recolhida uma macaroca
de milho que se vé ser roxa. Qual a probabilidade de que ela seja da variedade A?

Pretende-se entao determinar P(A|R).

Considerando a definicao de probabilidade condicional temos

_ P(ANR) P(A).P(R|A)
P(A|R) = P(R)  P(A).P(R|A)+ P(B).P(RB)

A resolucao desta questao corresponde formalmente ao

Teorema 2.4 — Teorema de Bayes

Sejam Aj, A, ..., A, acontecimentos formando uma parti¢ao de €2 , onde P(A;) >
0. Seja B um outro acontecimento de €2, tal que P(B) > 0. Entao para k = 1, ..., n tem-se

P(Ag).P(B|Ay)

PAB) = o5 4. p(BlAY)

(2.4)
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P(A; N B)
P(B)
Relembrando que P(A;NB) = P(B|A;).P(A;) e usando o teorema da probabilidade total

obtemos o resultado pretendido.

Dem: Por definigao de probabilidade condicional tem-se P(A;|B) =

As probabilidades P(A;) sao interpretadas como probabilidades a ‘priori’ que, na
pratica, sao muitas vezes atribuidas pela pessoa que estd a analisar o problema, que em
muitos casos sao subjectivas, traduzindo o grau de crenca que ela tem na realizacao de
cada A;. Se no entanto temos a informacao de que B se realizou, o valor de P(A;|B),
calculado pela formula de Bayes, representa a probabilidade a ‘posteriori’.

Diz-se que este é um método de calcular a probabilidade da causa, se se conhece
o efeito. Por isso o teorema de Bayes é também chamado Teorema das causas.

Variaveis aleatorias

Vimos ja que uma experiéncia aleatéria era um procedimento que nos levava a
obtencao de um ou véarios resultados sujeitos ao acaso. Algumas vezes os elementos de €2
sao numeros reais: comprimentos, producoes, contagens, etc, outras vezes porém, {2 nao
é um conjunto numeérico e podemos nao estar interessados nos detalhes dos elementos que
o constituem, mas sim numa descricao numérica associada a experiéncia. Consideremos
por exemplo o espago de resultados associado ao langamento sucessivo de uma moeda,
trés vezes. O espago de resultados é

(= {FFF,FFC,FCF,CFF,FCC,CFC,CCF,CCC}.

Podemos estar interessados no nimero de faces que saem, passando a associar a
cada elemento do espaco de resultados o nimero de faces observadas. Assim passamos a
representar o espaco amostra por valores numéricos, fazendo corresponder a cada resul-
tado da experiéncia os valores 0,1,2 ou 3. Estes valores podem ser olhados como valores
assumidos por uma variavel no decurso de uma experiéncia aleatéria. A essa variavel
chama-se variavel aleatoria.

Definicao 2.7

Chama-se variavel aleatéria (v.a.)e costuma representar-se por X, a uma
funcao cujo valor é um nimero real determinado pelo resultado de uma experiéncia
aleatoria, i.e,

X:Q0—=R.

No exemplo referido a variavel X toma o valor 0 quando se realiza o acontecimento
{CCC}; toma o valor 1 quando se realiza o acontecimento {F'CC,CFC,CCF}; toma o
valor 2 quando se realiza { FCF, FFC,CFF} e toma o valor 3 quando se realiza { FF'F'}.

Introdugdo a Estatistica e ¢ Probabilidade - ISA(2014) - Manuela Neves 48



A cada um dos valores de uma variavel aleatoria X podemos fazer corresponder
uma probabilidade Px = P[X = x|, definida como sendo a probabilidade do aconteci-
mento que tem como imagem x por meio da aplicagao X. Assim:

P[X =0] = P{CCC})=1/8;  P[X =1] = P({FCC,CFC,CCF})=3/3
P[X =2 = P{FFC,CFF,FCF})=3/8;  P|X =3]|=P({FFF})=1/8.

Tipos de variaveis aleatorias

As variaveis aleatoérias podem ser:

e discretas se assumem um conjunto finito ou infinito numeravel de valores.

Exemplos:

— numero de pintas que sai no langcamento de um dado;

— observacao, a intervalos regulares, do niimero de pessoas em fila de espera na caixa
de um supermercado;

—observacao do sexo num conjunto de nascimentos.

e continuas sao as susceptiveis de tomar qualquer valor real pertencente a um inter-
valo dado. Este intervalo pode mesmo ser (—oo, +00), i.e., a recta real.

Exemplos:

— 0 peso de um individuo;

— o comprimento de um folha;
— qualquer unidade de medida.

Para uma dada experiéncia aleatéria podemos estar interessados no estudo de uma
unica caracteristica — variavel aleatéria unidimensional ou no estudo de um conjunto
de k caracteristicas —variavel aleatdria multidimensional, ou vector aleatério.

Uma conceito muito importante, associado a toda a varidvel aleatoria é a sua

Funcao de distribuicao cumulativa ou funcao de distribuicao

Definicao 2.8
Dada uma v. a. X, chama-se fungao de distribuicao cumulativa da v. a. X
e representa-se por F(.) ou Fx(.), a aplicagao
F:R—[0,1],

assim definida
F(z) = P[X < z]. (2.5)
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Exemplo 2.3
Célculo da funcao de distribuicao da v.a. X do exemplo estudado na pagina

anterior.
0 r <0
1/8 0<xr<1;
F(x)=14¢ 4/8 1<z<2
7/8 2<1z<3;
1 T > 3.

Representacao grafica de F(.)

F(x)

7/18 T —)

a8 L —_—

1/8 ~r—

1 2 3 X

Figura 10: Grafico da funcao distribuicao cumulativa, F'.

Trata-se de uma funcao em escada, onde os pontos de salto sao os valores onde a
v.a. estd definida.

Para uma melhor caracterizacao desta funcao, vejamos, sem demonstragao, as
propriedades elementares.

Propriedades da funcao de distribuicao cumulativa
1. 0< F(x) <1
E consequéncia imediata da definigao:
2. F(—o00) =lim,_oF(z) = 0; F(400) = limg_ 1o F(z) = 1.
3. Dados dois ntimeros reais x; e o tais que xq < xo, tem-se
F(ry) < F(r),

i.e., ¢ uma funcao mondtona nao decrescente.

De facto tem-se
1 < Ty =| —00,11] C] — 00, x9] =

4. F(x) é continua a direita, ie., lim,_, .+ F(x) = F(x).
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5. P(X =a) = F(a) — F(a™), onde F(a™) = limy_,.- F(x)

Observacao

O conhecimento da fungao de distribuicao F'(.) é equivalente ao conhecimento da
lei de probabilidade Py.

Efectivamente é trivial, a partir da defini¢ao, que o conhecimento de Py implica
o conhecimento de F(x), pois F(z) = Px[X < z] = P[X < z].

Reciprocamente, mostraremos que o conhecimento de F(x), arrasta o conheci-
mento de Py, fazendo o calculo da probabilidade dos varios tipos de intervalos.

o P(X <) =F(z) (por definicio);
e P(X<2)=P(X <2)—P(X =12)=F(z);

e P(X>2)=1-P(X <a)=1-F(z");

e P(X>z)=1-P(X <2)=1-F(z);

o Pla< X <b)=P(X <b)— P(X <a)=F(b)— F(a);
o Pla<X <b)=P(X <b)—P(X <a)=F(b~) — F(a);
o Pa<X <b)=P(X<b)—P(X <a)=F(b) - Fla™);
o Pla< X <b)=P(X <b)—P(X <a)=F(b") - Fla")

Definicao 2.9
Duas varidveis aleatérias X e Y dizem-se identicamente distribuidas se tém
iguais fungoes de distribuicao, i.e., Fx(x) = Fy(y).

Exemplo 2.4
Consideremos as variaveis aleatorias X e Y definidas pelo lancamento de um dado
do seguinte modo:

n9e face que sai valor de X valor de Y’

1 1 2
2 2 0
3 1 2
4 0 1
Y 2 1
6 2 2

Observe-se de facto que

Introdugao & Estatistica e ¢ Probabilidade - ISA(2014) - Manuela Neves o1



P(X = 0) = P({4}) = 1/6 e P(Y=0)=P({2})=1/6
PX=D=P{13)=2/6 P =1=P({45) =26
P(X =2)= P({2.5,6})=3/6 ¢  P(Y =2)=P({L3,6})=3/6

Logo as varidaveis X e Y tém a mesma lei. Nao sao no entanto iguais, isto
significaria que X = Y sempre e isto nao se verifica no nosso caso; por exemplo quando
sal a face {1} temos X =1 e Y = 2; quando sai a face {4} temos X =0e Y = 1.

Distribuicoes de probabilidade discretas

Como ja dissémos, uma variavel aleatoria diz-se discreta se toma um ntmero
finito ou uma infinidade numerdvel de valores. Pode ainda definir-se a custa da sua funcao
de distribuigao: varia por saltos, sendo constante entre dois saltos consecutivos.

Consideremos n valores da v.a. X, xq, ..., x,; cada um destes valores ocorrendo
com probabilidades py, ..., p,, respectivamente, i.e., p; = P[X = z;]. A esta fun¢ao que
associa a cada valor que a variavel aleatoria toma uma probabilidade chama-se fungao
massa de probabilidade. Para uma v.a. X esta funcao satisfaz:

Chama-se distribuicao de probabilidade da v.a. X ao conjunto de pares
(x;,pi), i.e., aos valores da varidvel e respectivas probabilidades, que podemos dispor na
forma:

X — Tr1 To9 ... Tp
b1 P2 - Dn

A funcao de distribuicdo cumulativa de uma variavel aleatéria discreta é, apli-
cando a defini¢ao, dada por

F(z)=P[X <a]=)Y PIX

x; <x

Exemplo 2.5
Consideremos a variavel aleatéria X com a seguinte distribuigao de probabilidade:

1 2 3
X:{ 1/6 1/2 2/6

A funcao de distribuigao desta varidvel é
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0 se r<l1

) 1/6 se 1<z<?2
F(z) 4/6 se  2<z<3
1 se T > 3,

Na figura seguinte apresenta-se a representacao grafica da distribuicao de proba-
bilidades de X e da respectiva funcao de distribuigao cumulativa

F()

a6 L —_—
1/2

2/6
1/6 I I 1/6 —+ —

1 2 3 x 1 2 3 X

Figura 11: Gréfico da distribui¢ao de probabilidades (a esquerda) e da fungao distribuigao
cumulativa( a direita).

Distribuicoes de probabilidade continuas

Uma variavel aleatéria diz-se continua se a sua funcao de distribuicao cumulativa
for continua. De entre as variaveis aleatorias com fungao de distribuicao continua, s nos
vao interessar as que sao absolutamente continuas, i.e, aquelas variaveis aleatérias para as
quais existe uma fungao f(.) ndo negativa, definida em IR, excepto talvez num conjunto
finito ou infinito numerdvel, tal que a fungao de distribuicao F(.) verifica a relagao:

F(x) = / f(t) dt —00 < x < 00. (2.6)
Sendo assim, a funcao de distribuicao definida atras é diferenciavel, sendo

F'(z) = f(x)

(a menos de um niimero finito ou uma infinidade numeravel de pontos).
Observacoes:
e Como F(z)= [*_f(t)dt, e f(.) >0 a funcdo de distribuicao representa a drea da

regiao compreendida entre f(.) e o eixo das abcissas, sendo o valor da area total =1,
pois F(4o00) = 1.
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e Dados a e b, tais que a < b, tem-se

b a b
F(b)—F(a):/ f(t)dt—/ f(t) dt:/ f(t) dt =Pla< X <),
i.e., F'(b) — F(a) é a area compreendida entre x = a, x = b, o eixo das abcissas e a

curva f(.).

Vejamos o significado dado a funcao f:
Consideremos um intervalo da forma |z,z + Az] (Az > 0). Entao

Plx< X <z+ Az)=F(z+ Ax)— F(z),

que podemos interpretar como a quantidade de probabilidade no intervalo |z, z + Axz].
Sendo assim, o quociente

F(z+ Az)— F(x)
Ax
é a quantidade média de probabilidade naquele intervalo. Calculando

) Flz+ Az) — F(x
limag—o ( Agj ()

se este limite existir, é igual a F’ (x) e representa a densidade de probabilidade no ponto
z. E como ja vimos, F'(x) = f(z), convencionando escrever f(x) = 0 nos pontos em que
F'(.) nao existe.

Definicao 2.10

A fungdo f(z) diz-se fungao densidade de probabilidade (f.d.p.) ou apenas
funcao densidade se verificar as seguintes condigoes:

o f(z)>0  Vur
o [T f(x)dr=1;

Da definicao de funcao densidade e das propriedades da funcao de distribuicao
cumulativa temos a seguinte propriedade:

/bf(x)dx:F(b)—F(a):P(a<X§b):P(angb).
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Exemplo 2.6

Suponhamos que sobre um dado segmento de recta (a,b), se escolhe um ponto ao
acaso, i.e., tal que a probabilidade de escolha seja independente da posicao. A densidade
de probabilidade deve ser entao considerada constante, i.e.,

f(x):{(c) a<xr<b

rx<aoux>b.

Para que f(z) seja funcao densidade deve ser nao negativa e verificar
b b 1
d = C d = 1 = —
/a f(z) dx /a x c=+—

f(x):{l/(b_a) a<x<b

0 r<aoux>b

donde

Célculo da funcao de distribuigao:

sex <a F(z)=0
S| r—a
< = =
sea<zr<b F(x) /a b—adx T
sex >b F(z) = 1.
Sendo assim
0 r<a
Fz)=«¢ (x—a)/(b—a) a<z<b
1 x>b

Representagao grafica da funcao densidade e da funcao de distribuicao:

F(x)

, a b a b

1/(b-a)

Figura 12: Gréfico da func¢ao densidade de probabilidades (& esquerda) e da funcao dis-
tribuicao cumulativa (a direita).

A distribuicao acabada de estudar chama-se distribuigao uniforme no intervalo

(a,b).
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Funcgoes de variaveis aleatérias

Seja X uma variavel aleatéria e Y = (X)) uma funcao de X, logo é também uma
variavel aleatoria, tendo portanto uma distribuicao. Conhecida a fungao de distribuicao
F(z) de X, pretende-se determinar G(y) de Y.

12 caso
Se X é uma varidvel aleatdria discreta, também Y = (X)) é discreta.

Assim, sendo w1, xa, ..., Tp, ... 0s valores de X, com probabilidades pi,pa, ..., P, ...,

respectivamente, (X)) terd os valores p(x1), ¢(x2), ...., o(z,), ... com probabilidades
D1, P2, -5 Pn, ---, TESPeEctivamente.
Exemplo 2.7
Seja X a v. a. com a seguinte distribuicao de probabilidades
2 4 8
1/4 1/2 1/4

Se Y = 2X, entao Y tera a seguinte distribuicao de probabilidades

4 8 16
1/4 1/2 1/4

No caso de ¢(z;) = ¢(z;) ter-se-a o valor da probabilidade p; + p;.

292 caso

Se X é uma v.a. continua com funcdo densidade fx(z) e Y = ¢(X), a varidvel
transformada, com ¢(.) funcao estritamente mondtona (crescente ou decrescente) e
com derivada em todos os pontos do respectivo dominio. Entao a fungao densidade
dav.a. Y, fy(y), é assim definida

: com = ¢~ (y).

Dem: Consideremos ¢(.) uma fungao decrescente. Entao a funcao de distribuicao
de Y, Fy(y), vem

Derivando Fy(y) em ordem a y e tendo em conta a regra da derivada da fungao
composta, temos
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_dFy(y) _dll - Fx[e'(y)] _ d dr _ dz
TR ) = gt~ Il = =@ g

fr(y)

Procedendo de modo anédlogo no caso de ¢(.) ser uma fungao crescente, obtém-se

fo(y) = fﬁx)j—j

o que combinando os dois resultados nos permite escrever

dx

| com z = ¢~ (y).

fr(y) = fx(x)

Exemplo 2.8

Seja X a v. a. com densidade fy(x) = 2z,se 0 < x <1, e 0 fora daquele
intervalo. Considere-se a fungao ¥ =3 X + 1, entao

fy(y) =2z x 3 com z = yT_l, portanto fy(y) =2(y —1)/9, para 1 <y < 4.

Se a fungao ¢(.) nao for monétona, divide-se o seu dominio em intervalos de
monotonia, aplicando-se o resultado anterior a cada subintervalo e somando as expressoes
obtidas.

Exemplo 2.9
Seja Y = p(X) = X2
Tem—seX:—i-\/}_/, 0< X < 40 e X:—\/?, —o00o < X <0.

Donde

1 1 1
m|+fx(—\/§)|—m| :m[fx(\/?)ﬂLfX(—\/@] y=0

Para y < 0 tem-se fy(y) = 0.

Kr(y) = fx(Vy)l

O resultado anterior pode ser derivado directamente a partir da funcao de distri-
buicao:

Fy(y) = P[Y <y] = P[X* <y] = P[-y < X < V] = Fx(y) — Fx(=V¥).

Por derivacao tem-se

_ d Fy(y) 1 1
dy

fr(y)
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Exercicio 2.3 — transformacao uniformizante

Seja X uma v. a. continua qualquer. Verificar que Y = F(X), onde F(z) é
a funcao de distribuicao de X, é uma varidvel aleatéria com distribuicao uniforme no
intervalo [0, 1].

Nota: Ver Teorema 11.

Vectores Aleatorios

Em muitas situagoes em que realizamos uma experiéncia aleatéria nao estamos
interessados apenas num unico valor, mas em registar um conjunto de caracteristicas
associadas a cada um dos resultados da experiéncia aleatéria.

Por exemplo podemos pretender medir a quantidade de precipitado P e do volume
V' de gas numa experiéncia quimica; a altura de uma arvore e o diametro do tronco a
altura do peito, etc.

Consideremos entao brevemente o caso da distribuigao conjunta de duas variaveis
aleatorias, quer no caso discreto quer no caso continuo. O caso de trés ou mais varidaveis
¢é apenas uma generalizacao.

Definicao 2.11
Chama-se par aleatério (X, Y') a aplicagao

(X,Y): Q— R

Um par aleatorio diz-se discreto se ambas as componentes do par forem variaveis
aleatérias discretas; diz-se continuo se ambas forem continuas e diz-se misto se uma
componente for continua e outra discreta. Este tltimo caso nao sera considerado nestes
apontamentos.

Nota: Chama-se atencao para o facto de o conceito apresentado a
seguir, funcao distribuicao cumulativa conjunta, nao ter sido tratado nas au-
las deste ano lectivo. Entendemos, porém, que nao deve ser retirado deste
material de consulta, por ser um conceito importante para uma completa
caracterizacao de um vector aleatério.

Definigao 2.12

Dado o par aleatério (X,Y'), chama-se fungao de distribui¢ao cumulativa

conjunta ou apenas fungao de distribui¢do conjunta e representa-se por F(.,.) a
funcao real de duas varidveis reais = e y

F:R*—[0,1]
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definida por

F(z,y)=P(X <z,Y <y) V(z,y) €R’

F(z,y) goza de propriedades andlogas as referidas atras para a fungao de distri-
bui¢ao de uma v.a., i.e.,

1. 0< F(x,y) <1
2. F(—o00,y) = F(x,—00) = 0; F(+00,+0) =1

3. Toda a funcao de distribuigao, F'(x,y), é nao decrescente relativamente a cada um
dos argumentos.

4. Toda a fungao de distribuigao, F(z,y), é continua a direita em relacao a qualquer
dos argumentos, i.e.,

lzmm%xarF(xv y) = F(SL’(], y)7 limy—)yarF(xv y) = F(QE‘, yO)

5. Ha porém uma propriedade que nao tem correspondente no caso de uma variavel
aleatdria, que é a seguinte:

F(x,y) é funcao de distribuigao se e sé se verificar

F(zi,p1) — F(xo,y1) — F(z1,90) + F(20,y0) >0 com  x9 < 1, Yo < Y1

Exemplo 2.10
Consideremos a seguinte fungao

|0 r+y<0

Trata-se de uma funcao que verifica as propriedades 1, 2, 3 e 4 enunciadas acima.
Porém, vejamos que a propriedade 5 nao é verificada:
Tomando To=Y=—1 e x1 =y =2, tem-se
F(2,2) - F(-1,2) — F(2,-1)+ F(-1,-1) = -1 < 0.

Portanto, F'(z,y) nao é fungao de distribuicao.

Tendo a distribuicao conjunta de duas ou mais variaveis, podemos estar interes-
sados em estudar o comportamento de cada uma delas separadamente, aquilo a que se
chama as margens.

Introdugao & Estatistica e & Probabilidade - ISA(2014) - Manuela Neves

59



Chamam-se fungoes de distribuicao marginais de X e Y e representam-se
por F'x(z) e Fy(y) a
Fx(z) = limy_ o F(x,y) = F(z,400)

Comecemos por estudar o par aleatoério discreto

(X,Y) diz-se um par aleatério discreto se toma os valores (z;,y;) com probabi-
lidades p;; = P[X = ;,Y = y,].

Chama-se distribuicao de probabilidades conjunta do par (X,Y) ao con-
junto de valores (z;,y;) e respectivas probabilidades p;;, se e sé se sao verificadas as
seguintes condigoes:

pi; =0 Vij e Y py=L
0, J

Os pares aleatérios discretos representam-se muitas vezes sob a forma de uma
tabela de contingéncia, contendo os valores das variaveis e as probabilidades conjuntas:

Y I n Y2 o Yn
X
T Pui1 P12 -+ Pin | D1
T2 P21 P13z -+ Pon | P2
Tm Pmi Pm2 -+ Pmn | Pm.
pP1 P2 . DPm | 1

A pi =27 pijep;j =) pij chamam-se probabilidades marginais de X
e Y respectivamente.

A fungao de distribuigao cumulativa de (X,Y) é neste caso dada por

Flz,y)=PX <2,V <y|=>_ > PX =2,V =y

<z Y; <y

As fungoes de distribuigao marginais de X e Y, Fx(x) e Fy(y) sdo no caso
discreto dadas por
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= Zpi.

z; <z

v)=> 1,

Yi<y
Define-se probabilidade condicional de X dado Y = y; como

P(X =z;,Y =y,) _ Dy
PY =y;) P
e probabilidade condicional de Y dado X = x; como

Pij

1.

PYY =y;|X =2;) =

Consideremos agora o par aleatério continuo.

Definicao 2.13

Um vector aleatdrio bidimensional (X, Y') diz-se continuo (absolutamente continuo )
se a sua fungao de distribuicao F'(z,y) é dada por

F(z,y)=P(X <xz,Y <y) :/_;/_:f(u,v) dudv

onde f(.,.) > 0 é a fungao densidade conjunta do par aleatério (X,Y).

Uma funcao f(z,y) é funcao densidade conjunta do par aleatério (X,Y) se e
sO se verificar as seguintes condigoes:

o f(x,y)>0
/ / flx,y)dxdy = 1.

Se B é um acontecimento de R?, a probabilidade de se ter (X,Y) € B é assim
obtida:

PIY) e 8= [ [ sy
B
Pela definicao e pelas propriedades do integral vem que

O*F(x,y)

dedy f(x,y).
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Define-se densidade marginal de X como

—+00

fx(z) = f(z,.) = (@, y)dy

— 00

e analogamente, a densidade marginal de Y é

—+00

fry)=f(,y) = f(x,y)dx

—00

fzly) =

Analogamente para a densidade condicional de Y dado X = z.
Exemplo 2.11

Considere a seguinte fungao densidade:

| kay se l<ax<y<?2
fla,y) = { 0 o.v. de (z,y)

1. Determine k.
2. Determine as fungoes densidade marginais de X e Y.
3. Determine a densidade condicional f(y|x).
Resolugao:
1. f(x,y) é uma funcao densidade se kzy > 0=k >0e [ [, f(z,y) de dy =1, ie.,

2 2 SL’4 9 8
/dm/ krydy=1=k[x* - =]l=1=k-=1=k=—.
1 . 8 8 9

2. Densidade marginal de X

400 2
fx(z) = f(z,y) dy:/ kxy dy = 162/9 — 42° /9 sel<x<2.
> 8xy/9 2
flylz) = foy) _ 7/ Y sex <y <2

Fx(z)  162/9—42%/9  4— 22
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Exercicio 2.4
Para a funcao dada no exemplo anterior calcule  Fy(x), fy(y) e f(x|y).

Independéncia de variaveis aleatérias

Definicao 2.14

Dado o par aleatério (X,Y), as varidveis X e Y dizem-se independentes se e
sO se

F(z,y) = Fx(z)Fy(y)  V(z,y) € R?

A definicao de independéncia pode ser dada de modo a permitir uma utilizacao
mais facil, distinguindo o caso discreto e o caso continuo,

No caso de (X,Y) ser um par aleatdrio discreto as varidveis X e Y dizem-se
independentes se e s6 se p;; = p;. p; Vi,].

Se (X,Y) é um par aleatério continuo, as varidveis X e Y dizem-se indepen-
dentes se e s6se f(z,9) = fx(z) fy(y) ¥(z,y) € R

Exercicio 2.5

Seja (X,Y’) um par aleatério com fungao densidade conjunta assim definida:

f(z,y) = exp(—z —y) para = >0, y>0.

Verifique que X e Y sao varidveis aleatérias independentes.
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Caracteristicas numéricas de uma variavel aleatoria e de
um par aleatdrio

A uma variavel aleatoria quer no caso unidimensional, quer multidimensional
podemos associar caracteristicas numéricas (parametros) que nos dao informagao sobre a
variavel.

Valor Médio

Definicao 2.15

Dada uma v.a. X chama-se valor médio, esperanca matematica, valor
esperado ou média e representa-se por E[X], pux ou simplesmente g a quantidade
assim definida

E[X] =" x; p; se X v.a. discreta com distribuicao (z;,p;) i =1,...,n

ou

EX]= [ =z f(z) do se X v.a. continua com densidade f(x).

Observacao: Se X for v.a. discreta com uma infinidade numeravel de valores
tem-se E[X] =32, x; p;. Neste caso s6 existe valor médio se a série ! for absolutamente
convergente.

Analogamente, no caso continuo, so existe valor médio se o integral for absoluta-
mente convergente.

Se X é uma v.a. e Y = p(X) é uma funcao real de variavel real, tem-se

Elp(X)]=>_,¢(x;) pi se X év.a. discreta com distribuicao (z;, p;);
Elp(X)] = [T ¢(x) f(z) dz  se X é v.a. continua com f.d.p. f(z).

— 0o
Mais uma vez, para que exista valor médio exige-se a convergéencia absoluta da
série (no caso de se tratar de uma v.a. discreta com uma infinidade de valores) ou a
convergencia absoluta do integral.

LA nocao de série e claro, todos os conceitos a ela associados, ndo integraram o programa da disciplina
Matematica e Informatica no ano lectivo passado. Como consideramos que se trata de um conceito de
extrema importancia em Probabilidade e Estatistica optamos por o incluir nos apontamentos, sempre que
necessario, nao constituindo porém assunto para avaliacao. Para que os alunos consigam compreender
do que estamos a falar deixamos a ideia do que é uma série (numérica): dada uma sucessao u,,n € IN,
chama-se série a uy + ug + ug + -+ + u, + -+ -, i.e., & expressao soma de todos os termos da sucessao e
costuma representar-se por ZZOZI Uy. Se aquela soma for um ntmero real, diz-se que a série é convergente.
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Exemplo 2.12
Seja X uma v.a. que representa a vida em horas de um certo tipo de tubo, cuja
f.d.p. é dada por

20000
==

()

Qual serd o tempo de vida esperado para este tipo de tubos?

x > 100; =0 outros valores.

A resposta é dada pelo valor médio da v.a. X.

+00
E[X] = / x 20000/2° dx = 200.
100

O tempo de vida esperado é portanto de 200 horas.

Sendo (X,Y') um par aleatério e g(X,Y) uma funcao real de (X,Y). Define-se

Elg(X,Y)] = Z Zg(mi, Yj) Pij no caso discreto
g

Elg(X,Y)] = // g(x,y) f(x,y) dedy , no caso continuo.
R2

De novo se exige aqui a convergéncia absoluta da série dupla e do integral.

Propriedades do valor médio

1. Linearidade

e Ela] =a.
Nota: Observe-se que, dizer que X = a, significa que a variavel aleatéria toma
unicamente o valor a, i. e., a sua funcao de distribuicao é da forma

0 T < a;
F(x):{l T > a.

Uma varidvel aleatéria tal como esta diz-se degenerada (de facto toda a pro-
babilidade estd concentrada no ponto a).

e Fla+bX]=a+b E[X].
Dem: Suponhamos X uma v.a. discreta com distribucao de probabilidade
(x;,pi), ficando como exercicio o caso continuo:

Ela+bX] =Y (a+bx;)pi=a)  p+bY . xipi=a+bE[X].
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o Elp(X) +v(X)] = Elp(X)] + E[Y(X)]
Dem:

(o(x) + (@) f(z) de = / o(z) f(z) dot

R

Ble(x) +0(x)) = [

T / b(x) f(z) do = Elp(X)] + E[(X)]
R

Foi considerada aqui a demonstracao no caso continuo, ficando como exercicio
o caso discreto.

2. Positividade Se X > 0, i.e. a varidvel toma apenas valores > 0, tem-se E[X] > 0,
como ¢ imediato verificar.

3. inf(X) < B[X] < sup(X)

E imediato, bastando ter em conta, no caso discreto por exemplo, que inf(z;) <
z; < sup(;).

4. Aditividade F[X £Y]| = F[X] £ E[Y]
Dem: Vejamos no caso discreto
EIX+Y] =32 @it yi)pig = 2250 i+ 5 Y5 Pig = D200 D25 Pig+ 225 U5 223 Pig =
=) ;Tipi+ Zj yj pj = E[X]+ E[Y].

5. Se X e Y sao variaveis aleatorias independentes, tem-se

E[XY] = E[X]E[Y]

Dem: Consideremos agora o caso continuo

Se X e Y sao varidveis aleatdrias independentes com fungoes densidade fx(z) e
fy (y), respectivamente, tem-se f(z,y) = fx(x)fy(y). Tendo em conta isto obtem-
se facilmente

B = [ [ oy fadsdy = [ar@is [ iy = B1x] BV

Nota: O reciproco nao é verdadeiro:

Vejamos um contra-exemplo:

Consideremos X e Y duas variaveis aleatorias com a seguinte distribuicao de pro-
babilidades
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Y‘—l 0 1

X
0 0 1/3 0
1 1/3 0 1/3

Tem-se E[X] = 2/3 ¢ E[Y] = 0 ¢ ainda F[XY] = 0. Porém verifica-se imediata-
mente que X e Y nao sao independentes, por exemplo tem-se p;; =0 e p;. =1/3 e
pa=1/3,logo pi1 # p1. .

Donde E[XY] = E[X] E]Y] e porém X e Y nao sao independentes.

6. Desigualdade de Schwarz

Se E[X?] e E[Y?] existem entao E?[XY] < F[X?|E[Y?].

Dem:

Seja Z = X + A Y uma v.a. onde A é um parametro real.

Calculando E[Z%) = E[X? + 2AE[X.Y] 4+ A\? E[Y?] > 0, pela propriedade 2.

Esta desigualdade é verificada para qualquer valor de A, se o binémio discriminante
4 F?[X.Y] —4E[X?E[Y? <0, donde se tem F?*[X.Y] < E[X?E[Y?].

Como corolario desta propriedade tem-se:
E*[X] < B[X?

Este resultado mostra-nos que se E[X?] existe (o integral ou a série sao convergen-
tes), existe também E[X].

7. |[E[p(X)]] < Efle(X)]].
Deixa-se ficar como exercicio a demonstracao desta propriedade.

Vejamos o seguinte teorema, que enunciamos sem demonstracao e nos d4 a relagao
existente entre fungoes de varidveis aleatérias independentes.

Teorema 2.5

Dadas duas varidveis aleatérias independentes, (X,Y"), sejam ¢(.) e ¢(.), duas
fungoes injectivas, definindo duas outras varidveis aleatérias, U = p(X) e V = ¢(Y). As
variaveis aleatérias U e V' sao também independentes.
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Variancia
O valor médio é uma medida do centro de uma distribuigao. Interessa, porém,
considerar uma medida da dispersao dessa distribuicao . Definindo o desvio de uma v.a
X relativamente ao seu valor médio p, como X — p, tem-se, usando propriedades do valor
médio,
E[X —p]=0.

A medida da dispersao deverd entao ter em conta a grandeza dos desvios e nao o
seu sinal. Essa medida é a variancia, que se representa por Var[X], 0% ou simplesmente
0?2 e é assim definida:

Var[X] = E [(X — p)?] = E[X?] — p*. (2.7)
ox = y/Var[X] chama-se desvio padrao.

Propriedades da variancia

1. Var[X] > 0, o que é imediato pela prépria definigao. A igualdade verifica-se apenas
no caso discreto, sendo X a v.a. que toma apenas um unico valor; a esta variavel
chama-se v.a. degenerada; no caso continuo tem-se sempre Var[X] > 0.

2. Varla+b X] =0* Var[X].
Dem: Varla+b X]=E [((a+b X) — (a+b p)’] =E[(b X —b p)?
=VE[(X — p)? =0 Var[X].
Para o desvio padrao temos a propriedade sob a forma
Oa+b X) = |b‘ 0x
3. Se X e Y sao variaveis aleatérias independentes tem-se
Var (X +Y] =Var[X] + Var[Y]

Dem: Vejamos a demonstragao no caso da diferenga, ficando como exercicio o caso
da soma.

VarlX = Y] =E[(X = Y) — (ux — i))’] = E[(X — px) — (Y — py))*] =
= BI(X — )+ (V — iy 2 — 2 (X — ) (Y = piy)] = Var[X] + VarlY] =
—2 B[(X = pux)(Y — py))-

Vamos entao provar que, sendo X e Y independentes se tem

E[(X = px)(Y — py)] = 0.
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De facto apds breves cédlculos obtém-se
E[(X —ux)(Y —py)] = E[XY]—pux py = 0 pela propriedade 5., do valor médio.

A expressao E[(X — pux)(Y — py)] mede a variacao conjunta das duas variaveis
X e Y e designa-se por covariancia. Representa-se por Cov(X,Y) ou ox.y.
Atendendo aos calculos apresentados pode escrever-se

Cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y]. (2.8)

Propriedades da covariancia

1. Se X e Y sao varidveis aleatérias independentes tem-se Cov[X, Y] = 0.
A demonstracao desta propriedade é imediata tendo em conta a expressao (2.9).

Nota: O reciproco da propriedade nao é verdadeiro.

2. Var[X £ Y] =VarX|+ Var[Y] £2 Cov[X,Y]

o que é também imediato tendo em conta a demonstracao da propriedade 3. da
variancia.

Exercicio 2.6 Generalizacao desta propriedade:

Sejam X1, Xo,..., X,, n varidveis aleatorias, tem-se entao

Var[) Xi] =) Var[X;] + 2)_ Cov[X;, X}). (2.9)

1<j

Para as variaveis do exercicio anterior, chama-se matriz de variancia-covariancia
a matriz quadrada de ordem n, ¥ = [0;;] onde 0;; = Cov[X;, X;] e o4 = Var[X)].
3. Covla+bX,c+dY] =bd Cov[X,Y],comb#0ed#0
Dem: Covlja +bX,c+dY] = E{[(a+bX) — (a + bux)] [(c+dY) — (¢ + duy)|} =
E{bX — bux] [dY — duy]} = bd E[(X — ux)(Y — piy)] = bd Covl X, Y]
4. |Cov[X,Y]| < ox oy.

é uma consequéncia imediata da desigualdade de Schwarz, aplicando-a a
(X — E[X]) e (Y = E[Y]).

Como consequéncia da propriedade 3. vemos que a covariancia depende das
unidades em que se exprimem as variaveis aleatérias X e Y. Sendo assim, é importante a
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introducao de um parametro para caracterizar a intensidade da ligagao entre X e Y, que
nao dependa das unidades.
Temos assim o coeficiente de correlacao que é definido como:

Cov| XY
p=pxy = CoulX. Y] (2.10)
0x Oy

desde que ox >0 e gy > 0.
Propriedades do coeficiente de correlacao
1. —1<pxy <1
E uma consequéncia imediata da propriedade 4. da covariancia.

2. Se X e Y sao v. a. independentes tem-se pxy = 0.
E imediato da defini¢ao de coeficiente de correla¢do ()e da propriedade 1. da co-

variancia.

3. O coeficiente de correlagao nao se altera quando as varidveis sofrem uma trans-
formacao linear positiva, i.e.,

Pa+bX,c+dY = PXY se bd > 0 (211)
Dem:
Covla+bX,c+dY] bd Cov[X,Y] Cov[X,Y]

TatbX Octdy |bd|ox oy ox Oy

Pa+bX,c+dY = = PX)Yy-

Exemplo 2.13 Estudo da varidavel média de n variaveis aleatorias independentes

2 o valor médio e variancia

Dadas n v.a. independentes e semelhantes, seja i e o
comuns.

A v.a. assim definida

— X1+ Xo+.+X, 1
XTL: = — Xi7

chama-se média das n variaveis aleatdrias.
Calculemos entao o valor médio e a variancia desta v.a., X:

— 1 1
E[X,] = HE[Xl +Xo+ ...+ X, = = p

1 1
Var[Xn] = EVCL’F(Xl —|—X2 + ... —|—Xn) = ﬁ n0'2 = Z
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Fungao geradora de momentos

Até aqui estivemos a calcular duas caracteristicas numeéricas relevantes para o es-
tudo de uma variavel aleatoria: o valor médio e a variancia. Hé situacoes em que os valores
esperados a calcular, E[X] e F[X?] sao complexos. Um procedimento alternativo para
o seu calculo consiste em utilizar uma funcao chamada fungao geradora de momen-
tos que, além de permitir obter aqueles valores esperados, tem a importante propriedade
de caracterizar univocamente uma v.a., sempre que ¢ possivel aplicar-se. Mais adiante
veremos outros propriedades extremamente importantes que aquela funcao possui.

Definicao 2.16

Chama-se funcao geradora de momentos (f.g.m.) da v.a. X e representa-se
por Mx(t) a fungao assim definida

Mx(t) = E [¢"¥] (2.12)
quando o segundo membro da igualdade existe numa vizinhanca de ¢ = 0.

Tem-se  Mx(0) = 1.
Sendo assim

> e p; se X v.a. discreta
Mx(t) = too 4 )
f_oo e f(x)dx se X v.a. continua.

A funcao geradora de momentos de um par aleatorio define-se como
Myy(s,t) = E [e** ] e Mxy(0,0) = 1. (2.13)
O nome de funcao geradora de momentos justifica-se pelo teorema, que apresen-
tamos sem demonstragao:

Teorema 2.6 — (existéncia)
Se a funcao geradora de momentos esta definida numa vizinhanga de 0 tem-se

MP0)=E[X"]  r=1,23.
onde M )(}“ )(0) designa a r—ésima derivada de My calculada em t = 0.

Note-se que, em particular, o teorema nos diz que:
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Exemplo 2.14
Consideremos a v.a. continua com fdp dada por

f(x):{g_x v

<0’

A fgm. é

“+oo +00 1
Mx(t) = / e e dr = / e~ dy = T3 para t < 1.
0 0 -

Exercicio 2.7
Usando a f.g.m. calcule o valor médio e a variancia da v.a. definida no exemplo
anterior.

Propriedades da funcao geradora de momentos

1. Ma—i—bX(t) = 6at Mx<bt)

Dem:
Ma+bX(t) — F [et(a+bX):| — FE [eat eth:| _ eat MX(bt)

2. Se X e Y sao v.a. independentes

Mx v (t) = Mx(t) My (t).

Dem:
MX+Y(t) —FE [et(X+Y)j| — K [etX eth| )

Tendo em conta o teorema 2.5, se X e Y sao independentes também e e Y sao

v.a. independentes. Pela propriedade 5. do valor médio

MX+y(t) =F [etX} FE [6tY:| = Mx(t) My(t)

Nota: A reciproca é mais fraca, diz-nos que se

Mx.y (t) = Mx(t) My(1)

entdo F[XY| = E[X]| E[Y], ie., Cov[X,Y]=0.
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3. As variaveis aleatorias X e Y sao independentes se e sO se

My (t1,t2) = Mxy(t1,0) Mxy(0,12)
A demonstracao é deixada como exercicio.

4. Teorema 2.7. - Teorema da unicidade

Se para duas v.a. X e Y se verifica My (t) = My (t) entdao X e Y sao identicamente
distribuidas. Reciprocamente, se existir a funcao geradora de momentos, ela é tnica.

Este teorema ¢ apresentado sem demonstragao.

Exercicio 2.8

Usando propriedades da f.g.m. mostre que se X1, ..., X,, sao n v.a. independentes
e identicamente distribuidas com funcao geradora de momentos comum M (t), entao as
n

funcoes geradoras de momentos de S, = ZXi e X, = ZX,- /m sdo respectivamente
M™(t) e M™(t/n).
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Principais distribuicoes discretas

Nesta seccao iremos apresentar as distribuicoes discretas mais usadas como mo-

delos de probabilidade discretos em muitas areas de aplicacao e principalmente nas areas
das Ciéncias da Vida.

A distribuicao uniforme discreta

E a mais simples de todas as distribui¢oes de probabilidade discretas — aquela em
que a v.a. assume todos os seus valores com igual probabilidade.

Definicao 2.17

Uma v.a. X diz-se ter distribuicao uniforme discreta se toma os valores
x1, ..., com probabilidades 1/k,...,1/k, i.e.

P(X=x)=1/k, i=1,..k (2.14)

Valor médio, variancia e fungao geradora de momentos

k n i

1 1 1 |

EX]=pn= T E Ti; Var[X] = % E (z; — )% Mx(t) = EE :etxl.
=t i i=1

O caso mais importante é o caso desta variavel tomar os valores 1,2, ...,n (como
por exemplo a v.a. que representa o numero de face saida no lancamento de um dado
perfeito). Neste caso tem-se?,

142440 n+1l (n+1)2n+1)

E[X] E[X?) =
n 2
portanto

Var(X] = E[X*| - E°[X]| = 3

1 et(1 —e™)

Mx(t) = E[e®] = —(e" + ¥ + ...+ ™) = —— 2.

©() = Bl = (e 4 v ) = S
2 Atenda-se a que a soma dos n primeiros niimeros inteiros 1 +2 + .... +n = @ e que a soma dos

n(n+1)(2n+1)

quadrados dos n primeiros inteiros 1 +4 4+ 9+ ... +n? = - )
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Distribuicao binomial

Consideremos uma experiéncia na qual se observa a realizacao ou nao de um dado
acontecimento A. A realizacao de A costuma designar-se por sucesso sendo a realizacao
do acontecimento complementar A o insucesso. Estamos entdo a considerar experiéncias
que tém apenas dois resultados possiveis.

Vejamos alguns exemplos de tais experiéncias:

e 0 teste de uma dada droga num rato e o registo da reacgao positiva ou negativa;

e a inspeccao dos items numa linha de fabrico para observar se cada um é defeituoso
ou nao;

e 0 lancamento de uma moeda.

Suponhamos que fazemos repeticoes sucessivas de uma experiéncia nas condicoes
anteriores. Cada repetigao costuma chamar-se uma prova. Provas repetidas que verificam
as condigoes seguintes:

e cada prova tem apenas um de dois resultados possiveis: sucesso ou insucesso.

e em cada prova a probabilidade de sucesso, p, permanece constante, sendo de g = 1—p
a probabilidade de insucesso.

e as provas sao independentes.

sao chamadas provas de Bernoulli.

Considerando uma variavel aleatoria associada ao resultado de cada prova, i.e.,
tomando o valor 1 com probabilidade p se se verificar o sucesso e o valor 0 com proba-
bilidade 1 — p = ¢ se o resultado for insucesso, diz-se que a variavel assim definida tem
distribuicao de Bernoulli.

Suponhamos que realizamos sucessivamente n provas de Bernoulli.

Definicao 2.18

A v.a. X que conta o nimero de sucessos em n provas de Bernoulli chama-se va-
riavel aleatdria binomial.

A distribuicao de probabilidades da v.a. binomial chama-se distribuicao bino-
mial e representa-se por

X —~ B(n,p)

para indicar que X tem distribui¢do binomial de parametros n (nimero de provas reali-
zadas) e p (probabilidade constante de sucesso em cada prova).
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A distribuicao binomial caracteriza tiragens com reposi¢ao, quando ha apenas
dois resultados possiveis.

Exemplo 2.15

Consideremos a experiéncia que consiste no lancamento de uma moeda equili-
brada. Cada langamento (prova) tem dois resultados possiveis (coroa e face).

Consideremos sucesso — a saida de face e insucesso — a saida de coroa. Sendo a
moeda equilibrada, tem-se p =1/2 e ¢ = 1/2.

Suponhamos que lancamos 5 vezes a moeda. Qual a probabilidade de que saia 3
vezes face?

Vejamos de quantos modos se pode observar trés vezes a saida de face :

FFFCC FFCFC FFCCF FCCFF FCFCF

FCFFC CFFFC CCFFF CFCFF CFFCF

O total de modos em que se observou 3 vezes face é (g) = 10.
Por outro lado e, dado que as provas sao independentes e de probabilidade cons-
tante p, tem-se

3 2
P(FFFCC)= P(FFCFC) = .. = P(FCFFC)=p® ¢ = (1) (1) :
Sendo assim

P[X = 3] = P[(FFFCC)U (FFCFC)U...U(FCFFC)| = <§) <1)3 <1)2

Podemos entao caracterizar a v.a. X — B(n,p) do seguinte modo:
— toma os valores x = 0, 1,2, ...,n com probabilidades assim definidas:

PIX =a] = (Z) p° (1—p)" . (2.15)

Observe-se que X toma os valores x = 0, 1, 2, ..., n, com probabilidades, respecti-
vamente iguais a

n

(I=p™, np(Q—p"", <2

)p2 (1=p)" 2, . P
que sao afinal os termos sucessivos do desenvolvimento do binémio [p + (1 — p)|”; dai o
nome de distribuicao binomial.

Sendo assim tem-se
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X

) (n) Pt A=p) =+ L-p)" =1

z=0

Na seguinte figura estao representados os graficos de algumas probabilidades bi-
nomiais para n = 5 e varios valores de p.

00 02 04 06
L1111
I T I |
00 02 04 06
I

00 01 02 03 04

00 01 02 03 04

005 015 025

T T —t
2 4 o 2 a o 2 a o 2 a

o
N
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o

p=0.1 p=0.2 p=0.5 p=0.8 p=0.9

Figura 13: Gréficos da fungao massa de probabilidade de uma v.a. com distribuigao
B(5,p), para alguns valores de p.

O célculo das diferentes probabilidades para vérios valores de n e p é fastidioso e
podemos consultar as tabelas com os resultados de muitos desses calculos, sendo as mais
vulgares construidas para varios valores de p e com n até 20 ou 25.

Algumas tabelas apresentam valores de p até 0.50. Se for necessario calcular
probabilidades para valores de p > 0.50, basta ter em conta a relacao

X ~ B(n,p) = (n— X) ~ B(n,1—p). (2.16)

Exercicio 2.9

A probabilidade de que um doente recupere de uma doenca rara no sangue ¢é de
0.4. Se soubermos que 15 pessoas contrairam a referida doenca, qual é a probabilidade
de que sobrevivam:

1. pelo menos 10;
2. entre 3 e §;

3. exactamente 5.

Se X é a v.a. que designa o nimero de pessoas que sobrevivem, tem-se
X —~ B(15;0.4)

1. P[X >10]=1—P[X < 9] =1—0.966 = 0.034;
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2. P[3< X <8 =0.878;
3. P[X = 5] = 0.186.

Valor médio, variancia da distribuicao binomial

Seja X —~ B(n,p).
Consideremos a v.a. que designa o resultado da j—ésima prova, I;,

ja 1 com prob. p, i.e. houve sucesso
J 0 com prob. ¢, i.e. houve insucesso.

I; é entao uma variavel de Bernoulli, também designada por varidvel indi-
catriz.

Sendo assim, numa experiéncia binomial com n provas, o nimero de sucessos
pode ser escrito como a soma de n variaveis indicatrizes independentes:

X=5L +1, +..+ I,
Calculemos o valor médio e a variancia da v.a. I;:
ElL)=1p+0.q=p;  Varll;] = E[I]] - [E[L]* =p—p* =p(1 —p) =pg
donde

EX|=FEL+L+..+1,)=FEL|+E[L]+..+ E[l,) =np
Var(X] =Varlly + ...+ 1,) = Var[l,]| + Var[L] + ... + Var[l,] = npq

atendendo a que [; sao varidveis independentes.

Fungao geradora de momentos

Comecemos por calcular M, (t) = E [e'] =e' p+ e’ g=¢€' p+gq.
Como as v.a. [; sao independentes, pela propriedade 2. da funcao geradora de
momentos

Mx(t) = My, s 41,(t) = (p ' + )" (2.17)

Exercicio 2.10

Usando a funcao geradora de momentos obter o valor médio e a variancia da v.a.
X ~ B(n,p).
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Distribuicao multinomial

Esta distribuicao generaliza a binomial. Dada uma experiéncia em que cada prova
pode ter mais de dois resultados possiveis, verificando todas as outras condigoes referidas
na distribuicao binomial, diz-se que estamos perante uma experiéncia multinomial.

Como exemplo de experiéncias multinomiais temos o caso de tiragens com re-
posicao de cartas de um baralho.

Suponhamos entao que cada prova tem k resultados possiveis:

Ey, E5 ...E; com probabilidades

P, P2 o P20 e Y op=1

Pretendemos determinar a probabilidade de em n provas independentes observar
T vezes o acontecimento F

Ty vezes 0 acontecimento FEs

T vezes o acontecimento FEj, com xr1 + To + ... + T = n.

Sejam X1, X, ..., X as varidveis aleatorias que designam o nimero de vezes que
. . N n! .
sai cada um dos acontecimentos nas n provas. Entao, atendendo a que . 580
1. Toi.. Tk
todos os modos possiveis de que seja verificada tal ocorréncia tem-se

n' Tr1 X2 T
74 P D™Dy -

P[Xl = x17X2 = T, ,Xk = ,’L‘k] = #
T1: To:.

Exemplo 2.16

De acordo com a teoria genética, um certo cruzamento de porcos da india resultara
em descendéncia vermelha, preta e branca na proporcao de 8:4:4.
Determine a probabilidade de que, entre 8 descendentes, 5 sejam vermelhos, 2

pretos e 1 branco.
Tem-se p; =8/16=1/2 p,=1/4 p3=1/4 donde

8!

P[X1:5,X2:2,X3:1]:m

(1/2)° (1/4)*(1/4).

A distribuicao binomial negativa

A distribuicao binomial estudada umas paginas atréds, é o modelo probabilistico
adequado para descrever os resultados associados a uma sucessao de provas indepen-
dentes em que, em cada uma, se verifica ou nao a realizacao de um dado aconteci-
mento A. A distribuicdo binomial supoe a realizacao de n provas independentes, sendo
aleatorio o numero de ”sucessos” observados nessas n provas.
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Considere-se agora que se fixa o nimero de “sucessos”, k e se pretende contar o
numero de provas independentes necessarias até obter aqueles k “sucessos” .
Neste caso o niimero de provas é aleatorio.

A varidvel, X assim definida, diz-se ter distribuicao binomial negativa e é
costume representar-se por X —~ BN (k,p), onde p é a probabilidade constante de
“sucesso” de prova para prova e k é o numero de “sucessos”.

A funcao massa de probabilidade é assim definida

PIX—1]=P em (z — 1) provas independentes haver (k — 1) sucessos
=z = . . L.
e na z.ésima prova realizar-se o r.ésimo sucesso

— (i:i)pk—qu—l—(k—l) p= (z:i)pkqm—k

comz=Fkk+1,.. 0<p<l, g=1—p.

Valor médio, variancia e fungao geradora de momentos de X —~ BN (k, p)

k k t\”
BX] = Var[X] = = MX(t):(lp_equ com get <1

Um caso particular desta distribuicao ocorre fazendo k = 1, obtendo-se a
chamada distribuigao geométrica .

Se X —~ BN(1,p) é costume representar-se por X —~ G(p)

X designa o nimero de provas necessarias até que ocorra o primeiro
“sucesso”.

A funcao massa de probabilidade é assim definida

P X=a]=p¢" " 2=1,2,... 0<p<l g=1-p

Valor médio, variancia e fungao geradora de momentos de X —~ G(p)

Mx(t):% <1 EX]=1/p  VarlX] = q/p?
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Propriedade da falta de memoria, da distribuicao geométrica:

Teorema 2.8

Se X —~ G(p) entdao sendo m e n inteiros positivos
PIX >m+n|X >m| = P[X >n]

Nota: Interpretando a distribuicao geométrica como o tempo de espera por um
“sucesso”: se tiverem decorrido mais de m provas sem que se tenha verificado um “su-
cesso”, a probabilidade de se ter de esperar mais de n provas para se observar um “sucesso”
é a mesma que esperar mais de n provas caso se estivesse no inicio da experiéncia

Observacgao: O reciproco deste teorema também é verdadeiro.

Distribuicao hipergeométrica

Vimos que a distribui¢cao binomial caracterizava tiragens com reposi¢ao. Porém,
experiéncias que consistem em tiragens sem reposicao, violam as condigoes exigidas em
provas de Bernoulli.

Consideremos o seguinte

Exemplo 2.17

De um baralho de 52 cartas, qual é a probabilidade que um jogador tem de
seleccionar 3 vermelhas e 2 pretas (note-se que ao retirar cartas para jogar nao pode
haver reposigao).

Como temos 26 cartas vermelhas e 26 cartas pretas, hé (26

3
. (2
3 cartas vermelhas e, para cada um, ha (26) modos de escolher 2 cartas pretas.
Sendo assim, o numero total de modos de seleccionar 3 cartas vermelhas e 2
L (26) (2 . . .
pretas é (36) ( 26) enquanto o nimero total de modos de seleccionar 5 cartas quaisquer do

baralho é (552) )

Portanto a probabilidade de seleccionar 5 cartas, sem reposicao, sendo 3 verme-
lhas e 2 pretas é:
26\ (26
G)(5)

(%)

Regra geral estamos interessados em calcular a probabilidade de seleccionar z
elementos de entre K items que consideramos “sucessos” e n — x elementos de entre
N — K items rotulados de “insucessos”, quando extraimos uma amostra aleatéria de n
elementos dos NV items.

Temos uma experiéncia hipergeométrica quando temos a seguinte situacao:

) modos de seleccionar

e de N elementos seleccionamos n elementos ao acaso;
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e K desses N elementos sdo classificados de sucessos e N — K sdo classificados de
1NSuCessos.

Seja X a v.a. que conta o nimero de sucessos numa prova hipergeométrica, diz-se
entao que X é uma v.a. hipergeométrica de parametros N, n e K e costuma representar-se

por
X —~H(N,n, K)

Para esta v.a. tem-se a distribuicao de probabilidades

(z)(Ge)

le/ \n—z/ (2.18)
()

max(0,n — N + K) <z < min(n, K)

P[X =zx] =

Valor médio e variancia da distribui¢ao hipergeométrica

No que se segue iremos supor 0 <z <n,ie, n< Ken<N - K.
Atendendo a que

S0 (-0

é facil verificar que

tratando-se por isso de uma distribui¢ao de probabilidades.

(05

Lot
P =y e W) é%if) _

(D) G0 ()55 ix (;)(Cs)

™) I O P S O

Atendendo a que z (I;) = K(K_l) tem-se

r—1

=041 +2

*:Ké%:[(g% comy =x — 1.

Tendo em conta que

Introdugdo a Estatistica e ¢ Probabilidade - ISA(2014) - Manuela Neves 82



) e (30

temos finalmente

n—1 (K—1\ ((N=1)—(K—1)
E[X] = % G )((N_"f)y_l )

y=0 n—1

Ora este somatorio representa a soma de todas as probabilidades duma v.a.
H(N —1,n—1,K — 1), portanto igual a 1. Donde

Exercicio 2.11
Considerando procedimentos analogos aos acabados de apresentar mostrar que

K K N-—n

Var[X] = nN(l - =)

Observacao: Quando N ¢é grande comparado com n, a probabilidade de sucesso
em cada tiragem sem reposi¢ao varia muito pouco de prova para prova, por conseguinte
esbate-se a diferenca entre tiragens sem e com reposicao. Sendo assim, a distribuicao
binomial aproxima a distribui¢ao hipergeométrica com p = K/N.

Este resultado resulta do seguinte teorema que se enuncia sem demonstragao:

Teorema 2.9.

Com n e K/N fixos

i () G2/ G = G amsme

Conclusao: Se n bastante menor que N tem-se

H(N,n,K) ~ B(n, K/N).

Como regra prética, pode considerar-se boa a aproximagao para n < N/10.
Observe-se que as férmulas do valor médio e variancia de cada uma das distri-
buigoes estao relacionadas, em face da aproximacao estabelecida pelo teorema 2.9:
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Binomial Hipergeométrica

valor médio np nK/N
variancia npq nk(1— Ky
o factor %:’1‘ chama-se

factor de correcgao que se
torna desprezavel quando n << N.

A distribuicao hipergeométrica generalizada?®

A distribuicao hipergeométrica pode ser estendida ao caso de termos N elementos
repartidos por K células A;, A, ..., A, cada uma com aq, as, ..., ax elementos.

Retirada uma amostra sem reposicao de dimensao n de entre os N elementos,
pretendemos determinar a probabilidade de que tenhamos

7 elementos de A,

9 elementos de As

T elementos de A com x1+To+...+Tg =n
O valor dessa probabilidade é

(o) () ()
()

Exemplo 2.18

Uma urna contém 8 bolas vermelhas, 6 bolas brancas e 10 bolas pretas. Qual a
probabilidade de ao retirar 6 bolas sem reposicao, obter 3 bolas vermelhas , 1 branca e 2
pretas?

Resolugao:

Distribuicao de Poisson

As experiéncias que conduzem a valores numéricos de uma v.a. X que conta
o numero de “sucessos” que ocorrem num dado intervalo de tempo ou num dominio
especifico, satisfazendo certas condigoes, sao designadas por experiéncias de Poisson.

3Esta distribuicdo ndo serd referida este ano lectivo.
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A distribuicao de Poisson constitui um modelo matematico de fenémenos aleaté-
rios, se sao verificadas as seguintes condigoes:

e o numero de sucessos que ocorre num dado intervalo de tempo ou dominio é inde-
pendente do numero que ocorre em qualquer outro intervalo ou dominio disjunto
dos anteriores;

e a probabilidade que o acontecimento se realize uma vez em qualquer intervalo muito
curto (ou regiao muito pequena ) é proporcional a amplitude do intervalo ou tama-
nho da regiao e nao depende do ntimero de sucessos que ocorrem fora desse intervalo
ou regiao;

e a probabilidade de que o acontecimento se realize mais do que uma vez num intervalo
de amplitude muito pequena é desprezavel.

Muitos fluxos de acontecimentos observam, pelo menos com grande aproximacao,
as hipoteses enunciadas. Sao exemplos:

e chamadas telefonicas recebidas numa dada central telefénica num certo intervalo de
tempo;

e chegada de clientes a bilheteira de uma estacgao de caminhos de ferro;
e chegada de sinistrados a um banco de um hospital;

e numero de dias que uma dada escola fecha durante o inverno;

e numero de erros de tipografia por pagina;

e emissao de particulas a, que sao detectadas num contador.

Definicao 2.19

A v.a X que conta o numero de sucessos numa experiéncia de Poisson diz-se
ter distribuicao de Poisson e prova-se que depende apenas de um parametro A, que
representa o niimero médio de sucessos que ocorrem no intervalo de tempo (ou na regiao
especificada). Costuma representar-se por

X ~P(N)

Nao apresentaremos aqui a deducao da distribuicao de probabilidades da v.a. X,
por constituir matéria fora do conhecimento dos alunos. Tem-se
e A\
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onde A designa o numero médio de sucessos que ocorrem no intervalo de tempo conside-
rado ou na regiao especificada.

Tem-se
PX=2]>0 Vx=0,1,2..

e a teoria das séries de fungoes permite-nos garantir que

[ee] -\ T [ee] x
Ze A _ Z)\ _

| :€>\ —':e)\eAzl_
=0 xZ. =0 xZ.

Trata-se portanto de uma distribuicao de probabilidades discreta.
Existem também tabelas para o calculo destas probabilidades, regra geral para
um dominio de valores de A entre 0.1 e 20.

Exemplo 2.19

O numero médio de petroleiros que chegam por dia a um dado porto é 10. As
instalacoes do porto conseguem abrigar no maximo 15. Qual a probabilidade que num
dado dia se tenha de recusar abrigo a petroleiros?

Resolugao: Tem-se entao X — P(10) e pretende-se determinar

15 —10 1=
10
PIX>15]=1-P[X <15]=1- Y " =1-0.9513 = 0.0487.
xZ.
=0

por leitura directa nas tabelas da Poisson cumulativa.

Valor médio, variancia e fungao geradora de momentos.

Comecemos por calcular a funcao geradora de momentos, Mx (t)

o - A o Y t\x . .
Mx(t) _ E[etX] _ Zetx € : _ e—)\ Z ( €|) _ 6—>\ 6)\ et _ eA(e —1). (2.20)
z! z!

=0 =0
d Mx(t d M=) '

E[X] = x({) -t - = el Y =\

dt |-, dt — t=0
d* My (t ' '
E[X?] = EAAD] 0 g aetaetede D] — x4 22
a |, t=0
Portanto

oy = E[X* -\ =\
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Exercicio 2.12

Deduzir, usando directamente a defini¢ao, o valor médio e a variancia de
X ~P(A).

Teorema 2.10

Se as v.a. X; i =1,...,k sdo independentes e X; —~ P()\;) entao
k k
> X;i~P (Z Ai) .
i=1 i=1

Dem: é imediata recorrendo a f.g.m. e as suas propriedades:

k
Myt (£) = Mix, (1) M, (). My, (1) = 7D @220 M0 — ep <Z (el — 1))

i=1

que é a f.g.m. de uma v.a. com distribuicao de Poisson de parametro Zle A

A distribuicao de Poisson pode ainda ser obtida como limite da distribuicao bi-
nomial quando n — co e p — 0.

Teorema 2.11

A distribuicao binomial converge para a distribuicao de Poisson quando
n — oo, p — 0, mantendo-se constante o produto np, ou seja, tem-se nas condig¢oes
referidas

X —~ B(n,p) = X —~ P(np).
Dem: Fazendo p = A\/n tem-se

n!

(Z)pm (1 =p)"" = o (A/n)" (L= A/n)"™" =

zl(n —z)!

_n(n—1)..(n—x+1) )‘m(1 —A/n)""(1—=X/n)",

como o primeiro e terceiro factores tendem para 1, o segundo é constante em n e o quarto

tem como limite e, vem
-\«
. n et A
lim ( )pm (1—p)" "= :
x

z!
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Em geral, a distribuicao de Poisson fornece uma boa aproximacao da distribuicao
binomial quando n > 20 e p < 0.05; quando n > 100 e np < 10 a aproximagao ¢ muito
boa.

Nota: A distribuicao de Poisson também se chama a lei dos fenémenos raros
por se aplicar a problemas em que a probabilidade p de ocorréncia do acontecimento é
muito pequena em comparagao com o numero de observacoes n.
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Principais distribuicoes continuas

Nesta seccao iremos apresentar trés distribuicoes continuas, que habitualmente
sao tratadas em cursos introdutdrios, como este que estamos a realizar.

No final deste capitulo deixamos o estudo de mais alguns modelos, que sao instru-
mentos fundamentais na modelagdo e/ou estimagao de caracteristicas nas mais variadas
areas de aplicacao.

A distribuicao uniforme continua

Uma v.a. continua diz-se que tem distribuicao uniforme ou rectangular no
intervalo (a,b) e representa-se simbolicamente por X — U(a, b) se a func¢do densidade
de probabilidade (f.d.p.) é da forma:

f(x):{(l)/(b_a) a<zx<b

r<a ou x>b.

A correspondente funcao de distribuicao é:

0 r<a
Fz)=4¢ (x—a)/(b—a) a<x<b
1 x> b.

Valor médio, variancia e fungao geradora de momentos.

E[X]:/_+00xf(x)dx:/ z.1/(b—a)dr = (a+b)/2;

Var[X] = B[X? — E*[X] = / 22.1/(b— a)dz — (a+b)*/4 = (b—a)?*/12;

Mx(t) = E[e™] = (" — ") /t(b — a) t#0.

O caso particular da distribuigao uniforme U(0,1) é o que apresenta mais inte-
resse, devido ao seguinte teorema:

Teorema 2.12 — Transformacao uniformizante

Seja X uma v.a. continua, com fungao de distribuigao F'(x). Entdao a v.a. Y =
F(X) ~U(0,1).

Dem: A nova v.a. Y, dado o modo como foi definida e pelas propriedades da
funcao de distribuigao, toma valores no intervalo (0, 1).
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Calculemos agora a sua fungao de distribuigao:

G(y) = P[Y <y]=P[F(X) <y]=P[X < F ()],

visto F'(x) ser uma fun¢ao mondtona nao decrescente, logo invertivel. Tem-se entao

0 y <0
Gly) =4 PIX<F'yl=FF () =y O<y<1,
1 y>1

que ¢ a fungao de distribuigao de uma v.a. (0, 1).

A Distribuicao Normal ou de Gauss

A distribuigcao normal surgiu no século XVIII ligada ao estudo dos erros de
medicoes repetidas de uma mesma quantidade. As suas propriedades matematicas foram
estudadas por De Moivre, Laplace e Gauss, em honra de quem também se costuma chamar
a esta distribuicao, distribuicao de Gauss.

E uma das mais importantes distribuigoes continuas, sendo variadas as razoes
que para isso contribuem:

e muitas variaveis biométricas tém uma distribuicao muito préxima da normal;

e por vezes uma variavel que nao é normal pode ser transformada de um modo simples
numa outra com distribuicao normal;

e a parte central de muitos modelos nao normais é por vezes razoavelmente bem
aproximada por uma distribui¢ao normal.

Definicao 2.20

Uma v.a. continua X diz-se ter uma distribuicao normal com parametros u
e o e representa-se por X —~ N (u, ) se a sua f.d.p. é da forma:

flz) = \/% ~eap [—% (‘T;“)zl (2.21)

—00 < T < 400, —00 < pt < 400, 0<o<+00

Vejamos em primeiro lugar que de facto f(x) é uma funcao densidade:

e E imediato que f(x) >0;
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e Verifiquemos que:

Efectivamente tem-se

+eo teo 1 1 [z — ,u) 2 1 /+°° >
x)dr = ex dr = — eV g
O e T [ (= VRl
depois de efectuada a mudanga de variavel y = (z — pu)/o.

Como pretendemos provar que

A ! /+Oo V2 gy = 1
= — (& g
V2T J—so 4

consideremos

1 e 2/2 2 g B 24u?)/2
= — eV dy.—— e " du = —WP )2y, dy.
V2T /_oo V2T / 27T /

Efectuando a mudanca para coordenadas polares y = p sen 6 e u = p cos 0, vem

2 1 +oeo _p2/2
A % d6’ i pe dp = 1.

Temos entao verificado que efectivamente f(x) definida em (2.21) é uma funcao
densidade.

Propriedades da distribuicao normal

1. A curva normal é simétrica relativamente a z = p.

Efectivamente é imediato verificar que f(u+ a) = f(u — a).

2. E uma curva unimodal, sendo a moda (ponto do eixo das abcissas em que ocorre o
maximo) & = .

Basta fazer o estudo da derivada

|
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E facil verificar que x = p é um maximizante de f(x), sendo o valor maximo da

funcdo, f(u) = 1/270.

3. A curva normal tem pontos de inflexdoem r =p+ocexz=p—o.

Trata-se de um exercicio simples de estudo da segunda derivada, f(z).

Na figura seguinte pode ver-se alguns aspectos que a funcao densidade normal
pode apresentar, dependendo apenas dos valores de p e o.

f. densidade da N(0,1) f. densidade da N(0,2) f. densidade da N(2,2)

0.4
0.4

0.4
1

0.2

| |

. 0.2
L1 |
0.0 0.2
L1 |

Figura 14: Gréficos da funcao densidade de X —~ N(0,1), X —~N(0,2) e X —~ N(2,1)
(da esquerda para a direita)

Valor médio, variancia e fungao geradora de momentos.

A funcao geradora de momentos é, como sabemos, assim definida

1 <w—,u>
_ tX\ _ oo tx 1 _5 g _
Mx(t) =E (e )—/ e dx =

— e
V2T o
2 2 2
too g _—2tax+w — 2z 4 p too g

= & 202 dw — e
oo V2T O —0o V2T o

2 2 2 2 2 4 2 2 4
too 1 @t = 2(to” 4 p)w + (1 +§ta2u+ta)—2ta pu—tio
= (& o dw:
oo V2T O

(442 2
R (SR S
= d

= e
oo V2T o

2?2 = 2(to? + p)x + p?

xT

— (to?
M =y, temos

Fazendo a mudanca de variavel
t20? t?0?

2 2 2
—2tp —t t — [T 4 —_
(v It O)de:ewr 5 / 1 1 pt =
—0o0

Ver

+oo 1 _

1
= e 2
oo V2T O

Mx(t)

R
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logo

Mx(t) = et 2 (2.22)

Facamos agora o cédlculo do valor médio e da variancia:

t20?
dMx (t 202 t] tp+——
C;:;():|i’u+ 2:|e 2|t:0:,u
donde
EX]=p (2.23)
t20? 202
d* Mx(t t+ —— b+ ——
Tg():azeu 2 +,u[,u+<72t]e'u 2 o =0+ p?
portanto

Var[X] = E[X?] — [E[X]]? = 0® + p? — 12, donde
Var[X] = o? (2.24)

Exercicio 2.13
Calcular o valor médio e a variancia da v.a. normal, usando directamente a
definicao.

O calculo das areas sob a curva normal é um problema dificil de resolver por
envolver integrais da fungao definida em (20). H& porém valores tabelados da fungao de
distribuicao da v.a. com p=0e o = 1.

A varidvel aleatéria com distribuicio N (0,1) chama-se normal reduzida e pas-
saremos a representa-la por Z.

A funcao densidade da normal reduzida sera representada por ¢(z) e é portanto
assim definida

p(z)=—e€ 2 (2.25)

E imediato verificar que para a v.a. Z —~ N(0,1) se tem
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E[Z]=0 Var(Z)=1  My(t) ="/

A leitura das tabelas da normal reduzida é facil — em cada ponto a tabela da-nos
o valor da fungao de distribuigao da normal reduzida (drea sob a curva normal reduzida
até ao ponto especificado).

Designemos por ®(z) = P[Z < z], i.e., ®(.) é a fungao de distribui¢ao da normal
reduzida.

Observe-se que em consequéncia da simetria, se tem a seguinte relagao:

O(—2)=1—P(z).

Consideremos o seguinte teorema que nos permite transformar uma v.a. normal
qualquer numa v.a. normal reduzida.

Teorema 2.13
Seja X —~ N (u,0) entao a v.a. Y =a+bX —~ N(a+ by, |blo).

Dem: Recorrendo a f.g.m. da v.a. X —~ N(u,0), que como vimos em (2.22) é
dada por
o2

t+
My(t) = = 2

e usando a propriedade 1. da funcao geradora de momentos,

21212 242
o*b*t (a+ b}t + (b02)t
=e

bt +
Mpx (£) = e My (bt) = e &

Y

que é a f.g.m. de uma variavel aleatéria com distribuigao normal de valor médio (a + bu)
e desvio padrao |bo.

Corolario
Seja X —~ N(u,0) entao a v.a. £ tem distribuicao normal reduzida, i.e.,
o
X —

Z=""" _ N(,1).

o)

Dem: Para fazer a demonstragao basta considerar no teorema acima a = —pu/o
eb=1/o.
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Exercicio 2.14
Dada X —~ N (1,4), calcule:

1. P(X <6);
2. P(—3 < X < 10);
3. P(X >0).

Resolugao:

1. P(X <6) =P (& < &) = P(Z < 1.25) = ©(1.25) = 0.8944;

2. P(—3 < X < 10) = ®(2.25) — ®(—1) = 0.8291;
3. P(X >0)=1—P(X <0)=1—®—0.25) = $(0.25) = 0.5987.

Consideremos agora alguns teoremas de grande importancia no estudo da distri-
bui¢ao normal.

Teorema 2.14 — Teorema da estabilidade da soma de normais.

Sejam X1, ..., X,,, v.a. normais independentes, tais que
Xy~ N(p1,01)
Xy ~ N (2, 02)

Xn — N(Mna Un)~
Entao av.a X = Xj+ Xs+ ...+ X, tem distribui¢do normal de parametros (u, o),

co1m

o= py 2+t e

a:\/af+<7§+...+ag

Dem: A demonstragao é muito facil recorrendo de novo a f.g.m. Como sabemos

My, (t) = exp [t + o7t* /2] i=1,..,n

entao pela propriedade 2. da f.g.m. vem

My (t) = Ty My, (8) = exp [S" it + 302 £2/2]

Trata-se portanto da f.g.m. duma v.a. normal tendo como parametros = »_ j;

eo =4/ 0%
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Exercicio 2.15
Considerar uma generalizacao do teorema anterior provando que a distribuicao de
X =a, Xi4+ay Xo+...+a, X, énormal de valor médio e desvio padrao respectivamente

Bo=ay pig + Qg fl2 ..o+ Qn e

0:\/a% o} +a} o3+ ...+ a2 ol

Corolario
Sejam X; n v.a. normais independentes e semelhantes, i.e., tendo todas o mesmo
valor médio y e a mesma variancia o?.

A variaveis aleatérias soma e média, definidas respectivamente como

i=1 =1

tém distribuicao normal assim definida

S~ N(np,ovn) e Xy~ N(po/Vn).

Deixamos como exercicio a demonstracao deste corolario.

No teorema anterior provamos que a soma de normais independentes é ainda
uma normal. Porém um dos teoremas mais importantes de toda a teoria das proba-
bilidades, o teorema limite central, da-nos a distribuicao aproximada da soma de n
variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, desde que os momentos
verifiquem certas condigoes. Vejamos entao o enunciado do teorema, sem fazermos a sua
demonstragao.

Teorema 2.15 - Teorema Limite Central
Seja { X, } uma sucessao de n varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas, com valor médio p e variancia o2 (finita). A v.a. S, = > | X;, depois de
estandardizada, i.e.
Sp—np

oyn

tem, assintoticamente, distribuicao normal reduzida, i.e., para valores de n bastante ‘gran-

des’ tem-se

Sp —np
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donde também se tem

el N0, 1),

Um teorema cuja demonstragao se torna agora facil é o teorema que De Moivre
enunciou para variaveis aleatorias com distribuicao Binomial.

Teorema 2.16 - Teorema de De Moivre
Seja X uma v.a. com distribui¢do binomial com valor médio p = np e variancia
0% = npq. Entao quando n — oo ,

X —np
\/1pq

tem aproximadamente distribuicao normal reduzida.

Dem: Como sabemos, a v.a. X —~ B(n,p), pode escrever-se como a soma de n
variaveis indicatrizes independentes, i.e., X =1+ 1)+ ...+ I,, para as quais se tem
E[;]=p e Var(l;) =pg; j=1,...,n. E portanto imediato o resultado do teorema.

Tinhamos ja visto que quando o parametro n da distribuicao binomial era grande
(nao havia valores das probabilidades nas tabelas usuais), era necessario calcular as proba-
bilidades binomiais por processos aproximados. Vimos entao que a distribuicao de Poisson
podia ser usada como uma aproximacao da distribuicao binomial quando n grande e p
préximo de zero ou um.

Porém ficdvamos sem resposta ao caso de p tomar valores préximos de 1/2. E
para valores de p nestas condigbes que o teorema acabado de enunciar, oferece muito boa
aproximacao.

A figura seguinte ilustra que, mesmo para valores de n relativamente pequenos,
a aproximagao é bastante boa desde que p ~ 1/2.

______________
o 5w

Graficos da funcdo massa de probabilidade de uma v.a. com distribuicdo B(8,0.2), B(8,0.5) e B(25,0.2), da esquerda para a
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I
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dbinom(x1, 8, 0.2)
dbinom(x1, 8, 0.5)
dbinom(x2, 25, 0.2)

0.05
I

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.00

direita, respectivamente.

Como regra pratica podemos considerar boa a aproximacao da distribuicao bino-
mial pela distribuicao normal, quando np > 5 e ng > 5.
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Um outro teorema, aplicagao do teorema limite central é o que nos permite obter
a lei limite de uma distribuigao de Poisson. Como vimos ja, a soma de v. a. de Poisson
independentes é uma variavel de Poisson. Sendo assim, em particular, toda a v.a. de
Poisson de parametro m (inteiro) pode ser considerada uma soma de m v.a. de Poisson
de valor médio 1. Dai resulta, por aplicacao do teorema limite central, que quando
m — o0 a distribuicao de Poisson tende para a distribuigao normal.

Teorema 2.17
Seja X uma v.a. com distribuicao de Poisson de valor médio . Quando A — oo

X =

Observagao: Quando consideramos a aproximacao da distribuicao binomial pela
Poisson, ambas eram discretas. Porém os dois teoremas acabados de enunciar dao-nos
uma aproximacao duma v.a discreta por uma continua. Neste caso é necessario fazer-se
o que se designa por correccao de continuidade que consiste em considerar todo o
inteiro k representado pelo intervalo (k —1/2,k+ 1/2).

Exercicio 2.16
Seja X —~ B(15,0.4) Calcule os valores exactos e os valores aproximados das
seguintes probabilidades:

1. P[X <35l;
2. P[10 < X < 14];
3. P[X = 12].

Resolugao:
Como X ~ N(6,1.9), entdo o calculo do valor aproximado daquelas probabili-
dades utiliza a lei normal.

1. P[X < 5] =0.403 (valor exacto).

P[X < 5] ~ P[X <5.5] = ®(22:5) = 0.3974 (valor aproximado).

2. P[10 < X < 14] = 0.009 (valor exacto).
P10 < X < 14] ~ P[10.5 < X < 14.5] = &(4.47) — $(2.37) = 0.0089 (valor
aproximado).

3. P[X =12] = 0.0016 (valor exacto).

P[X =12 = P[11.5 < X < 12.5] = &(122=0) — o(12-0) = $(3.42) — $(2.89) =
0.0016 (valor aproximado).
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Muitos outros modelos continuos surgem nas mais diversas areas. Um dos que
assume particular importancia ¢ o modelo gama e alguns dos seus casos particulares.
A distribuicao gama surge como um modelo possivel para a caracterizagao de fenémenos
que apresentem uma marcada assimetria.

Apresentamos de seguida a distribuicao gama, apesar de nao ter sido incluida
no programa leccionado em 2007/2008. Consideramos, mais uma vez, que podera vir a
constituir material de apoio aos alunos em estudos futuros. A distribui¢ao exponencial,
que é um caso particular da distribuicao gama, é estudada no presente ano lectivo. A
distribuicao qui-quadrado, aqui apresentada como caso particular da distribuicao gama,
s6 serd tratada, em 2007/2008, no contexto da Inferéncia Estatistica, como a distribuicao
de amostragem de uma variavel funcao da variancia amostral.

Distribuicao gama e a distribuicao exponencial

Embora a distribuicao normal seja, como dissémos, um modelo de resolucao de
muitos problemas nas mais variadas areas das ciéncias, hd ainda muitas situagoes que
requerem um tipo diferente de fun¢ao densidade.

Comecemos por referir brevemente a distribuicao gama que deve o seu nome

a funcao gama, estudada em muitas areas da matematica.

Definicao 2.21
A fungao gama é definida por

MNa) = /+OO 2t e da para a > 0. (2.26)
0
Trata-se evidentemente de um integral convergente.
Vejamos algumas propriedades da funcao gama:
Propriedades
1. I'(a) = (o« — 1)I'(aw — 1) (férmula de recorréncia da fungao gama)

Dem: Tem-se

+00
MNa) = / r* e dr; integrando por partes vem
0

[—e™* xo‘_l}oojt/ e " (a—1)z" 2 do = 0+(a—1)/ e " 2% % dr = (a—1)I'(a—1).
0 0
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2. No caso de a = n inteiro, é facil verificar que se tem

I'(n)=(Mn-1)(n—2)..I'(1)
I'(1) = /+00 e “dr =1 vem

3. I(1/2) = /=
Dem: Deixa-se ficar como exercicio a demonstracao desta propriedade, tomando
como sugestao que no integral que define I'(1/2) se faca a transformacao r = y%/2.

4. I'(«) tem um tnico minimo para ag = 1.4616 sendo I'(ap) = 0.8856....

Tem-se ainda limq ol () = limg ool () = +o0.

5. As derivadas da funcao gama sao assim definidas:

'™ (a) = / 227 (logz)* e da
0

Alguns valores particulares das derivadas tteis em muitas aplica¢oes sao

!

['(1) =~ = .57722... este valor ¢ designado por constante de Euler

1

I"(1) =2 +72/6 = 1.97811...

Vejamos agora como ¢ definida a distribuicao gama.
Uma v.a. diz-se ter distribuigao gama de parametros a e 5, (a« > 0, 5> 0) e
escreve-se X —~ G(a, B) se a fungdo densidade é da forma

71 201 /B x>0
f(2) =< o T(a) (2.27)
0 <0

Alguns graficos desta funcao densidade, para varios valores de a e 3, podem
ver-se na figura seguinte.

Exercicio 2.17

1. Verificar que f(z) definida em (2.27) é de facto uma fungao densidade.
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f. densidade da Gamma(0.5,1) f. densidade da Gamma(2,0.5) f. densidade da Gamma(6,0.5)
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Graéficos da funcao densidade de uma v.a. com distribuicdo G(1/2,1), G(2,0.5) e G(6,0.5), da esquerda para a direita,

respectivamente.

2. Provar que a funcao geradora de momentos da distribuicao gama é

Mx(t) = (1—;575) parat < 1/5.

3. Prove ainda que
EX]=apB Var[X]=a B~

Um caso particular muito importante é o que se obtém fazendo o = 1.

A v.a. resultante diz-se ter distribuicdo exponencial?, representa-se por
X —~ Exp(B) e a funcao densidade é assim definida,

%e‘””/ﬁ r>006>0

fx) = (2.28)

0 <0

Como facilmente se pode verificar

A funcao geradora de momentos, o valor médio e variancia da distribuicao exponencial
sao assim definidos

para t<1/8 e

EX]=p e Var[X]=p5%.

4Esta ¢ a distribuicdo incluida no programa de 2007/2008
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Exercicio 2.18
Provar que se X;, i = 1, ..., n sao variaveis aleatorias independentes e semelhantes,
com distribuigao Exp(f), entao

> X~ G(n,B).
i=1

Observacoes:

e A distribuigao exponencial tem sido largamente usada como um modelo de proble-
mas relativos a duracao de vida, teoria da fiabilidade, tempos de espera ,etc.

e Existe uma relagao muito importante entre a distribuicao exponencial e a distri-
buicao de Poisson, que surge muitas vezes na pratica. Suponhamos que estamos
a observar a ocorréncia de certos acontecimentos em intervalos de tempo. Seja T’
o tempo ao fim do qual se verifica a primeira ocorréncia, trata-se de um variavel
aleatéria continua.

Teorema 2.18

Seja X uma v.a. de Poisson de parametro A. Seja W a v.a. que designa o tempo
de espera pela ocorréncia do primeiro acontecimento, entao W tem distribuigao
exponencial de parametro § = 1/\.

A distribuicao Qui-Quadrado

Um outro caso particular da distribuicao gama, da origem a uma distribuicao
muito importante, a distribuigao qui-quadrado. Esta distribuigao é largamente usada
em inferéncia estatistica, nomeadamente no estudo da variancia de uma populacao a
partir do estudo de uma amostra. No capitulo da Inferéncia Estatistica ira ser largamente
utilizada

Consideremos uma v.a. com distribui¢do gama de parametros & = n/2 (n inteiro
positivo) e 3 = 2. Esta v.a. diz-se ter distribuigao qui-quadrado com n graus de
liberdade e representa-se por X — X?n)'

A funcao densidade de X é

1
—z/2 n/2—1
o) = 7%/2“”/2)6 x x>0, n>0
0 xz < 0.

(2.29)

Nota: Observe-se que a v.a. X —~ X%n), fica completamente especificada pela
indicagao do niimero de graus de liberdade n.

Vejamos alguns aspectos da densidade de uma v. a. com distribuicao an) , para
alguns valores do parametro n.
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f. densidade da Qui-quadrado(n=4) f. densidade da Qui-quadrado(n=10)  f. densidade da Qui-quadrado(n=20)
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Graficos da fungao densidade de uma v.a. com distribuigao X?4)7 X?l(}) e X?20), da esquerda para a direita, respectivamente.

Uma vez que se trata de um caso particular da distribuicao gama é facil obter

A Funcao geradora de momentos, valor médio e variancia da distribuicao

1—2t
EX]=n  VarlX]=2n (2.30)
A distribuicao Qui-quadrado encontra-se também tabelada, sendo a consulta das
tabelas fornecidas para a disciplina de Estatistica, feita do seguinte modo:

Se X —~ an), a cada par (n, «) corresponde um valor que designaremos por X?x(n)
tal que P(X > x2,) = .

a(n

MX(t):< ! )W L<1)2

Exercicio 2.19
Seja X —~ X%ls) calcule

1. o ponto X2 ,s;

2. o ponto A tal que P(X < A) = 0.75;

Resolugao:
1. X305 = 24.9958;
2. P(X<A)=075< P(X > A) =0.25, donde A = 18.2451.

Também esta distribuicao goza da propriedade da estabilidade das somas. Veja-
mos o

Teorema 2.19

Sejam X; , i = 1,...,n varidveis aleatérias independentes tais que X; —~ X?ni)’
Entao

DX~ Xisw
=1
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Dem: A demonstragao é imediata usando a f.g.m. da distribuicao Qui-quadrado
e a propriedade 2. da f.g.m. Deixa-se, por isso, como exercicio.

Esta distribuicao pode surgir porém, em estatistica aplicada, definida de outro
modo. E desta forma que neste ano lectivo (2007/2008) ela sera introduzida
na Inferéncia Estatistica.

Vejamos o seguinte teorema.

Teorema 2.20
Seja Z ~ N(0,1) entao a v.a. X = Z? tem distribuigao x7).

Dem:
Seja entdo X = Z? e vamos designar por G(z) a funcio de distribuicao de X.
Tem-se entao

G(r) =P X <a]=P[Z?<z]=P[-vV2<Z < 1] =
(V) — @(—vz) =20(Vr) — 1.
Vejamos agora qual a expressao da funcao densidade de X, que depois compara-

remos com a expressao (2.29) tomando n = 1.

g(x) = G'(z) = cp’(\/g),% _ \/% e_zp%

1 —z/2 . —1/2 _ 1 o—T/2 p=1/2

e [

V27T V2I(1/2)

que de facto é a densidade de uma v.a. com distribuicao X%l)‘

Generalizacao
Dadas 71, Z,, ..., Z,, variaveis aleatorias independentes, normais reduzidas, a
variavel aleatoria

X=7+7Z3+ .+ 2}

tem distribuicao X?n)‘
Esta generalizagao ¢ consequéncia imediata dos teoremas (2.19) e (2.20).
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Exercicios propostos

1. Um automoével tem instalado um sistema de alarme contra roubo. Sabe-se que,
na area de estacionamento deste automével, a probabilidade de um automével ser

assaltado é cerca de 5% e que a probabilidade do alarme disparar no caso de tentativa
de roubo é de 99%.

A probabilidade de o alarme disparar sem ter havido tentativa de roubo é aproxi-
madamente 2%.

a) Calcule a probabilidade de:
— ter havido tentativa de roubo, sabendo que o alarme nao disparou;
— ter havido tentativa de roubo sabendo que o alarme disparou.

b) Considere que na &area a que se refere o problema estao estacionados 500 au-
tomoveis. Calcule, aproximadamente, a probabilidade de quando muito 10
destes automoveis serem assaltados.

2. Um posto de gasolina é reabastecido uma vez por semana. As vendas do passado
sugerem que a funcao densidade de probabilidade do volume de vendas semanais,
X, medido em dezenas de milhares de litros, é dada por:

r—1 se 1<xr<2
fx(x) =< 3—2 se 2<x<3
0 0.V.

a) Calcule a probabilidade de numa semana o volume de vendas se situar entre
os 1500 litros e os 2300 litros.

b) Calcule o valor esperado e o desvio padrao do volume de vendas semanais.

¢) Determine a quantia minima com que o posto se deve abastecer, por semana,
para que o camiao tanque abastecedor nao encontre a gasolina esgotada no
posto em mais de 8% das semanas.

d) Admitindo que o volume de vendas é independente de semana para semana,
calcule a probabilidade de em 2 anos o posto vender mais de 210 dezenas de
milhares de litros.

e) O referido posto de gasolina situa-se numa via ao longo da qual os postos
se distribuem segundo uma lei de Poisson com média de 1 posto por 10 km.
Ocorreu uma greve no sistema de abastecimento de cada posto. Devido a isto
cada posto tem, independentemente dos outros, uma probabilidade 0.2 de estar
esgotado.

i) Qual a probabilidade de nao existirem mais de dois postos nos préximos
30 km?
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ii) Qual a probabilidade de nos préximos 3 postos nenhum ter gasolina para
vender?

3. A distribuicao conjunta de X, proporc¢ao da capacidade do depdsito de um automovel
que é reabastecida no inicio de cada semana e Y a proporcao da capacidade gasta
durante a semana ¢ dada por:

3r se O<y<zx<l1

flz,y) = { 0 o.v. de (z,y)

a) Calcule as fungdes densidade marginais de X e Y. Serao X e Y varidveis
aleatérias independentes? Justifique.

b) Calcule a probabilidade de a quantidade gasta ser inferior a metade da reabas-
tecida.

c) Qual é a diferenca média entre a proporcao de reabastecimento e de gasto?
4. O tempo gasto na tosquia de uma ovelha por um tosquiador experiente considera-
se uma v.a. com distribuicao normal de média 10 min e desvio padrao 2 min.
Determine a probabilidade de:
a) a tosquia de uma ovelha, escolhida ao acaso, demorar mais do que 13 minutos;

b) pelo menos uma de 4 ovelhas, escolhidas ao acaso, necessitar de mais de 13
minutos para ser tosquiada (admita o tempo de tosquia independente de ovelha
para ovelha);

¢) o tempo total gasto na tosquia de um rebanho, constituido por 20 ovelhas, ser
inferior a 3 horas (admita o tempo de tosquia independente de ovelha para
ovelha).

5. O tempo de vida Y de determinado equipamento é dado por “Y = 500+ X" horas,
onde X é uma variavel aleatéria exponencial de parametro § = 40.
a) Determine o tempo médio de vida deste equipamento.
b) Qual a probabilidade de que o equipamento dure pelo menos 580 horas?

¢) Dados 100 equipamentos do tipo anterior, a funcionar independentemente, de-
termine, justificando, o valor aproximado da probabilidade de que no maximo
trés durem 580 horas ou mais.
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