INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA
ESTATISTICA E DELINEAMENTO
23 de Janeiro, 2017 SEGUNDO EXAME 2016-17 Uma resolucao possivel

Os dados correspondem a uma tabela de contingéncias, em que as contagens de pinheiros sao clas-
sificadas de acordo com dois factores: o estado do pinheiro ao fim de dois anos (com a = 2 niveis:
sobrevivéncia ou nao) e a familia de origem (com b=8 niveis).

1. O teste pedido é um teste de homogeneidade. O ntimero total de pinheiros bravos de cada familia
foi previamente fixado (N ;=60 em todas as familias) e pretende-se saber se ha homogeneidade
na distribuigao desses 60 pinheiros pelas duas categorias de sobrevivéncia/nao sobrevivéncia, ou
seja, pretende-se saber se a probabilidade de sobrevivéncia é igual nas 8 familias estudadas. Eis
os passos do teste pedidos nesta alinea:

Hipdteses: Represente-se por 7,; a probabilidade de sobrevivéncia, dada a familia j (podendo
associar-se a j as letras de A a H, como no enunciado, ou os inteiros de 1 a 8). Tem-se:
Hipétese Nula (Hy): mya=7ygp=...=7gy [ =5, onde 7, indica a probabilidade de
sobrevivéncia comum|. Neste caso, e porque apenas ha dois possiveis resultados (sobrevi-
éncia ou nao), é opcional indicar que também tem de existir igualdade nas probabilidades
de nao sobrevivéncia: a igualdade das probabilidades condicionais de sobreviéncia obriga a
igualdade nas probabilidades condicionais de nao sobrevivéncia.

Hipotese Alternativa (H;): pelo menos uma das igualdades em Hj nao se verifica.

Estatistica do Teste: E a estatistica de Pearson, na forma de contagens bidimensionais: X2 =

2 8 o
O;i—F::)2 . .o A .
>y (”Ei”), onde O;; é a contagem correspondente ao resultado ¢ (i=1 a sobrevivéncia
i=1j=1 i
e i=2 a nao sobrevivéncia), na familia j, e E;; é o correspondente valor esperado, ao abrigo
. . A N; XN ; 2 .
da hipotese nula de homogeneidade, dado por E;; = —5—, onde N =480 ¢ o ntimero

total de pinheiros observados, N; indica o numero de pinheiros associado ao resultado
i e N indica o nimero total de pinheiros correspondente & familia j. A distribuicao
assintotica desta estatistica, caso seja verdade Hy, é X%CH)(EH) (expressao geral num teste

de homogeneidade).
Nivel de significancia: « = P[ Erro do tipo I | = P[ Rej. Hy | Hp verdade | = 0.05
Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Hy se x2,,, > Xi[(a—l)(b—l)} = X(Z).%(?) = 14.0671.

2. O critério de Cochran sugere que a distribuigao assintotica da estatistica do teste de Pearson é
valida se em nenhuma das células da tabela de contingéncias o niimero esperado de observagoes
for inferior a 1, e em nao mais de 20% das células inferior a 5. Ora, o nimero esperado (estimado)

de observacoes apenas toma um de dois valores: para qualquer familia j, tem-se F1; = 1028X060 =

12.5 e Fy; = 380x60 _ 47 5. Logo, esta-se em condic¢oes de poder admitir a validade da distribuicao
J 480

assintotica X%'

3. Como Xzalc = 38.804 > 14.0671, rejeita-se a hipotese nula, ao nivel de significancia a = 0.05
e conclui-se pela heterogeneidade das familias, ou seja, conclui-se que ha familias de pinheiros



bravos com probabilidades de sobrevivéncia ao fim de dois anos maiores do que outras. Esta
conclusao é inteiramente compativel com o que seria de esperar olhando para a tabela de con-
tagens, uma vez que héa familias com apenas 2 pinheiros sobreviventes e outras com mais de 20
(em 60).

4. Tem-se O11 =2, Oz =58 e (como se viu acima) Ell =12.5, Egl =47.5. Logo, a contribuicao

para o valor de X?2

e das duas parcelas correspondentes & familia A é:

(2 —12.5)2 (58 —47.5)>

= 11.141
12.5 * 47.5 05

Nao sendo, por si s6, um valor suficiente para levar a rejeicao de Hy, vemos apesar de tudo que a
familia A contribui de forma importante para essa rejeicao, uma vez que lhe corresponde quase
um terco (cerca de 29%) do valor de X?2

calc’

11

1. Considerem-se regressoes lineares simples.

(a) A melhor regressao linear simples correspondera a utilizagdo, como preditor, da variavel
mais correlacionada (em valor absoluto) com a variavel resposta taninos. A partir da
matriz de correlagoes disponivel no enunciado, verifica-se que essa seré a variavel preditora
polifenois, com r = 0.486. Sabemos que, numa regressao linear, a proporgao de varia-
bilidade dos valores observados da varidavel resposta que é explicada pelo modelo é dada
pelo coeficiente de determinacdo R?. Sabemos ainda que, numa regressao linear simples,
esse valor é o quadrado do coeficiente de correlagao entre a variavels resposta e o preditor.
Logo, para a regressao linear de taninos sobre polifenois, tem-se R?=0.4862 =0.236196,
ou seja, a regressao explicara menos de 24% da variabilidade observada no teor de taninos.
Trata-se dum valor bastante baixo, e muito pouco satisfatorio.

(b) Eis o teste de ajustamento global pedido:

Hipoéteses: Hy : R? =0 vs. H; : R?> >0, onde R? indica o coeficiente de determinacio
populacional.

Estatistica do Teste: F' = (n —2) % N F(1,n-2), sob Hy.
Nivel de significancia: «=P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hy | Hy verdade | =0.05.
Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feare > fo.05(1,28) = 4-20.

Conclusoes: Tem-se F,. =28 X % =8.658619. Logo, rejeita-se Hy. Este resul-
tado pode parecer surpreendente, dado o baixo valor do coeficiente de determinacao
amostral, mas sublinha a ideia frequentemente repetida de que o teste de ajustamento
global compara a nossa regressao linear simples com o Modelo Nulo onde nao existe
qualquer preditor. O resultado do teste de ajustamento global permite afirmar que o
ajustamento do modelo é significativamente melhor (ao nivel «=0.05) que o do Modelo

Nulo. Mas essa afirmagao nao equivale a dizer que seja um bom modelo.

(c) Sabemos que a recta de regressao ajustada tem equacao y=bg—+ by x, onde by = a)s%” :’I“xyz—z

e bp =7y—01T. No enunciado sao dados os desvios padrao e as médias das duas variaveis,

bem como o coeficiente de correlagao entre elas. Substituindo nas férmulas, tem-se by =

0.486 x 218205 — (0.0212281 e by = 6.94150 — 0.0212281 x 251.29287 = 1.607029. Logo, a




recta de regressao ajustada tem equagao y =1.607029 + 0.0212281 z. Pode interpretar-se
este valor do declive afirmando que, por cada unidade a mais no Indice de Folin com o
qual se mediram os polifendis totais, é esperado um aumento de 0.0212281 g [~! no teor de
taninos.

E pedido um intervalo a 95% de confianga para E[Y|X =7 =251.29287], onde Y indica o
teor de taninos e X o teor de polifendis total. A expressao para este tipo de intervalos de
confianca corresponde & dos intervalos de predigao para Y (disponiveis no formulario), mas
sem a primeira parcela debaixo da raiz quadrada (o “14”). Além disso, como o valor de X
para o qual é pedido o IC é igual ao valor médio nessa variavel preditora, a tltima parcela
debaixo da raiz quadrada anula-se, ficando apenas o intervalo:

[QMRE MRE
(bo + b :C) — t%(n72) QT , (b() + by x) + t%(n72) QT

Ja foram indicados na alinea anterior os valores de by e by. Tem-se n = 30, pelo que
t0.025(28) = 2.048. Finalmente, é necessério o valor de QM RE = %. Ora, sabemos que
SQT =(n—1)s2=29x0.78275* =17.76823. Assim, SQRE=S5QT—SQR=SQT (1-R*)=
17.76823 x (1 — 0.236196) = 13.57144. Logo, QM RE = 133141 — (0.4846945. Substituindo
estes valores na expressao acima, tem-se o intervalo ] 6.681182 , 7.201817 [. Trata-se dum
intervalo de amplitude relativamente pequena que podemos afirmar, com 95% de confianca,
contém o teor médio em taninos, para plantas com indice 251.29287 de polifendis totais.

2. Neste ponto estuda-se a regressao linear miltipla com p=7 preditores.

(a)

A afirmacao nao é verdadeira. O coeficiente estimado do preditor polifenois é by =
0.055241. Em termos estatisticos, nao é possivel afirmar se o valor “€ quase nulo” e se
afecta ou nao de forma significativa o ajustamento, sem estudar se o parametro populaci-
onal estimado por by, ou seja, (2, pode ser considerado nulo. Essa possibilidade pode ser
estudada através dum teste ¢ bilateral, com a hipdtese nula Hy : S = 0. No enunciado
tem-se a informacao necessaria para concluir que essa hipdtese nula deve ser rejeitada: o
valor calculado da estatistica desse teste (teqe =17.677) tem um valor de prova (p-value)
muito proximo de zero (p=1.73 x 107'4), pelo que ha uma clarissima rejeicdo da hipotese
nula Hy : B2 =0, em favor da hipdtese alternativa Hy : f2 # 0. Tendo em conta que a
estatistica de teste é dada pela razao entre a estimativa e o correspondente erro padrao,
ou seja, que T4 = %, é facil perceber que o facto de o erro padrao 632 =0.003125 ser

muito mais pequeno do2 que a estimativa by é decisivo para que ndo se possa considerar a
estimativa by =0.055241 como sendo “quase nula”. Tenha-se ainda em conta que os valores
da variavel polifenois, que sao multiplicados por b oscilam entre um minimo de 217.125 e
293.106, pelo que as parcelas by z9 estarao entre 12 e 16, o que representa uma contribuigao
importante para os valores ajustados da variavel resposta taninos.

A questao nesta alinea tem pontos de contacto com a da alinea anterior: o preditor cuja
exclusao menos afectara o ajustamento seré o preditor ao qual corresponda, num teste as
hipoteses Hy : 3; =0 vs. Hy : 5 #0, o maior valor de prova. Essa exclusao nao alterara
o ajustamento de forma signficativa, ao nivel «, caso esse valor de prova exceda a. E
evidente que nesta regressao linear, o preditor rend, cujo valor de prova é p=0.8419, nao
provoca uma diminuicao significativa da qualidade de ajustamento para nenhum dos niveis
de significancia habituais. Pode calcular-se o coeficiente de determinacao do submodelo
com p — 1=6 preditores, resultante de excluir o preditor rend, recordando que o quadrado



da estatistica t, no teste bilateral a 87 =0 é a estatistica do teste F' parcial que compara o
modelo completo original e o submodelo resultante da exclusao do preditor rend. Assim,
tem-se:

n—(p+1) R2— R?
p—(p-1) 1-R2

0.9443 — R?
1-0.9443

& R? = 0.9443 —0.0001033083 = 0.9441967

T2, = Feye < (—=0.202)% =

calc

< 0.040804 = (30 —8)

Assim, o modelo resultante da exclusdo do preditor rend apenas explica menos cerca de
0.01% da variabilidade observada no teor de taninos.

(c) Considera-se agora um modelo com apenas k=2 preditores, ant e polifenois, cujo coefi-
ciente de determinacio é ainda bastante elevado: R%=0.9261.

.

ii.

iii.

Pede-se um teste F' parcial para comparar o submodelo com o modelo completo original,

de p=7 preditores. Tem-se:

Hipéteses: Hy : R? = R?2 ws. Hp : R? > R2 onde R? e R? indicam os coe-
ficientes de determinacao populacional, respectivamente do modelo completo e do
submodelo.

Estatistica do Teste: F' = ";(le) }?:R}%E N Flpken(p+1))» s0b Ho.

Nivel de significancia: a«=P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hy | Hy verdade | =0.05.

Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Faie > fo.05(5,22) = 2-66.

Conclusoes: Tem-se F_y .= % 09{%‘?{% =1.437702. Logo, nao se rejeita Hy, i.e.,

considera-se que a qualidade de ajustamento do modelo completo nao é significati-
vamente melhor (ao nivel «=0.05) do que a do submodelo, facto compativel com
uma diferenga de menos de 0.02 no valor dos coeficientes de determinagao. Assim,
0 mais parcimonioso submodelo parece ser a op¢ao mais adequada.

Como se viu acima, na regressao linear simples de taninos sobre polifenois, o
coeficiente de determinacio é de apenas R? = 0.236196. A regressdo linear sim-
ples de taninos sobre ant tem um coeficiente de determinacao bastante mais baixo:
R? = (rantvtam,wsf = (—0.266)? = 0.070756. No entanto, & regressao linear miltipla
de taninos sobre os dois preditores referidos corresponde o valor muito apreciavel de
R?=0.9261. Este exemplo ilustra uma ideia importante: ndo € possivel prever a qua-
lidade dum modelo de regressao linear miltipla apenas com base nos coeficientes de
correlacao entre cada preditor individual e a varidvel resposta.

Podemos representar as n = 30 plantas observadas, como uma nuvem de 30 pontos
no espago a 3 dimensoes cujos eixos correspondem as trés varidveis associadas a este
modelo. A boa qualidade do modelo de regressao linear de taninos sobre os preditores
ant e polifenois significa que os n pontos da nuvem se dispersam essencialmente em
torno dum plano de equagao y = 0.269530 — 3.706825 z1 + 0.055789 x5 (onde y indica
taninos, z; indica ant e x5 indica polifenois). No entanto, a projec¢ao da nuvem
de pontos, quer sobre o plano coordenado x10y, quer sobre o plano coordenado x40y
nao produz uma nuvem de pontos de forma (sequer aproximadamente) linear, dados os
baixos valores dos coeficientes de determinacgao dos respectivos modelos. Isto significa
que a inclinacio do plano em R? inicialmente referido ndo se alinha com os planos



coordenados referidos. Nas figuras que se seguem, pode ver-se o grafico de 30 pontos
em R3, com uma inclinacio do sistema de eixos que evidencia que a nuvem se dispoe
em torno dum plano. Seguidamente, veém-se as nuvens dos mesmos 30 pontos nos
planos coordenados definidos pela variavel resposta taninos e cada um dos preditores,
podendo confirmar-se os baixos valores de R? ja calculados.

2.4

7.5

rz2015%taninos
6.5

rz2015%ant.

260

240 50

rz2015%pol ifenois

8.0
1
e
8.0
1
)
.

taninos
.
.
taninos
.
.

6.5
1
.
6.5
1
.

5.0

o
T T T T T T 1] T T T T
14 1.6 18 2.0 22 2.4 220 240 260 280

ant polifenois

111

1. Trata-se dum delineamento factorial a dois factores, sendo a variavel resposta Y a altura aos
dois anos (em cm); o primeiro factor (A) a proveniéncia, com a = 5 niveis e o segundo factor
(B) o local do estudo (com b = 2 niveis). O delineamento ¢é equilibrado, uma vez que em cada
uma das ab = 10 células (situagdes experimentais) existem n. = 6 observagoes, num total de
n=ncab=60 observacoes. Uma vez que existem repeti¢oes nas células, é possivel (e desejavel)
estudar a existéncia de eventuais efeitos de interacgao.

O modelo ajustado é o modelo ANOVA a dois factores, com efeitos de interacgdo. Admite-se
que os niveis de cada factor estdao ordenados pela ordem com que aparecem no enunciado.



o Yijp = pi1 + o+ B+ (aB)ij + €k, para qualquer i=1,2,3,4,5, j=1,2e k=1,2,3,4,5,6,
sendo p11 a altura esperada (aos dois anos) dos pinheiros gregos em Sines; «; o efeito
principal (acréscimo & altura) associado & proveniéncia i (com a;=0); f; o efeito principal
(acréscimo a altura) associado a j =2 (dada a restri¢ao 5 =0); (/3);; o efeito de interaccao,
isto é, o acréscimo na altura especifico da combinacao da proveniéncia i com o local j. Dadas
as restri¢oes (af);;=0se i=1e/ou j=1), o modelo apenas prevé efeitos de interaccao nas
situagdes experimentais correspondentes a Tavira (j=2) e para proveniéncias diferentes da
Grécia (i>1). Finalmente €5 é o erro aleatério da observacao Yjji.

e Admite-se que os erros aleatorios sao todos Normais, de média zero e variancias homogéneas:
eijr N N(0,0%), para qualquer i, j, k.

e Admite-se que os erros aleatorios €5, sao independentes.

2. Tratando-se dum modelo ANOVA factorial, a dois factores com interacgdo, a tabela-resumo
tera de ter quatro linhas, correspondentes aos trés tipos de efeitos previstos (principal de cada
factor e de interacgao), bem como a variabilidade residual e, opcionalmente, uma quinta linha
associada a variabilidade total. A tabela tera as habituais colunas de graus de liberdade, Somas
de Quadrados, Quadrados Médios e valor das estatisticas F. Vejamos como se pode preencher
esta tabela.

Sabemos que os graus de liberdade associados a QMRE sao dados por n—ab, onde n =60 é o
namero total de observagoes e ab=10 é o numero de parametros existentes no modelo. Assim,
g.l.(SQRE)=50. Sabemos ainda que, para os varios tipos de efeitos, os graus de liberdade sao
dados pelo nimero de parcelas de cada tipo de efeito, apds a introdugao das restri¢oes, ou seja,
associado a SQA ha a—1=4 g.l., associado a SQB ha b—1=1 g.l., e associado a SQAB hé
(a—1)(b—1)=4 graus de liberdade.

No enunciado é dada a Soma de Quadrados associada ao que foi designado factor A, tendo-se
SQA =280.61, donde se conclui que QM A = % = % =70.1525. No enunciado é também
dado o Quadrado Médio Residual, tendo-se QM RE=16.59, donde SQRE=QM RE x (n—ab) =
16.59 x 50=2829.50. Ora, sabemos pelo formulério que:
2
SQB = ancy (7, -7.)
j=1
= 5 x6x [(28.14 — 31.76298)% + (35.38 — 31.76298)?] = 786.2645 .

Donde QM B = Sb?—? = 786.2645. O enunciado refere ainda a variancia da totalidade das 60

observacoes, 8?3 = 34.49584, donde se pode concluir que a Soma de Quadrados Total é SQT =
(n—1) SZ =59 x 34.49584 = 2035.255. Uma vez que sabemos que esta Soma de Quadrados
Total se pode decompor como SQT =SQA+ SQB+ SQAB+ SQRE, torna-se possivel calcular
SQAB=SQT — (SQA+ SQB + SQRFE)=2035.255 — (280.61 + 786.2645 + 829.50) = 138.8801.
Assim, o Quadrado Médio associado & interac¢ao é dado por QM AB = (af %éﬁ = 138'5801 =
34.7200.

Finalmente, os valores das estatisticas F' sao dados, para os trés tipos de efeitos, pela razao entre
o Quadrado Médio do referido tipo de efeito e QM RE. A tabela completa fica assim:

g.l.  Soma de Quadrados Quadrado Médio F
Proveniéncia 4 280.61 70.1525  4.229
Local 1 786.2645 786.2645 47.394
Interaccao 4 138.8801 34.7200  2.093
Residual 50 829.50 16.59 -



3. Vai-se efectuar em pormenor o teste aos efeitos principais do Factor A (proveniéncia dos pinhei-
ros), e descrever sinteticamente os testes aos efeitos principais do Factor B (local) e aos efeitos
de interaccao.

Hipoteses: Hy : a; =0, Vi vs. Hy : 3ital que «; # 0.

Estatistica do Teste: Fy = % N Fla—1,n—ab]; S0b Hop.

Nivel de significancia: o = 0.05.

Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feae > fo.05(4,50) = 2.57 (entre os valores
tabelados 2.53 e 2.61).

Conclusoes: Como F,, . = % =4.229 > 2.57, rejeita-se Hy, sendo possivel concluir pela

existéncia de efeitos principais de proveniéncia (ao nivel o = 0.05).

No teste aos efeitos principais do factor local do estudo, as hipdteses do teste podem ser escritas
apenas como Hg : o =0 vs. Hp : B2 #0, uma vez que apds a imposicao da restrigao 51 =0,
apenas sobra um efeito deste tipo, o efeito 5o associado a Tavira. O valor calculado da estatistica
de teste é muito grande (Fq.=47.394) deixando antever a rejeigao de Hy, facto que é confirmado
determinando nas tabelas o limiar da regido critica unilateral direita: fy 5(1,50) & 4.04 (entre os
valores tabelados 4.00 e 4.08). Assim, conclui-se claramente pela existéncia de efeitos principais
de localidade, o que neste caso significa que existe um efeito associado & passagem do local de
plantacao de Sines para Tavira. Uma rapida inspeccao das médias de local sugere que se trata
dum maior crescimento dos pinheiros em Tavira, pelo que se deduz que 9 tera um valor positivo.

No teste aos efeitos de interaccao, com hipoteses Hy : (aff);; =0, para todo o i e j, contra a
hipotese alternativa de que existe pelo menos uma célula (7, j) onde («f3);; # 0, o valor calculado
da estatistica de teste é F,q.=2.093, inferior ao limiar da regiao critica, que é (por coincidéncia)
igual ao do teste aos efeitos do factor A fg 05(4,50) &~ 2.57. Logo, nao se rejeita Hy (para a=0.05),
e conclui-se pela inexisténcia de efeitos significativos de interacgao.

4. Nesta alinea é pedido para verificar se o facto da maior altura média amostral de Sines (31.16,
para pinheiros provenientes de Marrocos) ser menor que a mais baixa altura média amostral
em Tavira (33.56, para pinheiros da segunda proveniéncia italiana) é uma rela¢ao que se possa
estender & populagao. Vamos responder efectuando, como solicitado no enunciado, um teste de
Tukey, e usando a=0.05. Ora, o termo de comparagao ¢ (como indicado no formulario e usando
as tabelas da distribuigdo de Tukey):

MRE 16.59
L = 40.05(10,50) \/ —=— = 4.68 x 1.662829 = 7.782039 .

do(ab,n—ab) 6

T

Ora, a diferenga entre as médias amostrais das duas células referidas acima é apenas |31.16 —
33.56| = 2.40, logo inferior ao termo de comparagao, pelo que nao é uma diferenga significativa
(ao nivel «=0.05). Assim, nao é possivel afirmar que as médias populacionais em Tavira sejam
sempre maiores as de Sines, independentemente das proveniéncias. Alguns pares de médias
populacionais podem ser consideradas diferentes (por exemplo, o crescimento médio dos pinheiros
gregos em Sines e em Tavira), mas sera preciso levar em conta as proveniéncias, e ndo apenas o
local da realizagao do estudo.



1.

v

(a) A matriz X do modelo tem n linhas, correspondentes as n observagoes, e p + 1 colunas,
sendo a primeira uma coluna de uns e as restantes, as colunas das n observacoes em cada
uma das p variaveis preditoras. Assim, tem-se:

(b)

L2y ey o0 Tpg,

Tlay T2y " Tpg

X = 1 Ll L2500 Tpe
1 Llmy L2y 77 Tpey

Por defini¢ao, o espago das colunas da matriz X, C(X) é constituido por todos os vectores
(necessariamente de R™) que se podem obter como combinagoes lineares das colunas da
matriz X.

i.

ii.

iii.

Sabemos que a matriz de projeccao sobre o subespaco gerado pelo vector 1, é dada
por P=1,(1t1,) 11t = %Ini‘z (veja~se o Exercicio 17 da Regressao Linear Multipla).
Ora, (I-P)y =y — P¥, sendo a segunda parcela dada (ver ainda o Exercicio 17) por
Py = %fn 1ty = 71, ou seja, o vector que repete n vezes a média das n observacoes

de Y. Logo, tem-se:

Y1 Y ]

Yo Y Yo — Y
I-P)y =y-Py=|¥B| - |YV|=|PB"Y| =y

Yn y yn_y

A matriz de projeccio ortogonal sobre C(X) ¢ dada por H = X(X!X)~!1X*, pelo que
a projeccao ortogonal do vector y© sera:

Hy° = HI-P)y = (H- HP)y = Hy — HPy

Ora Hy é o vector dos valores ajustados da variavel resposta, ou seja, o vector 3:; (razao
pela qual a matriz H é conhecida em inglés pela “hat matriz”, ou seja, a matriz que
coloca o chapéu no vector ¥y, e é representada pela primeira letra da palavra hat). Por
outro lado, e como se viu nas aulas, o produto HP =HT,, (1% 1,,) 11t =1, (1. 1,) 1t =
P, uma vez que HI, = fn, ja que 1, € C(X) e vectores que pertencem ao subespago
sobre o qual projecta H ficam invariantes na projecgao (ver Exercicio 4 da Regressao
Linear Multipla). Assim, a projeccao ortogonal de y¢ sobre C(X) é um vector cujo
elemento genérico é §; —y. A norma ao quadrado desse vector é, por definicao de

n
SQR, a Soma de Quadrados associada a Regressao: SQR=Y" (§; —7)°.
=1
Ja se viu que SQR é o quadrado do comprimento do vector projectado Hy*“. Pelo
n
seu lado, SQT = Y (y; — ¥)? ¢ o quadrado do comprimento do vector y¢, antes da
i=1

projeccao ortogonal sobre C(X). Essa projecgao ortogonal cria um triangulo rectangulo,
no qual y¢ é a hipotenusa e Hy® é um dos catetos. Ora o comprimento dum cateto é
sempre menor do que o comprimento da hipotenusa. No limite, poderia ser igual se o
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tridngulo colapsasse num segmento de recta, o que corresponde a dizer que a hipotenusa
pertenceria ao espago C(X) e coincidiria com o cateto. Nesse caso, y¢ = Hy® uma vez
que y° ficaria invariante na projeccao. Esta igualdade s6 é possivel se y; = 4;, para
todos os elementos do vector, ou seja, se os valores observados e ajustados coincidem.
Nesse caso, todos os residuos sao nulos.

(a) Sabemos que um modelo (com a mesma variavel resposta e ajustado com base nos mesmos

dados) é melhor do que outro se o seu AIC for menor. Designando os AICs do modelo
com k preditores e do submodelo com menos um preditor por, respectivamente, AIC) e
AICk_1, e tendo em conta a formula do AIC para modelos de regressao linear (disponivel
no formulério), tem-se que o submodelo é considerado preferivel se:

AIC, > AlC—1 & ”1H<%>+2(k+1) > nln<%>+2k
n

n
& 2 > n [ln <7SQRE1€_1> —1In <7SQREIC>]
n n
2 SQRE,_1
2 SQREk_l
<o SORE,

& en SQRE, > SQRE),

como se pedia para provar. Repare-se que, em limite, quando n tende para infinito, a
condicao de exclusdo tende para uma condicao impossivel: SQRE, > SQRE,_;. Uma
forma alternativa de pensar no problema é dizer que a Soma de Quadrados Residual do
submodelo (que é necessariamente maior ou igual & do modelo) vai tendo uma margem

2
cada vez menor para cumprir a relagao en SQRFE, > SQRFE,_1 & medida que n aumenta.
Assim, para grandes amostras o algoritmo de exclusao sequencial tende a nao simplificar
os modelos.

A partir dum modelo com k preditores, o algoritmo de exclusao sequencial baseado no
AIC procura o submodelo com k& — 1 preditores de menor AIC. Uma vez que todos esses
submodelos tém o mesmo niamero de preditores (k— 1), a definigao de AIC (ver formulario)
desses varios submodelos apenas difere na primeira parcela, e o menor AIC corresponderé ao
submodelo com o menor valor de Soma de Quadrados Residual. Por outro lado, o algoritmo
de exclusao sequencial baseado nos testes ¢ aos parametros 3; ird excluir o preditor para
o qual o valor da estatistica t é, em modulo, mais baixo (a que corresponderd o maior
p-value). Sabemos também que os valores de t.q. nos testes t a Hy : ; = 0, quando
elevados ao quadrado, sao o valor da estatistica do teste I’ parcial que compara o modelo
de k preditores e cada um desses submodelos de k — 1 preditores. Logo, ao menor valor de
|tcaic| corresponde o menor valor de F,q.. Mas, para os testes F' parciais em causa, tem-se
(ver formulério):

n — (k + 1) SQRE,._1 — SQRE}

1 SQRE,

Os varios submodelos de k—1 preditores apenas diferem na primeira parcela do numerador.
Logo, o menor valor destas estatisticas F' tem de corresponder ao submodelo com o menor
valor de SQRE})_1, que é também o modelo escolhido no algoritmo de exclusao sequencial

baseado no AIC.

Fcalc =




