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As distribui¢oes Binomiais surgem associadas a varidveis aleatérias X que contam o ntmero de éxitos
em provas de Bernoulli. Recorde-se que provas de Bernoulli sao experiéncias aleatorias com apenas
dois possiveis resultados, que convencionamos chamar éxitos e fracassos, que se repetem de forma
independente e em condigoes equivalentes, de tal forma que a probabilidade de um ézito seja igual em
todas as provas. No nosso contexto, surge de forma natural a sugestao de uma distribuicao Binomial
para a variavel aleatoria X que conta o numero de nao enraizamentos (que, paradoxalmente, podemos
chamar ézitos) em cada contentor, e da qual temos N =164 observagoes. A validade da distribuigao
Binomial pressupoe a independéncia das contagens e a equivaléncia das condi¢bes em cada contentor.

1. Uma distribui¢ao Binomial tem dois parametros: m, que indica o nimero total de provas de
Bernoulli em relagao a qual se faz a contagem; e p, a probabilidade de éxito em cada prova
individual de Bernoulli. No nosso contexto, o valor m =10 do primeiro parametro é determinado
pela propria natureza do problema, ja que X conta o niimero de éxitos em cada contentor, tendo
cada contentor 10 plantas. Ja o valor do segundo parédmetro, p, ndo é previamente especificado,
tornando-se necessario estima-lo a partir dos dados. A forma usual de fazer essa estimacao
baseia-se no facto de que se X N B(m,p), entdo o seu valor esperado serda E[X| = mp, pelo que
p= % O valor esperado é desconhecido, mas pode ser estimado a partir da média amostral
T, ou seja, do niimero médio de estacas nao enrazaidas por contentor, observadas nos N =164
contentores estudados. Tendo por base a tabela do enunciado, tem-se:
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__ = 2% 915044 .
. 164 164 g

Assim, o valor estimado de p serd p= % = % = 0.215244.

2. A validade da distribuicdo assintotica da estatistica de Pearson, nos teste x2, esté associada aos
critérios de Cochran, que exige que em nenhuma classe de valores haja menos de 1 contagem
esperada, e que em nao mais de 20% das classes haja menos de 5 contagens esperadas. Ora,
se fossem usadas as classes de valores individuais constantes da tabela, o nimero esperado de
observagoes correspondente a cada possivel resultado seria dado por E; = N x P[X =i]=Nx
(T)ﬁ’(l—ﬁ)mﬂ (para i =0,1,2,...,10). Para simplificar as contas, nesta alinea serd usado o
valor aproximado da estimativa de p indicado no enunciado (p = 0.2), em vez do valor mais
preciso calculado na alinea anterior. Assim, por exemplo, ao resultado X =10 corresponderia o
valor esperado estimado Fio=164 x 1 x (0.2)19 x 0.8°, ou seja, F10=0.000016794 < 1. Seré,
pois, necessario agrupar classes de resultados, a fim de respeitar os critérios de Cochran. O
agrupamento sugerido no enunciado consiste em criar uma nova classe para resultados X > 5.
Nessa nova classe agrupada, o valor esperado estimado sera E5+ = N x P[X > 5]. Para calcular
a probabilidade, recorre-se & tabela da distribuicao cumulativa duma Binomial de parametros
m = 10 e p = 0.2, obtendo-se: P[X > 5] =1—P[X < 4] = 1-0.9672 = 0.0378. Logo,
E5+ = 164 x 0.0378 = 6.1992. Este valor, superior a 5, ¢ o mais pequeno de todos os valores
esperados estimados, uma vez que estd associado & mais baixa probabilidade de ocorréncia,



como se comprova olhando rapidamente para a tabela da Binomial. De facto, as probabilidades
associadas aos valores individuais X =i (i=0,1,2,3,4) sao todas maiores que 0.0378, sendo a
mais baixa P[X = 4] = P[X < 4]—P[X < 3]=0.9672—0.8791 = 0.0881. Logo, é respeitado o
critério de Cochran.

. Hipoteses: Hy : X N B(10,0.215244) vs. Hy : XAB(10,0.215244).

k A2
Estatistica do Teste: A estatistica de Pearson é dada por X% = 3 %, sendo k=6 (apos
i=1 g
o agrupamento de classes), O; o nimero de observagoes na classe i e F; o correspondente
valor esperado estimado ao abrigo de Hy. A distribuicao assintotica desta estatistica, caso
seja verdade Hy, é X% 1 sendo 7 =1 o ntmero de parametros da distribuicao que foi
necessario estimar (o parametro p). Logo, a distribui¢ao assintotica é Xi-

Nivel de significancia: a = P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hy | Hp verdade | = 0.05
Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Hy se x2%,. > X(Z),05(4) = 9.48773.

Conclusoes: Como Xgalc = 17.5129 > 9.48778, rejeita-se a hipdtese nula de X seguir uma
distribui¢cao Binomial, com parametros m=10 e p=0.215244. Tendo sido usados os valores
de parAmetros duma Binomial mais adequados a este conjunto de dados (sendo p estimado
a partir dos dados), esta conclusao aponta para a rejeigao duma distribuigdo Binomial como
a distribuicao subjacente a variavel de contagem X.

. Pede-se o valor, na estatistica do teste, da parcela correspondente a 3 estacas nao enraizadas (que
corresponde a classe i =4). Essa parcela é dada por %, sendo Ey = N x P[X =3]. Pode
aproximar-se o valor de P[X = 3] com recurso as tabelas da Binomial (usando o valor p=0.2
sugerido no enunciado), obtendo-se Fy =N x (P[X <3]-P[X <2])=164 x (0.8791 — 0.6778) =
33.0132. Assim, a parcela pedida tera valor (aproximado) (04;;54)2 = (22;%%‘22)2 =3.674. Trata-
se de cerca de um quinto do valor final da estatistica de teste, mas a contribuicdo desta parcela
nao seria, por si so, suficiente para rejeitar a hipotese de distribui¢ao Binomial.
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. A qualidade de ajustamento do modelo pode ser avaliada pelo coeficiente de determinacdo, que
N0 Nosso caso, é bastante modesto: R?=0.5841. Assim, este modelo apenas explica pouco mais
de 58% da variabilidade observada nos teores de antocianas. No entanto, este valor de R? é
significativamente diferente de zero, como se comprova através dum teste de ajustamento global
do modelo:

Hipoteses: Hy :R?>=0 ws. H; :R?>>0.

Estatistica do Teste: F = 7”*(5”“1) 1551?22 N Fpn(pt1)), sendo Hp verdade.

Nivel de significancia: a = P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hy | Hp verdade | = 0.05.

Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Hp se Feqe > fo(s,34) que, pelas tabelas, cor-
resppnde a um valor entre 2.53 e 2.45.

Conclusoes: O valor F,.,. =9.551, dado no enunciado, pertence a regiao critica, pelo que se
rejeita Hy, ou seja, tratando-se dum modelo que deixa a desejar, é no entanto um modelo
significativamente diferente do modelo nulo, pelo que os preditores do modelo explicam
alguma da variabilidade do teor de antocianas.
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O coeficiente de determinagao modificado tem neste exemplo o valor R?n oq = 0.523. A definicao
2 QMRE

deste coeficiente modificado é dada no formulario: R ,=1 — OMT - Como se viu nas aulas,
2

mod —

e se pode concluir a partir das definigoes dos dois Quadrados Médios referidos, tem-se R
1-— #;}il)%—}? =1- n_"i;lﬂ)(l — R?) (onde R? indica o coeficiente de determinacio usual).
Assim, R?md multiplica a proporgao da variabilidade da variavel resposta que nao é explicada
pelo modelo, 1 — R?, pelo factor #;L) que, sendo sempre maior do que 1, serd tanto maior
quanto menor for a diferenga entre a informagao usada para ajustar o modelo (reflectida na
dimensao n da amostra) e a complexidade do modelo (expressa pelo nimero de pardmetros do
modelo, p+1). No nosso caso, tem-se n=40 e p+1=6, pelo que a referida diferenga nao é nem
muito grande, nem muito pequena. No entanto, a modesta qualidade do modelo (R? =0.5841)
implica que o factor n_r&l_l) = % = 1.147 vai incidir sobre uma proporgao relativamente grande
de variabilidade nao explicada (1— R? =0.4159), penalizando esta propor¢io com um aumento
de cerca de 15%. Assim se explica a diferenca visivel no valor de R? .. quando comparado com

mod’
o coeficiente de determinagao usual.

A contribuigao da variével pH para a previsao do teor de antocianas é traduzida pela parcela que
lhe corresponde no modelo de regressao linear multipla, ou seja, pela parcela 84 pH. Se B4=0, esta
parcela em nada contribui para a estimagao do teor de antocianas (independentemente do valor
de pH). Logo, a veracidade da afirmagao esta associada ao facto de ser, ou nao, admissivel esse
valor de B4. Nao é possivel dar uma resposta apenas olhando para a magnitude da estimativa de
B4, ou seja, para o valor by = —54.928 (esse valor depende também das unidades de medida das
observacoes). E necessario ter também em conta a variabilidade associada a essa estimacio, que é
transmitida pelo erro padrao associado. O enunciado pede para responder através dum intervalo
de confianga para 4, que usa essa informagao. A expressao genérica para esse IC a (1—«) x 100% é:
] b4—ta/2(n_(p+1)) 5’34 s b4—ta/2(n_(p+1)) 5’34 [ Tem-se b4:—54.928, t0.025(34) ~2.03e 6’34 = 51.261,
pelo que o IC a 95% de confianca é | — 158.9878, 49.13183[. Trata-se dum intervalo de grande
amplitude, que inclui o valor zero. Assim, nao é possivel sustentar a afirmacao do enunciado.

(a) A variavel excluida no primeiro passo do algoritmo de exclusao sequencial foi a variavel
rend, uma vez que o valor de prova (p=0.75059) no teste a que o respectivo coeficiente (;
seja nulo é claramente superior aos niveis de significAncia usuais e é 0 mais elevado entre
todos os preditores. Por outras palavras, entre todas as varidveis preditoras, rend é aquela
em que se estd mais longe de rejeitar a hipotese nula 3;=0. A variavel excluida no segundo
passo do algoritmo tem de ser a variavel pH, uma vez que é a outra varidvel do modelo
original que nao figura no submodelo, mas nao era possivel garantir esse facto apenas com
base no ajustamento do modelo completo.

(b) O valor de QM RE no submodelo final (que tem k =3 preditores, a saber, brix, acidez
e pesobago), pode ser calculado a partir do valor do Critério de Informacao de Akaike
(AIC) desse submodelo, que pelo enunciado é AIC' =213.02. Ora, pelo formulario tem-se
que, num submodelo com k preditores, AIC =n In (%) +2(k+1). Assim, SQRE), =

AIC—2(kt)

ne~ n = 6730.33, pelo que QM RE) = 6730.33/36 = 186.9536. O valor estimado
da variancia dos erros aleatérios no modelo original é o QM RE desse modelo completo,
que pelo enunciado do ajustamento do modelo completo ¢ QM RE, = (13.83)%2 = 191.2689.
Assim, e apesar de no submodelo o valor de SQRFE ser (necessariamente) maior, a redugao
simultdnea do ntumero de preditores permitiu que o respectivo QMRE seja menor do que
no modelo completo.

Considerando agora apenas regressoes lineares simples.



(a) A melhor variavel preditora sera a variavel mais fortemente correlacionada com a variavel
resposta antocianas. Pela matriz de correlagoes (dada no enunciado) verifica-se que esse
melhor preditor é a variavel brix, cuja correlagdo com as antocianas é r=0.561. Sabemos
que, numa regressio linear simples, o coeficiente de determinacdo R? é o quadrado do
coeficiente de correlagio entre preditor e variavel resposta, pelo que R? = (0.561)? =0.314721.
Assim, esta melhor regressao linear simples apenas explica cerca de 31,5% da variabilidade
observada no teor das antocianas, um valor que é muito baixo. Este valor nunca poderia ser
maior que o R? do modelo completo (uma vez que é um submodelo desse modelo com cinco
preditores), mas ainda se perde bastante capacidade explicativa em rela¢ao ao ja baixo valor
de R? do modelo completo.

(b) Independentemente da fraca capacidade explicativa do modelo de regressao linear simples,
é possivel ajustar a respectiva recta de regressao de teor de antocianas (y) sobre teor brix
(), que sabemos ter equagdo y = b + by x, com by =7y, 7 = (0.561) x 2002151 — 11.82398,
e bp=7—b1x=98.52—11.82398 x 21.53 = —156.0502 (sendo dadas no enunciado as médias
e desvios padrao das duas variaveis do modelo). Ou seja, a equagao da recta ajustada é

y=—156.0502 + 11.82398 x.

(c¢) Sabemos (ver formulario) que o estimador $31 do declive 3; da recta de regressio considerada

[N . A 2
tem variancia V[ﬁl] = 1) —%<—, e o respectivo erro padrao é a raiz quadrada deste valor.

Tem-se n =40 e s2 = (0. 94994) =0.902386. O valor da variancia o2 dos erros aleatérios
é desconhecido, mas é estimado pelo Quadrado Médio Residual. Logo, podemos calcular
a estimativa do erro padrdo apos calcularmos esse valor de QM RE. Pela definicio de R?
tem-se SQR=R? x SQT, e como R?=0.314721 e SQT = (n—1)s; = 39 x (20.02151)* =
15633.57, vem SQR = 4920.214. Por outro lado, SQRE = SQRT — SQR = 15633.57 —
4920.214 = 10713.36. Assim, QM RE = SQRE = 281.9304. Logo, o erro padrao pedido é

~ [ 2819304 _
65, = L = 2.830305.
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1. Trata-se dum delineamento a um unico factor (as variedades de tomate), sendo a variavel res-
posta Y a resisténcia da pelicula (em gf). Em cada um dos k = 6 niveis do factor ha n. =3
repeticoes (as parcelas). O namero igual de repeti¢des nas 6 situagoes experimentais significa
que o delineamento é equilibrado. NOTA: Nao faz sentido considerar parcelas como um segundo
factor num delineamento factorial a dois factores, uma vez que as parcelas duma variedade nada
tém em comum com as parcelas de outra variedade; considerar parcelas como um segundo factor,
subordinado ao factor variedade, numa relagao hierarquizada, é conceptualmente possivel, mas
nesse caso haveria uma tnica observagao em cada uma das 18 situagoes experimentais (parcelas)
e nao seria possivel ajustar um modelo ANOVA.

O modelo ANOVA a um factor é:

e A resisténcia Yjj, na j-ésima parcela (j=1,2,3) associada a variedade i (i=1,...,6), é dada
por Y;; = p1 + o + €5, Vi, j, sendo p1 o rendimento esperado da primeira variedade; a; o
efeito (acréscimo a resisténcia) associado a variedade i (com a restricao a; = 0); e €;; 0 erro
aleatorio da observacao Y;;.

e Admite-se que os erros aleatorios sao todos Normais, de média zero e variancias homogéneas:
€ij NN(0,0?%), para qualquer 1, j.



o Admite-se que os erros aleatorios €;; sao independentes.

2. A tabelarresumo terd apenas duas linhas (além da linha correspondente aos Totais), associadas
respectivamente aos efeitos do Factor e & variabilidade Residual. Sabemos que os graus de
liberdade dos efeitos do factor sdo k—1 =5 e que os graus de liberdade residuais sao n—k=186=12.
Por outro lado, as formulas para as Somas de Quadrados neste mais simples de todos os modelos

k

sao dadas no enunciado. A Soma de Quadrados Residual ¢ SQRE =" (n;—1)s? e, tratando-se
dum delineamento equilibrado com n.=3 tem-se, usando as variéncials ;mostrais de nivel dadas
no enunciado, SQRE =2 x (14713.08 4 367.9434 4 5881.921 4 33132.64 + 5.414433 +47.11163) =
108296.2. Também seréd possivel calcular SQF' a partir da formula do enunciado, uma vez que
sao disponibilizadas as médias amostrais de nivel e globais. Mas a forma mais simples de obter
esse valor vem da constatacao de que, numa ANOVA a um factor, se tem SQF =SQT—-SQRE
e também SQT = (n—l)sizl? x 34517.82=586802.9. Logo, SQF =478506.7. Dividindo estas
Somas de Quadrados pelos graus de liberdade antes referidos obtém-se os Quadrados Médios, e
dividindo QM F por QM RE obtem-se o valor calculado da estatistica do teste F' aos efeitos do
factor. Assim, a tabela-resumo é:

‘ g.l. ‘ SQs ‘ Quadrados Médios ‘ F.oc
478 506.7 __ _ QMF _95701.35 _
Factor | 5 |478506.7 | B30T =95701.35 | Fraie = Shras = Sontees = 10.6044
Residual | 12 | 108296.2 | 1082962 —9(24.685 -

3. Eis o teste aos efeitos do factor (variedade):

Hipoéteses: Hy : a; =0, Vi vs. Hy : 3ital que o; # 0.

Estatistica do Teste: F' = % N Flg1,n-4], sob Ho.

Nivel de significancia: o = 0.05.
Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Fiqie > fo.05(5,12) = 3-11.

Conclusoes: Como Fq.=10.6044 > 3.11, rejeita-se Hg, sendo possivel concluir pela existéncia
de efeitos de variedade (ao nivel @ = 0.05). No nosso contexto, tal corresponde a afirmar
que existem variedades de tomate cujas peliculas tém resisténcia média diferentes de outras.

4. Para comparar médias de variedade iremos utilizar o teste de Tukey. Sabemos que podemos
considerar diferentes duas médias populacionais de nivel, u; e u;, caso as respectivas médias

amostrais de nivel difiram mais do que o termo de comparacao do teste de Tukey, ou seja, se

v, — i |> Qa(k,n—k) QZZRE, onde ¢q (k) indica o valor que deixa a sua direita uma regiao

de probabilidade «, na distribuicao de Tukey com parametros k e n—k. No nosso caso, k=6
e n—k =12, sendo, pelas tabelas da distribui¢ao Tukey, go.05(6,12) = 4.75. Como \/M =

Te

W, % = 54.84732, podemos decretar a diferenga significativa entre a média amostral das
resisténcias da variedade 40C, 7, =705.8 (que é a maior de todas), e a de qualquer outra variedade
cuja média difira desta em mais de 4.75x54.84732=260.5248 ¢f. Ora, 705.8—260.5248 =445.2752,
e apenas a variedade 18 nao tem média amostral inferior a esse valor. Logo, podemos concluir que

as resisténcias médias das variedades 28, 29, Ace e Roma sao diferentes (inferiores) a resisténcia
média da variedade 40C.

5. O teste de Bartlett visa optar entre a hipdtese nula da igualdade de varidncias populacionais
nas diferentes situacoes experimentais do delineamento, que neste caso corresponde as diferentes



variedades de tomate (niveis do factor) e a hipotese alternativa de que existe pelo menos um
par de niveis com varidncias populacionais da variavel resposta diferentes. Mais concretamente,
. . 2 _ 2 P . Y . Y 2 2
visa optar entre Hy : 0 = o, para qualquer par de niveis 4,7, e Hy : 34,7 tal que o} # 0. A
estatistica do teste K2 (que consta do formulario, mas tem uma expressao complicada) segue uma
distribuicao assintotica Xz—p com uma regiao critica unilateral direita. Assim, no nosso problema

deve rejeitar-se a hipdtese nula da igualdade das variancias caso K2 e > Xg 05(5) = 11.0705.

Ora, segundo a listagem no enunciado, K cal . = 24.2998, pelo que se conclui pela rejeicao de
Hy, em favor de H; (ao nivel « = 0.05). Note-se que esta tltima hipotese representaria uma
violagao do pressuposto dos modelos ANOVA de igualdade das variancias populacionais de todas
as observagoes. No entanto, cabe referir que a aplicacdo do teste de Bartlett a este problema é
duvidosa, uma vez que, com apenas 3 repetigoes em cada nivel do factor, a validade da distribuigao
assintotica da estatistica do teste é questionével (recorde-se a nossa convengao de que se deve
exigir pelo menos 5 repeti¢oes em cada nivel do factor para admitir essa distribuigao assintotica).

v

1. As trés alineas correspondem a mostrar que o estimador Bl tem distribuigao N <51, ﬁ)

~ n
(a) Como se recorda no enunciado, o estimador 8; = 3 ¢;Y; é uma combinagao linear dos Y,
i=1
que de acordo com o modelo linear sao varidveis aleatérias Normais e independentes. E
sabido que qualquer combinacao linear de Normais independentes tem distribuicao Normal,
pelo que o estimador 7 tem uma distribuicao dessa familia. Nas alineas seguintes calculam-

se os dois parametros dessa distribuigao.

~ n n
(b) Pela linearidade do valor esperado tem-se E[3i] = E [Z ciYi] = > ¢ FE]Y;]. Tendo em
i=1 i=1
conta que E[Y;]=pfy + Pf1x; (ver enunciado), vem:

n n n n
= clBo+fim) = Y cibo+ Y cibwi = By cit+hiy cmi = P,
— — — — —
1 (2 (2
=0 —1

3

n n

uma vez que y. ;=

i=1 i=1 x i=1

n
Regressao Linear Simples (sendo a igualdade Y ¢;x; =1 dada no enunciado).
i=1
(c) De forma anéloga, mas tendo em conta as propriedades das variancias, nomeadamente que
constantes multiplicativas passam para fora, elevadas ao quadrado, e que a varidncia da

soma de v.a.s independentes é a soma das respectivas variancias, tem-se:

V] = V ncm -y VY
_ 2Zn: (xi_E)Q _ o’ Zn:( ) —)2
R = A R (R I
N———
=(n-1)s2
2
- [(n— 152?W —1)s3



2.

(a)

A soma dos elementos dum qualquer vector X = (x1, T, ..., 7, )¢ obtém-se tomando o produto
n

interno desse mesmo vector com o vector dos n uns: 14X = > z;. Assim, a soma dos valores
i=1

observados Y; é dada por 12? e a soma dos valores ajustados Y; ¢ dada por lfLY: lleY_)':

(H'1,)"Y =(H1,)YY, ji que a matriz de projec¢io ortogonal H é simétrica (H!=H). Mas

H1, =1, uma vez que o vector 1,, pertence ao subespago C(X) sobre o qual H projecta, logo

permanece invariante sob o efeito dessa projeccao. Assim, as somas de valores observados e

ajustados de Y coincidem (123?: 1n§?), pelo que coincidem também as respectivas médias.

Tem-se Y = HY. Sabemos pelas propriedades da distribuicao Multinormal que, sendo Y
Multinormal, o produto HY também o sera (acetato 238, propriedade 7), sendo o seu vector
médio dado por:

E[Y] = E[HY] = HE[Y] = HXB8 = X8 ,
uma vez que, sendo H a matriz de projeccao ortogonal sobre o espaco das colunas da

matriz X, C(X), qualquer vector desse subespago (como é Xf) permanece invariante sob o
efeito dessa projeccao. Por outro lado, e tendo em conta as propriedades das matrizes de

variancias-covariancias, a matriz de (co-)variancias do vector Y é dado por:

—
~

V[Y] = V[HY] = HV[Y] H' = ¢’HH = ¢°H,
=H

=021,

dada a idempoténcia de H (HH=H). Logo, Y NN(XB,0°H).



